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Bevezetés

A modern elektrotechnikdban kiemelkedd szerepe van azoknak az eszk6zoknek, amelyek
lehet6vé teszik az elektromdgneses teljesitmény vagy kommunikdcids jel tovabbitdsat,
jelentds intenzitdsveszteségek nélkiil.

A hulldmvezetdk (waveguide-ok) olyan eszk6zok, amelyek bizonyos frekvenciatarto-
manyon gyakorlatilag a teljes elektromégneses energidt at tudjak bocsatani, mindemel-
lett pontosan oda irdnyitjdk, ahol arra sziikség van. Ezen eszkdozok pontos megtervezésé-
hez elengedhetetlen, hogy meghatarozzuk, milyen hullimmoddusok terjedése megengedett
benniik adott frekvencién.

A hullammodusok megkeresése egy elektromdagneses sajatérték-feladatra vezet. Ezen
sajatértékek, illetve a hozzajuk tartoz6 sajatfiiggvények (mdédusok) ismeretében meg tud-
juk hatérozni a teljes elektroméagneses teret a hullimvezetSben.

A Maxwell-egyenletekbdl szarmaztatott parcidlis differencidlegyenletek, illetve a mar
emlitett sajatérték-probléméak numerikus megoldasdra a végeselemek moddszere (FEM)
bizonyult az egyik legelonydsebbnek.

Szamos, ezen a mdodszeren alapul6 felhasznalobarat program 4ll rendelkezésre, ame-
lyek modellezik a fizikai problémat, és nagyban hozzdjarulnak az eszkozok fejlesztésé-
hez. Egyik legismertebb ezek koziil a COMSOL Multiphysics programcsomag, melyet
parcidlis differencidlegyenletek numerikus megoldaséra terveztek. Fizikai és mérnoki al-
kalmazdsok széles korét tartalmazza. Moduljai kozott megtalalhato pl. az elektromagnes-
ség, a hdvezetés, a strukturdlis mechanika, ezek 0sszekapcsoldsdval pedig lehet6ség nyi-
lik komplex fizikai jelenségek modellezésére. A TDK-dolgozatomat f6ként az motivélja,
hogy at kivanom tekinteni, milyen matematikai appardtus all a COMSOL megoldasi méd-
szereinek hatterében. Ehhez elengedhetetlen a FEM elméletében val6 elmélyedés, illetve

annak alkalmazdsa kiilonb6zd modellproblémakra.



1. fejezet

Maxwell-egyenletek

A James Clerk Maxwell (1831-1879) altal felallitott egyenleteket az elektromagneses tér-
elmélet axiomaiként tartjuk szdmon. Ezek a torvények kisérleti tapasztalatok altalanosi-
tasaként sziilettek, és kapcsolatot létesitenek a makroszkopikus elektromédgneses mennyi-
ségek kozott. (Az itt haszndlt vektoranalizisbeli, illetve elektrodinamikai fogalmakat,
mennyiségeket a B., illetve a C.1. fiiggelékekben ismertetjiik.)

A Maxwell-egyenletek integralegyenletes formdban a tér véges tartomdanyaira érvé-
nyesek. Tegyiik fel, hogy ezek barmely feliiletre és gorbére fenndllnak. Tekintsiink egy
pontot a térben, ahol az elektromdgneses mez6 menyiségei és azok derivaltjai mind
folytonosak. Ekkor a Gauss- és Stokes-féle integréltételek alkalmazdsaval a tér minden
egyes pontjara vonatkozd parcidlis differencidlegyenleteket nyeriink (differencidlegyen-
letes alak) [1, 2].

1.1. A Maxwell-egyenletek integral- és differencialegyen-

letes alakja

1.1. Faraday-féle indukciés torvény. Az elektromos mezd C zdrt gorbe menti integrdlja,
azaz cirkuldcidja, egyenld a gorbe dltal hatdrolt S feliiletre vett indukciofluxus id6 szerinti

derivdltjdnak (—1)-szeresével :

%E-dl:—i B - ds. (1.1)
c dt Js
Differencialalakban:
V xXE= OB (1.2)
ot '

Jelentése: Az elektromos mezd orvényes, orvényerdssége ardnyos a mdgneses indukcio

idoegységre esd viltozdsadval.



1.2. Ampere-féle gerjesztési torvény, a Maxwell—-Ampere-torvény. A staciondrius
dram mdgneses mezdjének cirkuldcioja, vagyis egy zdrt C gorbére vett integrdlja, ard-

nyos a gorbe dltal hatdrolt S feliileten dthalado dram erdsségével.

Maxwell felfedezte, hogy nem staciondrius esetben az dramokhoz hozza kell adni az

fHdl:/de—l—i/DdS. (1.3)
c s dt Jg

oD
VxH=""141. (1.4)

Jelentése: A mdgneses mezd orvényes. Az orvényerdsség az eltoloddsi és a vezetési dram-

eltolodasi aramot is:

Differencialalakban:

siriség osszegével ardnyos.

1.3. Elektromos Gauss-torvény. Az elektromos eltoldsnak egy zdrt S feliiletre vett fluxu-
sa, azaz feliileti integrdlja egyenld a feliilet dltal hatdrolt V térfogatban taldlhato toltések
algebrai osszegével (Q):

%gD cds=Q = /Vp(r)dv, (1.5)

ahol ds a feliiletrdl kifelé mutaté normalis irdnydba mutat.
Differencidlalakban:
V-D=p. (1.6)

sy 2

Jelentése : Az elektromos tér forrdsos, forrdserdssége egyenesen ardnyos a toltéssiiriiség-

gel.

1.4. Magneses Gauss-torvény. A mdgneses indukciovektor bdarmely zdrt S feliiletre vo-

natkozo fluxusa 0, azaz:

j{B.ds_o. (1.7)
S

Differencialalakban:
V-B=0. (1.8)

Jelentése: A mdgneses mezd forrdsmentes, vagyis nem létezik mdgneses monopolus.

1.5. A kontinuitasi egyenlet. Az S feliilet dltal bezdrt V' térfogatbol idéegység alatt ki-

dramlo toltésmennyiség egyenld a térfogatban lévd toltés idoegységre juto csokkenésével :

d
ngds - —E/Vpdv. (1.9)
6



Differencialalakban: 9
0
V-J]=--C 1.10
J En ( )

Osszegezve, a Maxwell-egyenletek differencidlalakja:

OB
VXE:—E (1.11)
oD
VXHZE-FJ (1.12)
V-D=p (1.13)
V-B=0 (1.14)
__9p
V'J__at' (1.15)

Id6ben valtozé magneses mezd esetén a fenti differencidlegyenletek koziil csupdn ha-
rom fiiggetlen egymastdl. Ezek lehetnek az (1.11), az (1.12) és az (1.13), vagy az (1.11),
az (1.12) és az (1.15) egyenletek.

1.2. Az optikai kozeg tulajdonsagainak figyelembevétele

Vegyiik észre, hogy a harom fliggetlen Maxwell-egyenletben az ismeretlenek szdma hat,
ezért ezek meghatdrozasdhoz sziikség van rd, hogy kiegészitsiik az egyenletrendszert az

optikai kozeg dielektromos tulajdonsagait jellemzd anyagi egyenletekkel [2].

D=cE (1.16)
B = uH (1.17)
J = oE, (1.18)

ahol € az anyag permittivitdsa, ; a permeabilitdsa, o az elektromos vezetdképesség. Ezek

az allandok izotrop anyagok esetén skalar mennyiségek, anizotrp esetben tenzorok.



2. fejezet

Az elektromagneses hullamok terjedése

2.1. Id6ben periodikus elektromagneses tér

Tekintsiik azt az esetet, amikor az elektromagneses térmennyiségek idében harmonikusan

oszcillalnak [3], azaz
E(r,t) = E(r) cos(wt + ¢) = Re(E(r)e’®e’!) = Re(E(r)e’), (2.1)

ahol w a hullim korfrekvencidja, ¢ a fazisa, j az imagindrius egység. Az E(r) = E(r)e’?
a komplex amplitudé6 (fazor), amely fliggetlen az 1d6tdl, és informéciét hordoz mind az
amplitudordl, mind a kezd6fazisrol. Az elektroméagneses mezét jellemzd mennyiségek
mindig valdsak, ezért amig a komplex mennyiségekkel linedris miiveleteket végziink, ad-
dig Re jelzést legtobbszor el is hagyjuk.

Azért érdemes a komplex térer6sségvektorokkal dolgozni, mert a mez$ id6 szerinti
derivaltja:

%—Pj = Re(jwE(r)e’). (2.2)

Vagyis az id6 szerinti derivélést egy jw szorzdval helyettesithetjiik, és igy az id6fiiggd
egyenletekbdl az e/“* kifejezéssel valé egyszertisités révén a komplex amplitudéra vonat-
koz6 egyenletet nyerhetiink.

A kovetkez6kben minden id6ben harmonikus egyenletet a fazorra fogunk felirni. A
tovabbiakban a ~-vel val6 jelolést elhagyjuk.

Ennek megfelelGen irjuk at a Maxwell-egyenleteket az id6ben harmonikus esetre. Ha

E(x,y,2,t) = E(z,v, z)ej“’t
B(z,y,z2,t) = B(x,y, z)ej“t,



akkor az (1.11), az (1.12), az (1.15) egyenletek a kdvetkezd alakiak lesznek :

V xE = —jwB (2.3)
VxH=jwD+] (2.4)
V-J=—jwp. (2.5)

Megjegyezziik, hogy a COMSOL megoldasok is a fazorra vonatkoznak.

2.2. Vektor-hullimegyenletek forrasos elektromagneses

tér esetén

Ebben a szakaszban a célunk, hogy a Maxwell-egyenletek id6ben harmonikus formajabol
kiindulva matematikai atalakitdsokkal olyan egyenleteket kapjunk, amelyekben mar csak
az egyik térer6sség-komponens szerepel. Ezeket vektor-hulldimegyenleteknek nevezziik
[1]. A hullamegyenletek megolddsai az elektromdgneses hulldimok. A Gauss-torvénybdl

A (2.3) kiindulva, és felhaszndlva az (1.17) anyagi egyenletet, kapjuk, hogy:

V XE = —jwB = —jwuH
1 'V x E = —jwH.

Vegyiik az utébbi egyenlet mindkét oldalanak roticiojat:
V x (1 'V xE) = —jwV x H.
Hasznalva a (2.4) egyenletet, és az (1.16) Osszefiiggést, kapjuk, hogy
V x (1'V x E) = w*E — jw]. (2.6)

A H-ra vonatkoz6 vektor-hullamegyenletet hasonl6képpen nyerjiik az Ampere-tovénybdl
a (2.4), ha felhasznaljuk az (1.16), a (2.3), valamint az (1.17) egyenleteket:

VxH=juwD+]J=jweE+]J
e (VxH)=jwE+e']
Vx (e 'VxH)=jwVxE+Vxel],



amibdl

Vx(E'WxH) =W uH+V xe '] 2.7)

2.3. Vektor-hullimegyenletek forrasmentes elektromag-

neses tér és homogén, izotrop kozeg esetén

Legyen a kozeg homogén (u és € dllando), izotrop, az EM-mez6 forrdsmentes (p = 0, J =
= 0), ekkor az elektromdgneses tér leirasara uj, forrasmentes vektor-hullamegyenleteket
allithatunk fel, az el6z6 fejezetben eredményiil kapott vektor-hulldmegyenletekbdl kiin-
dulva [2]. A fenti egyszer(sitések révén (2.6.) és (2.7.) a kovetkez6 egyenletekre egysze-

riisodnek :

V x (V X E) = w?cuE (2.8)
V x (V x H) = w?euH (2.9)

Alkalmazzuk a Laplace-operdtorra vonatkozé azonossagot, B fliggelék, (B.4).

V(V-E) - V?E = w?uE (2.10)
V(V -H) — V?H = w?cuH. .11)

Mivel az (1.14) torvény szerint H divergenciamentes, forrdsmentes kozeg esetén pedig
E divergencidja is z€rus, ezért mindkét térerdsségvektorra azt kapjuk, hogy kielégiti a

kovetkezd forrdsmentes vektor-hullimegyenletet:

—V%E = w?euE (2.12)
—V*H = w?uH, (2.13)

N O’E N O*E N O*E
ox?  Oy? 022
O’H 0°H 0’H
0x? + 0y? + 0722

+ w?epE = 0 (2.14)

+ w?epH = 0. (2.15)

Vezessiik be a k* = w?ep jelolést! Belattuk tehdt, hogyha a kozeg homogén és izotrop,

valamint forrdsmentes, akkor mindkét térerdsségvektor komponensei kielégitik a homo-

10



gén Helmholtz-egyenletet, azaz a

29 ¢ 29
_ 2.1
5 3 T 5 + k¢ =0 (2.16)

egyenlet teljesiil az F,, I, I, H,, H,, H, komponensek mindegyikére. Az igy kapott
parcidlis differencidlegyenleteket fogjuk a kovetkezd fejezetben megoldani, specidlisan a

hullimvezet6kben terjeds elektromagneses tér meghatirozasara.

11



3. fejezet

Hullamvezetok

Ebben a fejezetben az id6ben harmonikus elektromagneses teret specidlis koriilmények
kozott vizsgaljuk. Olyan kozeget tekintiink, ahol a tér forrdsai a kdozegen kiviil helyezked-
nek el, igy az elektromdgneses térmennyiségek a forrdsmentes kozegre felirt Maxwell-
egyenleteket, valamint hullimegyenleteket oldjuk meg. A tengely menti hullamterjedést
olyan struktirdkban fogjuk tanulmédnyozni, amelyek ezen tengelyiik irdnydban véltozat-
lanok, tehat allandé a keresztmetszetiik.

Els6ként parhuzamos fémlemezek (tdvvezeték) kozotti hullimok terjedését vizsgal-
juk. Ezutdn majd a zart hullimvezet6k (waveguide) elektromagneses terét tanulmanyoz-
zuk el6szor homogén, majd inhomogén izotrop kézegben. Ezek az eszkdzok alkalmasak,
€s széles korben haszndlatosak az elektromagneses hullimok nagy hatdsfoku tovabbitasa-
ra. Feltessziik, hogy a hullimvezetdk fala idedlis fém, igy eltekinthetiink az energiavesz-
teségtdl [, 6].

3.1. Az elektromagneses tér a hullamvezetoben

Hogyan terjed az id6ben harmonikus elektromégneses tér egy iireges hullimvezetd test-
ben ? Ebben a fejezetben olyan idedlis elrendezéseket, hullimvezetSket fogunk vizsgélni,
amelyek a z tengely mentén végtelen hosszuak, keresztmetszetiik e tengely mentén val-
tozatlanok, tehat z kitilintetett irdny. Induljunk ki abbdl a feltételezésbdl, hogy az elektro-
magneses tér a hulldimvezetSben forrds-, azaz drammentes, és hogy az elektromégneses
hullam terjedési irdnya szintén z, (3.1. dbra).

Idében harmonikus elektromagneses teret vizsgalunk. Igy a hullimvezetSben az elekt-

romos és magneses térerosségvektorok idofiiggése levalaszthatd, mint ahogy azt kordbban

12



3.1. dbra. z irdnyban dlland6 keresztmetszet(i hullimvezet6

megjegyeztiik.

E(x,y,2,t) = E(z,y, 2)e’" (3.1
H(z,y,2,t) = H(x,y,z)ejm (3.2)

Mivel a struktirét z irdnyban végtelen hosszinak és valtozatlannak tekintjiik, a tér-
erGsségvektorok z-fiiggése az idofiiggéshez hasonléan levalaszthat6. Az elektromagneses

mez0 térerdsségvektorai tehat kifejezhetdk

E(z,y,2,t) = E(z, y)ej(wt:tkzz)
H(z,y,2,t) = H(z, y)e!@Hh?)

alakban, ahol %, a k hullimszamvektor z komponense, amely z irdnyu terjedés esetén
megegyezik az un. terjedési konstanssal, azaz k, = (. Feltehetd, hogy a hullim e~7%*
szerint terjed. (Hasonl6képpen feltehetnénk az /% szerinti terjedést.)

Vegyiik észre, hogy

OE -

= _ E(x7y)eJ(wt762) - (—jB) = —jpE, 3.3)
OH <

5, = Hlw,y)d/ 7 (=)f) = —jfH. (3.4)

A kovetkezd 1€pésben megmutatjuk, hogy valdjaban elegendd a z irdnyd komponense-
ket, azaz F,-t és H,-t meghatdrozni. Ehhez induljunk ki abbdl, hogy idében harmonikus,

forrasmentes esetben a Maxwell-egyenleteket a kovetkez6képp irhatjuk:

V xE = —juwB (3.5)
V x H = jwD. (3.6)

13



Fejtsiik ki a (3.5) egyenldséget:

X ¥y i
o o0 0
E=|— = Z|= _jwuH. 7
VX or Jdy 0z JWH 3.7)
E, E, E,

Ez ekvivalens a kovetkez6 egyenletrendszerrel, ha figyelembe vessziik az id6- és z-

fliggésrol feljebb leirtakat:

. O0E, | ,
X: By +jBE, = —jwpH,
. OFE, ,
Vi, TiBEs =jwnt,
x
OE, 0L,

N>

= —jwuH,. (3.8)

arr dy

Ugyanigy kaphatjuk a (3.6) egyenletbdl az

. OH, . ,
X: 3y +jBH, = jwek,
. oH, . ,
y:— o — jBH, = jwek,
0OH oH, .
Z: axy — a9y = jwek, 3.9)

egyenletrendszert. Valéban, a terjedési irdnyra merdleges (Un. transzverzalis) térer6sség-

komponenseket kifejezhetjiik F, és H, segitségével:

_j( 0E. _OH.
Hz_k:g(”ga ﬁ@az)

)
B _l OF, OH,
Hy = k?(wg oz +6 dy )
B _l OF, 0H,
B = kf(ﬂ ox o dy )
_ j (0B,  0H,
B, = 2 <5 5~ ) (3.10)

ahol bevezettiik a k> = w?ue — 3° jelolést. Valdban, a z Kitiintetett irdnnyal rendelkezd
hullamvezet6 elektromédgneses terének meghatarozdsahoz elegendé meghatarozni a mez6

E. és H, komponensét.
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3.2. A tokéletes vezeto peremfeltétel (PEC)

A (3.20) és a (3.21) differencidlegyenletekhez a fizikai kornyezet dltal megkovetelt pe-
remfeltételeket kell kapcsoljunk. Az E és B vektorok két kozeg hatarfeliiletén a Maxwell-
egyenletekbdl levezethetd szabalyok szerint viselkednek, (C.2. fiiggelék). Leszogeztiik,
hogy azt idealizélt esetet vizsgéljuk, amikor a hullamvezetd tokéletesen vezet6 (Perfect
Electric Conductor) fémbdl késziilt, (¢ — oo) [3].

Ezért tetszbleges dielektrikum (1. kdzeg) és tokéletesen vezetd fém (2. kozeg) kozotti

hataratmenetre kell specializélni a

0 (3.11)
fi-(By—By)=0. (3.12)

hatarfeltételeket, ahol az 1 és 2 indexek a kozegek sorszdmara utalnak.
A J = oE 06sszefiiggés miatt az E vektor hatarfeliiletet érint6 komponensének nulla-

nak kell lenni, hogy ne keletkezzen a vezet6ben végtelen dram:
nx E=0. (3.13)

Masrészt az idedlis vezetd belsejében nem l€tezhet id6ben véaltozé mégneses tér, hiszen

OB

az vezet$ belsejében elektromos teret hozna létre. E = O miatt V x E = —— = 0, ezért
a vezet6 belsejében az 1d6fiiggd Bs,-nek nulldnak kell lenni, igy By, = Bs, = 0. Ezt
kifejezhetjiik az

A-B=0 (3.14)

alakban, azaz a B = pH anyagi egyenlet értelmében a hullamvezetd faldn a magneses
térerésségvektor normélis komponensének is nulldnak kell lenni.

Ezeket a peremfeltételek a z kitiintetett irdnyd hullimvezetd esetén még egyszeriibb
formdban adhatjuk meg. Ebben az esetben az E vektor érintdleges komponense maga £,

vagyis a hullimvezetd faldan ¢ = FE,-re teljesiilnie kell a
p=FE,=0 (3.15)

Dirichlet-peremfeltételnek.
A hulldimvezet6 falara merdleges irdnyd (normadlis irdnyd) térkomponens felbonthat6

x és y irdnyu komponensekre, azaz H,-nek és H,-nak 0-nak kell lenni a vezet6 falanal.
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A (3.10) egyenletrendszerben kifejeztiik ezen komponenseket:
J oL, OH,

H, =L _
k? (ws dy b Ox

(45 -2)

H, = —L(waaEz + 56H2> = 0.

k2 Ox dy
(3.16)
E, = 0 miatt ez csak ugy teljesiilhet, ha
0H, OH,
=0¢ =0 3.17
azaz ¢ = H, kielégiti a
99
— =0 3.18
o (3.18)

0
Neumann-peremfeltételt. Itt — jeldli a normadlis derivaltat a fal egy pontjaban.

on

3.3. A hullamegyenletek megoldasa homogén hullimveze-

toben

Tekintsiik el6szor azokat a hullimvezetdket, amelyeket homogén, izotrop anyag tolt ki (i

és ¢ allando), és az elektromagneses mezd forrdsa a hulldimvezetdn kiviil helyezkedjen el

(p=0,J =0)!A2. fejezetben megmutattuk, hogy ezek melett a feltételek mellett min-

den elektromégneses mez6komponens kielégiti a homogén Helmholtz-egyenletet, vagyis
0?9 %9 0%

o2 "o Tt k¢ =0 (3.19)

egyenlet teljesill az &, By, F., H,, H,, H, komponensek mindegyikére, ahol k2 =
= w?ep. Az el6z6 szakaszban pedig lattuk, hogy elegendd 2 komponenst, E,-t és H,-t
meghatarozni.

Azt is lattuk, hogy ezek
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alakadak, ezért a

O°E,
v ~B°E.
0°H.,
57 = —(°H,

helyettesitéssel azt kapjuk, hogy a z kitiintetett irdnyu hullamvezetSben az L. -re és H . -re

teljesiil6 (3.19) homogén Helmholtz-egyenlet kétdimenzids lesz:

PE, E,
g0+ g B =0, (3.20)
H, 0°H,
5u7 + gy et =0 3.21)

ahol k? = k* — 32 = w?ue — B2 Jelolje 2 a hullamvezetS belsejét, I" pedig az
tartomdny hatdrat, azaz a hullimvezetd tokéletes vezet6bol késziilt falat. Az a feladatunk,
hogy megoldjuk a ) )
% + g_£ +k2p=0 (3.22)

Helmholtz-tipust parciélis differencidlegyenletet ¢ = ¢(z, vy, 2,t)-re az {2 tartomanyon,
a PEC peremfeltételek mellett.

A ¢ = E.-nek teljesitenie kell a (3.13) alapjdn a homogén Dirichlet-feltételt a hul-
lamvezetd falan:

¢l =0. (3.23)

Ezzel szemben a H,-nek teljesitenie kell a homogén Neumann-peremfeltételt.

9¢

%\F =0. (3.24)

A (3.21) és a (3.20) kétdimenzios parcidlis differencidlegyenletek a (3.23) és a (3.24)
peremfeltételekkel egy-egy sajatérték-problémat hatdroznak meg. Adott 3 esetén csak bi-
zonyos w korfrekvencidk megengedettek (liregrezonancia-feltétel). Esetiinkben adott w-
hoz csak bizonyos (-k elégitik ki a differencidlegyenleteket és a hatarfeltételeket, azaz
adott frekvencidn csak bizonyos, ugynevezett sajitmodusok (a sajatértékhez tartozoé sajat-
vektor) jelennek meg a hullimvezet6ben, (hullimvezetési feltétel) [7].

Mivel az E,-re és H ,-re vonatkozo peremfeltételek kiillonbozéek, ezért ¢ mezdkompo-
nensrere két peremérték-problémat oldunk meg. A hullimvezetSkben megkiilonboztetjiik

a kovetkez6 modusokat:

— TE - transzverzilis elektromos (E, = 0, H, # 0)
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— TM - transzverzalis magneses (F, # 0, H, = 0)
— TEM - transzverzalis elektroméagneses (F, = 0, H, = 0).

E, és H, ismeretében a transzverzdlis komponenseket meghatarozé Osszefiiggések

a (3.10) segitségével meghatdrozhatjuk a teljes elektromagneses teret a hullimvezet6ben

[1].

3.3.1. Parhuzamos vezetosikokbdl allé6 hullamvezetoben terjedo elekt-

romagneses modusok analitikus meghatarozasa

Ebben a fejezetben a fent vazolt peremértékprobléma megolddsaval keressiilk meg az
elektromdgneses mdédusokat a parhuzamos vezet6sikokbdl allé hullimvezetGben, vagy
mas néven tdvvezetékben. Ez az egyszerl példa jol illusztralja, hogyan lehet a felhasznalt
matematikai médszereket és fizikai intuiciét késébb dltaldnositani bonyolultabb struktud-
rdkra, melyeknek egy adott irdnyban dlland6 a keresztmetszete.

Tegyiik fel tehdt, hogy a hullimvezet6 két tokéletesen vezetd fémlapbdl all, amelyek
mindegyike z irdnyban végtelen hosszu, kozottik homogén szigetel6anyag vagy levegd
van, x irdnyban a siklapok szélessége (w) joval nagyobb, mint a tdvolsaguk (d=4allando).
Tegyiik fel tovabba azt is, hogy a hullimvezet6 x irdnyban véltozatlan, azaz a mezd fiig-
getlen lesz z-t6l. Ez természetesen csak jo kozelitéssel igaz, de igen széles vezeték esetén

eltekinthetiink a széleken jelentkez6 perturbaciétdl, (3.2. dbra)

YA

v

d /// (,’L?a) ~
< —yw— >
z /’/T X
Vg

3.2. abra. Parhuzamos vezetOsikokbdl allé hullamvezetd

0
Felhaszndlva tehét, hogy a—¢ = 0, a (3.22) egyenlet még egyszerlibb, kozonséges
x

differencidlegyenlet alakot olt:

— + ko =0. 3.25
5y He? (3.25)

A karakterisztikus egyenlet:
N4+ Ek2=0& \=/—k2 = tjk,, (3.26)
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ezért az egyenlet altalanos megoldasa

o(y) = c1 cos(key) + cosin(k.y)

(3.27)

alakd, ahol a ¢y, co konstansokat tokéletes vezetdre vonatkozo6 a peremfeltételekbdl haté-

rozhatjuk meg.

A TE médusok (£, = 0, H, # 0) meghatarozdsdhoz a differencidlegyenlethez a

Neumann-féle peremfeltételt kell kapcsolni, majd a peremérték-problémat megoldani ¢ =

= H,-re, azaz

H, = ¢y cos(key) + cosin(key)
0H,

a—y(rzo'

Ez utébbi feltétel esetiinkben a kovetkezt jelenti:

oH.,  OH,
3_y‘y=0 o a_y‘y:d -

OH, .

8_y|y:0 = (= cikesin(key) + coke cos(key)) ‘yzO =y, =0.

c1 # 0, mivel H, = 0 esetén a teljes elektromagneses tér zérus lenne, igy

0H,

oy lv=d

| = —cikesin(ked) = 0 & k. = %, m=012..

(3.28)

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

Most mar H, ismeretében a (3.10) alapjan meghatarozhatjuk a lehetséges hullimmo-

dusokat, amelyek z irdnyban haladhatnak a vezet6sikok kozott:

jwe OF,
_Jwe _0

k2 Oy

_ _JBOH. _jB, . (mm
TRy e\ a Y

mm
H,=A —
z mCOS( d y)

k2ooy k2
__j_ﬁaEZ =0
Y k2 0y
E. =0,

(3.33)

A kiilonb6z6 transzverzalis elektromos médusokat TE,,,-mel jeloljiik, ahol m = 0,1,2, ...
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Ezutdan hasonléképp keressiik meg a TM-médusokat (H, = 0, H, # 0) is. Azaz
oldjuk meg ¢ = FE,-re a peremérték-problémadt a Dirichlet-feltétel mellett, vagyis

E.(y) = ¢ cos(key) + cosin(key) (3.34)
E.|,. =0, (3.35)

ami esetiinkben azt jelenti, hogy

B, _,=E,_,=0. (3.36)
= E.| _,=c=0, (3.37)
2 . mi
és Ez‘y:d = cgsin(ked) = 0,00 #0 < k. = g m= 1,2... (3.38)

Ezzel a TM-moédusok :

e OF .
H, = jwe O, _ ]ngm cos <%y>

k2 Oy k2
_ JBoH. _
H, = K2 oy =0
H,=0
Jjwu OH,
E,=—"— =0
kZ Oy
JBOE; jb mm
E, = k2 Oy = _k_zAm cos | —~y
E, = A, sin (%y) (3.39)

A kiilonbozd transzverzalis mdgneses modusokat TM,,,-mel jeloljiik, ahol m = 1,2.3...

3.3.2. A téglalap keresztmetszetii homogén hullamvezetéo médusainak
analitikus meghatarozasa

Gyakorlati szempontbdl a legfontosabbak a téglalap keresztmetszetdi hullimvezetdk. A

kovetkezdkben a peremértékproblémdk megolddsaként ezen hullimvezetSkben terjedd

elektromégneseshullam-modusokat fogjuk meghatdrozni [6].

Vizsgéljuk a 3.3. dbran l4that6 hullimvezetSt. A kétdimenziés Helmholtz-egyenletet

a véltozok szétvalasztasanak modszerével oldhatjuk meg. Keressiik tehat a

AT kf¢ =0 (3.40)
x Y
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(1,8)

\ >

3.3. dbra. Téglalap keresztmetszet(i hullimvezetd

Ez ekvivalens a kovetkezd egyenletrendszerrel :
1 d*X

X dx?

1 d%*Y

Y dy?
K24k =k

Az éltalanos megoldas X -re, és anal6g médon Y -ra:

X(z) = ¢1 cos(kyx) + cosin(k,x)
Y (y) = czcos(kyy) + casin(kyy),

amibdl kovetkezik, hogy a (3.22) 4ltaldnos megolddsa
o(z,y, z,t) = (c1 cos(k,x) + casin(kyx)) (c3 cos(kyy) + casin(kyy)) - e (Wt=h2)

A ¢; konstansokat a (3.23) és a (3.24) hatérfeltételekbdl hatdrozhatjuk meg.
TE hulldmokndl £, = 0 és ¢ = H., és a Helmholtz-egyenlet megolddsa:

H, = (¢ cos(k,x) + cosin(k,x)) (c3 cos(kyy) + casin(kyy)) - /@77

21

+k2=0

2 __
+ k=0

egyenlet megolddsit ¢ = X (z)-Y (y) - /=52 alakban. Behelyettesités utan azt kapjuk,

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)
(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)



TM hulldmoknél H, = 0 és ¢ = E., és a Helmholtz-egyenlet megoldasa

E. = (c5 cos(kyz) + cg sin(k,x)) (7 cos(kyy) + cssin(kyy)) - el (Wt=52) (3.50)
E.|. =0 (3.51)

Megmutathatd, hogy az éltalunk vélasztott feltételek mellett a hullimvezet6ben nem ter-
jedhet TEM-modus [7].

3.3.2.1. TE modusok

Transzverzalis elektromos hullimok esetén (F, = 0, H, # 0) alkalmazzuk a (3.49)
peremfeltételt a hullimvezetd falara.

OH,
1. Azy = 0és y = b sikokon
Ay

y iranyu gradiense. A (3.48) alapjan:

= 0 kell teljesiiljon, azaz, hogy H,-nek ne legyen

0H,

5y = (c1 cos(kyx)+co sin(kyx)) (—csky sin(kyy) +caky cos(kyy)) I Wt=82) —
Y

a) Hay = 0 ¢4k, cos(k,y) = 0 kell teljesiiljon, ezért ¢y = 0.

b) Ha y = b, akkor —c3k, sin(k,b) = 0, de most ¢ # 0, mert akkor H, = 0
lenne. Igy

ky sin(kyb) = 0 < k, = %” n=012.. (3.52)

H
2. Az x = 0 és x = a sikokon teljesiilnie kell, hogy % = 0, azaz
T

H .
88 g ( — 1k, sin(k’xx) + ok, COS(’%ZL‘)) (Cg COS(n%y)) . elWt=Pz) _
X

a) Ha x = 0, akkor ¢k, cos(k,x) = 0 teljesiiléséhez sziikséges, hogy co = 0
legyen.
b) Ha z = a, akkor ¢; # 0 miatt

kpsin(kpb) =0 ky = 2% = 0,1,2... (3.53)
a
Tehat azt kaptuk, hogy transzverzalis elektromos hullimok esetében

H, = A,,, cos (Mm> coS (n%y) W) m =0,1,2..,n=0,12....,m*+n>#0.
a
(3.54)
Ezutdn a (3.10) alapjan a TE-mddusok transzverzalis komponenseit is meghatdrozhat-

juk. fgy a téglalap keresztmetszet(i hullimvezets transzverzélis elektromos médusainak
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elektromégneses mezdkomponensei:

E, = jw,un_ﬁAmn oS (maj) sin (n%y) eI @t=52)

k_f b a
E, = —%?Amn sin (?x) Ccos (%y) eJ(Wi=h2)
E.=0
H, = ﬁmAmn sin { 222 ) cos n—ﬂy el (Wt=B2)
k2 a a b
H, = ‘%%Amn cos (Tﬂx) sin (n%y) el (Wi=5z)
H, = A,,, cos (mm) cos (%y) el (wt=52) (3.55)
a

3.3.2.2. TM moédusok

A transzverzalis magneses médusok (H, = 0, £, # 0) meghatdrozasa hasonloképpen

torténik. Itt /.-t hatdrozzuk meg a (3.51) hatarfeltétel mellett.

1. Azy =0,y = bsikokon F, = 0, és F, = 0, azaz az E-nek ne legyen a falon érint6

irdnyu komponense. A (3.50) alapjéan:
E, = (c5 cos(k,x) +cq sin(k,x)) (7 cos(kyy) +cs sin(kyy)) -/ “ ) = 0 (3.56)
a) Hoy=0=c¢c; =0
nm
b) Hay =b,cs #0 =k, = T,nzl,Q...
2. Azx = 0,2 = a sikokon E, = 0¢és F, = 0.
a) t=0=c=0

b) 1=0,c620=ky = % m=12..
a

= FE, = A,,,sin (mx> sin (n%y) W) =12, n=12... (3.57)
a

Konnyen ellendrizhetd, hogy ekkor E,-re és [/, -ra is teljesiilnek a megfeleld hatarfeltéte-

lek. Tehat a téglalap keresztmetszetl hullamvezetd transzverzalis magneses mdédusainak
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elektromégneses mezdkomponensei:

k2 a a b

E, = ]—BTA,M sin (mx) cos (%y) el (Wi=5z)
a

E, =

kK2 b

E, = Apnsin (mx) sin <Ty) el (Wt=p2)
a b
H, = ‘%%Amn sin (@I) COS <%y) o) Wt=52)

a

Jwe mT mm . [ nm (ot
H = ———Amn —_— —_ J(L‘Jt BZ)
y 2 a cos(ax)sm(by)e

H,=0. (3.58)

TM médusok esetében, m = 0 vagy n = 0 esetén a (3.58) alapjdn lathatjuk, hogy E = 0
és H = 0 megoldédsokat kapnank, ezért m # 0, n # 0.

3.3.2.3. A téglalap keresztmetszeti hullimvezet6 levagasi frekvenciaja

Kordbban (3.10.) bevezettiik a k? = w?ue — (3 kifejezést, (ahol B = k), majd a 3.40.

megolddsa soran felbontottuk komponensekre (k2 = k2 + k:;). Tehat

2

wme:“;’—z=k2:k§+k§+k§:k§+k§+/32, (3.59)

ahol c a hulldm terjedési sebessége, k = (k,, ky, k.) a hullimszdmvektor.
Mind TE, mind pedig TM hulldmok esetén azt kaptuk, hogy

2 2
R=k2-g=k2ek2= (2T £ (2T (3.60)
‘ oY a b
Ha 3% > 0, akkor 3 valés, azaz valéban terjed hullim a végtelen hosszi vezetSben. Ha

/82 < 0, akkor (8 imagindrius, ezért e’ Bz yalés, amely exponencidlisan lecseng6 hullamo-

kat ir le. Tehat a hullamterjedés 1étrejottének hatardt a 5 = 0O jelenti. Ezzel

2 2
k2 o = (@) + (nl) (3.61)
’ a b

Az ehhez a hullimszdmhoz tartozé levigasi frekvencia

C m 2 n 2
Jemn = 5\/ (3) + (5) , (3.62)
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ahol a ¢ a vakuumbeli fénysebességet jeloli. TE: m,n = 0,1,2...,m? + n?> # 0, TM:
m,n=1.2..

Tehét f. ., azt a legalacsonyabb frekvencidt jelenti, amely felett az elektromagneses hul-
lam képes terjedni az iireges hulldmvezetdben [7].

Példaul vegyiink egy hulldmvezetét a = 4 cm, b = 2 cm paraméterekkel. Ekkor
feao = 3,75 GHz, f.20 = feor = 7,5 GHz, f.11 = 8,39 GHz, stb. Lathatjuk, hogy a
3,75 — 7,5 GHz frekvenciatartomédnyban csupan a TE;y médus képes terjedni, fiiggetleniil
attol, hogy hogyan keltettiik az elektromdgneses hullaimot, ezért ez a frekvenciatartomany

alkalmazasok szempontjabdl igen kedvelt (single mode operation).

3.4. A hullamegyenletek megoldasa inhomogén hullimve-

zetoben

Szamos alkalmazds esetében a hullimvezetdket részben vagy inhomogén mdédon dielekt-
rikummal toltik fel. Ebben az esetben tiszta TE és TM mdédusok nem 1éteznek, éppen a
kitoltd kozeg inhomogenitasanak koszonhetéen. Eredményképp mind az £, mind pedig
a H, komponens, melyek meghatirozdsa ekkor is elegendd a tobbi mez6komponens meg-
addsahoz, szimultan jelen van, tehét hibrid médusok jelennek meg a hullimvezetdben [1].
Ebben a dolgozatban tovabbra is longitudindlisan valtozatlan struktardkkal foglalkozunk.

Inhomogén hullimvezet6k esetében is élhetiink korabbi feltételezésiinkkel, miszerint

E.(z,y,2) = E,(z,y)e! @52
H,(z,y,2) = H.(x,y)e? @5

alakuak, és a hullimvezet hataran teljesitik a tokéletes vezetdre vonatkozé peremfeltéte-
leket. A kozeg tehat ebben az esetben inhomogén, izotrop, tehat E a (2.6.), mig Ha (2.7.)
egyenletet elégiti ki. Forrasmentes esetet vizsgdlunk, azaz J = 0. Ezzel a (2.6.), a (2.7.)

egyenletek a kovetkez6 alakra egyszertisodnek :

VX (p'VXxE)=-w?cE=0 (3.63)
Vx(E'VxH) —wuH=0 (3.64)

Tekintsiik a (3.63.) vektoregyenlet z komponensét, figyelembe véve a z szerinti derivéa-

lasnal a korabbi észrevételeket !
0 (10F 0 (10F 0 (1 0 [1

—— =) (== ) —jk,— | =E, | —jk.— =E, | —w?E. = 0. (3.65
ﬁx(p 83:) 33/(,“ 89) ’ 833(,u ) / 8y<u y) “r (369
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Lattuk a (3.10.)-ben, hogy F, és E. a kovetkez6képpen fejezhetd ki (5 = k.):

' E. H,
E, = ](/{za +wua )

2\ o oy
j [ OE, OH,
E, =<+ — . .
y 2 (kz Iy Wit o ) (3.66)

Behelyettesités utan kapjuk:

0 (10E,\ 0 [(10E, —k2£ 1 0FE, —kwﬁ 1 0H,
Jx \ pu Or dy \ pu Oy 0z \ uk? ox T ox \ k2 Oy

0( 1 0F 0 (10H
420 (1 0k, O (1om o,
kzay (ng oy ) —l—kzway (/{:2 pe ) wek, =0. (3.67)

Az egyenletet elosztva w?-tel, és kihaszndlva, hogy wus = k? 4+ k2, majd elvégezve a

lehetséges 0sszevondsokat az egyenlet a kovetkezd alakot veszi fel:

0 <5 oE, k., GHZ) 0 <5 oF, k., OH,

e Y B =0. (3.68
Oz \ k? Oz +wk2 Jy Oy \k? 0y  wk? &'E) © (3.68)

Hasonléan jarjunk el a (3.64.) egyenlet z komponensének atalakitdsakor! Tekintsiik

az eredeti egyenletet:

9 (10H.\ 0 (10H o (1 9 /1
_ - z\ L A A s T By SR 9 oo '

Ezittal H, és H, helyébe helyettesitsiik be a kovetkezoket:

_j( 0E. _0H,
Hm‘k&(“’gay ﬁax)

. j( 0B. .0H
Hy = kg(wgﬁx +58y

A fentiekhez hasonl6 atalakitdsok utdn kapott egyenlet:

B (uaHZ k, 8Ez) ) (/M’)HZ k., OE.

oz \k? 0z o\ 12 — pH, = 0. 7

Az eljards sordn a (3.68.) és (a 3.70.) egyenletekbdl 4ll6 parcialis differencidlegyenlet-
rendszerhez jutottunk, melyek a megfelel6 peremfeltétel melletti megolddsa révén meg-
hatarozhatjuk az F, és H, komponenseket, igy kdzvetve a teljes elektromagneses mez6t.

Azt is beldthatjuk, hogy ha ¢, u, k. nem lenne a hely fiiggvénye, akkor a csatoldst
jelentd tagok mindkét egyenletbdl kiesnének, igy visszakapnank a homogén hulldmveze-

tére nyert homogén Helmholtz-tipusd egyenleteket a mez6komponensekre.
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A fenti egyenletrendszernek dltaldnosan nincsen analitikus megolddsa, csak néhany

specidlis esetben. Ilyen példdul a dielektrikummal félig kitoltott hullimvezetd esete.

3.4.1. A téglalap keresztmetszetii transzverzalisan inhomogén hul-

lamvezet6 moédusainak analitikus meghatarozasa

Egy specidlis esetben oldjuk meg az el6z6ekben felirt differencidlegyenlet-rendszert.
Tekintsiink egy transzverzalisan inhomogén hulldmvezetdt, azaz egy olyan elrendezést,
amelyben a tokéletes vezetd kétféle homogén, izotrop dielektrikummal van kitoltve, in-

homogenitést az y tengely mentén tartalmaz, ahogyan a 3.4. dbran lathaté [9, 10].

=Y

3.4. dbra. Transzverzélisan inhomogén, kétféle dielektrikummal kitoltdtt hullamvezetd

A vezetd belsejében, azaz ha (x,y) € 2 = (0,a) x (0,d) az elektromdgneses mezs

E. és H, komponensei kielégitik a

_§<33Ez+kzaHz)_3(iaEz_kzﬁﬂz)_w:o

Or \ k2 0r  wk? Oy oy \ k2 0y  wk? Ox A

_g<ﬂ8H3_k‘z 8EZ>_2(ﬁ8HZ k. 8EZ)_ H =0
Or \ k2 0x  wk? Oy oy \k? oy  wk? Oz ‘

(3.71)

differencidlegyenlet-rendszert. Mivel ezek a két dielektrikum hatérfeliiletére nézve tan-
gencidlis komponensei E és H mezdnek, ezért hatarfeliileten folytonosnak kell lenniiik.
A kétféle dielektrikumrol, amely a hullimvezet6t kitolti, tudjuk, hogy x tengely mentén
homogének, ezért k? = w?ep — k? szintén nem fiigg 2-t6l. Célszerf kiilon tekinteni az

egyenletrendszert a £, = (0,d) x (0,a) és 25 = (d,b) x (0,a) tartomdnyokon ({2 =
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= () U (). Igy az egyenletrendszer, ha (z,y) € 2, (i =1,2):

e O°E, k., 0°H, ¢ 0*°E. k., 0%H,
_g dx2 wk?; 0x0y a E 0y? * wk? ; 0xdy a
u PH, k. O*E. o OH. k. O°E.
k2, 0x?  wkZ,0x0y kI, 0y?  wk?;0xdy
(x,y) € 2, (i=1,2)

B, =0 (3.72)

— H, =0 (3.73)

s

Egyszer(sitések és bdvitések utdn kapjuk, hogy F, és H, egy-egy homogén Helmholtz-

egyenletet elégit ki az egyes tartomanyokon:

O*E.  0°E.
0 T oy + k3B, =0, (3.74)
0*H.  O°H,
0z T o + k2 H. =0, (3.75)

(Ji,y) € (%, (Z = 172)

azaz kétféle dielektrikummal t6ltott waveguide (nem meglepd médon) gy kezelhetd,
mint két Osszeillesztett homogén hulldmvezetd, amelyek kozos hatarfeliiletén eldirjuk a
folytonossdgot F,-re és H,-ra. A homogén hullimvezetd esetén littuk, hogy a homogén

Helmbholtz-egyenlet dltaldnos megoldédsa:
o(z,y,z,t) = (01 cos(k,x) + 2 sin(kmm)) (03 cos(kyy) + ¢4 Sin(kyy)) . ej(‘”t_ﬂz), (3.76)

ahol k2 + kI = k2, és a¢;, i = 1...4 konstansokat a tokéletes vezetdre vonatkoz6 perem-

feltételekbdl hatdrozhatjuk meg.

3.4.1.1. Hibrid moédusok

Mivel £, = 0 az (2 tartomdny hatdran, ezért a homogén Dirichlet-peremfeltétel mellett

oldjuk meg a 3.74 peremérték-problémat. Tudjuk, hogy k. ezittal a hely fliggvénye:

k2 = u)ZIug — 62 — kil = w2N151 - ,32, ha0 <y <d
c kz,z = w?pges — 3%, had <y <b.
Ezuttal is valasszuk szét a véaltozokat, azaz keressiik a megoldast

E,=Xg(z) Yr(y) - el (Wt=Fz)

alakban! A k. fiiggvényt szétvalasztjuk a szokdsos médon /’{:fz = kiz + k;i, =12

alakban ugy, hogy £, konstans, azaz (k,; = k2 = k;). (Ezt az indokolja, hogy a hul-
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ldmvezetd + mentén homogén.) Ekkor a kovetkezd egyenletrendszer all eld:

1 X

nggawizmxem@) (3.77)

1 &

§§-dyf-+kiJ::0,17€(0,d) (3.78)

Y

§§dﬁ?+@3:Qxe(¢w (3.79)
k24K =k (3.80)

Ezek mar konstans egylitthatos, masodrendd differencidlegyenletek, amelyeket a mar 14-
tott médon lehet megoldani a megfeleld peremfeltételek mellett. Az egyenletrendszert

megoldva kapjuk, hogy

Ez = sin (ml‘) . YE(y) : 6j(Wt_BZ)7
a

ahol m = 0,1,2..., és X konstans egyiitthatjat beolvasztottuk Yz-be:

Yi(y) = Ay -sin(ky1y) + Bicos(ky y), ha0 <y <d
s Ay - sin(ky 2y) + Bz cos(kyoy), had <y <b,

ahol Ay, Ay, By, B; konstansokat a mar ismert peremfeltételekbdl hatarozhatjuk meg.

Az FE, komponens zérus a hullimvezet6 felsd €s alsé hatarold siklapjén,

Sin(kygb)

2y =b = Ausinllyab) + Basinlyab) € By = —A S

Az Yg(y) kifejezésében (d < y < b) koz6s nevezére hozunk, és felhasznéljuk, hogy

minden valds a, 3 esetén sin(a — () = sina cos § — cos asin 3. Igy kapjuk, hogy

Ay - sin(ky1y), ha0 <y <d

Y pu—
5 () ~sin(k,2(b —y)), had <y <.

~ cos(ky.2b)

Ezutédn vegyiik figyelembe, hogy a két dielektrikum kozotti hatarfeliileten £, és igy Yr(y)

folytonos, azaz k, 1-re és k, o-re teljesiilni kell a kdvetkez6 feltételnek :

Ay

Al . Siﬂ(k%ld) = —m
Y,

- sin(ky (b — d)). (3.81)
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Tekintsiik a (3.75.) differencidlegyenletet ! A hullimvezet6 faldval parhuzamos E kompo-

nenseknek el kell tlinni (2 hataran:

1. hay = 0 vagy y = b, akkor E, és E, zérus, amibdl kovetkezik, mivel w és p

alland6 ezen a sikon, ——= = (.
Jdy

2. hax = 0 vagy x = a, akkor I, és I/, z€érus, és mivel feltehetd, hogy c;:_g sehol sem

(&
, . O0H,
zérus, ezért —— = 0.

ox

Keressilk tehdat a 3.74. és 3.75. egyenletekbdl 4ll6 rendszer megoldasat
Xu(x) - Yy(y) - e/@=52) alakban! Oldjuk meg az egyenletrendszert, és tekintsiik
a 2. peremfeltételt ! fgy azt kapjuk, hogy

H, = cos (mx> Yy (y)e? @52 (3.82)

a

m = 0,1,2..., és Xy konstans egyiitthatdjat beolvasztottuk Y-ba:

Yir(y) = As -sin(ky1y) + Bscos(k,1y), ha0 <y <d
o= Ay - sin(ky2y) + Bycos(ky2y), had <y <b,

ahol A3, A4, B3, B, konstansokat a peremfeltételekbdl hatarozhatjuk meg:

H :
Of. _ cos (mgp) Y7, (y)e? =52 (3.83)
a

Agk}%l COS(kaJy) — Bg/{?y’l sin(k:y?ly), ha 0 S Yy S d
Ayky o cos(ky2y) — Bikyosin(k,oy), had <y <b.

Yily) = {
Alkalmazzuk most az 1. feltételiinket a hullimvezetd vizszintes hatdrol6 siklapjaira:

ly=0= A;3=0

Sin(k’yg b)

2. y=0 = Askyscos(ky2b) — Bikyosin(kyb) =0« Ay = B4m

Az Yy (y) kifejezésében (d < y < b) most is kozos nevezdre hozunk, és felhasznéljuk,

hogy minden val6s «, (3 esetén cos(av — 3) = sin asin 5 + cos v cos f3. Igy
Bs - cos(ky 1), ha0 <y <d

Yu(y) = B,
_ kyo(b— had <y <b.
COS(k;},}Qb) COS( y,2( y>)7 a — 3/ —
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Alkalmazzuk most [ -re a folytonosséagi kritériumot (y = d)! Ekkor £, ;-re és k, o-re
teljesiilni kell a kovetkez6 feltételnek :

Bs - cos(ky1d) = - cos(ky2(b—d)) (3.84)

4
cos(ky 2b)
A homogén hullamvezet6 esetén lattuk, hogy csak TE- és TM-polarizalt EM-hulldm ter-
jedhet a hulldmvezetd belsejében. Felmeriil a kérdés, hogy igaz-e ez ebben az esetben is.
Keressiik az inhomogén hullimvezeté TE-polarizalt sajatmédusait! (£, = 0, H, # 0)

Ekkor a mez6komponensek a 3.10. szerint:

]B aI{z jﬁ mm . mm j(wt—pBz
Hx = _k_z ax = k—gT Sin 733' YH(y>€J( )

H, = 2oy —k—gcos — Y, (y)e@t=F2)
a
_ ]W,U 8[{Z _ ]w:u mm j(wt—B2)
B =G =T o ()it

_ JwpdH.  jwpmm - (mw J(wt—B2)
E, = 2 or R a sm( " x)YH(y)e

E,=0. (3.85)

A H, komponensnek folytonosnak kell lenni a dielektrikum hatarfeliiletén. Az Yy (y)

fliggvény folytonossdgat mar garantdltuk d-ben, ezért H, csak dgy lehet folytonos, ha

m ) (mﬂ ) m ) (mw ) o 0
— sin|—z)=———5sin| —=z m =0,
kya + (5F)? a kyo + (5F)? a

hiszen £, kiilonboz6 a kétféle dielektrikumban. Tehdt az m = 0 esetet leszdmitva nem
1étezik TE-polarizalt sajathullim az inhomogén hullimvezetSben.
Hasonl6képpen megmutatjuk, hogy TM-polarizalt EM-hulldm sem 1étezik az inho-

mogén hullimvezetSben. Legyen tehat H, = 0, E, # 0! Az elektromdgneses mez4
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komponensei:

jwedE,  jwe . [mx (wt—Bz
H, = 2 0y 17 Sin (—3:) Yi(y) - e/ @t=52)

_ Jwe oF, Jwe mm mm wi—fz
Hy= =955, = 72 4 (—) Vi(y) - e/
H,=0

]/8 aEvz ]/8 mm mm (wt—pBz)
Be=lgae ~ o 0 7) )
]6 aEWZ .]/8 . m wt—pz
E, = 2oy T 12 sin [ —a | - Yi(y) - 2«52
E. =sin (mx) Ye(y) - @A) (3.86)
a

Az E, komponens folytonossagdt el§ kell frnunk y = d-ben. Mivel Yj(y) folytonossagat
madr biztositottuk, ez akkor és csak akkor lehetséges, ha m = 0, ami azonban magéval
vonnd, hogy E, = 0, és igy a teljes EM-tér zérus lenne. Tehat TM-polarizalt sajathulldm
valéban nem terjedhet a tekintett inhomogén hullimvezetdben.

Belattuk, hogy tiszta transzverzdlis médusok (TE m = 0 esetet kivéve) nem terjed-
hetnek az inhomogén hullimvezetdben, ezért csak hibrid, azaz TEM moédusok lesznek
a megoldasaink. Az Ay, Ay, B3, B, egyiitthatokra vonatkozoé feltételek a folytonossagi
feltételekbdl kovetkeznek.

J OF, 0H.
H, = = — —
‘ k2 (we dy p ox
' , mm [/ mm .
_J OF, OH, _
‘ m / m j(wt—Bz
N ‘#(55'YE<y>+quH<y)) cos (7%)6% O (3.88)

tovabbd FE, és H, legyen folytonos a két kozeg hatarfeliiletén (y = d)! Elvégezve a
megfelel6 Osszevondsokat, kapjuk, hogy teljesiilnie kell az alabbi osszefiiggéseknek :

W€1A1/€y,1 - 5%33
kga + (55)?

wggAgky’Q — B%le ) COS(ky’Q(b - d))
k2o + (1r)2 cos(ky,2b)

cos(ky1d) = (3.89)
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BEE - Ay — win Bsky —B™E Ay + whia Byky o _ sin(ky2(b — d))

sin(k, 1d) = 3.90

R ) S cos(yd) 0
. sin(k,2(b —d))

Ay k,1d) = —A Y 3.91

1 - sin(ky,10) 2 cos(ky 2b) (:91)
cos(ky (b — d))

B - k,1d) = B & 3.92

3 cos(kyd) 4 cos(ky 2b) ( )

Igy egy homogén linedris egyenletrendszerhez jutottunk, amelynek a trivialistél (4, =
= Ay, = B3 = B, = 0) kiilonb6z6 megoldasat keressiik. Ahhoz, hogy ilyen létezzen, az
egyenletrendszer determinénsa el kell tinjon.

Ha kifejtjiik a determindnst, és elhagyjuk a trividlis megolddsokat, két transzcendens

egyenlethez juthatunk:
kyJ _ kyﬁ
—= cot(ky1d) = ——= cot(ky2(b — d)) (3.93)
21 K2
kyJ kyﬁ
g—j_ tan(ky,ld) = _5_ tan(k:yg(b - d)) (394)
1 2

A peremérték-probléma megoldésai tehét olyan hulldimok lesznek, amelyeknek a hullam-

szamvektor komponensei kielégitik az

2
(%) + K+ k= wPe, (i=12) (3.95)
egyenletekbdl, valamint a 3.93. és a 3.94. egyenletek egyikébdl 4ll6 egyenletrendszert. A
két egyenletet kiilonbozd megoldasok elégitik ki, igy kiilonb6z6 hulldmok tartoznak hoz-
zdjuk. Az elsd egyenlet kielégit6 megoldasok esetén £, = 0, vagyis hidnyzik az egyik
transzverzdlis elektromos mez6komponens. Ezeket a hullimokat a szakirodalom LSEY
(longitudinal-section electric) médusoknak nevezi. A 3.94. egyenletet kielégitd hulldm-
szamhoz tartozd sajatmegolddsok az in. LSMY (longitudinal-section magnetic) médusok,

amelyeknél a hidnyz6 mez6komponens a H,,.

3.5. A Galerkin-modszer

Természetes igény, hogy amennyiben lehetséges, analitikusan oldjuk meg az Osszes elekt-
rodinamikai problémat. Azonban a Maxwell-egyenletek analitikus megoldasat mindossze
néhény specidlis problémara ismerjiik.

Eppen ezért sziikséges egy olyan numerikus médszer kivélasztisa, amely nagy pon-
tossaggal kozeliti meg a peremérték-probléma megoldasit. A végeselemek mddszere, a

FEM (Finite Element Method) egy numerikus technika, melyet tobbek kozott a matema-
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tikai fizika szdmos magasabb dimenzids peremérték-problémdjanak megoldasara alkal-
mazhatunk. Tobbféle eljards ismert, ezek koziil dolgozatomban a klasszikus Galerkin-
modszert alkalmazom.

Mivel a FEM itt csupdn egy eszkdz szdmunkra, ezért nem toreksziink teoretikus pre-
cizitisra, sokkal inkdbb arra, hogy eredményeink konnyen implementdlhatéak legyenek,
valamint hogy szdmit6géppel is konnyen kezelheté mddszert dolgozzunk ki.
mat oldjunk meg, ahol 6sszehasonlithatjuk a numerikus kozelitést az analitikus megoldas-
sal. Az el6z6 fejezetben targyalt hullimvezetSkre feldllitott hdrom peremérték-probléma
esetén ismerjiik az analitikus megolddst. fgy az egy és két dimenzids parcidlis differenci-
alegyenletekre dltaldnosan felépitett modszert (D Fiiggelék) ezekre a konkrét modellprob-
Iémékra fogjuk alkalmazni, igy a tovabbiakban a mddszer pontossdgénak vizsgdlatara is
lehetdség nyilik [1, 4].

A Galerkin-médszer egyike az ugynevezett sulyozott rezidudlis médszereknek.

Tekintsiik a kovetkezd differencidlegyenletet az (2 tartomdnyon:
Lo =f, (3.96)

ahol £ egy differencidloperdtor, f a forrds- vagy gerjesztés fliiggvénye, és ¢ az ismeretlen
fiiggvény. Tegyiik fel, hogy g5 egy kozelité megolddsa a (3.96)-nek. Ha behelyettesitiink

¢ helyére, akkor ez egy nem nulla rezidudlist eredményez:

r=2—f#£0. (3.97)

Nyilvanvalé médon ahhoz, hogy a legjobb kozelitést adjuk ¢-re, minimalizalni kell -
et az (2 tartomdny minden pontjan. A stlyozott rezidualis médszerek a kovetkez6képpen
jarnak el: valasztunk egy fiiggvényhalmazt, melynek w; elemeivel mint sulyfiiggvények-
kel beszorozzuk az r rezidudlist, majd integraljuk az (2 tartomanyon, és el6irjuk, hogy az

igy kapott un. rezidudlis integrdl (R?;) eltinjon (Galerkin-értelemben minimalizaljuk):
R, = / w;rdf2 = 0. (3.98)
2

A kiilonboz6 FEM mddszerek abban térnek el, hogy mas és masféleképpen valasztjak
meg a w; sulyfiiggvényeket.

A Galerkin-modszer 1ényege, hogy a w; fliggvényeket ugyanabbdl a véges dimenzios
bazisbol valasztja meg, mint amelyben a kozelité megoldast irja fel. Tegyiik fel, hogy az

egzakt megoldds, ¢ € V, ahol V egy végtelen dimenzids vektortér. A kozelité megoldas
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N
pedig el6all é = Z ¢;v; alakban, ahol v; a véges dimenzids V), vektortér baziseleme

(Vi © V). A Galerkin-médszernél tehdt a vélasztds: v; — w, (i = 1.2.3. .. N). Ez
egy matrixegyenlethez vezet, melynek megolddsdval meghatdrozzuk a ¢, egyiitthatdkat,
és igy a o kozelits megoldast.

Egy peremérték-probléma végeselemek modszerével torténd analizise mindig a ko-

vetkezd 1€pésekbdl all:
1. A tartomény diszkretizaldsa
2. A megfeleld bazis kivalasztdsa az interpolaciéhoz
3. A megfeleld egyenletrendszer (matrixegyenlet) felallitasa.
4. Az egyenletrendszer megoldasa.

A D fiiggelékben részletesen targyalom, hogy hogyan épiil fel a végeselemek modszere
egy-, és kétdimenzidban. A tovdbbiakban konkrét modellproblémara, az elektromagneses
hulldmvezetdkre fogjuk implementdlni az ott bemutatott mddszert. Az egy- és kétdimen-
zi0s esetre is a MATLAB-ban {rtam programot, ezekkel oldottam meg a matrixegyenlete-
ket.

3.5.1. Parhuzamos vezetosikokbol all6 homogén hullimvezetoben ter-

jedo elektromagneses médusok numerikus megoldasa

Oldjuk most meg a (3.25) egyenletet numerikusan is, a végeselemek mddszerének segit-

ségével, a 3.2. fejezetben latott médon. A homogén Helmholtz-egyenlet a (D.1) egyenlet

specidlis esete, amikor & = 1,3 = —k*és f=0.
Oldjuk meg tehét a
P s
— +ko=0 (3.99)
0y?

differencidlegyenletet a (0,1) intervallumon els6ként a homogén Neumann-tipusid perem-

feltétel mellett, azaz legyen

9¢

2y =0 =0 (3.100)
d¢
2y w=n =0 (3.101)
A Galerkin-médszer a kozelité megoldasra a
[K){o} = {0} + {9} (3.102)
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matrixegyenlethez vezet.
Mivel f = 0, ezért {b} = {0}. Alkalmazva a homogén Neumann-feltételt, a {g}
vektorra azt kapjuk, hogy g1 = 0, és gpr1 = 0, igy {g} = {0}. Ezért

[K]{¢} = {0}, (3.103)

ahol [K] a globdlis maétrix, melyet az elemi [/K¢] matrixokbdl éllitottunk ossze (Lasd a
D.1. szakaszban). A [K*| elemei:

. . 1 l°
Ky, = Ky = Ie _k’gg
1 l°
K¢ = K& = - k:gg. (3.104)
Bontsuk két részre az elemi matrixokat a kovetkezSképp:
K = A5, — k2Bs;, i,j =12 (3.105)
ahol . N .
e 2 dNie ] 4 e 2 e nre
A = /x§ T dxj dx, é Bj; = /x§ NiN;dx. (3.106)
e e 1
Ay = Ay = Ie
€ € 1
Ay = A5 = e
e e le
By, = By = <
le
By, =By = 5- (3.107)
Igy a (3.103) egyenlet 4tirhat6 az
[Al{0} = k2[BI{} (3.108)

egyenletté, ami egy dltaldnositott sajatérték-probléma. Vegyiik észre, hogy [A] és [B] va-
16s, szimmetrikus matrixok, és [ B] ezenkivill pozitiv definit, ezért a (3.108) egyenlet meg-
oldhat6. Szamos standard algoritmus 1étezik, mellyel ez a probléma megoldhaté (pl. a
Cholesky-modszer),

Jelen dolgozatban a MATLAB programban definidljuk az [A] és [B] matrixokat, majd
a beépitett eig (A, B) parancs segitségével megoldjuk a sajatérték-egyenletet [4].

Az analitikus megoldds szerint azt vartuk, hogy k. = mm, ahol m = 0,1,2, ... A mat-
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rixegyenletiinknek M + 1 sajatértéke van, mig a valdsagban a hullimvezetdben végtelen
sok mddus terjedhet. A numerikus eredmény az els6 10 sajatértéket jo kozelitéssel igazol-
ja. A 3.5. dbran lathatd, hogy a numerikus megoldés is megkozelitdleg az egész értékeket

szolgdltatja.

| | | | | | | | | | |
-1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
Re(kc/n)

k. .
3.5. abra. A — értékek numerikusan
T

A sajatvektorok valoban az analitikus megolddsndl latott TE médus H, komponense-

inek koszinuszgorbéit szolgaltatjak igen j6 kozelitéssel (3.6. abra).
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3.6. dbra. Az els6 négy TE mddus H, komponense

Ezek utan vizsgéljuk a TM esetet, azaz alkalmazzuk most a homogén Dirichlet-féle
perem feltételt a (0, d) intervallum végpontjaiban. Ez egyrészt a {g} eltlinéséhez vezet,
masrészt alkalmazzuk [K] métrixra a (D.47) pontban leirt médszert mindkét végpontra,

igy a kovetkez6képpen mddosul a globélis matrix :
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K3 Ko Kss K3 41 0 Ki Ko 0
: : : : = | :
Kyn Ko Ky Ky 0 Kuy2 Kus 0
| Ky Ky Ky K104 ] 0 0 0 1]
(3.109)



Mivel a végpontokban ¢; és ¢, 1 meghatdrozott, ezért az elsd és utolsé sort elhagy-

hatjuk, igy elegendd egy (M — 1) x (M — 1)-es matrixszal felirni a matrixegyenletet:

K22 K23 KQJ\/] ¢2 O
K K o K 0
A - L ot (3.110)
K]WQ KM3 KM]\/[ ¢M O

Ennek megfeleléen médositjuk az [A] és [B] matrixot, majd ismét megkeressiik az dltal-
nositott sajatérték-probléma sajatértékeit és sajitvektorait.

A numerikus analizis k. értékeire j6 kozelitéssel adja 7 egész szamu tobbszoroseit.

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120
Re(kc/n)

k. .
3.7. abra. A — értékek numerikusan
T

A 3.8 4bran pedig kirajzolddik az elsé harom TM moédus E, szinuszgorbéje.

3.8. dbra. Az els6 hdrom TM mddus E, komponense

3.5.2. A téglalap keresztmetszetii homogén hullamvezetéo médusainak

numerikus megoldasa

Oldjuk most meg a (3.40) egyenletet a végeselemek mddszerével. Hasonloképpen az egy-

dimenzids esethez, a D.2. fejezetben ismertetett eljards az &, = &, = 1, 5’ =k f=0
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feltételekkel most is a kovetkezd egyenletrendszerhez vezet:

[K{¢} = {0}, (3.111)

ahol a [K] globalis matrixot a kovetkezd elemi matrixokbdl allitottuk Ossze :

ONeONE  QGNeON¢
K.e.: ) J 7 J _k2N¢N¢ d d . :123 3112
ij /_(;5 < or Ox + ay ay ctVi ]> T ay, t,) ,2, ( )

Mivel ez esetben is k? az ismeretlen, amelyre meg szeretnénk oldani az egyenletrend-

szert, ezért most is két részre osztjuk az elemi matrixokat:

Kf = A5 — k2Bg;, i,j =123 (3.113)
ahol
AN¢ AN dN¢ dN¢ 1
A = L L d = ——(bSHS + it 3.114
* /_Qe ( dr dx + dy dy ) 4A€( { J+CZC]) ( )
és
€ e pre Ae
Biy= | NiNjd2 =351+ 0;). (3.115)

Ezzel a (3.111) egyenletrendszert most is dtirhatjuk a kovetkezd alakra:

[Al{$} = K2[BI{¢}, (3.116)

amely ismét egy altalanositott sajatérték-probléma.

Az egyenletrendszert ebben az esetben is szdmitdogép segitségével oldjuk meg. A
MATLAB program beépitett PDE toolbox csomagjat haszndltam az automatikus harom-
szogelés generdlasara, majd programoztam a FEM-et, és megoldottam a modellproblémat
a megfeleld peremfeltételek mellett.

A Dirichlet-peremfeltétel alkalmazdsa nem egyszer(i feladat. Itt ugyanis a hatarhoz
tartozd csicsokban (legyen a globdlis szdmuk 7) ¢; = 0. Az ezekhez tartozd sorok és
oszlopok elhagydsa utdn a csokkentett dimenzidji matrixegyenlet megolddsa megadja a
tobbi csucs feletti kozelit6 értéket. Ezutan a kozelitd megoldas oszlopvektordba a megfe-
lel6 helyekre be kell illeszteni a 0 elemeket.

A sajatfiiggvényeket tudjuk abrdzolni az xy sik felett, igy alkalmunk nyilik, hogy
Osszehasonlitsuk a kapott eredményeinket az analitikus megolddsokkal, melyeket szintén
abrazolhatunk a MATLAB segitségével. Vegyiik példdul a TE;; domindns modust. A 3.9.

abra bal oldaldn lathatjuk az analitikus, mig a jobb oldalon a numerikus megoldast.
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3.9. dbra. A TE,y médus H.(x,y) komponense

Ez a téglalap keresztmetszet hulldimvezetd egy adott - xy sikkal parhuzamos - szele-
ténél mutatja H, nagysagat.

A COMSOL Multiphysics program Boundary Mode Analysis parancsdval szintén
megkerestiilk a dominans mddust. (Itt harom dimenziés modellel dolgoztunk, tetraéde-

res meshsel.) A 3.10. dbrén az elektromédgneses mezd H, komponense lathatd, ahol mar
hozzdkapcsoltuk a harmonikus z-fiiggést.

A 5.4282

¥ -5.4308

3.10. dbra. A H vektor z komponense a téglalap keresztmetszet(i hullamvezet&ben
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3.6. Kétdimenzios differencidlegyenlet-rendszer megolda-

sa a végeselemek modszerével

Tekintsiik a kovetkezd kétdimenzids parcidlis differencidlegyenlet-rendszert:

0 qb oY o (. 0dp O 5o
_8_( 15 + Qo 8y) — a—y(aga—y —i—%a) + 619 = hi (3.117)
0 1[) 0o o /(. 0y _ 0¢ 5o
_a_< o —i—aGay) _ a—y<a78—y +a88—x) Bt = fo, (3.118)
(z,y) € 2 CR?

ahol ¢ és 1 a keresett fliggvények, &;, {i = 1, ... 8} ismert fiiggvényei (z, y)-nak, amelyek
a tartomadny fizikai tulajdonsagaival dllnak kapcsolatban, mig ﬁl és Bg ismert paraméterek,
f pedig a forras mint (x, y) fiiggvénye.

Erre az esetre kell mddositsuk az el6z6 szakaszban megismert kétdimenzids
végeselem-analizist.

A tartomanyt diszkretizaljuk (2 = U 2°), és ezittal is a mar megismert linedris

e

interpoldci6t hajtjuk végre. Az e-edik elem felett a kozelits ¢ és ¢ értéke kifejezhet a
kovetkezOképp:

3
= Ni(y)
7j=1
3
=Y Ni(z,y)¥5, (3.119)
j=1

ahol az { N7, N5, N5} a Q°(£2°) vektortér bazisa. A kozelitésbol adédo rezidudlisok :

S a( % 4 1”) ﬁ(a%+a4 ¢>+51¢ [0, (3.120)
AR

8y oy dy
Py = — m( 8f+ aj)—%( g—fmg ¢)+ﬁzw BA0. (121

A kozelités hibdjat minimalizaljuk Galerkin-értelemben:

Ry, = [ Ni(z,y)ri(z,y)dedy =0, (3.122)
_Qe
RS, =

32

Nf(z,y)ro(z,y)dx dy =0, i =1,2,3. (3.123)
e
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Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket :

(000N, (.00 O,

D1 = (011% + O./Qa—y)X‘l‘ ((1/3ay + a4al‘)Y7 (3124)
(A0 90N, (0 90,

DQ = (045% +0z68—y)x—|— (Oé7a—y +068%>y. (3125)

Ezzel az integrilegyenlet-rendszer:

R{,=— | N¢{V-Didzdy+ | Nffigdedy— | Nffidedy=0, i=123
B . " (3.126)

RS, =— [ NiV -Dodvdy+ | Nifopdvdy— | Nffodvdy=0, i=123
B : " (3.127)

Ezittal is integraljunk ,,parcidlisan” a D.64 felhasznéldsédval:

Ry, = / (D\VN{ + Nfprd)de dy — | Nffidwdy— | NfDy-ddl =0,
’ F (3.128)
RS, = / (DoVNE + NEBo)da dy — | NEfodrz dy — | NEDy-ddl =0, i=1,2,3
e B B (3.129)

A fenti integrélegyenletek elsé tagjaiba helyettesitsiink be a (3.119) kifejezést, és végez-
ziik el a lehetséges Osszevondsokat:

3
ONE ON¢ ONeONE .
Ri, =) [¢§/Q ( L 4 Gy J+51N;N;)dxdy+
j=1 ‘

“ Or Ox s oy Oy

ONeONE  ONe ON?
e 5, O b, O de dy| —
- %/Qe (a2 oz 9y oy 8y) ! y]

- Nffide dy — [ NEDy-R°dl =0 (3.130)
ne I'e

3
e e A 8Nie aNJe A aNie aNJe %) e nre
R2,i = ; |:77ZJJ /Qe (015 or O + ary ay 8:{/ +/82N’LN]) dl‘dy+
ONf ON; ONf ON;
¢ ot g dr dy| —
T ge<a6 ar oy oy (9y> ’ yl

- Nffodv dy — | NfDy -0l =0, i=1,2,3 (3.131)
(€ Ie
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Ez az integralegyenlet-rendszer felirhat6 a kdvetkezd matrixegyenlet formdjdban:

R e

ahol a [K|, [K'], [L], [L'] métrixokat az aldbbi 3 x 3-as elemi matrixokbdl épitjiik fel:

8N€(3N6 ONg ON;
Yor ox T as dy ay

e@Ne e@NG
K{]‘f = /( ON; & aN’ 5N6N6>dmdy (3.134)

K = + 51N€Ne> dz dy (3.133)

5 o 83: "oy oy
ONe aNe aNe ON¢
a2 or Oy 8y ox )dx dy
ON¢ ON¢ aNe ON?

/ e (0‘6 9y or % oy

e —_—
L =

(3.135)

e = )da:dy, i,j=123, (3.136)

tovabba a by, g vektorokat az aldbbi {05}, illetve {g;}, (k = 1,2) elemi vektorokbdl
egyesithetjiik:

b, = | Nffrdzx dy, (3.137)
_Qe

gz’i = / NfDy -0l i =1,2,3, k=12 (3.138)

A megfelel6 peremfeltételeket ezittal is a {gx} vektorok alkalmas megvalasztasaval ve-

hetjiik figyelembe.

3.6.1. Inhomogén hullamvezetoben terjedo médusok meghatarozasa

a végeselemek modszerével

Az imént megadott mddszer alkalmas arra, hogy 3.71 egyenletrendszert megoldjuk az
(z,y) € 2 =1(0,a) x (0,d) tartomdnyon. Legyen tehat ¢ = F,, 1) = H,, amelyek kielé-

gitik a tokéletes vezetdre vonatkozé peremfeltételeket, tovabba az eddigiekhez hasonléan
g R ~ ~ ~ kz ~

—_— Do = 4 = 0Og = 0O = ——.,. g =
%, tovabba a ,5’1 = g, Bz = u jeloléseket. A fenti 3.132 egyenletrendszer az
f=0¢éa peremfeltetelek miatt a kdvetkezOre egyszertisodik :

v )
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A homogén hullimvezetonél alkalmazott eljards analdgidjara bontsuk fel a
[K], [K'], [L], [L'] matrixokat az aldbbi médon [A] és [B], [A] és [B’| matrixok-

ra:
) Lo o] 1)
. . . (3.140)
H, H,

Itt az [A], [A'], [B], [B], [L], [L'] métrixokat az aldbbi elemi 3 x 3-as matrixokbdl
épitjik fel:

A L
LA

B 0
0 B

. € 8N88N6 8]\768]\76
Az‘j = k:—?(ax 9 3y oy )dxdy (3.141)
e i N@@NE NeaNje
Aij = k2< 5% D2 3y By dx dy (3.142)

. k. [ 1 (ON;ON; 0N, 0N,
L, = J/ k;_g(ax ot 7y agj)dxdy (3.143)

k., ONf ONS  ONg ONY
L = L )z d 3.144
i wka(ay e T on ay)‘”y (3.144)
Bj; = / eN{Nidx dy (3.145)
B = /euNfN;"dxdy, i,j =1,2,3. (3.146)

Beldthaté6, hogy [A¢], [A"], [B¢], [B’] szimmetrikus, illetve hogy [C*] és [C"*] egymds
transzpondltjai. A métrixegyenlet megolddsdval meghatarozhaték az inhomogén hullam-

vezetd sajatmodusai.

3.6.1.1. Diszperzios relacio szamitas a sajatértékek segitségével

Az idedlis hullimvezetd sajatmdédusai azok az elektromdgneses hullimok, amelyek ener-
giaveszteség nélkiil terjedhetnek a hullimvezetSben, vagyis a reflexi6 idedlis esetben z¢-
rus. A vezet6ben terjedd sajaitmodusok terjedési konstansa fiigg a gerjesztés frekvencid-
jatol (k, = ka (w)), a rajuk vonatkozé diszperzids gorbéket megadhatjuk, ha dbrazoljuk

pl. a —Z> értékeket a gerjesztés (ko - a) fliggvényében. A végeselemek moddszerével

0
megoldottam a fenti differencidlegyenlet-rendszert, és a kapott k. értékek segitségével

meghatdroztam az elsé néhdny sajatmoédushoz tartozé diszperzids gorbét. Az elsd né-
hany médusra 3.11. dbran lathaté diagramot nyertem, mely tokéletes egyezést mutat a
szakirodalomban megadott értékekkel [1]. Adott vezetd struktira diszperzids karakterisz-
tikdja sokat eldrul a vezetd optikai tulajdonsdgairdl, ezért megéllapithatd, hogy ez egy

igen hasznos médszerré valhat, amelyet bonyolultabb nanofotonikai rendszerek esetében
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is kival6an alkalmazhatunk.
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3.11. dbra. Az els6 néhany LSE, illetve LSM mddus diszperzids gorbéje (61 = 4, e =
= 1a M1 = U2 = 1)
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4. fejezet

Sajatértékek és sajatmodusok keresése
RGC-SPR-modellekben

Az egydimenzids fém-dielektrikum hatérfeliilettel rendelkezd racsok optikai viselkedését
gyakran vizsgéljdk a szakirodalomban. Bebizonyitottdk, hogy a geometriai tulajdonsa-
gok determindljdk, hogy a periodikus racsmintazatok képesek-e csatolni kiillonb6zd tipu-
su feliileti plazmonikus hulldmokat (SPP-s). Az ilyen tipusu rdcsok kiillonb6z6 azimutalis
sz0gnél torténd kivildgitdsa esetében ricscsatolési effektusokat figyeltek meg, amelyek
igéretesen alkalmazhatdak kiilonb6z6 bioszenzorizacios eszkozokben. A Szegedi Tudo-
manyegyetem Optikai és Kvantumelektronikai Tanszékén miikod6é Nanoplazmonika Ku-
tatécsoport médositott Kretschmann-elrendezéssel végzett kisérleti vizsgalatokat polikar-
bonatréteggel bevont bimetélis racsokon. Megmutattdk, hogy az azimutalis sz6g valtoz-
tatdsa a polarisszog-fiiggd feliileti plazmon rezonanciagérbéken a minimum felhasadasat
eredményezi, (RGC-SPR: ’'rotated grating coupling of surface plasmon resonance’) [12].

A célunk az aldbbiakban ismertetett rdcs matematikai modellezése és numerikus vizs-
gdlata révén ezen (lokdlis) minimumkett6z6dések megmagyarazasa. A feladatom az volt,
hogy hatdrozzam meg a rendszer altal tdimogatott terjedd sajitmédusokat, hogy meg tud-
juk magyarédzni a reflexioban mutatkoz6 minimumhelyek eredetét.

A kutatéesoport kordbbi modelljeiben kiilonbozé azimutalis és polarszoggel, 532 nm
hulldmhosszi p-polarizalt fénnyel torténd kivildgitasok esetében vizsgélta a rdcsokon
megjelend feliileti plazmon polaritonokat. Az optikai jelben ekkor is megmutatkozott a
lokdlis minimumkett6z6dés, amely jelenség mogott jol definidlt sajdtmédusok csatoldsi
effektusait feltételeztiik.
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entacioju kivilagitdsok esetében szamolt reflexids diagram
4.1. RGC-SPR - a modellprobléma leirasa

4.1.1. Diszperziv és veszteséges hullamvezetok, nemlinearis
sajatérték-problémak

Az alabbiakban részletesen bemutatott raicsmodelleket nyitott hulldmvezet6ként értelmez-
hetjiik.

Mair az eddigi problémdknadl is lattuk, hogy a hullimvezetSk adott frekvencidn csak
bizonyos terjedési konstanssal rendelkezd hullimmoddusokat timogatnak. Az eddigi mo-
dellproblémdink mindegyike olyan volt, amelyben a hullamvezetst tokéletesen vezetd
fémnek tekintettiik, az anyagi paraméterek tisztan valdsak voltak. A valds fizikai rend-
szerekben azonban a hulldimvezetési jelenségeket mindig energiavesztés koveti. Ezuttal
is z irdnyban végtelen hosszu, és dlland6 keresztmetszetli modellt fogunk tekinteni, igy a
sajatérték-problémadt a korabbiakhoz hasonlé médon az xy-sikban 1évd keresztmetszeten,
azaz egy kétdimenzios tartomanyon kell megoldani megfelel6 peremfeltételek mellett. A
kitlintetett z irdny mentén igy az elektromos mez6 exponencidlisan lecseng, ezt fejez6dik

ki a komplex értékii £, hullimszam-komponensben a kovetkez6képp:
E(r,t) = Re(E(x, y)e™'~22), (4.1)

ahol o = 9, + j8 = —\ paraméter képzetes része ([3) az un. terjedési konstans, mig a
val6s része (0,) reprezentélja a z irdnyu lecsengést. Az optikai hullimvezetdk tanulma-

nyozasandl fontos karakterisztikus jellemz6 az egyes modusokat jellemz6 effektiv médus
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index (effektiv torésmutatd), mint a frekvencia fliggvénye:

4.2)

Neff = —
eff koa
ahol £y a vdkuumban terjed6 fény hullimszama.

Mivel az anyagok torésmutatdja (ill. permittivitdsa) hulldmhosszfiiged (n =
= n(A), € = e(\), ezért a sajatértékegyenlet nemlinedrissd vélik. A nemlinedris
sajatérték-problémdkat alapvetéen nehéz megoldani. Az iterativ megkozelitések mindig

7 oz

egy megfelels kozelitd értéket kivannak, és a konvergencia sem garantilt. Altaliban
egyetlen sajatmodust hatdrozhatunk meg egy adott kozelité érték koriil [11]. A véges-
elemek modszerével a probléma egy altalanositott, lineéris sajatérték-problémava redu-
kéalhato, igy viszonylag konnyen kezelhet6vé vilik, &m ebben az esetben koriiltekintGen

kell eljarni, és megfeleld kozelitd értéket, linearizacids pontot kell vdlasztani, hogy kor-

rekt eredményt kapjunk.

4.1.2. Geometria

Tanulmdnyomban NBK7-iivegre helyezett arany-eziist bimetalréteg feliiletére felvitt pe-

riodikus polikarbondtracsot modelleztem (4.2.4bra).

£
/

PC

Au

NBK-7

4.2. abra. Sematikus dbra a vizsgalt fém-dielektrikum multiréteghez (d 4, = 38 nm, d4,, =
= 7nm, dpc, = 15 nm, dpc, = 50 nm, az dbran két periddus lathatd: p = 416 nm.)

A sajatérték-problémat azon a kétdimenzids tartoméanyon oldottam meg, amely meg-
felel a fenti fizikai rendszer rdcsra merSleges kétdimenzids metszetének. A teljes geomet-
riat és az egyes résztartomanyokat a COMSOL Multiphysics programban definidltam. Ezt
kovetden a kutatécsoportban kifejlesztett, haromszogelemekbdl 4ll6 mesht készitettem,

igy diszkretizdltam a tartomédnyt a FEM analizishez.
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4.1.3. Diszperziv anyagi paraméterek

Az arany-eziist bimetdl (38 nm és 7 nm) NBK-7 {ivegszubsztraton van elhelyezve. Az
eziist réteg biztositja a hatékony plazmoncsatoldst, mig a vékony aranyréteg a megfeleld
kémiai stabilitast. Az aranyat borit6 szigeteldréteg polikarbonat, amelyet szinuszos profild
periodikus racsként illesztettiink a modellhez. A racs amplitudémoduldciéja 35 nm, 15
nm vastag a szinuszgérbe minimumhelyeinél (,,v6lgyben”), mig 50 nm a maximumoknal

(,,dombon”). Az egydimenzios racs periédusa 416 nm.

4.1.4. Peremfeltételek

Mivel a modell y irdnyban nyilt hullimvezet6nek tekinthetd, a kordbban megismert toké-
letes vezetd peremfeltétel nem felelt meg a céljaimnak. A megoldast a programcsomagba
beépitett, ,,tokéletesen illesztett réteg” (Perfectly Matched Layer) elnevezésii (egydimen-
zi6s) komplex koordindtatranszforméci6 jelentette, mellyel egy koordindtanyujtas révén
adott irdnyban j6l abszorbedl6 kozeget lehet modellezni. Ezekhez un. Scattering Boun-
dary Conditiont kell parositani, mellyel elérhet8, hogy a sz6rt fényt nem reflektalé tarto-
manyhatart hozzunk 1étre.

A modell geometridjat 2 egységcelldra rajzoltam meg, a fiiggbleges peremeken a
Bloch-Floquet peremfeltételt dllitottam be. Ennek kdszonhetéen kezelhetd a tangencia-

lis komponensekben felléps ugras, amelyet a hulldimszamvektorral lehet megadni [3].

4.1.5. A sajatérték-probléma megoldasa

Az NBK-7 hullamhosszfiiggd torésmutatdjat a Cauchy-formula segitségével, mig az
aranyra €s eziistre jellemz6 dielektromos 4llanddkat a Johnson-Christy adatbdzis alapjin
szamoltam ki, majd linedris interpoldcidt alkalmaztam az adatsorra [13].
A fent definidlt tartomdnyon és ismertetett peremfeltételek mellett kellett tehat meg-
oldani a nemlinedris
Vx(p'VxE)-wecE=0

hullamegyenletet, melyre a COMSOL Multiphysics program Radio Frequency modulji-
nak Mode Analysis parancsit haszndltam.

A gerjesztés hullimhosszat (\p) varidltam 380 nm-t6l 800 nm-ig 10 nm-enként, és
az effektiv modusindexre vonatkoz6 kezdeti kozelito értéket futtattam paraméteresen, igy
szamos lehetséges sajatértéket kaptam az adott gerjesztési tartomdnyban. Az adatsorbol
az inhomogén waveguide-oknadl kialakitott technika segitségével kiszdmoltam a sajatérté-
kekhez tartozé wy(k,) diszperzids diagramot, amelyben kirajzolddtak dsszetartozé pont-

parokbdl all6 diszperzids gorbék.
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Az analizis kovetkezd 1épéseként végigtekintettem a sajatértékekhez tartozé sajatmo-
dusok kozeltérbeli eloszldsat. Kivdlogattam azokat a megolddsokat, amelyek esetében az
elektromagneses mezd a racs kozelében koncentralodik, majd ezeket csoportositottam a
mezSkomponensek dsszehasonlitdsa révén. Az igy megfigyelt médusokat is dbrazoltam a

diszperziés diagramon.

RGC-SPR sin 50-15

i Vakuumbeli fény

— 7| ——— NBK-7-ben terjedd fény
———— PC-ben terjedd fény

— - — - NBK-7-ben terjedd fény, ¢=52
] = — — NBK-7-ben terjedd fény, ¢=61
PC-ben terjedo fény, p=52°
PC-ben terjedd fény, p=61°
Osszes

000000CO0COCOSS -
Xe—IeMmMoOoOom

k. (1/m) x107

4.3. dbra. Az RGC-SPR-modell sajatértékeinek, valamint a sajaitmddusokhoz és a kiilon-
boz6 kdzegekben terjedd fotonikus médushoz tartozd diszperzids gorbék dbrazolasa

Lathat6, hogy igen sokféle sajatmddust tdimogathat a rendszer. Vannak tisztdn leve-
gboldali (pl. B, E), tisztan iivegoldali (pl. F, K), illetve olyan sajatmédusok, amelyek
kevertek. A feladatom tehat, hogy a sajatérték-egyenlet megolddsaibol megallapitsam,
mely médusok gerjeszthetéek a vizsgélt fizikai rendszerben, és ez milyen valtozast okoz

a kivilagit6 fény reflexiéjaban.

4.1.6. A megoldasok kiértékelése

Osszevetettem a sajatmédusok diszperziés gorbéit azokkal a gorbékkel, amelyek a kivi-
lagitott modellekben szamolt reflexidfiiggvény lokalis minimumhelyeihez tartoznak. A
figyelem kozéppontjaban a Ay = 532 nm hulldmhosszhoz tartozé, wy = 3.54 - 10'° Hz
un. ,turnaround” korfrekvencidju gerjesztés allt. (Ezen frekvencian valt el§jelet az arany
dielektromos allandéja.)

A kivilagitott modellben ezen hullimhosszértéken figyelték meg a legjelentdsebb mi-

nimumfelhasadast.
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4.4. dbra. A v = 0° azimutdlis szog( kivilagitasndl szamolt reflexioban mutatkozé mini-
mumokat magyarizé sajaitmédusok diszperzids diagramja

A 4.1 abran lathat6 reflexids diagramon v = 0° koriil és v = 30° koriil is megfi-
gyelhet6 a minimum felhasadasa. Els6dleges célom, hogy a 0°-os azimutélis orientacio-
ban jelentkezd kett6z6désre magyarazatot adjak. A tartomany kozelében azonosithat6 két
kiilonb6z6 mdédus, melyeket D és E betlikkel jeloltem. A D-médus az tivegoldalon kon-
centralt elektromdgneses mezdvel rendelkezik, mig a gerjesztés frekvencidja el nem éri a
fény frekvencidjanak megfelels 3.3 - 10" Hz koriili korfrekvencia értéket. EttSl a ponttdl
kezdve az elektromdgneses tér gy oszlik el, hogy az elektromos mezd egy jelentds része

a racsok volgyében koncentralodik. 530 nm-nél ennek a médusnak a hullimhosszat ki-

. o ) y A
szamitottam az effektiv modusindexbdl és a gerjesztés hullimhosszabol. <)\ = ) .

§Rne ff
A D-médus hullimhossza A\p = 442,74 nm.
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4.5. abra. D-tipusu sajatmédus: 530 nm hulldmhosszon gerjesztett, n.¢; = 1,197092 —
— 0.035588: indexszel. A bal oldali dbra a sajitmdédus normdlt elektromos mez§jét, mig
a jobb oldali dbra az E, komponenst mutatja.

A masik kozeli médus az E-tipusd. Ez a mddus olyan, hogy a kozeltér a racs dombjai
felett koncentralédik, az amplitudémodulacié periddusa megegyezik a racs periddusaval.
Ennek a médusnak a hullimhossza \p = 432 nm koriili érték. A médus longitudindlis

komponense aszimmetrikus a volgyre nézve.

A 7.69 A302

7 3

6 2

5 1

w ’ ’
3 1

2 2

1 3
¥ 857x107 ¥ -2.03

4.6. abra. E-tipusu sajitmédus: 540 nm hulldimhosszon gerjesztett, n.yy = 1.172039 —
— 0.079429: indexszel. A bal oldali dbra a sajitmdédus normdlt elektromos mez§jét, mig
a jobb oldali dbra az E, komponenst mutatja.

Mind a D, mind pedig az E mddus olyan, hogy diszperzids gorbéje az NBK-7-ben,
majd a PC-ben terjedd fotonikus médus diszperzids egyenese ald hajlik, amely arra utal,
hogy ezek plazmonikus terjedd hulldmok [14].

Ahhoz, hogy kideriiljon, melyik médust gerjesztjiik, elkészitettem a modellemet 3
dimenzidban, hogy lehetévé véljon az azimutalis szog forgatdsa, illetve a megfelel6 ki-

vilagitas. Kivildgitottam tehat a modellemet v = 0°-os azimutalis, illetve ¢ = 52°-0s
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p-polarizalt (TM) végtelen sikhulldimmal, azaz a raccsal parhuzamos beesési sik eseté-
ben vizsgaltam, hogy az elsé minimumhoz milyen elektromédgneses kozeltér tartozik. Azt
taldltam, hogy a kivil4gitds miatt 1étrejovo terjedd hulldm kozeltérbeli intenzitdseloszla-
sa, illetve a terjedd irdnyu elektromos mez&komponens (F,) intenzitdseloszldsa teljesen
megegyezik a D-tipusu modusndl megfigyelttel. Ez arra enged kovetkeztetni, hogy v =
= 0° esetében a ¢ = 52°-0s minimumot éppen a D-tipusi modus begerjesztése okozza.
Ezt timasztja ald, hogy a 3D-s modellbdl nyert xy-metszeten az £, komponens ldtszola-
gos hulldmhossza kb. 460 nm.

8.5x10° 2.8x10°

=

O BN

0 -2.5x10°

4.7. abra. v = 0°-os azimutdlis és ¢ = 52°-os polarszogt, p-polarizalt végtelen sikhul-
lammal kivilagitott modelltartoz6 modell kozeltere a racs kozelében. A bal oldali abra
a megjelend feliileti hulldim normalt elektromos mezdjét, mig a jobb oldali dbra az E,
komponenst mutatja.

A masik minimumhely kozelében az I és G jeld modusokat azonositottam. Az I jeld
kizarolag a polikarbonatban 1étezik, a polimersavok hegyei mentén koncentralddik, és a
longitudindlis komponense a volgyre szimmetrikus, eltérden attdl, amilyet az E-tipustinal

megfigyeltem.
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4.8. dbra. I-tipusi sajatmddus: 560 nm hullimhosszon gerjesztett, n.rr = 1,250479 —
— 0.042927: indexszel. A bal oldali dbra a sajitmdédus normdlt elektromos mez§jét, mig
a jobb oldali dbra az E, komponenst mutatja.

A G-tipustdak a vdkuumbeli fény diszperziés egyenese el6tt (w = 2,5 - 10'° Hz koriil)
a szubsztratban (iivegoldalon) koncentralédnak, viszont nagyobb gerjesztési frekvencia

esetében minden masodik dombon (a levegdoldalon) térnovekmény figyelhetd meg.

ABST A 368
8 3
.
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&
1
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4.9. dbra. G-tipusu sajatmodus: 520 nm hullimhosszon gerjesztett, n.;r = 1.527003 —
— 0.0536057 indexszel. A bal oldali abra a sajdtmodus normélt elektromos mezdjét, mig
a jobb oldali dbra az E/, komponenst mutatja.

A modellt kivildgitottam v = 0°, ¢ = 61°-0s p-polarizalt sikhulldmmal, €s azt ta-
laltam, hogy az elektromagneses kozeltér profilja a polimeroldalon teljesen megegyezik
azzal, amit az I tipusi mddusndl megfigyeltiink. Ebben az esetben is jO egyezés van a

sajatmodus A = 448 nm-es és a latszélagos 450 nm koriili hulldmhossz kozott.
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4.10. dbra. v = 0°-os azimutdlis és ¢ = 61°-os polarszogd, p-polarizalt végtelen sikhul-
lammal kivilagitott modelltartozé modell kozeltere a racs kozelében. A bal oldali abra
a megjelend feliileti hulldim normalt elektromos mezd&jét, mig a jobb oldali dbra az F,
komponenst mutatja.

Ami a v = 30°-o0s beesési sikhoz tartozé minimumfelhasadast illeti, nem lehet ilyen
egyértelmtien megallapitani, mely sajatmédusok okozzak a jelenséget. Ugy tiinik, hogy
a kisebb polarszognél megjelend minimumhoz a vélgyben koncentral6doé feliileti hullam
tartozik, mig a nagyobb polarszognél megjelend minimumndél a dombon koncentrdl6dé

elektromagneses kozeltér figyelhetd meg.

T

2.2x10* 2.0x10°
4.11. dbra. A v = 30° koriili azimutélis szoghoz tartozé reflexiés minimumokndl meg-

jelend feliileti hullamok. A bal oldali képen a v = 32,5°, ¢ = 57°-o0s kivilagitas, a jobb
oldali képen a v = 30°, ¢ = 63°-0s szogli kivilagitas sordn létrejovo kozeltér képek

~v = 40° esetében ¢ = 59°-ndl van a reflexiés minimum, itt ismét a D-tipusi mddus-
hoz hasonl6 kozeltér latszik. Tehét azt a konkliziét vonhatjuk le a fenti megéllapitasok és
a 4.1 alapjan, hogy un. "anticrossing" jelenséggel dllunk szemben. Az allitdsok igazola-

sédhoz tovabbi kivilagitasi irdnytol fliiggd reflexios és kozeltéri szamitasok sziikségesek.
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Osszefoglalas

A dolgozat végéhez érkeztiink. Ugy vélem, hogy a matematika és fizika egy nagyon szép
hatérteriiletét tekintettiik at. A korabbi célkitizéseknek megfelel6en egy olyan numerikus
modszert ismertiink meg, amellyel nagyszamd, valtozatos fizikai problémat fogunk tudni
megoldani.

A dolgozat irdsa kozben tovabbi megoldandd problémék meriiltek fel. A FEM eseté-
ben beosztds finomitisaval, illetve az elemek rendjének novelésével csokkenthetd a nu-
merikus hiba, igy sziikségesnek latom a részletes hibaanalizist. Felmeriilt tovabba, hogy
célszerl lenne az eredmények mas numerikus moédszerekkel, pl. FTDT-vel, Boundary
Element Methoddal torténd 6sszehasonlitasa.

Ami az RGC-SPR-analizist illeti, a tovdbbiakban vizsgalni fogjuk egyéb racsprofilon
(pl. négyszdges vonalprofilon, és kiillonbozé rétegkombinacidkon), és ha meggy6zddiink
rola, hogy valoban a megfigyelt médusok racscsatoldsi effektusai allnak a héttérben, akkor

probaljuk a feliiletet igy megtervezni hogy azzal pl. biodetektdlni tudjunk.
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A fuggelék
Tevékenység leirasa

A végeselemek mddszerével a Matematika BSc szakdolgozatomban kezdtem foglalkozni.
Dr. Van Leeuwen-Polner Moénika javasolta a témat, amihez tandcsolta, hogy keressek fizi-
kai modellproblémat. Korabbi oktatommal, dr. Czirjdkné dr. Csete Mdridval igy keriiltem
kapcsolatba. Az éltala vezetett Nanoplazmonika Csoport (Optikai €s Kvantumelektroni-
kai Tanszék, SZTE) évek o6ta alkalmazza kutatdsdban a COMSOL Multiphysics FEM-en
alapul6 programcsomagot.

A TDK dolgozatom cime: Elektromagneses hullimvezetSk vizsgdlata a végeselemek
modszerével. A dolgozatban témavezetéim javaslatara elszor két egyszerli homogén hul-
ldmvezetd struktirdt tanulmdnyoztam analitikusan és numerikusan (sajat készitésti prog-
rammal, valamint a COMSOL-lal). Ilyen médon lehetdség nyilt az eredmények Osszeha-
sonlitdsara, valamint a FEM matematikai hétterének alaposabb, gyakorlatiasabb megérté-
sére, valamint a COMSOL-ban olyan médszereket térképeztem fel, amit a kutatécsoport-
ban addig nem hasznéltak, ismertek.

A TDK-munkdmat 2013 nyaran kezdtem el a csoportban. Ekkor kaptam tobbek kozott
a forgatott racs-csatoldson alapul¢ feliileti plazmon rezonancia (’Rotated Grating Coupled
Surface Plasmon Resonances’) projektben azt a feladatot, hogy a sajaitmoédusok keresésé-
vel adjak vélaszt a reflexioban megmutatkozé minimumhelyek kett6z6désére.

A szakirodalomban latott egyszerii példdk nyoman jottem ra, hogy a sajatértékek se-
gitségével is lehet diszperzids gorbéket megadni egy-egy mddushoz. A mddszer pontosi-
tdsdhoz tanulmanyoztam az inhomogén hulldimvezetd esetét analitikusan és numerikusan.
Ez a része a kutatdsnak is teljesen 6nalléan folyt. A hulldimvezetSk leirdsakor megismert,
kialakitott technikat alkalmaztam a bonyolultabb racsos fizikai rendszerre, és igy a forga-
tott rdcs-csatoldsban szerepet jatszé modusok diszperzids diagramjénak analizisére. Ez-
zel jarultam hozza a csoport kutatémunkdjahoz, mivel a csoport munkdjaba ez a projekt
szervesen beleillik, hiszen az eddig kivilagitdssal torténd analizis felfedezéseit sikeriilt

részben indokolni a sajatérték-probléma megoldasdval.
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A munk4abdl eddig egy konferenciaposzter, valamint a hozz4 tartoz6 kiadvany késziilt:
A. Szalai, G. Szekeres, J. Baldzs, A. Somogyi, M. Csete, Rotated grating coupled surface
plasmon resonance on wavelength-scaled shallow rectangular gratings cimmel. (Proc.
SPIE 8809, Plasmonics : Metallic Nanostructures and Their Optical Properties XI, 2013.).
A kozeljoviben a csoport a kapott eredményekbdl a Physical Review B folyoiratba tervez

publikaciot késziteni.
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B fiiggelék

A vektoranalizis alapveto fogalmai

Tekintsiik 4t az elektrodinamikéban alapvetd vektoranalizis-fogalmakat [1].

B.1. Definicié (Vektormezs6 divergencidja). Legyen f egy vektormezd. A vektormezd di-

1
vergencidja a V - f = Alim0 N [ - ds skaldrmezd, ahol S az infinitezimdlisan kis Av
v— v

térfogatelem hatdrolo feliilete, és ds a feliilet kiilsé normdlisdnak irdnydba mutat.

B.2. Megjegyzés. Az f vektortér divergencidja derékszogil koordinatdkkal kifejezve :

_Ofs [ Ofy Of
Oz * oy * 0z

AR §

B.3. Tétel (Gauss-tétel). Legyen az f vektormezd folytonosan differencidlhato a 'V térfo-
gatban és az azt hatdrolo S feliileten. Ekkor / V. fdv = ]{ [ ds.
v s

B.4. Definicié (Vektormezd rotacidja). Egy f vektormezd rotdcidja definicio szerint a

. 1 Iy
Vxf= Alqurgo Ao }g ds x f hatdrérték.

1
B.5. Megjegyzés. A rotici6 vektor nagysdga az i irdnyban fi- (V x f) = Alimo s ]{ fal.
S— S C

A rotacié derékszogii koordinatdkkal kifejezve:

U fe or, OF, 4 or, OF, o oF, OF, 5
0y 0z 0z or )Y ox oy )7’

ahol X, ¥, Z rendre az x, y, illetve z irdnyud egységvektor.

B.6. Tétel (Stokes-tétel). Legyen az f vektormezd folytonosan differencidlhaté a zdrt S

feliileten és annak C hatdrvonaldn. Ekkor

/S(va).dszjécf.dl
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1
B.7. Definicié. Az f skaldrfiiggvény gradiense definicio szerint Vf = Alimo N
v— v
daf

dn
B.8. Megjegyzés. A gradiensvektor derékszogi koordinatdkban:

_(Of of of
vi= (a—a—ya—)

vektor, melynek nagysdga az it normdlis irdnydban i - V f =

Vezessiik be a V2 a Laplace-operatort a hiromdimenziés euklideszi térben:

Ha egy ¢ skalarmezore alkalmazzuk a Laplace-operétort, akkor ennek jelentése:
Vi =V (Vo)
Ha viszont f vektormezd, akkor ennek jelentése

VH=V(V-f) -V xVxHf
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C fiiggelék

Elektrodinamikai alapfogalmak

C.1. Az elektromagneses tér jellemz6 mennyiségei

Az elektromégneses tér jellemzésére a kovetkez6 mennyiségeket haszndljuk [8, 2].

— Elektromos toltéssiiriiség (p): a tér egy kis Av térfogataba esd r pontjdban a tol-

tésstrtiséget a p(r) = Alimo A_q hatarérték segitségével definidljuk. Itt Aq a kis Av
v—> v
térfogatba esd toltések algebrai Osszege.

— Elektromos dramsiiriiség-vektor (J): ha az r pontot tartalmazo kis Af feliileten

AT, R
AT aram halad at, akkor az aramstrliség az r pontban: J = lim —n, ahol fi a
Af—0 Af

feliiletre vett normalis egységvektor.
Elektromos térerdsségvektor (E): egy nyugvo, pontszer( q probatoltésre hat6 F er6d
ardnyos a ¢q probatoltés nagysagaval: F = ¢gE, ahol E az elektromos térerésségvek-

tor, mely a helytdl és az 1d6tdl is fiigghet.

— Elektromos dipélmomentum (p): semleges toltésrendszerekben, ha nem esik egy-

be a pozitiv és negativ toltések elektromos stlypontja, akkor kiilsé elektromos tér
hatasara dip6lusként (egyenld () nagysagu, ellentétes elGjeli toltésekbdl allo toltés-
rendszer) viselkedik (dielektromos polarizicid). Ha a pozitiv és negativ elektromos
stulypont tadvolsdga [, akkor a semleges toltésrendszer elektromos dipélmomentuma

p = @1, ahol 1 a negativ t6ltésbdl a pozitivba mutaté vektor.

— Elektromos polarizdciovektor (P): az anyag térfogategységének dipdlmomentuma.

— Elektromos eltoloddsi vektor (D): D = ¢9E + P, ahol ¢¢ a vakuum dielektromos

allanddja, vagy permittivitasa.

— Madgneses indukciovektor (B): a v sebességgel mozg6 ¢ ponttdltésre hat a gE erdn

kiviil az F = ¢(v x B) er, ahol B a médgneses indukciévektor.
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— Mdgneses momentum (p,,): &ramjarta vezetShurokra a magneses mez9 forgatonyo-
matékot is gyakorol: M = p,, x B, ahol a p,,, vektormennyiséget a hurok magneses
momentumanak nevezziik. A molekuldk belsejében elemi koraramok folynak, igy

a molekuldknak is tulajdonithatunk mégneses momentumot.

— Madgnesesezettségi vektor (M): az anyag térfogategységének a magneses momen-

tuma.

B
— Madgneses térerdsségvektor (H): H = — — M, ahol i, a vdkum mégneses perme-
Ho
abilitasa.

C.2. A térerosségvektorok viselkedése két kozeg hatarfe-

liilletén

Ebben a fejezetben ismertetjiik, hogy miként viselkedik az elektromédgneses mezd két kii-
16nb6z6 kozeg hatarfeliiletén. Ezek a torvények, amelyek itt levezetiink, természetes mo-
don peremfeltételeket ronak ki, amelyeket figyelembe kell venniink az anyagban terjedd
elektromagneses tér meghatarozasakor.

Tekintsiik két kozeg hatarfeliiletét (HF). Tegyiik fel, hogy a kozegek elektromagneses
tulajdonsagai kiillonbozdek. Vezessiink le az ismertetett integralegyenletekbdl (1.1. feje-
zet) olyan hatarfeltételeket, amelyek leirjdk a térmennyiségek hataron vald viselkedését
[8].

Alkalmazzuk az (1.5) Gauss-torvényt a C.1 dbran lathaté képzeletbeli kis Gauss-

henger S feliiletére. Jelolje i a henger magassagat, f pedig az alaplapjdnak teriiletét.

C.1. abra. A D vektor normélis komponensének vizsgdlata két kozeg hatarfeliiletén
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Tartassuk a henger magassigat nulldhoz, igy a D vektorra vonatkoz6 feltételt nyerjiik:
%D -ds — Dgnf — Dlnf = (D2 — Dl) . ﬁf, amint h — O,
s

q:/p(r)dv—>af, hah — 0,
1%

—f- (D, — D)) =0, (C.1)

ahol Dy, és D, a Dy, illetve a D, vektorok HF-re mer&leges, azaz normalis irdnyd kom-
ponenseit jelolik.

Lathatjuk, hogy ha nincsenek szabad t6ltések (o = 0), az eltolédasvektor normalis
irdnyu komponense folytonos (Dy,, = D,,). Ellenben az (1.16) anyagi egyenlet alapjan
az elektromos térer6sség a dielektromos éllandok reciproka éltal meghatdrozott ugrast
2 .
€

1
Hasonl6 gondolatmenettel kapjuk az (1.7) Méagneses Gauss-torvénybdl a

szenved: Fy,, =

fi-(By,—B,)=0 (C.2)

feltételt B-re. Eszerint a B mdgneses indukcidévektor normalis komponense folytonos, mig
az (1.17)-bdl adéddan a H térerdsségvektor a magneses permeabilitdsok dltal meghataro-

zott ugrast szenved (Hy, = &Hgn). (Az n indexszel itt a megfeleld vektorok normalis

M1
komponensét jeloljiik.)
A H vektor vizsgalatdhoz alkalmazzuk a Maxwell-Ampere-torvény integralegyenletes
alakjat (1.3) egy kicsiny, tn. Stokes-féle hurokra (C.2. dbra), majd képezziik A;, Ay — A,

By, By — B hatdratmenetet. Legyen tovabba J, egy idealizélt feliileti &rams(iriiség.

u, A R By
HF —— - 5
Hi 4 B,

C.2. dbra. A H vektor érint6leges komponensének vizsgdlata két kozeg hatarfeliiletén
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Ekkor

B
]{Hdl—>/ (t x f) - (Hy — Hy)dl
A
/ —ds — 0
B
/ Jids — / Jidl,
S A

ahol t a Stokes-feliiletre merdleges, a hatarfeliiletet érintd egységvektor, amely a hurok
irdnyitasaval jobbcsavart alkot.
Mivel (t x ) - (H, —H;) = fix (Hy —H,) -, és a fentiek az AB szakasz vlasztdsatcl
fliggetlenek, ezért
x (Hy — Hy) = Js. (C.3)

Vagyis, ha nincs a feliileten toltésaramlds, akkor a méagneses térer6sség tangencia-

lis komponense nem véltozik a hatarfeliiletnél, viszont az indukcidvektor ugrast szenved

(By = "1 Byy).

2
Ugyanezzel az eljarassal kaphatjuk meg az (1.1)-bdl az E-re vonatkoz6 hatérfeltételt:

Tehat a hatarfeliiletnél az elektromos térerdsség érintdleges komponense véltozatlan
marad (E; = FEy), mig az eltolédasvektor ugrdst szenved (Dy; = —Dgt) Itt Mind B,

mind E esetében a ¢ index a megfeleld vektorok tangencidlis komponenset jeloli.
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D fuggelék

A végeselemek modszere

D.1. Egydimenzidos differencialegyenlet megoldiasa a vé-

geselemek modszerével

Tekintsiik a kovetkezd — alkalmazdsaink szempontjdbol — altaldnos differencidlegyenle-
tet:

—i(”w) +Bp=f, v€(0,L), (D.1)

dz a%

ahol ¢ a keresett fiiggvény, &(xz) és 3(z) ismert fiiggvények vagy paraméterek, f pedig
a forrds vagy gerjesztés fliggvénye. Ez az egyenlet a Helmholtz-tipusu egyenletnek az
altaldnositdsa.

Ehhez az egyenlethez kapcsoljuk a hatdrfeltételeket a /" hatdron, az x = 0ésx = L
végpontokban.
1. tipus (Dirichlet):

¢l = (D.2)
2. tipus (Neumann):
(&@) =q (D.3)
dz J |
3. tipus:
d
<5zd—¢ + ’yqb) =q (D.4)
€ r

Itt p, q és 7 ismert paraméterek vagy fiiggvények. A masodik tipus a 3. specidlis esete,

amikor 4 = 0.
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Ha G-nak szakaddsa, vagy hirtelen véltozdsa van a tartomany valamely z; € (0, L)

belsd pontjaban, akkor ¢-nek teljesitenie kell a folytonossagi feltételeket is:

(ﬂw:z: = (b‘x::p;

¢ ([ do
()], = (%)

A Galerkin-moédszert fogjuk alkalmazni a (D.1) egyenletre. Ha b egy kozelitd megol-

D.5)

(D.6)

x:xd

ddsa az egyenletnek, akkor a rezidualis:

_d (.do
dx dx

~ )+B$—f%0 (D.7)
Ezt szeretnénk tehat a Galerkin-mddszerrel minimalizalni. Els 1épésként diszkretizal-
juk a az értelmezési tartomanyt. Felosztjuk a [0, L] szakaszt M elemre. Jelolje [°(e =
= 1,2,3...M) az e-edik elem hosszét, z;(i = 1,2,3...N) a csomépontok helyét tgy, hogy
legyen 21 = 0 és xy = w41 = L. Magasabb dimenziéban az elemek lokalis és a vég-
pontok globdlis szamozasa kozotti kapesolat megadasa igen fontos feladat, éppen ezért itt

is bevezetjiik az elemek lokdlis szdmozdsat: x{ = z. és x5 = .41, = 1,2,3, ..., M.

1 2 3 M-2 M-1 M
o — o — o ——— ——————— — — ———e —o —o — P X
=0 x» x3 x4 XN-3 XN—2 Xy-1 Xy=L
€
*———=o

—1€ — €
xe—xl xe+]—X2

D.1. abra. Az elemek lokalis szamozésa

Maisodik 1épésként kivélasztjuk a véges dimenzids teret, €s meghatdrozzuk annak ba-
zisfliiggvényeit. A legegyszeriibb eset, ha linedris fliiggvényekkel kozelitjiikk a megoldast
az egyes elemeken. Ugyanakkor fontos megjegyezni, hogy ha magasabb rendii bazis-
fiiggvényeket vélasztunk, a kozelités joval pontosabb lehet. Legyen I = [z, z.11] egy
intervallum a valds szdmegyenesen, és legyen az [ intervallumon linedris fliggvények
vektortere a

PI) ={¢°(x) = a° + bz, x € I,a%,b° € R}. (D.8)

Az z7 és x5 csomdpontokban ¢ értékei értékei:

¢f = ¢°(a]) = a® + by (D.9)
o5 = ¢°(x5) = a® + bxs,. (D.10)
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Mivel barmely egyenest egyértelmiien meghatdrozza kettd, az egyenesre illeszkedd
pont, ezért ¢f és @5 egyértelmlien meghatirozza ¢°(z)-et. Kifejezhetjik a®-t és b°-t a

kovetkezé modon:

be = i (D.11)
Ty — T§
P5+ 7 P5 —¢f
‘= — D.12
“ 2 2(z§ — x%) (21 + 7). ( )
Behelyettesitve ¢°(z)-be, kapjuk, hogy P¢(I) minden eleme kifejezhets a
5 — . T — T 2
e e Y2 4 e e
= D.13
(@) = e T e g £ (2)¢5 (D.13)
alakban, ahol
r5—1r 5 —x T — x5 T — T
Ni(z) = =2 =2 ss NS(z) = L = L D.14
e o
1 T 11
X x5 Xy x5
D.2. dbra. Linedris bazisfiiggvények egydimenzids elemeken
Tehdt { N7, N5} a P¢(I) vektortér bazisa, melyre teljesiil, hogy:
1 hai=j
Ne(af) = 65 = Y (D.15)
0 hai##j.

A lehet6 legjobb kozelitd megoldast keressiik az egyes elemeken, és igy az egész ér-
telmezési tartomanyon. Az r maradéknak a lehetd legkisebbnek kell lennie az értelmezési

tartomany minden pontjan. Ez a kovetkez6 feltételt fogja kiszabni az e-edik elemre :
5
= / Nf(z)r(z)de =0, i =1,2. (D.16)
g

Helyettesitsiik  helyébe a (D.7) kifejezést:

R = / N{ < d¢> +5¢} _ / N¢fdx =0 (D.17)
2t dz \" dz x



Integréljuk parcidlisan R; elsé tagjat:

e d )" N d¢
[P () i = fon ) [

Rf:/ ( dNed¢+/3Ne )dx—/ Nefdx—[ Nedﬂ%:o. (D.19)
e\ dz de dx

g
Helyettesitsiik be az els6 integrdlba b helyére ¢°-t. A (D.13) kifejezés alapjan:

2

dNf dN§ dp]™
R§:Z¢j/ (a +5N€N6>dx / N¢fdz— {N@dﬂ =0, i=12.

: dr dx .
_]=1 1 Ty
(D.20)
Ez ut6bbi felirhato a kovetkezd elemi matrixegyenlet formdjdban:
{R} = [KNo} = {b°} — {9} = {0}, (D.21)
ahol
K7, Kj dN§ dN7
(K= | ' P s K = / ( BNeNe) de, i,7=1,2 (D.22)
K35 Ki zg dx dx
7
{¢°} = { i (D.23)
%
bS x
{b°} = e és by = N{fdx, 1=12 (D.24)
2 g
(D.25)
al - edd e dd _do
el _ — Ne_ — Ne— = B = 1 2
={gf o= ()| ()| (),
(D.26)

tovabba [.] négyzetes matrixot jelol, mig {.} oszlopvektort.

Terjessziik ki az egyes részintervallumhoz tartoz6 elemi métrixokat oszlopvektorokat
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az egész (r1, xpr41) intervallumra a kdvetkezSképp:

1 e et1 o M+1
0 0O 0 0 0 --- 0] 1 (0)
0 0 0 0 0 0 0
e 0 0 Kf K{ 0 0 e 1
K] = b Jés{or=1¢"" (D.27)
0 0 0 0 0 0 0
_0 - 0 0 o 0 --- O_ M+1 \0) M+1
és a szorzatuk:
( 3
0 1
0
e e K¢ e+Ke e .
7Yy = { Dot D28)
Koy o7 + K505 | e+t
0
{ 0 M4+1
Tovabba \ \
0 1 (0 1
0 0
—e be e e ge e
=1, {7t =17, (D.29)
5| e+t g5 | ert
0 0
\O) M+1 \0) M+1

Az a célunk, hogy az elemi egyenletekbdl globdlis egyenleteket nyerjiink, a fenti ki-

terjesztett elemi matrix €s oszlopvektorok segitségével:

<

{(Ry=) {R}y=) (KN} {0} —{g}) = {o}. (D.30)

e=1
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Osszegezziik most a [K€]{¢°} szorzatokat (e = 1,2, ..., M):

( 11 ¢1 +K <Z521) 1
K( )¢( ) +K22 ¢2 "’K ¢12) +K1(2)¢( ) 2
M _ : :
Z; [K{6} = K0T + Kgp 05! + K + Kiyd ‘
KD G011 =) ¢<M DL (0G0 4 ey M

\ KoM + K5Vl J

(D.31)

Hasznéljuk most fel az elemek lokalis és globdlis szdmozasa kozotti kapesolatot :

e— M
b1 =0, o= =P, o= =0\ (e =2, .., M), ..., dars1 = 5

(D.32)
Ezzel
4 3\
K+ K% |
21 Cbl + ( 22) + Ku )¢2 + K12)¢ 2
Mo : :
LTS K boms + (K53 + K5)60 + Kiytorn e
e=1 . .
K Von + (KR ™ + KW + K barin | M
| K;iw)qu + Kééw)qﬁMﬂ ) M1
(D.33)
azaz
M ~
> [KN°} = [K]{4}, ahol (D.34)
e=1
o3}
. ®2
{¢} = . (D.35)
Orrs1
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(kD kY 0 0 -+ 0
1 1 2 2
s I N R
2 2 3 3
K] = 0 Kél) K2(2)+K£1) K1(2) 0
[K]=| | . . o : : :

M-1 M-—1 M M
0 - K§TYV KGTV 4 KD K
i 0 -~ 0 K4 K" |

Lathatjuk, hogy [K] C RM+1D)>(M+1) egy szimmetrikus, tridiagondlis matrix, melynek

elemei:

Ky = Ky}

Ki=KU Y+ KW i=234,...M

Kini=Kijn=K =K%, i=234 ..M

Ky = Ky, (D.37)

Mint azt mar tobbszor hangsilyoztuk, szeretnénk szamitégéppel konnyen kezelhe-
t6 egyenletrendszerhez jutni, ezért sziikséges, hogy a [K| globélis métrix elemeiben az
integralokat valamiképp egyszer(ibb alakra hozzuk. Kozelitsiik az & és B fliggvényeket

konstansokkal az egyes elemeken. Egy lehetséges megoldés erre az in. kozéppontos kvad-
, e (xﬁ + x§>
ratira: pl. @ = a° = — .

Q

2
Igy a [I(¢] elemi métrix és a {b°} elemi vektor elemei approximalhatéak a kovetkezdképp:

dN¢ AN ™ IN¢ dN¢
K¢ = / ( 5N6N6>daz~ae / —Lde + pe / N¢N¢da
xf T

dr dr e dr
(D.38)
e e de e
Ky = Ky~ -+ 5
€ € de e
K, =K =~ T +4 g (D.39)
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Hasonléképpen adjuk 6ssze a {b°} kiterjesztett elemi vektorokat (e = 1,2, ..., M):

( bgl) ) ( by )
40+ b2 b
M 1) | 13
—e b +b b3
> (T ={p} = 2 =< . (D.40)
e=1 : :
byt 4 pM) b
L bgM) ) \ bM-H /
Itt is alkalmazzunk kozéppontos kvadratira kozelitést f-re:
5 a5
bs :/ Nffdx = fe/ Nfdx (D.41)
a g
(] (5] ele
b =05~ f 5 (D.42)
Ezutdn pedig a {g°} vektorokat szummazzuk:
( gtV ) (g1 ) (g1 )
3" + gt? 9 9
M ®, 3
—e 92 t49 g3 g3
d{gt={gr=4 7 " ={ 7 =7 (D.43)
e=1 . : :
gt 4 gt gm 9m
L géM) ) \gM+1) \gM+1)

i i ..
Vizsgéljuk tovabb a {g} vektort. Mivel x(2 D= mg ) = Z;, és mivel ad—¢ folytonos z;-ben,
x

1=2.3...M,ezért i = 2,3,...M esetén

(i-1) | () _do _do
;= = — — — =0, D.44
g 9 - 9 (a dl’) Lazgl) (a d.fL' x:azgi) ( )
ezért )
L do )
r ggl) \ r a0 \ de s
0 0 0
{9} = : = : = : , (D.45)
0 0 0
d
\géM)) \IM+1 ) (CAY—QS)
dr )| _
\ T=TM 41 )

azaz lathatjuk, hogy {g¢}-nek csak az elsd és utolsé eleme nem zérus.
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Tehat a (D.30) globdlis métrixegyenlet ezekkel a fenti jelolésekkel a kovetkez6képpen

irhato fel:

[K){¢} = {b} + {g}- (D.46)

Ennek az egyenletnek a {gz~5} megoldasa a gz~5 kozelité megoldds csomépontokban felvett
értékeit adja meg.

Utols6 1épésként alkalmazzuk a kiilonféle peremfeltételeket az egyenletrendszeriink-
re. E16szor tekintsiik azt az esetet, amikor az egyik végpontban, pl. z; = 0-ban a Dirichlet-

feltételt irjuk eld, azaz qb| = ¢; = p. Ezt konnyen megvaldsithatjuk a kovetkezd

r=x1

modositassal :
Kll = ]_, b1 =P, 7K1j = 0, ] = 2,3,4,M—f— 1. (D47)

Legyen tovabbd g = 0. Eliminéljuk tovdbbd az elsd oszlop elemeit is a masodiktol kezd-
ve. Ezzel egyrészt elérjiik, hogy a globdlis matrixunk djra szimmetrikus legyen, méasrészt
elegendd egy kisebb egyenletrendszert kezelni. Ezek foként magasabb dimenzids diffe-
rencidlegyenletek megoldasakor valnak fontos szempontokka, hiszen a szamitégép me-
moriaigényét, és a megoldas idotartamét jelentdsen csokkenti.

Alkalmazzuk most 3. tipusu hatarfeltételt pl. az x,,,, = L végpontra:

R
gmM+1 = adx

Homogén Neumann-feltétel esetén, azaz ha 4y = 0, g = 0, akkor g5;+1 = 0. Egyéb eset-

=q = YPm+1- (D.48)
z=L

ben beolvaszthatjuk a [K] mdtrixba, és a {b} vektorba, ha hozzdadjuk g¢-t by 1-hez, és

-t Kpr41,041-hez.

Tehat azt kaptuk, hogy barmelyik peremfeltételt is alkalmazzuk a végpontokra, mindig

[K]{¢} = {b} (D.49)

alakd madtrixegyenlethez jutunk, ahol [K] szimmetrikus, tridiagondlis matrix. fgy az
egyenletrendszer konnyen megoldhat6 {é}—re pl. Gauss-elimindcidval, igy megkapjuk az

egydimenzids peremérték-probléma ¢ kozelits megoldasat.

D.2. Kétdimenzids differencialegyenlet megoldasa a vé-

geselemek modszerével

Tekintsiik a kovetkezd kétdimenzids parcidlis differencidlegyenletet:

0 0 0 0 A
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ahol ¢ a keresett fiiggvény, &, &, €s B ismert fiiggvények vagy paraméterek, amelyek
az értelmezési tartomadny fizikai tulajdonsdgaival dllnak 6sszefiiggésben, f pedig a forrés
vagy gerjesztés fliggvénye.

Bontsuk két részre, az dltaldnossag kedvéért, az (2 tartomany hatarat, és az egyikre

alkalmazzuk a Dirichlet, mig a mésik részre a 3. tipusu peremfeltételt, azaz legyen

ol = (D.51)

L 09, 09 N\ L
{ (O@%X + Oéya—yy>n + f}/gb}

ahol I' = I} + I, az {2 tartomany hatdra, fi ennek a kiilsé normalis irdnyud egységvektora,

=q, (D.52)
In

és 7, p és q adott paraméterek, vagy fiiggvények, amelyek a perem fizikai tulajdonsagait
tikkrozik. A Neumann-féle peremfeltétel a 3. tipustnak a specidlis esete, amikor 4=0.

Az elsé feladat ebben az esetben is a tartomény felosztdsa. Vdlasszuk ezeket az ele-
meket haromszogeknek. A hiaromszogek élei mindig élben taldlkoznak a szomszéd hé-
romszoggel, csicsaik pedig csicsban, és nem fedik at egymdst. Altaldban az bizonyul
jO valasztasnak, ha kisebb elemeket alkalmazunk, ahol a megoldds drasztikusabban val-
tozik, és nagyobbakat ott, ahol kevésbé hirtelen a valtozas. Jelolje (2° az e-edik elemet,
0=

Az6 elemeket és csomépontokat kiilonbozd egészekkel cimkézhetjiik. Az elemeket
sorszammal latjuk el, valamint az egyes elemeken a csicsok lokdlis szimozésat vezetjiik
be. Ugyanakkor a csdicsokra globdlis szamozdast is alkalmazunk, igy sziikség van egy
attekinthetd szdmozasi rendszerre, amely Osszekoti a lokdlis és globdlis szdmozast.
Bevezetiink egy 3 x M-as tdbldzatot, nevezziik ezt kapcsolédasi tablazatnak vagy
matrixnak. Jelolje n(i,e) az e-edik elem i-edik csomdpontjanak globélis szamat, pl.

a D.2. dbrdhoz tartoz6 lehetséges matrix :

e 11234
n(le)|2|5]3|5
n2e)|| 44|56
n3e)||1[2[2|4

D.1. tdblazat. Kapcsoldddsi matrix

D.3. dbra. Egy egyszerli kétdimenzids
tartomany haromszogekre bontdsa
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Miutén elkészitettiik az értelmezési tartomdny felosztasat, idegen szdval a mesht, ki-

vdalasztjuk az interpoldcids bazist. Legyen
Q(02°) = {o°(z,y) = a® + bz + c°y, (z,y) € 2°,a°,b°, ¢ € R}. (D.53)

az (2° tartomdnyon linedris fiiggvények vektortere, azaz az e-edik elemen a keresett ¢
fliggvényt elemi siklapokkal kozelitjiik.

Mivel linedris triangularis elemeket haszndlunk, ezért 3 csomdpont tartozik minden
haromszoghoz. Tegyiik fel, hogy ezek az 6ramutat6 jarasaval ellentétesen vannak a j =
= 1,2,3 szamokkal elldtva, és hogy ezek folott a csomdpontok felett gz~5 értékét ¢, ¢S és

@5 jeloli. Az egyes csticsokban ¢ értéke:

PY(a7, Y1) = a® + 2] + <y

9525, y5) = a® + b2y + “y

¢35, y5) = a” + b°ws + cys, (D.54)
7
Ha megoldjuk a (D.54) egyenletrendszert az egyiitthatékra, majd visszahelyettesitiink

ahol z%,y5,(j = 1,2,3) jeloli az e-edik elem j-edik csomépontjdnak koordindtdit.

¢°(z,y)-ba, akkor azt kapjuk, hogy
3
o“(x,y) = > Ni(,)05. (D.55)

J=1

Itt Ny (z,y) a kovetkezképp adhaté meg:

e 1 [ (4 (A N
Ni(z,y) = @(aj +bix + cfy), j =123, (D.56)
ahol
aj = xyys —ysxs b =ys—ys =5 —af
ay = x5yf —ysry by =ys—yi ¢ =af —aj
ay =xiys — Yy b =yi—vys ¢y = x5 —
és
. 1 27 v .
At=g |1 v pp| = §(b'f05 — b5¢t) (D.57)
1 x5 y;

az e-edik haromszog teriilete. Konnyen megmutathatd, hogy

o 1 hai=j
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Szintén megmutathatd, hogy N7 (z,y) = 0, ha az (x,y) pont a j csoméponttal szem-

ben 1évd élen van.

e e 5o
e ) 052 , (5.9

(xé”yé’) (xe’ 6) (xe’ ,e) (xe’ye) (xé”yé’) (xe’ye)
Y1 @) 2:Y2 Y1 b) 2:Y2 Y1 © 2:)2

D.4. dbra. Linedris bazisfiiggvények trianguldris elemeken. (a) Ny, (b) N3, (c) Ny

Az {N7, N5, NS} a Q°(£2°) vektortér bazisa. A bazisfiggvények segitségével megha-
tarozhaté a ¢°(z, y) fuggvény a a (D.55) dltal.

Ezutan felépitjiik azt a métrixegyenletet, amelynek megolddsa a legjobb kozelitést
adja a fenti bazisban. A peremérték-probléma kozelitésébdl adédé maradékot szeretnénk

minimalizalni az egész {2 tartomanyon. Ezért legyen az e elemen a silyozott reziduélis

R = | Ni(z,y)r(z,y)dzdy =0, i=123, (D.59)
_Qe
ahol - -
o (. 0¢ 0 (. 0¢ A
__ Y b R et — . D.

Behelyettesitve a rezidudlist (D.60) a (D.59) integrdlegyenletbe, azt kapjuk, hogy

S S Y PN N PN 0=
Ri_/eNi{ 8I(ogmax) ay(ayay>+ﬁ¢ f}dxdy—0,1—1,2,3 (D.61)

A kovetkezd 1épéshez éltaldnositsuk a parcidlis integraldst magasabb dimenzids eset-
re. Alkalmazzuk a B. fliggelékben ismertetett Gauss-tételt egy g skalér- és egy D vektor-

mez4 szorzatdra, azaz tetszéleges zart (2 tartomdnyra fenndll, hogy

/ V(gD)ds2 = / (gD)ndI" (D.62)
(9} r

Alkalmazzuk a
V(gD) =gV -D+DVyg (D.63)

szorzatszabdlyt, majd rendezziik 4t az egyenletet. gy valdban a parcidlis integralds for-
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muldjara emlékeztets Osszefliggéshez jutunk:

- / gV -Dd2 = — / gD - hdl" + / DVgds? (D.64)
(0] r (0]

Alkalmazzuk ezt az osszefiiggést a (D.61) egyenletre, bevezetve a kovetkezd jeloléseket:

aNf,\ 8NZ'6A

g=Nf=Vg= "%+ 19 (D.65)
ox Jy
0,099\, 0 [. 09 09, . . 09,
V-D= 52 (am8$) +8y (ozyay) =D=a, IX+Oéy yy. (D.66)

Igy a kovetkez6 egyenletrendszerhez jutunk (i = 1,2,3):

N€ o NeOd ~ -
R¢ :/ o}ma : %+@ya : %+5Nf¢ drdy— | Nffdrxdy— | ND-RdI'=0
e or Oz dy Oy e e
(D.67)

Helyettesitsiik ¢ helyére a (D.55) kifjezést, azaz a linedris bazisfiiggvényekkel valé koze-

litést:

3
ONEON¢ ONeONE .
R?ZE Ay ——t— 4 G —t— NEN¢ | oSdx d
Z j:l/e(a or Oz +ay8y oy AN j>¢]xy

e

- NEfda dy — / NED - f%dl = 0. (D.68)

ne

Ilyen médon az egydimenzids esettel teljesen analég méatrixegyenlethez jutottunk :

{R} = [K{o"} — {6} — {g°} = {0}, (D.69)
ahol
1 Ky, Ki, Ki,
{¢e}: ¢§ > [Ke]: Kgl K262 K283 ) (D.70)
5 K3 K K,
és

ONeON¢ ONEeONS .
Ke = gy J A G J NENE |dx d , 7 =1,2,3 D.71
/Qe (OZ or o + Qy 8y ay + 5 i ]) xray, t,] 34y ( )

(D.72)
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by

(Y =Lb% ésbi= | Nefdedy, i=123 (D.73)
b v
(D.74)
95
{9} =q95¢p - és9f = / N{D - fdr. (D.75)
95 E

A [K°] matrix természetesen kétdimenziGs esetben is szimmetrikus.

Adjunk ismét numerikus kozelitést a fenti integralokra. Tegyiik fel, hogy a&,, ézy,B
és f figgvények dllandok az egyes elemeken. Ha ez nem teljesiil, akkor egydimenziés
esettel anal6g médon hasznélhatjuk a kozéppontos kvadraturat.

Megmutathat6 tovabba, hogy érvényes a kovetkez6 formula:

/Q (N (NEY™(NE)"da dy = T f}i”f;‘; 324 hmn €N (D.76)
Ezzel
1 ) A€ .
Kij = @(O‘;bfbj + aycic) + Eﬁe(l + 045) (D.77)
b = % fe. (D.78)

Egyesitsiik az elemi egyenleteket, hogy a globdlis matrixegyenlethez jussunk :

M M
{(Ry=) {R}Y=) (KN} —-{b}—{g}) = {0} (D.79)

e=1 e=1
Gyfjtsiik 0ssze az elemi matrixokat és vektorokat a teljes tartomédnyra. Ez két dimen-
zi6ban nagyobb koriiltekintést igényel, mint egy dimenzidban. [llusztraljuk els6ként a mar
emlitett példan (D.2. dbra). Mind a 4 elemnek 3 csomdpontja van, a teljes tartomanyon
osszesen 6 csomépont taldlhatd. fgy az egyes elemekhez 3 x 3-as elemi matrix tartozik,
mig a tartomanyhoz 6 x 6-os globélis matrix. A [K| matrix Kj; eleme a globalis rendszer
k-adik és [-edik csomdpontjdhoz tartozik. Induljunk ki tehdt egy 6 x 6-os nullmatrixbdl.
Ezutdn adjuk hozza [K°] megfelel§ elemeit [/{] megfelels elemeihez (e = 1...4). Tekint-
siik dltaldnosan K7;-t (7, j = 1,2,3). Ez az e-edik elem i-edik és j-edik csomépontjdhoz
tartozik. A kapcsolddasi tablazat szerint ezek a globdlis rendszerben az n(i, e) és n(j, e)

szamu csomopontok, igy a globalis matrix K, ¢) n(je) €leméhez kell hozzdadni.

A példankra ez a kdvetkezOképp néz ki. Elsdként az elsd elemi matrix elemeit adjuk
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hozza a nullmatrixhoz:

@]
]
o O O o o O

o O O O O O
o O O O O O

(D.80)

majd folytassuk tovabb az algoritmus szerint mind a négy elemre. Igy a globdlis métrix

erre a tartomanyra:

(1 1

K Ky 0

1 1 2 3 3

Kf?,) K1(1) + K:§3) + K3E3) ngl)

3 3

alo KD Kb
= | W), o) a
Ky K" + Ky 0 Ky

2 3 3

0 K1(3) + K§3) Kél)

0 0 0

1

Ky
1 2
Ky + Ky

0
)+ K

2
2

2 4
K 52) + K §3)
4
K53

2 4

Ky + )

2 3 4 4
K+ Ky + KK

4
Ky

Hasonl6képp dllitjuk ossze a {b} vektort. Induljunk ki itt is egy nullvektorbél, majd

adjunk hozza bj-t b,,(; .)-hez.

( bl )
by bgl)
bs
b = =
0} by bgl)
bs b§2)
\ bb‘ J L
Anal6g médon:
4 gl (
92 g§1)
93
lo} = ),
94 92
g5 @’
\ 6 ) L

Tekintsiik a 2. csicshoz tartozé g elemet. Hasznaljuk a (D.75) kifejezést g
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+ g5
g;”
+ 5"
+ 95"

95"

3
+ 95"

4
+ g5

4
+ 9"

)

/

(1)
1

(D.82)

(D.83)

g5 és



g:(,)g) meghatdrozasara, felhaszndlva, hogy az i-edik csiiccsal szemben 1év6 élen N = 0.

® ©
g = { / NYD - aVar + / Nl(l)D-ﬁ(l)dF} (D.84)

© ORI
+ { / NPD - a®dr + / NPD - ﬁ<2>dr} (D.85)

By . 4G © O A

+ / N,VD - il >dr+/ N'D -a®dr (D.86)

@ ID s
Vegyiik észre, hogy i) = —i?, és hogy N(l) N?EQ). Mivel D - fi folytonos (2-

n, ezért a 2. és 4. csucsok kozotti integrdlok nem jarulnak hozzéd g,-hoz. Ugyanigy a 2.
és 5. csuicsok kozotti integrdlok is kiejtik egymdst. A példa alapjan lathatd, hogy csak a
peremen 1év6 haromszdgoldalak jarulnak hozza {g}-hez. Igy a tartomany minden belsé

csucspontjdhoz tartozé g; = 0. Altaldnosan a g; # 0 elemre:
g = / NSD - A°dl" + / N;D ATl (D.87)
s _Qs+1

ahol I és I'**! az e-edik és é-edik elem hatdron fekvd oldalai, és e, j, i, illetve &, 7,4
indexek kapcsolatit az i = n(j, e), illetve a i = n(j, 1) osszefiiggésekkel fejezhetjiik ki.
A peremfeltételek alkalmazasa el6tt vezessiink be egy egy djabb matrixot, amely
az élek és a globdlis szdmozds kozotti kapcsolatot tartalmazza. Legyen ns(i,s) a
globdlis szdma az s-edik €l i-edik csticsdnak. Tekintsiik a kordbban alkalmazott egyszeri

példankat:

ns(1,s) |64 ]1]2]3|5
ns(2s) ([ 4|12

Ezutan alkalmazzuk a peremfeltételeket. A Dirichlet-peremfeltétel meghatirozza a ¢;
értékeket a I'j-en fekvo csicsokban, legyen ¢; = p;. Az egydimenzids esethez hasonléan

ezt implementalhatjuk a
gi=0, bj=p;, Ky=12¢é K;; =0, j+#ire (D.83)
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vélasztdssal. Ahhoz, hogy a szimmetria ne sériiljon, itt is elimindljuk az i-edik oszlop
elemeit, K;; = 0, j # 7 esetén. Eredményképp itt is azt taldljuk, hogy elegendd egy
kisebb rendszerre meghatarozni a megoldast.

sz

A 3. tipust peremfeltételt alkalmazzuk a I'»-n 16v6 csdcsokra: D - i = ¢ — 4¢. Igy

g=| Nilg=4¢)dl + | = Ni(q—49)dl, (D.89)
Is I's 1
ahol I'%, illetve I**! jeloli az i-edik csticsba jobbrdl, illetve balrdl befuté élt. Az N¢
értéke az i-edik csicsban 1, és linedrisan valtozik a szomszédos csucsokig, ahol 0 értéket
vesz fel.

Ezek felett az élek felett a ¢ megoldds kozelithetd a kovetkez6képp:

¢*(x,y) = > Nj(x,)¢5, (D.90)
j=1
ahol
Ny =1-¢, N;y=¢, (D.91)

és ¢ az s él 1-es csicsatdl vett normalizalt tdvolsdgot jeloli £ € (0,1). Ezért

1 1
si= [ Ga-aeyrdc+ [ (1-la g0 tag
0 0
| 2 ; 2 (D.92)
= / N; (q = N;¢§-> 1°d¢ + / Ny (q = Nj“cbj*l) 1Prde,
0 =1 0 =1
vagy a
1
K = /0 ANZN:Idg (D.93)
1
b = / GNP dg (D.94)
0
jelolésekkel:
2 2
gi =05 — Y Kyds+ b7 =) Kot (D.95)
j=1 =1

Tehit [g;]-t beolvaszthatjuk a [/(] métrixba, illetve a b vektorba, ha b3-et és b+ '-et hozza-
adjuk b;-hez, valamint K35, értéket K ,5(; s)-hez, és a K f;rl—et K ns(j,s+1)-hez. Ha a I',-n

a homogén Neumann-peremfeltételt irjuk eld, akkor

D A=0=g =0. (D.96)
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Alulirott Somogyi Aniko kijelentem, hogy a TDK-dolgozatban foglaltak a sajat munkdm
eredménye, és csak a hivatkozott forrasokat (szakirodalom, programok, stb.) hasznéltam
fel.
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Szeged, 2015. janudr 7. L

alairas
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