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ABSZTRAKT

A globalis optimalizalds teriiletén végzett szdmos kutatds az optimalizalasi feladatok és
modszerek valamilyen szempontbol relevans jellemzésével foglalkozik. Szamos javaslat
sziiletett mar mind a feladatok nehézségének, mind az azokat megoldo eljarasok
hatékonysaganak mérésére.

Ebben a megkozelitésben célom a halozattudomany matematikai eszkozeit felhasznalva
jellemzést adni a feladatokra, azoknak nehézségére, a haldzatok egyedi tulajdonsagait
vizsgalva.

Ebben a kontextusban megadhatd olyan eljards, mely felépiti az optimalizalasi
feladatra generalhato grafot, vagy annak egy jo kozelitését. Az otlet inspiraldja Stillinger €s
Weber egy korai munkéja volt, melyben atomklaszterek helyzeti energia ,,térképét” allitottak
eld haldzatként. Az otletiik az volt, hogy ezek feloszthatéak olyan medencékre, melyek egy-
egy lokalis minimumot vesznek koril. Ezt a megkozelitést késobb sikeresen alkalmaztak a
Lennard-Jones klaszterezési feladat tobb kiilonbdzé dimenzids esetében eldallitott haldozatok
elemzésére. Ebben az esetben egy olyan hal6zatot irnak le, melyben a pontok a klaszterezési
feladat lokalis optimumai, s ezek kozott akkor szerepel €I, ha ugynevezett atmeneti
allapotokkal kozvetlen Ossze vannak kotve. S ugyanezt a gondolatot alkalmaztdk mar
kombinatorikus optimalizalasi feladatok esetén is. En pedig ennek az otletnek egy olyan
valtozatat szeretném szemléltetni, mely kizarélag folyamatos optimalizalasi feladatokkal
foglalkozik.

Szakdolgozatomban mar feldolgoztam az otlet egy olyan formdjat, melyben a grafot
olyan médon épitjiikk fel, hogy a keresési teret egy megfeleléen kis 1épéskozzel bejarva,
minden pontbdl lokalis keresét inditunk tébbszor, és ha egy pontbol tébb lokalis optimumot is
talalunk, azok kozott lesz él. Ez azonban magasabb dimenzios feladatokban nem vezetett
eredményre, hiszen a keresési tér végigpasztdzasa nagy tar- és szamitasigényl. Mivel a
véletlenszerli pontvalasztds sem vezetett volna eredményre — hiszen egy magas dimenzids
térben szintén nehéz feladat olyan pontot kivalasztani, melybdl két kiilonbozd lokélis
minimum is elérhetd, igy a tovabbi grafok eléallitdisdhoz egy Locatelli munkéjaban
alkalmazott eljarast, a Basin-Hopping optimalizal6t hasznaltam fel, mely magas
dimenzidszam esetén is egy jO kozelitést ad. Dolgozatom hipotézise, hogy egy
optimalizaland6 feladat akkor lesz nehezen megoldhato, ha az altala generalt grafban a jo

lokalis optimumok a globalis optimumto6l — tobb globalis optimum esetén maguk a globalis
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optimumok kiilonb6zé kozosségekben helyezkednek el. Elsé eredményeink egy globalis

optimalizalassal foglalkoz6 konferencia anyagaban is szerepelnek.[13]



BEVEZETES

,»A matematika izgalmas paradoxonja: hogy miiveldi
akdarmennyire nem vesznek tudomast a vilagrol, annak
megértéséhez kovetkezetesen a lehetd legjobb
eszkozoket adjak keziinkbe.”

—John Tierney

Két olyan tudomanyag ismereteit haszndlom fel a dolgozatomhoz, melyek manapsag igen
kozkedveltek, szamos konyv és cikk jelenik meg évtizedek 6ta mindkét témaban, s nem csak
tudomanyos szempontbdl érdekesek, hanem mindennapi életiinkben is nagy jelentOséggel
birnak. Ez a két tudomanyag az optimalizalas és a hdlozattudomany, a matematika két
latszolag tavol allo teriilete, melyeknek 6sszekapcsolasa mar csak azért is érdekes, mert eddig
nagyon kevesen foglalkoztak veliik egyiitt ebben a kontextusban.

Halbézati problémak optimalizalasardl sok forrasbol tajékozodhatunk, viszont magukat az
optimalizalasi mddszereket és feladatokat grafok alapjan vizsgalni, mondhatni 0 keletii
dolog.

Az optimalizalasi problémak életiink szamos teriiletén jelen vannak. Az alkalmazott
kutatasi modszertan tobb teriiletén - matematika, fizika, kozgazdasagtan — foglalkoznak azzal,
hogyan lehetne az egyes problémaékra a legjobb megoldast adni. Es nem csak a tudoményban,
hanem a mindennapjainkban is jelen vannak az optimalizalasra vard problémak. Hogyan
osszuk be az idénket, hogy minden feladatunkat el tudjuk végezni? Melyik boltba menjiink?
Milyen uton menjiink, hogy eljussunk valahova? Ezek tulajdonképpen mind — mind
optimalizalasi problémak.

Az altaldnos optimalizaldsi problémat akar a kovetkezdképpen is megfogalmazhatjuk:
,»Valasszuk ki a lehetséges megoldasok koziil a legjobbat, ami a feltételeinknek megfelel!”
Persze ez igy egy elég tdg megfogalmazas, mégis ez az alapja az Osszes optimalizalasi
problémanak.

Optimalizalassal kapcsolatban tehat két fontos szempontot kell megjegyezniink: a
»legjobb” megoldast szeretnénk megtalalni, viszont errdl csak akkor tudjuk megmondani,
hogy mit is jelent, ha az eredményeink josagat valahogyan mérni tudjuk. Masrészt a
,»lehetséges” legjobb megoldast keressiik, tehat vannak bizonyos korlatok, amiket nem
Iéphetiink at.

Erthetd, hogy mivel a technologia fejlodése lehetévé teszi szamunkra, ezeknek a

probléméaknak a megoldasdra minél gyorsabb, hatékonyabb ¢és persze minél jobb



eredményeket eléré modszereket szeretnénk kifejleszteni. Illetve ezeknek a modszereknek a
hatékonysagat szeretnénk valamilyen megkozelitésbol mérni.

Az optimalizalok hatékonysaganak, valamint optimalizalasi feladatok nehézségének mérésére
mar szdmos Otlet sziiletett, dolgozatomban én is egy mérési technikat hasznalok, amelyben
felhasznalom a halézattudomany eszkozeit.

S hogy mit is értiink halozattudomany alatt? A halozat sz6 napjaink egy divatos kifejezése:
,»a halozatok mindeniitt ott vannak”. A halozatok kozott kiemelt szerepet jatszanak a
természet, a tarsadalom ¢és a technika komplex haldzatai. Gondoljunk csak néhany egyszerii
példara, maguk a tarsas kapcsolatok, a sejtjeink, a taplalkozasi lanc a fold éldlényei kozott
mind — mind hal6zatokba rendezhetbek, s ahogy a haldzatok neves magyar kutatdja, Barabasi
Albert-Laszl6 megfogalmazta: ,,Még a nyelv is, amit gondolataink kozvetitésre haszndlunk,
onmagaban véve nem mas, mint szintaktikai kapcsolatokkal dsszekotott szavak halézata. [ 7]

A halozatkdzpontu megkozelités a katonai szervezeteknél is egyre inkdbb el6térbe kertilt
az 1990-es évek végétdl kezdve. Ezeknek az volt az alapja, hogy mind az informécios
technika hatalmas fejlédésen ment keresztiil, a haldzatok vildgméretiivé valtak (példaul
Internet), mind pedig, hogy a tarsadalomtudomanyokban is eredményesen alkalmaztak,
valamint hogy a halozatkdzponta szervezetek kialakitasa valt altalanossa.

A kiilonb6z0 mindsitéssel ellatott halozatok — kiilonbozd szakteriiletekben vett
jelentésiikben - jelentds szerepet jatszanak a tudomanyos Kkutatasokban, valamint a
gyakorlatban is.  Kiilonosen igaz ez az informacios technikakat (informacidcsere,
informéciohoz torténd hozzaférés) tamogatod haldzatokra.

A haldzat fogalma a haldzattudomany fogalomrendszerében fizikai, bioldgiai vagy tarsadalmi
fogalmak absztrakcioja, tehat "a halozat mindig a megfigyelhet6 valosag egy reprezentacioja,
vagy modellje és nem a valosag maga" [ 7]

Mivel sok természettudomanyos terlileten elOszeretettel alkalmazzdk a hélézatokat, mint
vizsgalati modszert, igy szdmomra is ez adta az Otlet koncepcidjat: épitsiink haldzatokat
optimalizal6 eljarasok adta eredményekbdl kiilonbozd feladatokra, s vizsgaljuk meg, hogy a
kapott grafok tulajdonsagai alapjan megallapithat6-e valamilyen kiilonleges eset a feladatok

nehézségének fiiggvényében.



1. KAPCSOLODO DEFINICIOK

Dolgozatom témajanak alapja a globalis optimalizalas témakore, a kapott eredményeket pedig
a halézattudomany eszkozeivel dolgozom fel és elemzem. Ezért fontosnak tartom mindkét
témakor azon alapvetd fogalmainak megemlitését, amelyek a dolgozat megértéséhez
sziikségesek. A tovabbiakban szot ejtek magardl a globalis optimalizalasrol, mint fogalom,
valamint az ehhez kapcsolédd optimalizalandé feladatok és az Oket megoldd eljarasok
osztalyozasara is rovid attekintést adok.

A masodik alfejezetben pedig a halézattudomany azon fogalmai sorolom fel, melyeket

kutatasi eredményeim elemzéséhez felhasznaltam.

1.1. Globalis optimalizalas

A globalis optimalizalds az optimalizalasnak egy olyan aga, amelynek célja egy feladat
legjobb megoldasanak megtalalasa, amely megfelel a feladatban adott feltételeknek. A cél egy
altalaban nem konvex, tobb szélséértékkel rendelkezd célfiiggvény legjobb megoldasanak
(globalis minimumhelyének vagy maximumhelyének) megtaldlasa. Az ilyen feladatok
megoldasanak kiszamitésa altaldban NP-nehéz feladat.

A kiilonb6z6 tudoméanyagak — fizika, kémia, gazdasag, stb. — szdmos teriiletén megjelend
modern problémak akar globalis optimalizalasi feladatokként is felfoghatoak és megadhatoak

azok megoldasai szamitogépes optimalizalasi technikdk segitségével.

Altaldnosan a kovetkezSképpen irhatunk fel egy globalis optimalizalasi feladatot:

Mminyey / maxyea f (%)

f.h. g;(x) <0 i€l (egyenlbtlenség feltételek)
gj(x) = 0 j € ] (egyenldség feltételek)
ahol:
e f(x)A—->R a célfiiggvény: az a flggvény, amelynek a minimumat vagy
maximumat keressiik,
e A={x€eR"'a<x<b,a b€ R"}intervallum korlat,
e Viel,je]g;,g; : A— R korlatozd feltetelek, g; egyenlStlenség, g; egyenlOség

feltétel,



e X={x€Alg(x)<0Viel,gi(x)=0Vj€E€J} a megengedett megoldasok
halmaza. [4]

A tovabbiakban csak minimalizaldsi problémakkal foglalkozunk, hiszen barmely
maximalizalasi feladatot visszavezethetiink egy minimalizalasra a kovetkezd konverzid
segitségével:

max f(x) = —min(— f(x))

Az adott feltételektdl fiiggden az aldbbi 3 optimalizalési feladattipussal talalkozhatunk:
e haX = R" akkor feltétel nélkiili az optimalizalasi feladatunk,
e halUJ=0,deX = A c R" akkor intervallum korlatozott feladatunk van,
e ¢s haluU]J # @ akkor feltételes vagy korlatozott optimalizalasi feladatrol beszéliink.
[3]
Tehat mint tudjuk, a globélis optimalizalds annyit tesz, mint megkeresni a lehetséges legjobb

megoldast egy adott problémara. Ahhoz, hogy meg tudjuk hatarozni, mit is jelent egy feladat

optimalis megoldasa tovabbi fogalmak bevezetésére van sziikség.
1.1. Definicio (Lokalis minimum): f;"egy lokalis minimum érték, vagyis 3 x; € X és € > 0,
hogy fi" = f(x; *) < f(x) minden ||x — x/|| < €, x € X esetén. Legyenek nagysig szerint

rendezettek, azaz fi' < fo < ... fi" < fi{1 < ....

1.2. Definicié (Lokalis minimumok halmaza): X = {x; € X |[f(x]) = f;"} az f;" lokalis

minimumhoz tartozo lokalis minimumhelyek halmaza.

1.3. Definicié (Globalis minimum): f* = fi" a globalis minimum, f* < f(x) Vx € X.

1.4. Definicié (Szinthalmaz): L;(y) = {x € X|f(x) < y} fegy szinthalmaza. [4]

1.5. Definicié (Nyeregpont): olyan pont, amelyben a célfiiggvény gradiense zérus (Vf(x) =

0), de minden kérnyezetében van nala kisebb és nagyobb célfiiggvény értéket felvevo pont is.

Stacionarius pontként is ismert.



1.6. Definicio Egy optimalizalasi feladat megoldasanak a globalis (esetleg lokalis) optimum
fliggvényértékét, helyét, az Gsszes globalis (esetleg lokalis) optimum halmazat, vagy ezek

valamilyen kombinaciojat tekintjiik.

Az, hogy egy globalis optimalizalasi feladatot megoldhatonak tekintiink-e nagyban fiigg
annak tulajdonsagaitdl, és attol, hogy milyen megoldast keresiink.

Egy problémat akkor tekintiink megoldottnak, ha elérjiik a kovetkezd szinthalmazt
Xe={x eX|f(x) S f*+¢}
valamely € > 0-ra vagy pontot talalunk az alabbi tartomanybol:
N, = {x € X|||x — x*|| < € valamennyi x* € X* — ra}

Ha a globalis optimumot szeretnénk kozeliteni, akkor egy folytonos fliggvény esetén nem
garantalt, hogy biztosan véges 1épésben megtalaljuk az f* + ¢ értéket.
Amennyiben feladatunkhoz adottak a lehetséges megoldas intervallumok alsdé és felsé
korlatai, akkor intervallumkorlatos feladatrdl beszéliink. Az ilyen feladatok esetén arrdl van
sz6, hogy a lehetséges megoldasok teljes halmazaban szeretnénk megtalalni célfiiggvényiink
abszolut minimumértékét. Ez egy egyébként is bonyolult feladat, amit tovabb nehezit, hogy a
probléma dimenziészamanak novekedésével exponencialisan novekszik a keresési tér. [11]

(1.1. és 1.2. Abra)

1.7. Definicié (Vonzasi tartomany): Legyen f;* lokalis minimum érték. Ekkor az f;"lokalis
minimum vonzasi tartomanya attr(f;") € X azon x € X pontok legnagyobb halmaza,
amelyekbdl a legmeredekebb lejté modszere végteleniil kicsi 1épéskozzel f;*-hoz konvergal

Vx € attr( f;") esetén.

1.8. Definicié Egy f;* lokalis minimum elérhetd, ha u(attr(f)) > 0, ahol u egy R"-beli
mérték.[4]
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1.1. Abra Egydimenziés, intervallumkorlatos feladat [11]

cos(x)*sin(x = x)+cos(y)"sin(y> - y)

1.2. Abra Kétdimenzios, intervallumkorlatos feladat [11]

1.1.1. Optimalizalé eljarasok

Az optimalizalo eljarasokat szokas egyszeriien determinisztikus és sztochasztikus csoportokba
sorolni, &m ez egy nem szerencsés csoportositas, hiszen semmit nem tudunk meg altaluk az
eljarassal kapott eredményrél. Egy pontosabb kategorizalast ad a Handbook of Global
Optimization [12], mely szerint az optimalizalo eljarasokat két f6 csoportba sorolhatjuk:
egzakt ¢s heurisztikus eljarasok.

A determinisztikus eljardsokat az egzakt eljarasok kozé soroljuk, mivel elméletben

garantaljak legalabb egy, vagy az Osszes globalis optimum elérését. A legtobb folytonos
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globalis optimalizalasi problémardl ismert, hogy megoldasuk NP-nehéz. Ezen eljarasoknak a
szamitasi igénye pedig a probléma dimenzidjaval exponencialis aranyban ndvekszik. Ezért a
magasabb dimenzioji feladatokban célszerti sztochasztikus eljarasokat valasztani. Ezek az
eljarasok X* egy eleméhez konvergalnak kozel egy valoszinliséggel (azaz majdnem biztosan).
Az ilyen metodusok esetében fontos, hogy megadjunk egy valamilyen elfogadhaté numerikus
célt, ebben az esetben a sztochasztikus eljardsunk biztositja, hogy taldl egy keresési pontot,
mely egy ,,elfogadhatéan j6 mindségli” megoldasa a problémanak. Azt is fontos megemliteni,
hogy sokszor nehéz kiilonbséget tenni a determinisztikus és sztochasztikus modszerek kozott,
illetve léteznek olyan modszerek is, amelyek mindkét tipus elemeit tartalmazzak. Az egzakt
eljarasoknak azonban sziikségiik van valamilyen plusz informdacidra a feladatrdl, teljesen
altalanos esetre nem létezik algoritmus ezekbdl az osztalyokbol.

Heurisztikus eljarasrol beszéliink abban az esetben, ha az eljaras képes kozelitd megoldasat
adni egy problémanak, de nem bizonyithat6 sem az eljaras helyessége, sem valamely korlat a
kozelités hibajara. Ezek az eljarasok ugyan nem biztositjdk a pontos eredményt az egzakt
tipusuakkal ellenben, ugyanakkor sok nehéz globalis optimalizaldsi problémara jo kozelitd
megoldasokat adnak. A heurisztikus eljarasokat tehat szintén a magas dimenzi6ji, modell
struktara nélkiili problémak esetén érdemes alkalmazni, illetve kedvezdek a nagy szamitési

eroforrasok hianya esetén is, valamint altalaban gyorsabbak egzakt tipusuaknal.

Ezeken beliill a modszereket a veliik elérhetd megoldds mindsége alapjan tovabbi két-két

alcsoportba oszthatjuk be:

e Heurisztikus eljarasok:
o Nem teljes eljaras: Lehetséges, hogy nem a globélis optimumhoz konvergal.
o Aszimptotikusan teljes eljaras: Olyan eljaras, mely biztosan eléri a globalis
optimumot, ha végtelen ideig futhat, de soha nem tudhatjuk, hogy az aktualis

megoldasunk milyen messze van a globalis optimumtol.

e Egzakt eljarasok:

o Teljes eljaras: Olyan eljaras, mely egzakt aritmetikat feltételezve biztosan
eljut a globalis optimumhoz, ha végtelen ideig futhat, valamint véges sok
1épést kovetden tudja, hogy egy kozelitd megoldast talalt a globalis
minimumra (elére megadott tlirésen beliil).

o Megbizhaté eljaras: Olyan teljes eljaras, amely kerekitési hibak mellett is

teljes.
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1.1.2. Optimalizalandé feladatok

Attol fliggden, hogy mennyire ismerjiik a megoldando6 optimalizalasi problémat, ha annak egy
adott tipust megoldasat keressiik, konnyebben valaszthatunk megoldasi moddszert. Ezért

ezeket a problémakat tobb szempont szerint szokas osztalyozni.

Osztalyozasi szempontok:

¢ Dimenziészam (egydimenzids, tobbdimenzids)

o Fiiggvénytulajdonsagok (konkav, konvex, kvadratikus, Lipschitzes, stb.)

o Korlattulajdonsagok (feltétel nélkiili, intervallum korlatos,
egyenldség/egyenldtlenség feltételes, stb.)

e Egyéb informaciok: gradiens, analitikus fliiggvény megadas, Hesse—matrix

szamithatdsaga, f értékkészlete X-ben, lokalis és globalis optimumok szama.

Ezen tulajdonsagok ismeretében tehat konnyebben valaszthatunk optimalizalo eljarast. Egy
egydimenzids feladatra példaul sokkal tobb egyszeri eljarast taldlhatunk, mint tobbdimenzios
tarsaira. Az optimum helyek szaméanak ismerete a megallasi feltétel megadasaban van
segitséglinkre.

Persze olyan eset is el6fordulhat, hogy semmilyen informacionk nincs az optimalizaland6
fiiggvényrdl, csak a kiértékeld eljaras. Ekkor fekete doboz problémardl beszéliink.

Dolgozatomban felhasznalom a Locatelli altal adott osztalyozast, mely az optimalizalando
feladatokat azon szempontbol osztalyozza, hogy mennyire egyszeriien képes egy tobb véletlen
pontbol induld eljaras elérni a globalis optimumot, vagy esetleg benn ragad egy-egy lokalis

optimumban. Ezekbdl a csoportokbol adok példakat dolgozatom utolso fejezetében.[9]

1.2. Halozattudomany

Manapsag a tudomany szamos teriiletén hasznaljak a haldzatokat, mint elemzdeszkozoket.
Egy kapcsolatrendszerrdl, melybdl haldzat épithetd szamos érdekes tulajdonsag derithetd ki,
ha az épitett haldzatot megvizsgaljuk. Epp ezért én is ezt az elemzési modszert valasztottam,
hogy az optimalizalasi feladatok nehézségét vizsgaljam.

Maganak a halézatnak a fogalma a haldézattudomanyi értelmezésben matematikai, ezen

beliil grafelméleti alapokra épiil. Ennek értelmében a halozat csticspontok halmaza, melyeket
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paronként ¢élekkel kapcsolunk 6ssze. Ezzel 1ényegében megegyezik a graf fogalma, am ezzel
csak az egyszerlibb halozatok jellemezhetdk, hiszen ezeknek szamos mas tulajdonséaga is lehet
- példaul lehetséges, hogy a haldzat kapcsolatai nem egynemiiek. [7]

Ha masképp nem definidljuk a haloézatunknak n cstcsa és m éle van, és a cslicsparok
kozott csak egyetlen €1 fut. Ekkor egyszeri halozatokrol beszéliink. Munkdm sordn az
optimalizal6 eljarasok eredményeit ilyen egyszerti halozatokkal — irdnyitatlan grafokkal -
reprezentalom.

A halozatokat szokds szomszédsdgi matrixszal megjeleniteni. Egy szomszédsagi matrix

elemei a kdvetkezo szerint kapnak értéket:

e megcimkézziik a haldzat csucsait:

4y = {%) ha Vs?lgi,j) él
ilénben
e Irdnyitatlan egyszerli grafok esetében ez egy féatloban zérus értéket felvevo,
szimmetrikus matrix.
e Szokds a graf életit sulyozni is. Ebben az esetben a graf minden ¢éléhez
hozzarendeliink egy értéket, ami az ¢l koltsége, sulya vagy hossza alkalmazéstol

fliggben.

A tovébbiakban a grafok elemzéséhez felhasznalt néhany halozattudomanyi fogalmat
definidlok, valamit azokhoz a lokdlis optimumok haldzatdnak kontextusaban vett

magyarazatot adok.

1.9. Definicio (Méret): A haldzat méretét a csomoOpontok szdma hatdrozza meg.

1.10. Definicié (Fokszam): Egy csucs fokszama a railleszkedd csticsok szama:
n
ki = 2 Ai,j
=1

Ezzel egyiitt érdemes megvizsgalnunk a csomopontokban a fokszamok eloszlasat. Egy
halézat P(k) fokszam eloszlasfiiggvénye azt mutatja meg, hogy mekkora a k fokszamu

csticsok aranya.
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1.11. Definicié (Uthossz): Az atlagos uthosszt a haldzatban talalhatd legrovidebb utak

hosszanak atlagaként hatarozzuk meg.
1.12. Definicio (Atméré): A halozat atmérdje az Ssszes legrovidebb ut koziil a leghosszabb.
1.13. Definicio (Betweenness centrality): Egy kozpontisagi érték, melyet a csiicsokra ugy

hatdrozunk meg, hogy azt mérjiikk, hogy az adott csucs hanyszor szerepel a csomopontok

kozotti utakon. Altalanos definicidja

ahol:
e nl, =1, hairajtavan azs,t legrovidebb tton

e g, = Osszes legrovidebb s,t utak szama
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2. AZ OTLET

Mint a bevezetésben emlitettem, kevesen foglalkoznak a halézattudomany és az optimalizalas
ilyen értelemben vett egylittes vizsgalataval. Dolgozatom témajanak alapjaul az egyik ilyen
vizsgalati eset szolgalt, Jonathan P. K. Doye The network topology of a potential energy
landscape: A static scale-free network [6] cimii cikke, melyben a Lennard-Jones klaszterezési
feladat kiilonboz6 dimenzids eseteire hozott 1étre haldzatokat, és vizsgalta ezeket. A feladat
roviden a kovetkezd: vegylik egy rendszer atomjainak elhelyezkedését, s ezeknek az
atomoknak a koordinatait allitsuk olyan pozicidéra, amelyben a rendszer energidja a
legalacsonyabb. Ebben a cikkben Doye egy olyan haldzatot ir le, melyben a pontok a
klaszterezési feladat lokalis optimumai, s ezek kozott akkor szerepel ¢él, ha tgynevezett
atmeneti allapotokkal kdzvetlen 6ssze vannak kotve. Az megérthetdség kedvéért ezt a 2.1-es
abra szemlélteti.

Ebben a cikkben Doye a kapott halozatokat két kozponti fogalom mentén vizsgalja.
Megallapitott, hogy ezek a haldzatok rendelkeznek az ugynevezett ’kis vilag’ tulajdonsaggal,
valamint skalafiiggetlenek.

(@

2.1. Abra (a) Egy két dimenzios feladat energiafelszine. (b) A felszin konturos dbréja, melyen
a minimum pontokat koriilvevé medencék jol elkiilonitheték. A piros vonalak a medencék
hatérait, a kék és z6ld pontok pedig a minimumok és atmeneti pontokat jelolik. (c) Az ez

alapjan kapott halézat. [6]

Doye cikke Stillinger ¢s Weber egy korabbi munkdjanak Gtletét hasznalja fel, ugyanis 0k

fogalmaztdk meg az atomklaszterek helyzeti energiatérképét halozat formdjaban. S azt irjak
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le, hogy egy ilyen hélozat feloszthatd olyan medencékre, melyek egy-egy lokalis optimumot
vesznek koriil. Doye mellett szintén felhasznaltak ezt az otletet olyan kutatdsokban is, ahol
kombinatorikus optimalizalasi feladatokat vizsgaltak. En ennek az Gtletnek a folyamatos
optimalizalasi feladatokra vett valtozatat dolgozom fel.

Szakdolgozatomban mar feldolgoztam az Gtlet egy olyan formdjat, melynek miikodése a
kovetkezoképpen irhato le:

Egy feladatra egy valasztott, elfogadhatéoan finom 1épéskozzel bejarjuk a teljes keresési
teret, minden pontbol tobbszor elinditva egy lokalis optimalizalasi eljarast. Minden
iteracidban megnézziik, hogy milyen megoldast kaptunk, és eltaroljuk.

Az igy kapott eredményekbdl egy héalézat épithetd. Ebben a haldzatban két pont kozott
akkor van ¢l, ha az optimalizalasi eljardsunkat ugyanabbol a kiinduldsi pontbdl inditva
talaltuk meg Oket.

A keresési tér modszeres bejarasa azonban magas dimenzioszamu feladatoknal nem volt
megfeleld a graf megépitésére, ugyanis a keresési tér végigpasztdzasa nagy ido- és tarigényl
feladat. A keresési teret adott 1épéskozzel eltarolni nagy tarkapacitast igényel, majd minden
pontbol egyesével tobbszor futtatva az adott lokalis optimalizalot, mely esetemben egy
legmeredekebb lejto eljaras volt rendkiviil kdltséges, igy nem volt hatékony. Az, hogy esetleg
a keresési térbol véletlen valasszunk kezddpontokat, szintén nem vezetett volna megoldasra,
hiszen az, hogy egy stacionarius pontot valasszunk ki, melybdl a legmeredekebb lejté eljaras

tobb lokalis optimumba is képes eljutni szintén nehéz feladat.

2.1. Legmeredekebb lejto

A kezdetekben hasznalt eljaras egy egyszerii legmeredekebb lejtd algoritmus volt. Errdl az
algoritmusrol fontos tudni, hogy csak differencidlhaté fliggvényeken képes megoldast
biztositani, hiszen felhasznélja szamitasaihoz a gradiens értékét. Egy hatasos lokalis keresorol
van sz0, hiszen ha létezik a gradiens, akkor az mindig egy alacsonyabb szint fel¢ fog mutatni,
az algoritmusunk pedig a negativ gradiens iranyaban ,,ereszkedik” tovabb.

Ha x = x egy kezdépont, a d pedig az tigynevezett keresbiranya az f fliggvénynek x-nél,
ha létezik § > 0 érték , hogy f(x+ Ad) < f(x)VA€E€ {0,8} esetén. A A értéket
1épéshossznak nevezziik.

Ahhoz, hogy ezt az értéket minimalizaljuk, a A szerint egyvaltozos iranymenti derivaltat 0-

nal kisebbre kell, hogy kiértékeljiik. Tehat ha
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f(f+/1€/l1)—f(f)<0,

— T _ .
Vi(x)'d = ,11%1+

akkor d a keres6irany.
A legmeredekebb lejté algoritmus tehat minden pontban d iranyba 1ép (tgy, hogy ||d|| = 1),

igy minimalizalva a fenti értéket.

Az eljaras a kovetkez6 4 1épésben felirhato: [5]
I.  Adjuk meg x°-t, valamint legyen k < 0
Il.  dy =—-Vf(x;). Had;, = 0 megall.
1. Legyen A, a k. iteracio 1épéshossza, melynek értékét a kovetkezd alapjan szamitjuk:
A = arg miny~q f (X + Ad)
IV. Legyen xp,q < x; + Ardy, k < k + 1 ésugorjunk a II. 1épésre.

Megallasi feltételként szokas még a gyakorlatban azt is megadni, hogy ha két egymast
kovetd iteracidban a megoldas alig javul, akkor az eljaras befejezddik. Pontosabban legyen

€ > 0 egy tetszbélegesen kicsi szam, az altalunk kivant pontossadg. Ha az

|2 +1 — x|l
1+ |l

egyenldtlenség teljesiil, akkor az algoritmus megall, és az utoljara kapott megoldast tekintjiik
a probléma kozelité megoldasanak. Az e értékét a kivant pontossag mértékétdl fiiggden 10710
és 107° kozott érdemes megvalasztani.

Belathatd, hogy ebben az esetben ez egy teljesen determinisztikus futasu algoritmus, mely
semmilyen randomizalt értéket nem tartalmaz. Ebben a formdban tehit nem volt alkalmas
grafok épitésére. A megoldast a kdvetkezok jelentették. Vizsgaljuk meg azt az esetet, ha egy
x, kezd6pont gradiensének értéke zérus (ezt egy ||Vf(xs)|| < & feltétel kiértékelésével
ellendrizziik), akkor ez azt jelenti, hogy példaul stacionarius ponton alluk. Amennyiben
ténylegesen egy ilyen pontbdl inditjuk a keresést, az x; pont koordinataiban pici valtoztatast
teszlink. Ett6l a minimalis elmozduldstol a stacionarius pontokon az algoritmus mas-mas
iranyban fog elindulni a ,,lejtén” felépitve a graf €leit.

Ez az eljaras sajnos nem volt hatékony egyrészt amiatt, hogy sok olyan pontban megallt,
mely nem volt optimum (egy ezzel az eljardssal eldallitott graf lathatd a 2.2. dbran) masrészt

pedig amiatt, hogy ezt felhasznalva a keresési téren megfelelden kellett felderiteni a
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stacionarius pontokat, ¢s mivel ezeknek a pontoknak a kivalasztdsdra nem ismeriink hatékony
eljarast, igy feltétlen sziikség volt egy a teljes keresési tér modszeres bejarasahoz. Magasabb
dimenzidban pedig ez az eljards nem volt megvalodsithatd, igy sziikségem volt egy olyan
eljarasra, mely képes a grafnak egy megfeleléen jo kozelitését adni magas dimenzids
feladatok esetén is tigy, hogy nincs sziikségiik arra, hogy eldre ismerjék a teljes keresési teret.
Tehat sziikségem volt egy globalis optimalizalo eljarasra, ehhez pedig egy olyan valtozatot
hasznaltam fel, melyrél mar emlitették konyvben, hogy egyes verzioi épp az optimalizalando

feladat altal adott graf pontjain kellene végig ,,ugraljon”.

0.53077238...

-0.8776561...
0.373§4371...
0.50395032...
0.53644326.. -0.1984314...
.37
-0.9394458... 237100
2,20748005...
2.10474260...
0149407 -0.2143602...
41549513... 2.12247105...
2.10425383.
2.15664102
-1.0176248... -1.0048673... a
).0164325... -0.2030038...
-1.0316271... 2.17469018... 2.21278284...
.0.8993494... -1.0304077...
2.11669364...
2.11610615:
-0.9987919...
-1.0124780... »

2.2. Abra Az SHCB feladatra a legmeredekebb lejtd algoritmus altal gyartott graf

2.2. Basin hopping

Az 1.1.3. fejezetben mar osszefoglaltuk, hogy az optimalizalasi eljarasok milyen csoportokba
sorolhatok. Azonban ezekben a modszerekben mégis van néhany kozds vonas miikddésiiket
illetden.
Egy globalis optimalizal6 eljarasoknak alapvetden 3 fontos fazisat kiilonboztetjiik meg:

e (lobalis fazis: feltérképezziik a teljes keresési régiot.

o Lokalis fazis: az igéretes részeket — melyek varhatdéan egy optimumhoz kozel lesznek

— behatobban vizsgalja.
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e Adaptacid: az igéretes részeket stiribben mintavételezi, ez egy koztes 1€pés a globalis,

és a lokalis fazis kozott.

Ezeken a fazisokon alapszik az a modszer, melyet a kutatisom késObbi fazisaiban
hasznaltunk, melyet a Global Optimization: Theory, Algorithms, and Applications[10] cimi
konyvben gy definialtak, hogy ezen eljaras egy optimalizalasi feladat grafjanak pontjain —
azaz a lokalis optimumokon — ,ugrdl”. Ez az eljards a Basin Hopping. Az eljards a

kovetkezoképpen mukodik:

while (GlobalStoppingRules == false){
x = GloballyGenerate();

x = O(x);
while (LocalStoppingRules == false){
z = U(N(x));
y=0(2);
if(IsAcceptable(x,y)){
X=y;

}

Ez az algoritmus kicsit hasonlé egy multistart verzidhoz, azonban azzal ellentétben itt csak
a globalis fazisokban generalunk kezddpontot a teljes keresési térben, a lokalis fazisban
azonban kicsit masképp miikodik: x-nek egy bizonyos kornyezetéb6l (N(x)) generalunk
kovetkezd kezddpontot. Masrészt viszont Uigy is tekinthetiink rd, mintha egy tiszta multistart
tipusu eljaras lenne, kiilon-kiilon inditva a lokalis fazisokat, melyben egy-egy lokalis
optimumot talalunk meg.

Az eljards nevét arrol kapta, hogy amennyiben a feladat filiggvény grafikusan
reprezentalhato, az ut, amit a Basin Hopping eljaras kovet ugy irhatd le, mintha az egyik
lokalis minimumbo6l ugrana at egy masik kozeli lokalis optimumra, tehat ,atugrik” egyik
medencébdl a masikba. Egy masik nézOpontbdl Ggy is tekinthetiink ra, mint egy standard
globalis optimalizalasi eljarasra, melyet nem konkrétan egy tesztfliggvényre alkalmazunk,
hanem a lokélis keresés ¢és a tesztfliggvény egy egyesitésére. Ebben az esetben az
optimalizaland6 fiiggvény leirhatd ugy is, mint a Basin Hopping altal szakaszonként talalt

optimumértékeinek konstans fiiggvénye. Ezt irja le a 2.3. ébra.
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2.3. abra. Egy fliggvény és a lokalis keresések eredményeként kapott transzformacidja [10]

Az eljarasnak kiilonbozé implementdcioi léteznek. Az alapvetd elemek azonban mind
kozosek, €s az implementacioban én is ezeket alkalmaztam:

e Megaillasi feltételek: altalaban egyszerlien egy maximalis iterdciés szam. Az
iteraciok pedig ugy alakulnak, hogy lokalis esetben, ha az elfogadasi kritérium
teljesiil, akkor lenullazzuk a szadmlalonkat, egyébként pedig noveljiik azt, globalis
esetben csak ndveljiik a szamlalot.

e Elfogadasi kritérium: alapvetden két valtozatot kiilonboztetiink meg.

o Monotonic Basin Hopping: ebben a valtozatban az IsAcceptable(x,y)
metodus az x és y megoldasokra akkor lesz igaz, ha f(y) < f(x), tehat ha
az y helyen a fliggvényérték alacsonyabb, mint x-en. Tehdt a monoton
verzid csak abban az esetben vesz fel 1) megoldast, ha az optimalizalas
szempontjabol jobb.

o Generic Basin Hopping: ebben az esetben IsAcceptable(x,y) igazat ad
vissza, ha teljesiil a kovetkezd feltétel - mely a szimulalt hiitésnél is
hasznalatos: U[0,1] < exp(—(f(y) — f(x))/T), ahol T egy nemnegativ
paraméter, az ugynevezett ,,hOmérséklet”, melyet altaldban monotonon
csokkentiink az iteraciok alatt. Ebben az esetben az iteraciok folyaman
egyre kisebb valészinliséggel elléphetiink ,,rossz” iranyba is egy jobb
megoldas megtalalasa érdekében.

o Lokalis keresé (®): altalaban egy egyszeri lokalis keresési metodus, mely
valamilyen gradiens alapt keresési stratégiat hasznal. Ez persze fiigghet a feladat
tipusatol is.

Eleinte egy Java-ban implementalt egyszeri legmeredekebb lejté eljarassal

probalkoztam, am ez sok esetben nem volt elég pontos, és beragadt olyan
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pontokban, melyek nem voltak optimumhelyei a fiiggvénynek. Igy a késbbiekben
a feladatok és a Basin Hopping ecljaras AMPL-ben lett implementalva. Ennek
eldnye, tobbek kozott az is, hogy szamos ingyenesen hasznalhatd hatékony lokalis

optimalizalo eljarast alkalmazhatunk lokalis keres6ként.

2.3. Optimumkeresés a kiilonbozo szinteken

Locatelli volt az, aki a Basin Hopping eljarast hasznalta fel optimalizalasi feladatok
vizsgalatara.[9] Cikkében a globalis optimalizalasi feladatokon torténé optimumkereséseket
kiilonb6z6 szintekbe sorolta. A szinteket az ugynevezett ékszer probléma alapjan sorolta be.
Az ékszer probléma roviden a kovetkezd: van egy nagy dobozunk, nevezziik X-nek. Ebben a
dobozban van T db kisebb doboz, legyenek X;,i = 1, ... ,T. Minden X; dobozban van tovabbi
t; db kisebb doboz, X;;,j =1, ... ,t;, végil ezek is tartalmaznak 7;; még kisebb dobozt,
Xijjok=1,..,7,;. Minden ilyen X;;, doboz tartalmaz egy ékszert, melynek van egy
értéke. Az ékszer probléma megtaldlni az egyes ékszerek koziil a legmagasabb értékiit. Ezt a
problémat definialhatjuk X;; és X; dobozok felett is, ahol X;; ért¢cke a benne talalhatd
legnagyobb értekli ekszer, mig X; érteke a benne talalhato X; j-k értékei koziil a legmagasabb.
Tovabba feltételezziik, hogy ezek a dobozok nem véletlenszerien vannak elrendezve. Ezt
megfogalmazhatjuk gy is, hogy adott X; ;-hez definidlunk egy G; ; grafot, melynek pontjai a
benne talalhaté X; ; .,k = 1,... ,7;; dobozok az egyes értekeikkel, €s két pont kozott van €l,
ha az egyes kapcsolodo dobozok egymashoz érnek X; j-ben. A graf struktaraja olyan, hogy
minden Gi; -ben(i=1,..,T;j=1,..,t;) van egyetlen maximalis értékli ékszer. A G; és G
grafokat hasonld médon definialhatjuk.

Ekkor a kovetkezo szinteket kiilonboztetjiik meg:

szint: X; ; , dobozokat tartalmazza
szint: X; ; dobozokat ¢s G;; grafokat tartalmazza

szint: X; dobozokat és G; grafokat tartalmazza

w M PO

szint: X dobozt és G grafot tartalmazza

Minden szinten lokalis keresést alkalmazva egy csomdpontot a kozvetlen felette 1évo szinten

értékeliink ki. Igy az egyes szintekkel novekszik a csomopontok kiértékelésének koltsége is.
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Ebben a formaban lathat6 a tobbszintii szerkezet problémaja: a 3-t6l az 1. szintig ugyanaz a
szerkezet, csupan a pontok kiértékelésének koltsége valtozik.

Ezt a problémat egyszerlien vissza tudjuk vezetni egy globalis optimalizalasi problémara,
melyben az X; ; , dobozok megfelelnek az egyes pontoknak a keresési térben az adott helyen
felveheté értékkel, mig az X; -k felfoghatoak lokalis optimumokként, G;;-k pedig mint a
lokalis optimumok vonzaskorzetei. Egy X;; doboz kiértekelése megfelel egy benne
végrehajtott lokalis keresésnek. Egy-egy X; doboz lokalis minimumok egy halmaza. X pedig
az Osszes lokalis minimum a keresési térben.

Az 1. szinten a lokalis keresés, mint emlitettem megfelel egy egyszerii lokalis keresésnek,
igy ebben az esetben nincs nehéz dolgunk, egy gradiens alapu keresési eljaras konnyen
megtalalja az optimumot. A 2. és 3. szinten viszont ennél bonyolultabb a helyzet.

A 2. szinten definidlnunk kell lokalis minimumok szomszédsagat. Tobbféleképpen is
megadhatjuk, egy egyszerli eset, ha a lokdlis minimumok tdvolsdgara alapozunk:
feltételezziik, hogy minden lokalis optimum fix tavolsagra van a kijelolttdl. Ez azonban bar
egyszerl, de nem hasznalhat6 a gyakorlatban, ugyanis nem garantalhatd, hogy egy fliggvény
olyan lesz, hogy barmely lokalis optimumto6l adott fix tavolsdgra lesz az Osszes tobbi.
Vehetiink egy olyan szomszédsagot is, melyet az alapjan definidlunk, hogy azokat a pontokat
vessziik szomszédosnak, melyeket az adott lokalis optimumtol egy stacionarius pont valaszt el
(2.3. abra). Locatelli egy olyan szomszédsagfiiggvényt alkalmaz, mely viszonylag koénnyen
szamolhato. Legyen a lokalis minimum x, és egy doboz C[xy, 1] = [xg —11€,x9 + 11€],
ahol r; > 0 az élhossz fele, és x a kozéppont (e pedig az a vektor, melynek minden eleme 1).
fgy x, szomszédja lesz minden olyan lokalis minimum, melyek vonzaskorzetének metszete a

C halmazzal nem tires.

YO

X0

X1

2.3. abra. Két lokalis minimumot (x, és x1) egy stacionarius pont y, valaszt el [9]
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Ez alapjan definidlhatjuk a keresést a 2. szinten:

1. 1épés: legyen y, egy lokalis minimum. Legyen k = 0.

2. 1épés: valasszunk véletlenszeriien egy pontot w, az X N C[y,,r;]-ben, Inditsunk egy
lokalis keresést wy -bdl €s legyen z;, az igy kapott lokalis minimum.

3. lepéstha f (z) < f (v ) legyenyyi1 = zp , egyébként yp g = yy .

4. 1épés: Ha egy megallasi feltétel teljesiil, alljunk meg és térjiink vissza y; 1 -€l,

egyeébként legyen k = k + 1 és menjiink a 2. 1épésre.

Lokalis keresés a 3. szinten:

1. Iépés: Legyen &, egy lokalis minimum a 2. szinten. Legyen k = 0.

2. 1épés: Legyen dy, |ldi|l = 1 egy véletlen irany és r, a pozitiv fix 1épéskoz. Legyen:
a, = & + nrpdy és legyen @) egy lokalis minimum a 2. szinten melyet a; —bol
inditott lokalis kereséssel talaltunk a 2. szinten.

3. lepésiHa f (¢r) < f (Si), legyen §ppq = @y , egyébkent &g = & .

4. 1épés: Ha egy megallasi feltétel teljesiil, alljunk meg és térjiink vissza &4q -€l,

egyébként legyen k = k + 1 és menjiink a 2. 1épésre.
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3. EREDMENYEK

3.1. A tesztfeladatok

Evtizedek ota foglalkoznak egyre jobb, hatékonyabb, gyorsabb optimalizalé modszerek fejlesztésével,
igy elengedhetetlenné valt olyan teszt problémakat 0sszegyljteni, amelyeken mérhetjilk ezeknek az
eljarasoknak a hatékonysagat. Dolgozatomban én is ezeken a standard tesztfiiggvényeken futtattam az
optimalizal6 eljarasokat.

A tovabbiakban néhany — valamely tulajdonsaga miatt kiemelkedd — teszt példat mutatok be.
3.1.1. Lennard-Jones Kklaszterezési feladat

A Lennard-Jones klaszterek az optimalizalas, a kémia és a fizika teriilletén is jelentds

modellek. Az altalanos Lennard-Jones potencial alakja a kovetkezoképpen irhato le:

=9~

A globalis optimalizalas esetében a fiiggvénynek két altalanositasa hasznalando: az egyik az

e=t=1¢éss =26 eset

4 4
w0 =(a-3)

masik pedig az un. skalazott L) potencial, melyet (e = 1,t = 27/6 s s = 1)
1 2
V,-1/6 1 (T') = (T‘T - T‘_6)

A skalazott Lennard-Jones potencial fliggvény egy semleges atomparnak egy egyszeri
unimodalis fliggvénye. (Az unimodalis f fiiggvény az x* minimumbhelytél balra szigoruan

monoton csokkend, tole jobbra pedig szigorian monoton novo.) Ezt dbrazolja a 3.1. &bra.
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3.1. abra Egy atompar skalazott LJ potencialja [3]

Altalaban azonban nem egy atompar 1ép egymassal kapcsolatba, hanem tobb, igy azt az
esetet kell vizsgalnunk, amikor minden atom minden masikkal interakcidba 1ép. Egy adott N
haromdimenziés Euklideszi térben, hogy azok az energia potencial minimumat adjak.

A Lennard-Jones potencial fliggvény a kovetkez6 alakban definialhaté: [3]

Yee@ = ) ve(flv =5

1<i<j<n

Ezek a klaszterezési feladatok skalazhatoak attél fiiggéen, hogy hany atomos klasztert
vizsgalunk. Ezekrdl a feladatokrdl tudjuk, hogy koziilik sok, 2-30 atomszam kozott
viszonylag konnytiek — ezek koziil a 13 atomos valtozatot fogjuk elemezni. Mig példaul a 38

atomos valtozat egy kifejezetten nehéz optimalizalési feladatnak tekinthetd.
3.1.2. Schwefel

Szintén egy N dimenzidban skaldzhato fiiggvényrdl van sz6, melynek altalanos képlete a

kovetkezOképpen adhatd meg:

n

Scwefel(x) = Z —Xx;sin (\/ITll)

i=1
ahol x; € [-500, 500].
A feladatnak szdmos lokalis minimuma van, illetve egyetlen globélis optimuma, mely az

x*=(1,..,1) pontban az f(x*) = 0 értéket veszi fel.
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Ez a fliggvény azért kiilonleges, mert egy optimalizalds szempontjabol elég nehéz
feladatrél van szo6, hiszen a lokalis optimumok messze talalhatoak egymastol, illetve a jo
lokalis optimumok (globalis értékhez kozeliek) szintén nagyon messze talalhatdak a globalis

optimumtol. Ezt abrazolja a 3.2. és 3.3. abra.
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3.2. abra Az 1 dimenzi6s Schwefel fiiggvény [9]
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3.3. abra Az 2 dimenzi6s Schwefel fiiggvény [9]
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3.2. Futtatasi eredmények

Jonathan P. K. Doye The network topology of a potential energy landscape: A static scale-
free network [6] cimi cikkében a Lennard-Jones klaszterezési feladatra kapott halozatokat
vizsgalta, s engem is ez a publikdcié inspiralt arra, hogy tovabbi kutatasokba kezdjek az
optimalizal6 modszerek hatékonysagarol Ugy, hogy az altaluk generalt eredményekbdl
héalozatot épitek. Mint emlitettem Doye két fontos tulajdonsagot vélt felfedezni ezekben a
halozatokban. Az egyik, hogy megvan benniik a ’kis vildg’ tulajdonsag. Ahhoz, hogy meg
tudjuk magyarazni, mit is nevez a haldézattudomany kis vilagnak, példanak Stanley Milgram
amerikai pszichologus 1960-ban végzett kisérletét szeretném bemutatni. A kisérlet célja az
volt, hogy felrajzolhassdk a személykozi kapcsolatok egyes embereket kozosséggé szervezo
halojat. Ezért Nebraska ¢s Kansas allamban €16 embereket valasztott ki véletlenszeriien, s
kiildott levelet, azzal a kéréssel, hogy tovabbitsak a levelet egy Bostonban €16 t6zsdeiigynok
baratjanak, akinek a cimét viszont elmulasztotta mellékelni. Csupan arra kérte 6ket, kiildjék
olyan személyes ismerdsiiknek, akirél ugy vélik, tarsadalmi kapcsolatai révén kozelebb
lehetnek a tdzsdeligyndkhoz. A levelek tobbsége végiil tényleg megérkezett az emlitett
bostoni barathoz, de a meglepd az volt, hogy a levelek milyen gyorsan érkeztek meg — nem
tobb szaz, csupan atlagosan hatszori postazassal annak ellenére, hogy mind Kansas, mind
Nebraska allam tarsadalmilag tdvol van Bostont6l. Milgram felfedezése kozkeletivé valt, s
hatlépéses tavolsdag néven be is vonult a folklorba. [8] A kis vilag elmélet azonban 1998-ig
ellenallt a kutatdsoknak, amikor abban az évben a Cornell University két matematikusa,
Duncan Watts és Steve Strogatz felfedezte a kis vilag tulajdonsaggal rendelkezé grafokat.
Olyan rendezett, korkords grafokbol indultak ki, amelyeknek minden pontjat csak néhany
legkdzelebbi szomszédjaval kotottek dssze. Majd véletlenszeriien kivalasztottak egy pontpart
¢s ¢lt rajzoltak kozéjiikk. A két professzor tobb ilyen grafot is megvizsgalt szdmitdogépes
modszerekkel, s a felfedezésiik az volt, hogy a véletlenszerlien hozzaadott ¢lek gyokeres
hatast gyakoroltak az Osszekotési tavolsagra. Tegylik fel, hogy a kezdeti kor 1000 pontot
tartalmaz, s minden pontot a 10 legkdzelebbi szomszédjaval kotiink 6ssze. Ekkor a haldzat
5000 kapcsolatot szamlal, s a véletlen utak nélkiil az dsszekdtési tavolsag nagyjabol 50 kortili.
Azonban a minddssze néhany véletlen utat a haldzatba téve ez a szam 7-re zuhant. [8] Az
ilyen kevés véletlen utvonalat tartalmazo, egyébként szabalyos grafokat nevezziik tehat kis
vilagnak, melyekben az ut két egyed kozott igen rovid. Doye madsik felfedezése a
skalafliggetlenség volt, egy halozatrol akkor mondjuk, hogy skalafiiggetlen, ha fokszdm

eloszlasuk hatvanyfiiggvény logaritmikus skalan abrazolva.
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Emellett volt még néhany feltételezésem az egyes graf tulajdonsagokkal kapcsolatban,
melyeket a heurisztikakat figyelembe véve igaznak is talaltam:
e A graf mérete varhatdan az optimalizalo altal talalt lokéalis minimumok szdma lesz.
e Az egyes csucsok fokszama eldre lathatdan a szomszédos stacionarius pontok szamat
fogjak megadni.
e Az atlagos tuthosszbodl azt fogjuk tudni kiolvasni, hogy varhatéan hany ugras fog
kelleni ahhoz, hogy egy medencébdl a masikba jussunk, elérve a globalis optimumot.
e A halozat atmérdje megfelel annak a legrosszabb esetnek a nem lokalis ugrasok
szamat tekintve, amelyekkel elérjiik a globalis optimumot.
o Végil pedig, hogy a globalis optimum fog minden halozatban a legmagasabb

Betweenness centrality értékkel birni.

Dolgozatomban a fent bemutatott két feladattal foglalkoztam részletesen. A Lennard-Jones
klaszterezési feladat grafjai elérhetéek online, melyeket Doye kutatasai soran allitott eld. fgy
ezek koziil hasznaltam fel a 13 atomos véltozatot vizsgalataimhoz, mint ,,.konny(i” feladatra
példat, ugyanis ez a feladat olyan tipust, hogy az optimumok elrendez6dése olyan, mintha
egy csoben lépkednénk lefelé, melynek aljan a globalis optimum 4ll. Ez alapjan egy Monoton
Basin Hopping eljaras barmely pontbdl inditva kdnnyen eljut a globalis optimumba.

A masik altalam vizsgalt feladat a Schwefel volt, melynek egy 2D-s esetére késziilt graf a
sajat AMPL alapt implementacioval. Ez a graf egy megfelel6 kozelitése az ,,eredeti” grafnak,
s a 3.4. abran lathato.

Dolgozatom célja igazolni, hogy egy optimalizalasi feladat abban az esetben lesz nehezen
megoldhato, ha az egyes lokalis optimumai kiilonbozé kozosségekben helyezkednek el a
feladat halozataban. A kozosségek alatt, pedig olyan halozat részeket értiink, ahol a
tranzitivitds értéke magas adott pontokon beliil, tehat az egy kozdsségben 1évd csticsok
valamilyen szempontbdl Osszetartoznak. A kozosségek szerepe a haldzattudomany szamos
teriiletén jelentds. Sok esetben vizsgalunk olyan grafokat, ahol a kozosségek kozponti
szerepet toltenek be, a legegyszerlibb példat véve gondoljunk csak a szocialis halézatokra. A
kozosségeknek és a kis vilag grafoknak azonban egészen sok koziikk van egymashoz, nem
véletlen, hogy optimalizalasi szempontbol Doye fontosnak tartotta, hogy ha egy

optimalizalasi feladat grafja bir a kis vilag tulajdonsaggal, az megkdnnyiti annak megoldasat.
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3.4. abra A 2D Schwefel fliggvény grafja a kozosségek jelolésével

Vegyiik sorra a szamunkra fontos elemeket ebben a kontextusban. Tudjuk, hogy amennyiben
a halozatban vannak kozosségek, akkor a halozatunk ,,.fiirtds” format fog felvenni, ami azt
jelenti, hogy vannak egymassal jobban Osszekapcsolt csicsok — a bardatom baratja az én
baratom is. Ugy is tekinthetiink az ilyen kozosségekre, hogy itt erés dsszekottetések vannak a
csucsok kozott. Ezek az erds Osszekottetések azt is jelentik, hogy ezeken keresztiil konnyen
eljuthatunk a kozosségen beliil barmely cstcsbol barmely masik csucsba. Amennyiben van
egy ilyen grafunk, de nem rendelkezik a kisvilag tulajdonsaggal, az azt fogja jelenteni, hogy a
héalézatban vannak hosszl legrovidebb Utjaink, tehat koltséges lehet a halozat egyik elemétdl
egy masikig eljutni. Optimalizalasi szempontbdl nézve tehat ez azt jelenti, hogy ha egy
halozatban kiilonboz6 kozdsségekben vannak a lokalis optimumok, akkor egy Basin Hopping
tipusu eljaras egyikbdl a masikba csak nehezen, vagy egyaltalan nem is tudna eljutni, tehat
benn ragadna egy-egy kdzosségben. Azonban, ha feltételezziik a grafrol, hogy kis vilag, mely
azt fogja jelenteni, hogy az egyes kozosségek pontjai kozott 1éteznek gyenge dsszekottetések,
melyeken viszont konnyen atugorhatunk egyikbdl a masikba. Marpedig ha ez igy van, az azt
fogja jelenteni, hogy az optimalizalonknak konnyebb dolga lesz, ha egyik optimumbol egy
masik olyanba ugrana at, mely masik kozosségben van. Tehat ez azt jelenti, hogy mig az erds

Osszekottetések esetleges megsziintetése nem lenne jelentds hatdssal a legrévidebb utakra,
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ugy egy gyenge Osszekottetés mar jelentdésen befolyasolnd azokat. Doye megmutatta a
Lennard-Jones klaszterekrél, hogy azok grafjaira minden esetben teljesiil a kis vilag
tulajdonsag, [6] én pedig szakdolgozatom irasa soran szintén olyan grafokat allitottam eld
kiilonb6z6 optimalizalasi feladatokbol — koztiik a Schwefelrdl, melyek szintén kis vilagok.

Vegyiik Doye masik vizsgalt elméletét, azaz hogy miért lesz optimalizalasi szempontbol jo
az, ha egy feladat grafjanak fokszdm eloszlasa hatvanyfiiggvényt kdvet. A matematikusok a
gorbe ,,farkanak™ nevezik azt a részt, ahol a csomopontok szdma a nulldhoz kozelit. A gérbe
farka arr6l tantiskodik, hogy kevés csomodpontnak van nagy szamu kapcsolata. A tuddsok
évszazadok Ota ismerik a normalis eloszlashoz tarsithatd un. ,haranggdrbét”. A haranggorbe
¢s a hatvanygdrbe farka ugyan nagyon hasonld, mégsem azonos. A hatvanygdrbéknek
ugynevezett ,.kovér farkuk™ van. Vagyis a haranggorbéhez képest a hatvanygorbe sokkal
lassabban csokken nullara. Ebbdl pedig kovetkezik az, hogy az ilyen héalézatokban néhany
csomopontnak olyan sok kapcsolata van, hogy a halozat Osszes kapcsolatanak 80-90
szdzaléka a csomopontok egészen kis toredékére esik. A hatvanydsszefiiggés tehat
matematikai megjelenési forméja egy specialis architektiranak, amelyben domindlnak a
kiilondsen sokszorosan Osszekapcsolt centrumok.[8] Egy ilyen halozatban tehat nagy az
esélyiink arra, hogy konnyen taldlunk olyan cstcsot, mely nagy szamu 0Osszekottetéssel
rendelkezik. Ezt az optimalizaldsban kihasznalhatjuk, ha a halézatunkban ezek a nagy
fokszamu csomopontok a lokalis optimumok, hiszen igy konnyen taldlhatjuk meg Oket
barmilyen optimalizalo eljarassal.

Masrészt viszont azt is meg kell magyardznunk, hogy miért is fontosak a kozosségek az
optimalizalasi feladatok halozataiban. Feltételezésem az, hogy azért, mert ha egy feladat
halézataban annak jO — tehdt nagyon alacsony értékii - lokalis optimumai kiilonbozd
kozosségben helyezkednek el a globalis optimumtol, vagy tobb globalis optimum esetén
maguk a globalis optimumok szintén kiilonbozé kozosségekben vannak, akkor az azt fogja
jelenteni, hogy egy ilyen optimalizalasi feladat nehéznek bizonyul. Ennek vizsgalatdhoz a
fentebb bemutatott két tesztfeladatnak egy 0j grafjat épitettem fel az alapjan, hogy egy
monoton Basin Hopping eljaras hogyan lenne képes bejarni a grafot. A grafot egy olyan Basin
Hopping eljaréassal épitettiik, melyben a lokalis ciklusokban az elfogadasi kritérium mindig
igaz, tehat minden esetben atlépiink a kovetkezd talalt pontba annak ellendrzése nélkiil, hogy
jobb fiiggvényértéket kapunk-e ott. Ez azért volt jo, mert ebben az esetben az eljarasnak a graf
minél hatékonyabb felderitése volt a cél, nem pedig a globalis optimum megtalalasa. Azonban
arra is kivancsi voltam, hogy a monoton verzi6é milyen utakat tudna ezen a grafon bejarni, igy

sulyokat rendeltem a graf éleihez. Abban az esetben, ha olyan pontba ugrunk, mely a
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monoton eljaréds elfogadasi kritériumanak is megfelelne, az €l 1-es értéki sulyt kap, ellenkezd
esetben pedig -1 értékiit. A graf legyartasa utan, amennyiben nem talalta meg az ,,oda-vissza”
utat az épitéshez hasznalt verzid, ¢éleit megkettdztem. Tehat ha egy €l csak 1 sullyal szerepelt
a vissza irdnyt is szerepeltetem -1 sullyal, mivel a nem monoton eljaras taldlhatna utat
mindkét iranyban, illetve, ha egy ¢l csak -1 stllyal szerepelt az azt is jelenti, hogy a monoton
eljaras az ellenkezd iranyba képes lenne haladni, igy ezt is fel kell venniink az 1 stlyu élek
kozé. Ez alapjan szerettem volna vizsgalni, hogy a feladat mennyire lehet nehéz egy monoton
Basin Hopping eljarasnak. Az otlet az volt, hogy hasonlitsuk 0ssze a kapott grafban a csticsok
Osszfokszamat és ugyanazon a csucsoknak csak a pozitiv sulya éleket figyelembe véve a

fokszamait. Az eredményeket a 3.5 és 3.6 abra szemlélteti.
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3.5. abra A 13 atomos Lennard-Jones klaszterezési feladatra kapott eredmények

Az éabrakon két fontos dolgot érdemes megfigyelniink. Az egyik, hogy jol lathatd, hogy
egyik esetben sincsenek pontok az egyenléséget mutatod vonal felett, ez azt jelenti, hogy nem
lehetséges az a verzid, hogy a monoton eljarast hasznalva tobbszor megtalalhatnank a pontot,
mint a felderité eljards esetén. Ellenben vannak olyan pontjaink, melyek pont ezen az
egyenesen talalhatoak, azaz olyan pontok, melyekben egy monoton Basin Hopping eljaras be

fog ragadni — mivel nem lesz bel6le kifelé mutato él. A 13 atomos Lennard-Jones
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klaszterezési feladat esetén azt is tudjuk, hogy a legmagasabb fokszamu csucs épp a globalis
optimum, emellett a fliiggvénynek mas, kiugrdan jo értékii lokalis optimuma nincsen. A két
dimenzids Schwefel feladat esetén tudjuk, hogy a globdlis optimum mellett szdmos masik,

hozza fiiggvényértékben kozeli lokalis optimuma van, ellenben a LJ feladattal.
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3.6. abra A 2D-s Schwefel feladatra kapott eredmények

Egy jelentds kiilonbség a két feladat kozott, hogy a Schwefel esetében sokkal tobb olyan
pontunk van, melynek a pozitiv élsulyokat figyelembe vett fokszdm Osszege maximalis,
rdadasul ezek sokszor olyan csucsok, melyeknek alacsony a fokszdma, mig a LJ feladatnal ez
csak az utols6 pontra igaz. Masrészt azt is észrevehetjiik, hogy mig a LJ feladat esetében
eredetileg nagy fokszamui csucsok kozott nincsenek olyanok, melyekbe monoton esetben is
sokszor megtalalhatunk, addig a Schwefel feladat esetén szamos ilyen pontunk van. Ezek
alapjan pedig levonhatunk néhany kovetkeztetést a fentiekbdl. Az alapjan, hogy a Schwefel
esetén tobb olyan pontunk van, mely magas fokszamu €s pozitiv stulyu éleit figyelembe véve
is viszonylag magas értéket kapunk feltételezhetjiik, hogy ezekben a pontokban egy monoton
Basin Hopping benn ragadhatna, f6leg, ha az adott pont a hozza hasonldakkal egyiitt egy
kozosségben helyezkedik el. Masrészt a 13 atomos LJ feladatrol ismert, hogy tulajdonképpen
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az optimalizdlé szempontjabol olyan, mintha egy sziikiilé ,,cs6ben” kellene leugralnia,
melynek végén a globalis optimum van. Ezt tamasztja ald az dbrank is, mi szerint a globalis
optimumhoz kozeledve mar nincs olyan masik pont, amely szintén olyan magas fokszamu,
mint a globalis optimum, igy abba kdnnyen bele fogunk taldlni, hiszen sokan kapcsoldédnak
hozz4, és konnyen el is lehet oda jutni barhonnan. Ez alapjan is feltételezhetjiik tehat, hogy
mig a Lennard-Jones klaszterezési feladat 13 atomos esete egy viszonylag kénnyili feladatnak
szamit, addig a 2D-s Schwefel fiiggvény sokkal nehezebb.

Emellett az igy eldallitott grafokon vizsgaltam, hogy hogyan alakulnak a halézat
atmérdjének és atlagos uthosszanak értékei, ha csak azokat az éleket vessziik figyelembe,
melyek a monoton Basin Hopping esetén johetnek szdba, tehat pozitiv sulyuak. Ezeket

jeldltem meg, mint ,,Iranyitott” esetet. Ez alapjan a kovetkezd értékeket kaptam:

13 atomos LJ Schwefel
Atméré Atlagos tthossz Atméré Atlagos tuthossz
Iranyitatlan 5 2.39 7 3.56
Iranyitott 15 3.54 7 2.98

Elézetes feltételezésem az volt, hogy ezekrél az adatokrol is kovetkeztethetiink a feladat
nehézségére példaul abbdl, ha az atmérd megnodvekedik iranyitott esetben, akkor az nehezebb
feladatot fog feltételezni. Azonban ezen adatok alapjan ez a feltételezésem nem igazolodott
be. A Lennard-Jones klaszterezési feladat esetén pedig jelentdsen megnovekedik a halozat
atmérdje, ami azt jelenti, hogy egy monoton Basin Hopping eljarassal van olyan pontpar,
melyek kozott ilyen hosszi ugrassorozattal tudunk eljutni. Habér a kis vilag tulajdonsagot
nem ,,rontottuk el”, hiszen a halézatunkban tovabbra is 1508 a csucsok szama, ennek ellenére
még is haromszorosara ndvekedett a maximalis uthossz. Erre magyarazat lehet, hogy a
haloézat 1508 erdsen Osszefliggd komponensre esett szét, tehat a pontok tulajdonképpen nem
alkotnak kozosségeket ebben az esetben. Igy tehat meg kellett allapitanom, hogy énmagukban
a fenti felsorolasbol barmelyik tény — kis vilag graf, skalafliggetlenség, monoton BH

hatékonysaga, atlagos uthossz és atmérd valtozasa — nem ad kielégitd valaszt olyan
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tekintetben, hogy az adott optimalizalasi feladat milyen nehéz, azonban ezeket a tényeket
egylitt vizsgalva mar kdzelebb juthatunk egy jo sejtéshez.

Végiil nézziik meg, miért is lehetnek fontosak egy optimalizalasi feladat szempontjabol,
hogy milyen nehéz és hogyan helyezkednek el benne a kozosségek. Ha létezne egy olyan
optimalizalo, mely ,latja”, fel tudja térképezni ezeket a kozosségeket, akkor lenne egy
hatékony eljarasunk ezeknek a nehéz feladatoknak a megoldésara. Locatelli cikkében ugy
érvel, hogy a Monotonic Basin Hopping megfeleléen paraméterezve egy ilyen hatékony
eljaras lehet, mely a lokalis ciklusaiban egy kozosségen beliil 1épked, mig a globalis

fazisokban képes atlépni masik kozosségbe.[10]
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4. OSSZEFOGLALAS

Dolgozatomban kifejtettem, hogy a haldozattudomany és a globalis optimalizalas életiink szerves
részei. Az olvas6 megismerhette azokat a fogalmakat, ¢s definicidkat, melyek sziikségesek a
feladatom megértéséhez, ismertettem a globalis optimalizaldsi feladatok és eljarasok osztalyozasi
lehetdségeit. Rovid attekintést adtam arrdl, milyen elézményei vannak munkamnak, illetve milyen
nehézségekbe iitkdztem munkdm soran. Bemutattam néhany standard tesztproblémat, melyeket
vizsgaltam, illetve azon az optimalizaldé moddszerek miikodének alapjait, melyeket felhasznaltam
munkam soran. Megfogalmaztam, melyek voltak azok a feltételezések, amiket vizsgalni terveztem

dolgozatomban, s példakat adtam arra, hogy a futtatasi eredmények alapjan ezekbdl mik teljesiiltek.
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