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Absztrakt

A kotelezo védooltasok bevezetésének koszonhetden szamos, korabban halalos
betegség ma mar csak elszigetelten fordul elé. Bar a vakcinacid nem nyujt szaz szazalékos
védelmet, gyakran megfigyelhetd, hogy a populacid megfeleléen nagymértékii atoltottsaga
esetén azok az egyedek is védettséget élveznek, amelyek egyébként soha nem részesiiltek
oltasban. Ezt a jelenséget nevezziik nydjimmunitasnak.

A nyajimmunitas kialakuldsdnak oka szemléletesen nagyon konnyen megérthetd: ha
egy populacidoban (a nagyfoku atoltottsdg miatt) nem jelenik meg a betegség, akkor az ala-
csony szamu nem beoltott egyed nem talalkozik fertézottel, igy nem tudja kitdl elkapni a
betegséget. Ez az oka annak, hogy nydjimmunitasrol csak az egyedek kozott terjedd
betegségek esetén (pl. diftéria) beszélhetiink.

A diftéria betegség egy bakteridlis fertézés kovetkeztében alakul ki, a tiinetek és
végiil a halal oka a baktérium altal termelt toxin. Az oltas sordn n. toxoid tipusu vakcinat
alkalmaznak, amely a bakteridlis toxin inaktiv valtozata és felkésziti az immunrendszert
arra, hogy megsemmisitse a toxint, a baktériumot azonban az immunrendszer sértetleniil
hagyja. Az oltas tehat a betegség kialakuldsa ellen véd, de a betegség forrasatol nem, igy
konnyen eléfordulhat, hogy egy beoltott egyed fertézott a diftéria korokozojaval, holott
betegségnek semmilyen jelét nem mutatja. A kordbban emlitett nydjimmunitas ezért elvben
nem jelenhetne meg a populacioban.

Szamos epidemiologiai kutatds azonban ennek pontosan az ellenkezdjérdl szamol be:
a megfigyelések szerint az oltas hatdsara nagymértékben csokken a diftéria betegség a
teljes populacioban, valamint a toxikogén torzsek ardnya is csokken a diftéria baktériumot
hordoz6 egyedek kozott.

Jelen dolgozattal ennek a latszélagos ellentmondéasnak a feloldasa a célunk. Meg
fogjuk mutatni, hogy valdéban kialakulhat nyajimmunitas, és megfeleld atoltottsdg esetén
valoban eltlinhet a megbetegedés. Vizsgalataink soran kétszintii dinamikus modellt alka-
Imazunk: 1) megmutatjuk, hogy az egyed szintjén mely allapotok allhatnak eld stabil egyen-
sulyi allapotként, majd ezen feltételek mellett 2) az emberi populacié szintjén vizsgaljuk a
fertdzés terjedésének menetét. Mind az egyedszintli, mind a populacid szintii modelliink
nemlinedris differencidlegyenletek rendszere, amelyekre globalis stabilitasi eredményeket
igazolunk. A modellt a diftériara jellemzd paraméterekkel szimuladljuk €s az eredményein-
ket Osszevetjiik az irodalomban fellelhetd megfigyelésekkel.
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Bevezetés, biologiai hattérismeretek

Egyes becslések szerint a diftéria ellen bevezetett és kotelezové tett véddoltas csupan
Eurdpaban és az Egyesiilt Allamokban t6bb tizmillié életet mentett meg. A megbetegedést
okozo baktérium, a Corynebacterium diphtheriae, egy egészséges ember baktériumfloraja-
nak a része: megtalalhatd a garat és az orr nyalkahdrtyain, az ember borén és nem okoz
megbetegedést. Betegséget csak specidlisan megvaltozott viselkedésti diftéria baktériumok
valtanak ki a kovetkezOkben részletezett médon.

Lizogén konverzié

A diftéria baktérium betegséget okozo tulajdonsaga egy, a baktériumot megtamadd
virus fertézésének a kovetkezménye. Ez a virus (in. A bakteriofag) akar az emberi virusok
az embert, ,,megbetegiti” a baktériumot: 6rokitd anyagat a bakterialis DNS-be juttatja és
igy a gazda baktériumot ijabb virusok eldallitasara birja. A baktériumsejten beliil felsza-
porodott nagy mennyiségli ,lednyvirus” miatt a gazda ¢€letképtelenné valik, majd sejtfala
felhasadasa utan a virusok a kornyezetbe keriilnek. Ezt a kiszabadulasi folyamatot nevez-
ziik lizisnek. A kornyezetbe jutott virusok az ott taldlhatdé mas baktériumokon 0j fer-
tozéseket okoznak, amelyek tovabbi lizisek soran 0j virusokat hoznak létre €s ez a ciklus
ismétlodik.

Diftéria toxin

A virus orokitdanyaga egy kiilonleges szakaszt (gént) is tartalmaz. Ezen a génen egy,
az ember szamara mérgezd fehérje (toxin) kodja taldlhatd. Bar a toxinnak semmilyen hatasa
nincsen a tobbi baktériumra, ez felelds az emberi diftéria betegség kialakuldsaért és a
halalozasért. A baktérium A faggal valo megfertdzédésekor tehat a virus ordkitdanyagéaval
egyiitt a toxint kddold gén is beépiil a bakteridlis genomba. A fertdzés utan a virus el6szor
is rébirja a baktériumot a toxin termelésére, végiil 6nmaganak a megsokszorozésara, a
gazda elpusztitasa utan pedig Ujabb baktériumokat megfertdzve a folyamat jra ismétlodik.
A tovabbiakban a toxintermeld baktériumtipust (baktériumtorzset) toxikogén torzsként,
vagy roviden 7-ként, a betegséget nem okozd, A faggal nem fertdzott nem toxikogén
torzset pedig roviden U-ként jeloljiik.
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A lizogén Kkonverzio, a toxintermelés és a lizis folyamata

A diftéria betegség

Ezek a toxinmolekuldk egyrészt a termeld baktériumok helyén lokalisan, masrészt a
véraramba keriilve €s onnan nagy tavolsagokra eljutva disztalisan fejtik ki hatasukat.
Utobbi esetben kiilonbdzd szervi elvaltozasok lépnek fel, melyek kiilondsen a sziv, illetve a
tiido esetében orvosi beavatkozas nélkiil a beteg haldlat okozzék. A fertdzés terjedése
szempontjabol a toxinkibocsatas helyén foként garatban, torokban, sz4jban kialakuld elval-
tozdsoknak van Kkitlintetett szerepe. Pszeudomembrannak nevezziik a koznyelv 4ltal
torokgyiknak nevezett sziirkés - fehéres képletet, amely lokalisan 1étrejon. A pszeuomemb-
ran irritalja a nyalkahartyat, ennek hatdsara a beteg fokozott kohogése konnyiti meg a
betegség cseppfertdzeés ttjan torténd terjedését.

Immunitas a betegség ellen

A diftéria elleni véddoltas a vilag nagy részén a kotelezd véddoltasok kozé tartozik.
Magyarorszagon az oltasi protokoll szerint 6 alkalommal, legkordbban a sziiletés utani 2.
honapban, legutoljara a 11 éves korban vakcinalnak kotelezd jelleggel. Oltast kapnak a
katonai szolgélatot teljesitok és a veszélynek kitettek, illetve a fertdzottnek tekinthetd
orszagokba utazok. Az oltassal igynevezett aktiv immunizalast végeznek, amely soran a
diftéria toxin inaktiv, betegség kialakitasara képtelen valtozatat injekcio formajaban adjak
be az embereknek. Az ilyen jellegli oltast nevezziik toxoidnak (toxin-szeriinek). A vakcina-
ci6 felkésziti az immunrendszert arra, hogy specidlis, un. antitestek segitségével egy
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esetleges fertdzés esetén képes legyen Onallban megsemmisiteni a szervezetbe kertilt
mérgezd toxinmolekulakat.

Az oltas tehat a betegség kialakulasa ellen véd, magatél a baktériumtol nem. Igy
konnyen lehetséges, hogy egy latszolag egészséges ember fertdzott a toxintermeld diftéri-
atorzzsel, amely folyamatosan eldallitja a toxint. A toxint ezek utdn az immunrendszer
megsemmisiti, tehat a betegségnek semmilyen tiinetét nem produkdlja az illetd, ezzel egyiitt
a betegséget kialakitd baktériumnak mégis hordozoja.

Nyajimmunitas

Fert6z6 betegségek esetén fellépd jelenség, mely akkor jon létre, ha a populdcidban
nagyon nagy az immunis egyedek szdma. Ebben az esetben azok az emberek sem
betegszenek meg, akik esetleg korabban soha nem részesiiltek az adott betegség elleni
oltasban. Ennek az az oka, hogy megfeleléen sok vakcinalt ember esetén az alacsony
szamu nem beoltott embernek senki sem adja 4t a betegséget, illetve az esetlegesen beteg
¢s a nem oltott egyedek nagyon kicsi valdszinliséggel taldlkoznak. Nydjimmunitas tehat
akkor alakul ki, ha a nagyfoku oltottsag miatt nincsen jelen a fertézés forrasa a populacio
szintjén. Ez csak akkor tudna megvaldsulni, ha az oltas a fert6zés forrasatol védene meg.
Esetiinkben tehat ez a toxikogén diftéria baktérium lenne, de az el@bbiekben tisztdzott
médon nem ez torténik.

A probléma

Amint azt emlitettiik, az oltas nem véd meg a toxintermeld baktériumtdl, csak a
betegség kialakulasatol. Igy elvben nem kizart, hogy a fertézés forrasa (T) egy megfelelden
oltott populacioban is akdr mindenkiben jelen legyen. Ez viszont nem tenné lehetdvé a
nyajimmunitas kialakuldsat, hiszen a nem beoltottak egészséges, tlinetmentes hordozokkal
valo talalkozédsok esetén is megfert6zOdhetnek. Ezzel szemben szamtalan kutatds tdmasztja
ala, hogy az oltas 1950 - es évek koriili bevezetése Ota a toxikogén térzsek aranya a nem
toxikogén torzsekhez képest a kezdeti kb. 80 % - rol kevesebb, mint 30 év alatt 5 % ala
esett. Ezzel egy id6ben (érthetd mdédon) a megbetegedések szama altaldban 99 % - kal
csOkkent, a haldlozasi arany pedig a fejlett orszagokban mar nullanak mondhaté. Bar az
utobbi jelenség inkdbb a megfeleld orvosi ellatds kozvetlen kdvetkezménye, mindsem a
vakcinacioé. A kérdés tehat a kovetkezd: valdban beszélhetiink - e nydjimmunitasrol a
diftéria esetében? Ha igen, akkor mi az oka a nyajimmunitas megjelenésének? Ha nem,
akkor a modell megfeleld atalakitasaval megjosolhatd - e valamilyen jelenség az immunitas
kialakulasaban, amely ezeddig nem volt ismert?

A modell alapjai

A modell alapjat az a feltevés képezi, hogy a T és U baktériumok ugyanazért az
¢lohelyért versengenek egymassal (6kologiai niche). Minden életfolyamat fenntartdsa
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hatalmas energiabefektetést igényel. A toxinfehérje termelése is nagyon sok energiat emészt
fel, hiszen egyetlen baktérium akar 6ranként 25.000 db (!) toxinmolekulat is szintetizalhat.
A toxinszintézis tehat a bakteridlis anyagcsere folyamatatol, végsdsoron a szaporodastol
vonja el az er6forrasokat.

1.) Jol oltott emberi populacioban tehat a toxintermeld térzsnek hatranya van, hiszen
jelentésen csokken a szaporodasi ratdja. Ez a hatrany tehat feltételezésiink szerint az egyed
szintjén jelenik meg. A 3. fejezetben az egyed szintli modell targyalasakor annak jarunk
utana, hogy ez valoban bekovetkezik-e.

ii.) Nem oltott populdcidban viszont egy ellenkezd hatés is érvényesiil: elonyt jelent a
toxin eldallitasa, mert a kialakuld pszeudomembran irritdlja a nyalkahartyat, ennek hatdsara
a beteg fokozott kohogése megkdnnyiti a torokban lokalisan nagy koncentracidoban jelen-
levo toxikogén baktériumok kijutasat, igy a betegség cseppfertézés utjan torténd ter-
jedeését. A 4. fejezetben a populacio szinti modell segitségével megvizsgaljuk, hogy ez az
elony tényleg fenndll-e és lehetdvé teszi a toxikogeén baktérium elszaporodasat.
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Nyajimmunitas az SIR modellben kulonbozo
vakcinalasi stratégiakkal

SIR modell demografiaval

A fertdz0 betegségeknek kiilonboz0 terjedési utvonalaik lehetnek. Vannak olyan
betegségek, amelyek kozvetitokon keresztiil (vektorok) terjednek, mint a szinyogok altal
terjesztett malaria vagy a kullancsok altal terjesztett Lyme-kor, mas betegségeket a fer-
t6zott kornyezetbdl (pl. vizkészlet) lehet elkapni, ilyen a kolera. Amikor a betegségek
alapvetéen a személyes kapcsolatokon keresztiil terjednek (influenza, diftéria, kanyaro
stb.), akkor SIR-tipust modellekkel torténhet a terjedés dinamikajanak a leirasa. Az SIR
modell a tobbrekeszes (ugynevezett kompartment) modellek kozé tartozik, aminek a
lényege, hogy a betegség szempontjabol fontos jellemzdok alapjan diszjunkt csoportokba
osztjuk a populaciot, €és a csoportok kozotti dtmeneteket differencidlegyenletek segit-
ségével irjuk le. A populacid tagjai nagyon sokfélék lehetnek, &m a modellezés soran a
heterogenitast okozo jellemzOk koziil sokat el kell hagynunk €s csak a betegség szempon-
tjabol fontos tulajdonsagok alapjan fogjuk az egyedeket kiilonb6z6 kompartmenekbe
sorolni. A kompartmentek ko6zotti atmenet sebességét a derivalt fejezi ki, amely a
rekeszekhez tartozd részpopulaciok méretének idobeli valtozasaval all osszefliggésben. A
klasszikus SIR modellben S(#) (suspectibles) az egészséges, a fertdzésre fogékony
népességet jelenti, /(z) (infectious) a beteg egyedek csoportja, akik fertézéképesek. A
felgyogyulas utan a populacio tagjait az R(?) (recovered) csoportba soroljuk, 6k immunisak
a fertdzéssel szemben. Az intervencios stratégiak és mas komplexebb epidemioldgiai prob-
lémak ujabb kompartmentek bevezetésével vizsgalhatok (lasd 4. fejezet).

Az SIR modell demografiaval, konstans méretli populaciot tekintve (amit egységnyire
normalizalhatunk) az alabbi egyenletrendszerrel irhat6 le:

S'(0) = p—=BSOI(1) - uS@),
I'(t) = S®) 1(1) = (u+y) 1(0),

Vpy — (1
R (1) =y I(t) = L R(?).
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2. abra
Osztalyok kozotti kapcesolatok az SIR modellben

Itt u jelenti a sziiletési és a haldlozasi ratat, y a felgydgyulasi ratat, S pedig a fert6ézési
ratat. A B S(¢) I(r) nemlinedris tag fejezi ki az incidencidt, vagyis az 1j fertézések megje-
lenését, amely az S ¢s az [ populacioval is aranyos, mivel 0j fertdzés S-beli és I-beli
egyedek talalkozasakor johet létre. Konnyen lathatd, hogy nemnegativ S(0), 1(0), R(0)
kezdeti adatokbol kiindulva (ahol S(0)+1(0)+R(0)=1), a megoldasok nemnegativak marad-
nak. A dolgozat sordn végig csak a nemnegativ megoldasokkal foglalkozunk, mivel csak
azoknak van epidemioldgiai értelmiik. A populacié mérete valoban nem valtozik, hiszen (a
teljes népeségre az N=S+I+R jelolést hasznalva), N'(t)=S'(t)+I'(t)+R'(t)=0. Az egyensi-
lyi helyzetek megkereséséhez a

0=pu—-LSI — uS,
0=p481 - (u+y)1
0=yI1—-uR

algebrai egyenletrendszert kell megoldani. Ha /=0, akkor kapjuk az E, = (1, 0, 0)

egyensulyl helyzetet. Ha [ # 0, akkor a masodik egyenletben /-vel osztva kapjuk, hogy
S = “ﬁﬂ Ezt az els6 egyenletbe helyettesitve adodik, hogy

[ 40 _ pU=8 (B =y)
£S £S Lu+y)

¢és vegiil

R=2L _2Fr=p
H Llu+y)

Az Ey)=(1, 0, 0) trividlis egyensulyt betegségmentes egyensulyi helyzetnek, az

E :(u+7 pB-u-v) v(B-p-y)
* B Blu+y) * Bu+y)

) egyensulyt endemikus egyensulyi helyzetnek nevezziik.
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Az epidemioldgiai modelleket jellemzdé egyik kulcsfontossdgi paraméter az alap
reprodukcios szam (Ry). Az R értéke szemléletesen azt jelenti, hogy egy fertdzott egyed
a jarvany kezdetén (amikor a populaci6 a betegségmentes egyensulyban van) hany masodla-
gos fertdzést general. Nemcsak ebben az SIR modellben, hanem altaldban is igaz (lasd van
den Driessche, Watmough 2002 és Diekmann, Heesterbeek 2000), hogy ha a reprodukcios
szam 1 alatt van, akkor a betegségmentes egyensuly lokalisan aszimptotikusan stabil, igy
nem tud elterjedni a kdrokozd, mig az 1 feletti reprodukcios szam esetén a betegségmentes
egyensuly instabil lesz és jarvany tor ki, mivel egy fert6zé egyed atlagosan mindig képes
lesz legalabb 1 egészséges egyed megfertézésére. Szamos jarvanyterjedési modellben az R
értéke meghatarozza a rendszer globalis viselkedését is, amit a kovetkezd alfejezetben
targyalunk.

Az R, értéke pedig a paraméterekbdl jol szamolhatod a fertdzési rata és a fertdzési

periodus hosszanak szorzataként:

B
Ry = .
07 iy

SIR modell vakcinalassal

Az egyik legfontosabb prevencios stratégia a vakcinalds. Az alabbiakban azt feltételezziik,
hogy a vakcina hatékony ¢és é€letre szold védettséget ad (ez nincs mindig igy, lasd 4.
fejezet). A vakcinalt egyedeket egy 1j, V kompartmentbe is tehetnénk, azonban az el6z6
feltevések mellett jarvanytani szempontbol ugyantugy viselkednek, mint az R kompartment
tagjai, ezért az egyszeriség kedvéért nem kiilonboztetjiik meg dket (bonyolultabb esetek-
ben természetesen Uj kompartmenteket is be kell vezetniink a vakcinalas kovetéséhez, 1asd
4. fejezet). A fenti SIR modellt kibOvithetjiik a vakcinalas figyelembevételével. Az egyenle-
trendszer dimenzidjanak novelésére sincs sziikség, ha a vakcinaltakat az R osztalyba
tessziik. Kétféle vakcinalasi stratégiat kiillonboztetiink meg. A kohorsz vakcindlas esetén az
ujsziilottek ¢ részét immunizaljuk (O<sy<lI), igy u (1 - ) illetve u ¢ rataval jelennek meg
az 1) egyedek az S és R osztalyokban. Folyamatos vakcinalas esetén a fogékonyakat oltjuk
¢ rataval, 6k az S osztalybol atkeriilnek az R osztalyba. A modell diagramjat a 2. Abra
szemlélteti. Amikor ¢ > 0 €és ¢ > 0 egyszerre teljesiil, vegyes stratégiarol beszéliink, és az
alabbi differencidlegyenlet-rendszerhez jutunk:

SO =pud-Y)-BSI-(u+¢)S
I'=pSI-(utyl
R®)=puv+¢S+yI—-uR.
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3. abra

Osztalyok kozotti kapcsolatok a SIR modellben vakcinalas esetén

1. TETEL

HaBu(l-y)<(u+a¢) (,Ll + 7/) akkor csak a (betegségmentes) E,y = (“L:f) , 0, “ﬂlﬁj)

egyensulyi  helyzet létezik, mig ha Bu(1—y¢) > (u+¢) (,Ll + 7/), akkor E.y mellett pon-
tosan egy endemikus egyensulyi  helyzet, az E,, = (%, 1., R+) is letezik, ahol
I, >0, R, >0.

BIZONYITAS
Az egyensulyi helyzetek a
0=u(l-y)-BSI-(u+9¢)S,
0=BSI-(u+1,
O=uy+¢S+yIl—-uR
algebrai egyenletrendszer nem-negativ megoldésai.

Ha /=0, akkor az elsé egyenletbdl S = % e R*, mig a harmadikbol

u(1-y) u(1-¢)

_purd Sl _ PR T R T pdu )t p () putd oy

R= u - 7 - 7 B () T utd eR”
Ez az egyensuly mindig 1étezik. Masrészt, ha /#0, akkor a masodik egyenletb6l
S = % Behelyettesitve az elsé egyenletbe,
(1+e) (1)
[ = HI=0-Gd) S _ pa-0-" _ Bu—1—po—Buy—py—oy
BS Uty Blu+y) ’

Végiil a harmadik egyenlet-
bol
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_(ﬁ+¢S+y+1_ 1 2 2
R="=50 = SR O+ BiP U+ 2y +

Buwy + ¢y* + Buy — iPy—pudy — Buyy — uy* — ¢v%)

Lathato, hogy ez az egyensuly pontosan akkor Iétezik (vagyis az I komponens pon-
tosan akkor pozitiv), ha Bu—u?> —ud—Buwy—uy—¢y >0, ami ekvivalens azzal, hogy
Bul—y)>(u+¢)(u+y). Vilagos, hogy ebben az esetben az R komponens is pozitiv
(merty+¢S+y+1>0).

[ |
Xi Xi
1.0 & 1.0 [
081l 08 [
0.6 061
0.4 * 04
02 02k
0.0 k L L L L J t
oo t
0 10 20 30 40 >0 0 10 20 30 40 50
4. abra

SIR modell vakcinacio nélkiil (balra) és
sziiletéskori (40%) és felnéttkori (10%) vakcinacio esetén (jobbra)
(a gorbék jelentése: zold - S(t), piros - I(t), kék - R(t))

2.3. Globalis dinamika

A (2) rendszer globalis viselkedésének vizsgalatahoz az alabbi altalanos tételt fogjuk
alkalmazni.

2. TETEL (Dénes A., Rost G. 2014).

Tekinstiik az
x"=a-f(x y) —ax
y'=f y) —(a+Dby
differencialegyenlet-rendszert, ahol a > 0, b = 0, f(x, 0) = 0¢és f(x, y) = 0 min-
den x - re szublinedris (vagyis (cf (x, ) < f (x, cp)) teljesiil (c € [0, 1]) esetén). Ekkor, ha
oy f U, 0) = (a+b), akkor az (1, 0) egyensulyi helyzet globalisan aszimptotikusan
stabil  a D={x1):x=20,y=0,x+y=<1} invarians tartomdnyon. Ha
o, [, 0) > (a+Db), akkor létezik pontosan egy pozitiv egyensuly D-ben, ami globalisan

aszimptotikusan stabil D\{(x, 0):0 < x < I} -n.

Hasonl6 tételt bizonyitott Korobeinikov 2007-ben, az f nemlinearitasra tett erdsebb
feltételek mellett. Az aldbbiakban megmutatjuk, hogy a fenti tétel alkalmazhat6 az SIR
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modellre vegyes vakcinalasi stratégiaval.

3. TETEL
Tegyiik fel, hogy v >¢. A (2) egvenletrendszer betegségmentes Eyy egyensu-
lyi  helyzete globalisan aszimptotikusan stabil, ha Bu(l—y) < (u+¢) (,u + 7/). Ha
Bud—y)>(u+eo) (,u + 7/), akkor az E,, endemikus egyensuly globalisan aszimptotiku-

san stabil.

BIZONYITAS

Mivel az R’ egyenlet szétkapcsolodik a tobbitdl ezért az analizis soran elhagyjuk. Uj
u+é
e

Uj valtozoinkban az egyenletrendszer igy irhato:

x' = IS = P (u (1~ ) = BSI= (u + H)S) =

u+ - p = ‘”xy (4 + &)x

H+P
és
Mt ro_
Az (x,y)-rendszerre alkalmazhatjuk a 2. Tételt: legyen a = u + ¢, b=y - ¢ >0,
fxy) = M. Ekkor f(x, y) szublinearis & 8y (I, 0) = ﬁ““ ‘”’. Mivel

+¢
oyf,0)=a +b pontosan akkor, ha Bu(l — ¢¥) <(u+¢)(u+7y), a 2. Tetel értelmében

az (x, y) = (1, 0) egyently globalisan aszimptotikusan stabil, ami az eredeti valtozéinkban
éppen a betegségmentes egyensuly komponenseit adja.
Hasonloképpen, a Su(l — ¢)>(u+¢)(u+vy) esetben a 2. Tétel szerint az

egyértelmii pozitiv egyensuly lesz globdlisan stabil, ami az 1. Tétel alapjan az eredeti rend-
szerben csakis az £, lehet.

Jegyezziikk meg, hogy a y > ¢ egyenldtlenség gyakorlati alkalmazasokban mindig
fenall, s6t a két paraméter kozott altalaban nagysagrendi kiilonbség van, mivel a felgyo-
gyulas napokban (esetleg hetekben mérhetd), mig a vakcindlasra évekkel azutan kertil sor,
hogy valaki a fogékonyak osztalydban megjelent (a sziiletéskori vakcinalast kezeljik a
modellben).

2.4. Nyajimmunitas, kontroll reprodukcios szam és az
endemikus egyensuly

A beavatkozés nélkiili modellekben alap reprodukcios szamot (Ry) definidlunk, a
vakcinalasi modellekben pedig a kontroll reprodukcios szdm (R.) meghatarozasa torténik.
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L —y¢)
W+ (u+y)’
mégpedig megadja a reprodukcids szamot vegyes vakcinaldsi stratégia mellett. Tegyiink be
~U =)

egy fertdzottet a betegségmentes populacidnkba. Ekkor a fogékonyak szama TR

ezeket [ rataval fertézzik, a fertézés atlagos hossza pedig /IIT;/ A harom tényez6

Legyen R, = Ennek a paraméternek konkrét biologiai értelme van,

szorzata €éppen R., ami kifejezi a kezdeti fertdzott egyed altal generalt masodlagos fer-
tozések varhatdé szamat. Lathatd, hogy a vakcindlas erdsitésével (akar a ¢, akdr a
paramétert novelve) R, értéke csokken.

1. KOVETKEZMENY (Globalis stabilitas és nyajimmunitas)

Ha R. > 1, akkor a betegség a vakcinalas ellenére is jelen marad a populdcidban. Ha
viszont R, < 1, akkor a betegség eltiinik.

BIZONYITAS

Annyit kell csak észrevenni, hogy az R, < I pontosan az a kiiszobfeltétel, ami a 3.
Tételben is szerepel.

A kontroll reprodukcids szdm az alap reprodukcids szdmmal szorosan Osszefligg,

. I - , . . )
hiszen R, = % =Ryl — ¥) (/z/vl%)' Lathato, hogy R, mind a ¢, mind a ¢

novelésével 1 ald csokkenthetd. Ekkor az 1. Kovetkezmény értelmében a betegség kihal, és

valoban nyajimmunitésrol beszélhetiink.
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3.

Diftéria modell az egyed szintjén

Modelliinknek ezen a szintjén azt szeretnénk eldonteni, hogy egy emberben a két
torzs (toxikogén, illetve nem toxikogén) egymasra gyakorolt hatdsakor melyik keriil ki
gyOztesen (melyik szoritja ki a masikat), illetve létrejohet-e olyan allapot, amelyben mind a
két torzs stabilan jelen van. A koegzisztencia vizsgélata azért is fontos, mert laborered-
mények szamos alkalommal kimutattdk mindkét torzs jelenlétét ugyanabban a paciensben
egy adott szervezeten belill. Az idObeli valtozast ismét differencidlegyenletekkel vizs-
galjuk. Feltessziik, hogy a baktériumok a logisztikus szaporodas szabalyait kovetve versen-
genek az er6forrasokért, a kornyezetiik eltartoképessége legyen C. Az U torzs
novekedési ratdja r, a T torzsé pedig 7 - €, ahol € a toxintermelés koltségét fejezi ki. A lizis
a toxikogén baktériumoknal v rataval indul be, a kiszabadult fAgok altal okozott baktérium-
fertdzés rataja pedig k. Ennek megfelelden a lizisen dtment baktériumokat ki kell vonni a T
populacidobol, a faggal megfertdzodott baktériumokat pedig attenni az U-bol a T-be. Ekkor
az alabbi differencialegyenletrendszert kapjuk:

T'O=-eTHOC-THO-U®)-vT@)+kvT()U(). @)
U@=rUOC-THO-U@)-kvT(@) U@).

A fenti modellt atskalazzuk a kovetkezOképpen: legyen T, = g és U, = % Ekkor az
Uj valtozokban az egyenlet alakja:

Tr.'=r-e7.C-7T.-U,)—vI,+kvCT, U,, 3)
U.'=ru,C-T,-U)-kvCT,U,).

Ha most atjeloljiikk a paramétereket, mint », = rC, €, = €C, k, = kC, és a modelliinket

T.'=(r,—€e)T.(1 =T, - U,) T, +k,vT, U, @
U'=r, U C1-T,-U)-k,vCT, U,)

alakba irjuk, majd az egyszertiség kedvéért a csillagokat elhagyjuk, a modell végsé formaja

I'O=r-eTOA-THOH-U@®)—vIO+kvT@)U®). 5
U'@=rUA-THO-U@)-kvT@® U@). )

Ez éppen az az egyenletrendszer, ami a biomatematika egy teljesen mas teriiletén is megje-
lent, mégpedig az egymas ¢letterét kolonizaldé novények versengésének Levins-féle
metapopulacios modelljében, az alabbi formaban:

p1' =k pi(1 = p1—p2)—e| p1+cpipa,
D' =kypp(1=pi—p2)—er pr—cpips.

Ennek a modellnek a részletes globalis dinamikai analizise megtalalhato a Szimjanovszki,
Karsai, Racz 2014 publikdcidban. A matematikai analizis teljesen azonos modon
végezhetd, ezért azt nem ismételjiik meg, csak a Szimjanovszki, Karsai, Racz 2014 ered-
ményeit leforditjuk a mi rendszeriinkre. Ehhez a paraméterek ¢€s valtozok alabbi megfelel-
tetését tekinthetjik: k1 =r —e, by =r,e; =v,ep =0, c=kv,és p; =T, p, =U.
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3.1.

r U torzs szaporodasi rataja

r—e (> 0) | T torzs szaporodasi rataja (¢ — nal kevesebb a T ratajanal)

C a kornyezet maximalis eltartoképessége.
v a lizis beindulasénak rataja
k a lizogén konverzi6 rataja

1. tdblazat

Az egyed szintii modell paraméterei (minden paraméter pozitiv)

A differencialegyenletrendszer egyensulyi
helyzetei és a globalis dinamika

Az egyed szintli modell egyenstlyi helyzeteit a kovetkezd egyenletrendszer megolda-
sai adjak:

0=0r-e¢T(0-T-U)—vT +kvT U ©6)
0=rU(1-T-U)-kvT U

Az egyenletrendszer (7, U) megoldasai és ezek bioldgiai interpretaciol a kovetkezok:

—aPy = (0, 0) trividlis egyensuly, egyik baktériumtdrzs sincsen jelen a rendszerben;

—aPlz(]—

, 0) egyensulyban csak a 7" torzs van jelen;
r—e

—aP; =(0, 1) helyzetben csak az U torzs van jelen;
p ((k—])r r—kr+kv+k€)
—aP; = )
k(kv+e) Kv+ke
koegzisztencia helyzetben mind a két torzs jelen van a rendszerben.

Biologiai szempontbol csak azok az egyensulyi helyzetek szédmitanak, amelyeknek
minden komponense nemnegativ. Az egyensulyok 1étezésérdl, stabilitasarol és a megolda-
sok globalis viselkedésérdl megtudhatd informaciodkat az alabbi két tétel foglalja 6ssze.

4. TETEL (A TU-rendszer lokalis tulajdonsagai)

A Py egyensulyi helyzet mindig létezik és instabil. A P; egyensulyi helyzet pontosan

akkor létezik, ha v < r-e . P; stabil, ha —— <
r—e kv+r

helyzet mindig létezik, ha k<l akkor stabil, kiilonben instabil. A P; egyensulyi helyzet

kiilonben instabil. A P, egyensulyi

. k v . . o
pontosan akkor létezik, ha kv:r < —— < ==, és mindig stabil, amikor csak létezik.

BIZONYITAS

A bizonyitasban a Theorem, Lemma, Corollary referencidk a Szimjanovszki, Karsai, Réacz
2014 cikkre hivatkoznak. P, 1étezése trivialis, instabilitasa Theorem 3.1-bol kovetkezik,
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mivel e, = 0. Theorem 3.2 kozvetleniil adja P; 1étezését €s stabilitdsat, mint ahogy Theo-
rem 3.3 P, tulajdonsagait. Mivel k; —k, = —€ < kv = ¢, Theorem 4.1 elsd esete érvényes,
ami megadja a P3-ra vonatkozo6 allitast.

|

5. TETEL (A TU-rendszer globalis tulajdonsagai)

3.2.

Az (7) rendszernek nincsen periodikus megoldasa. A Py egyensulyi helyzet mindig
létezik és instabil. A P; egyensulyi helyzet pontosan akkor létezik, ha v < r-e. P; stabil,

ha == < 2 kilonben instabil. A P> egyensiilyi helyzet mindig létezik, ha k<l akkor

r—e — kv+r’
stabil, kiilonben instabil. A P; egyensulyi helyzet pontosan akkor létezik, ha
kv %

kv+r r—€

az egeész paramétertartomanyt lefedik, vagyis a tétel a rendszer teljes jellemzését adja.

< rlive , és mindig stabil, amikor csak létezik. Tovabba, a fenti feltételek

BIZONYITAS

A periodikus megoldiasok nemlétezése kovekezik Lemma 2.1-bol.  Mivel

ki —ky = —€ < kv =c¢, Corollary 5.1.-ben az els6 eset érvényes, €s a négy egyensuly
egyike globalisan aszimptotikusan stabil. Ha t < kfﬁ, akkor az el6z6 tétel miatt ez csak
a P; lehet, t > ki% esetén pedig P, és P; valamelyike. Ha k</, akkor ez a P,. A
kv

kv+r

bizonyitas befejezéséhez elég azt észrevenni, hogyt >

% <kv

r—€ r—€

miatt t>0 és ekkor k>1

esetén is teljesiil.

Kovetkeztetések

Az 5. Tételbdl jol latszik, hogy a harom nemtrividlis egyenstlyi helyzet koziil egy
adott paraméter konfiguracid esetén pontosan egy lehet stabil. A rendszer dinamikai tulaj-
donsagait a 2. tdblazatban foglaljuk 0ssze. A I¢étezési €s stabilitasi feltételeknek biologiai

7

interpretacidja is adhatd. Példaul, a P; egyensuly 1étezésének feltétele 1 < _TE alakba is

irhat6. Az U torzs hidnyadban egy kezdeti 7' baktérium 1; 1d6t tolt el atlagosan a lizis

r—e

bekovetkezése elott, és idOegységenként r-e az 1) baktériumok szama. Tehat —

értelmezhetd gy, mint a T reprodukcids szdma U-mentes kornyezetben. Hasonloan, a P;
létezeését biztosito feltételek €ppen azt jelentik, hogy a T illetve U torzsnek a reprodukcios
szama abban a kornyezetben, amikor a masik torzs P,, illetve P; tiszta egyenstlyban van,
egyarant nagyobb, mint egy. Ez a kdlcsonos invazids képesség okozza, hogy stabil koegzisz

tencia is kialakulhat. Az eredményeknek fontos kovetkezménye van a populacid szinti
diftéria modell felépitésében, hiszen az egyedszintli modell dinamikdja donti el, hogy
koinfekcid esetén (amikor 7-vel fert6zott fert6z6dik U-val, illetve forditva), milyen
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allapotba keriilnek a populacié tagjai.

(T, U) egyensulyi helyzet létezés stabilitéas
Py =(0, 0) mindig soha
P=(1-20) =
P, =(0, 1) mindig k<1
([ k=D)r  r—kr+kv+ke kv v kv s 1s
P3 _(k(kv+6)’ vtk e ) kv+r r-e€ < r-e€ Mdlg
2. tablazat
A TU —rendszer dinamikaja
L7 7 777 77070 A S N LT S\ /777
T\//////////Z%///? ANILIARRRRRY AN ]1771)
SN A\ 2774
! % /// 7 - />~ \
ost || Zlos NN ool 22U
[ T [\ / 7\ /4
= AR N\ AN e\l 7
s il =\
02} {;’/47/////‘/5/////;9@2; Lol 1! f{ WNEZ222 7 Joa ) fﬂ////// //f//?i}i\\'(///;é
e e e\
e T e Y e
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

5. abra

A TU-rendszer harom lehetséges globalis dinamikaja a TU-sikon abrazolva
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6. abra

A harom lehetséges dinamika abrazolasa ugyanazon kezdeti

feltétel (egyedszam) mellett, kiilonb6z6 paraméterek esetén
(piros gorbék: U(t), kék gorbék: (1))
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4. Diftéria modell a populacié szintjén

A diftéria betegség szempontjabol egy orszag lakosait 6 kiilonb6z6 osztalyba csopor-
tosithatjuk. Feltessziik, hogy az egyed szinti modelliink iddskalaja sokkal kisebb, mint a
populacidszintii dinamikanak, igy minden ember allapotat az egyedszintii modell megfeleld
stabil egyensulyaval jellemezziik: egy fert6zott lehet 7' vagy U tipusu (koegzisztencia
esetén esetleg TU). A kovetkezd tablazat segitségével tekintsiik at a kiilonbozé osztalyokat.

S | nemkaptak oltast, vagy elvesztették a betegség elleni védelmet

U hordozo61az U nem toxikogén torzsnek,
de nincsenek megfertdzve a toxikogénekkel

IT fertdzottek a toxikogénekkel €s a kialakulo
pszeudomembran miatt intenziven fertdznek masokat
A" vakcinaltak és az egyik torzsnek sem hordozo6i
VU vakcinaltak, akik hordozoianem toxikogén Utdrzsnek
VT azon vakcinaltak, akik hordozo6ia toxikogén T torzsnek,

de az oltas miatt tinetmentesek

3. Tablazat. A modell valtozoi és jelentésiik

Tekintstik a4t most a kovetkezd tablazatban azokat a paramétereket, amelyek az osztalyok
kozotti kapesolatokat befyolasoljak.

A sziiletési gyakorisag

az ujsziilottek oltottsagi rataja

o

I-p azok az gjsziilottek, akik nem
kapjak meg a kotelezo oltast

halalozasirata

a diftéria betegségbdl szarmazo halalozasirata

felno6ttkori vakcinalasirata

az immunitas elvesztése

= | ee| =

ilyen gyakorisadggal kertil at a toxikogén torzs
egy fert6zott emberrdl egy nem fertézottre

p B |ilyen gyakorisaggal keriil at a nem toxikogén torzs
egy fert6zott emberrdl egy nem fertézottre

a a diftérias betegek gyogyulasirataja

c aszimptomatikus hordozo6 gyogyulasi rataja

4. Tablazat. A modell paraméterei és jelentésiik

Rendszeriinket a 4. dbra szemlélteti. Az osztalyok kozotti kapcsolatokat 0sszekotd
nyilak jelképezik, az egyedek a nyilak mentén keriilnek 4t az egyik osztalybol a masik



Kialakithat-e nyajimmunitdst egy toxoid tipusu véddoltas? 20

osztalyba, az osztalyvalté egyedek szamat pedig a nyilakon feltiintetett tagok adjak. A
tagok additiv modon hatarozzidk meg az osztalyok kozotti nettd egyedmozgast. Uj egyedek
a fehér nyilak mentén (sziiletéskor) kétféle modon keriilnek be a rendszerbe: nem kapnak
védodoltast (S-be kertil), vagy kapnak véddoltast (V/-be keriil). A rendszerbdl a fekete nyilak
mentén keriilnek ki haldlozasukkor. A kovetkezd tablazat az osztalyok kozotti kapcsola-

tokat mutatja meg.

S->IT OSUT + pVT) fogékony ember toxintermeld baktériummal fert6z6dik
S—-1IU 005 (IU +VU) | fogékony ember nem toxintermeld baktériummal fert6zédik
S->V 7\ fogékony embert beoltanak
V-S wV vakcinalt ember elveszti a védettséget a betegség ellen
V->VU | goVv{U +VU) vakcinalt ember t nem toxintermeld baktérium fertdz
V- VT | gvUT + pVT) vakcinalt ember t toxintermel6 baktérium fertoz
VU - VT | VU (IT + pVT) nem toxikogénnel fertdzott toxintermeld vel fert6zodik
IU - VU glU nem toxintermeld fert6zott et vakcinalnak
VU - 1U 7404 nem toxintermeld fertdzott elveszti az immunitasat
IT->V alT diftérias beteg meggyogyul
VT -V cVT aszimptomatikus hordozobdl eltiinik a baktérium

5. Tablazat. Osztalyok kozotti kapcsolatok és jelentésiik

>
<

S 16}(//
Q 2
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7 5 v
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wV ¢S wVU ¢IU

8L Q W,
7 é &
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7. abra

Osztalyok kozotti kapcesolatok a diftéria modellben
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A 4. fejezet populacios modelljéhez az egyed szintli modell legszigorubb esetét valasz-
tottuk, amelyben a toxikogén térzs mindig kiszoritja a toxint nem termeld torzset. Ez
alapjan tettiik fel lehetségesnek az IU — IT és VU — VT osztalyvaltasokat, de elvetettiik a
forditott irdny atmeneteket, majd ezen feltételek mentén megkonstrualtuk a differenciale-
gyenleteket. Az elmondottak alapjan az egyes osztalyokban tartozkodok szamat a
kovetkezd differencidlegyenletrendszer irja le:

S'O)=AU-p)—pBSOUUW+VU@®) - LSO UTQ?) +p VT(1)
—uS@t) —gSt) +w (D),
V'iy=Ap-pVOUU@B+VU@®)-LVE®)UTQ@) +p VTQ1)
—u V() +3SO) —w V() +a ITE) +c V()
') =pSOUUW+VU®) - FIU@UIT(1) + 0 V(D)
—u U@ - IU®) +w VU(®), (7)
IT' () = B S@t)UTW) + p VI®) + B IU®) T + o VT(©))
—u IT(H) = M IT(t) — @ IT(2),
Vu'@ =p VOUU @) +VU @) —p VU@ - VU@ UT (@) + 0 VT(Q?)
—wVU®) +#IU®),
VT'(t) = BV UT@) +p VTQ®) + B VU@ UT(t) + p VI(0) — 2 VT(®) — ¢ V().

Megjegyezziik, hogy koegzisztencia esetben sziikséges bevezetni két tovabbi osztalyt,
az ITU(t) és VTU(1)-t, de ettdl az esettdl eltekintiink a dolgozatban.
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5. Reprodukcios szamok a diftéria modellben

Ebben a fejezetben meghatarozzuk a diftériara jellemz6 reprodukcids szamokat oltas-
mentes esetben €s vakcindlas mellett. Ehhez el6szor is sziikség lesz a betegségmentes
egyensuly, illetve a terjedésre jellemzd kovetkezo generdcios matrix meghatarozasara.
Kovetni fogjuk van den Driessche és Watmough modszerét. Ennek 1ényege, hogy el6szor
elkiilonitjiik a fertdzott kompartmenteket. Az ezekhez tartozo egyenletekben minden tagot
megkiilonboztetiink aszerint, hogy uj fertézést fejez ki, vagy pedig fertdz0 osztalyok
kozotti atmenetet. Ezeket egy ¥ €s egy V vektorba gyljtjiik ki, igy az egyenletrendszeriink
fert6zott része x' = F(x,y) - V(x,y) alakba irhatd, ahoz x a fert6zott kompartmentek rend-
szere, y pedig a tobbi kompartmenté. A rendszert linearizaljuk a betegségmentes egyensuly-
ban, majd az F és V Jacobi-matrixokbol képezzik NGM = F V! ugynevezett kdvetkezd
generacios matrixot. Ez egy négyzetes matrix, aminek a dimenzidja éppen a fertdzott
kompartmentek szama, (i,j) elemének pedig az a biologiai jelentése, hogy egy i-tipusu
fert6zott varhatdéan hany j-tipust fertézottet general. Az R\ reprodukcios szamot az NGM
spekralsugaraként definidljuk, és van den Driessche és Watmough altalanos tétele szerint a
betegségmentes egyensuly stabilitasi kiiszobszdma éppen Ry=1.

Egy komplex modell esetén szamos kiilonbdz6 reprodukcios szamot definidlhatunk,
attél fliggden hogy melyik egyensulyban nézziik a rendszert és melyik kompartmenteket
tekintjik  fertézoének. A  diftériamodelliink  esetén példaul egy S>>0, V>0,

IT =0,VT =0,1U =0, VU = 0 betegségmentes egyensulyhoz definialhatjuk a 7-reproduk-

cids szamot, az U-reprodukcios szamot vagy a globalis 7U-reprodukcios szamot, amelyek
meghatarozzak, hogy a 7T-torzs, az U-tdrzs, illetve valamelyik torzs el tud-e terjedeni a
betegségmentes egyenstlyban levé populacidban. Ezekben az esetekben 2x2-es vagy 4x4-
es NGM-eket kapunk. Vizsgalhatjuk azt is, hogy egy S>0, V>0, IT =0, VT =0,1U >0
, VU > 0 egyensulyi helyzetben (tehat amikor az U-tdrzs mar jelen van), el tud-e terjedni a
T-torzs, ez egy masik T-reprodukcios szamot ad. Az aldbbiakban csak a szamunkra
legrelevansabb reprodukcids szamokkal foglalkozunk, de a tobbit is analog mdédon lehet
kezelni.

5.1. A betegségmentes egyensuly

A populacié szinti diftériamodell egyensulyi helyzeteit a kovetkezd egyenletrendszer
megoldasai adjak:

0=AU—-p)—p BSUU+VU)-BSUT +pVT)—uS -¢S+wV
0=Ap—-pBVUU+VU)=BVUT +pVT)+dS—-uV —wV +aIT +cVT
0=pBSUU+VU)~ FIUUIT + pVT) =y IU = $ IU + @ VU ®
0=8SUT +pVT)+ A IUIT +pVT) = wIT — M IT — @ IT
0=pBVIU+VU)~ FVUUT +pVT) = u VU + @ 1U —w VU
0=8VUT+pVT)+BVUUT +pVT) = u VT —c VT

Azt a betegségmentes egyensulyt keressiik, amikor a betegséget kivaltdo toxikogén
torzsek egyalatalan nincsenek jelen a populdcioban, igy IT =0 ¢és VT =0. Ekkor a (4)
egyenletrendszer a kovetkezd alakot 6lti:
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5.2.

0=AU-p)-pBSUU+VU)—uS—-@¢S+awV

0=Ap-pBVUU+VU)-uV +8S—-wV o
0=pFSUU+VU) - uIU —$1U +w VU

0=p VAU +VU) -4 VU +$1U —w VU

A (9) egyenletrendszer (S, V, IU, VU) egyensulyi helyzetei:

:(A(u—puw) A (p ute) 0 0)
pp+rd+w) op(prdtw)’

és

E :(u(—(—1+p)ﬁ/\p+uw) L BAp+ud)
2 Bp(BAptu(+w) ° Bp(BA ptu(d+w)’
_W=BAP) (BAp(p-p ptw)tpuw (u+d+w) AP ptd) 1P BAptud) )

Bup (p+d+w) (BA p+u(¢+w)) T op(prdtrw)  Bp(BAptu(¢tw))

A két egyenstlyi helyzet k6zott az kiilonbség, hogy az egyikben az U-torzs jelen van,
a masikban pedig nincs. Megjegyezziik, hogy teljes altalanossagban még a Wolfram Mathe-
matica 10.0 sem tudja explicit megoldani a (8) egyenletrendszert.

A kovetkez6 generacios matrix

Els6 1épésben a (3) egyenletrendszerben azonositjuk a fertdz6 osztalyokat, amelyek
esetiinkben az IT és VT. A (3) egyenletrendszer alapjan fennal:

mmy

(VT,(t))—‘F—(V,ahol
?__(ﬂS(lT+,0VT)+ﬂIU(IT+,0VT)) (IT(@+p+ M) (10)
T\ BVUT+pVD)+BVUUIT +pVT)) _( (u +0) VT )

Feltessziik, hogy ezen két osztaly nélkiil a betegségmentes egyensuly mindig fen-
nallna. Ha egy fert6z6 egyedet (/7-bdl, vagy VT-bdl) a betegségmentes egyensulyban 1&vo
populacidba helyeziink, akkor a jarvany kialakulasarol a (6) egyenlet betegség mentes
egyensulyban torténé linearizacidjaval nyerhetiink informaciét. igy a kovetkezd egyen-
letekhez jutunk:

IT' (1) B IT(z)
(VT'(r)) == V)(VTm ) ahol

(B SUT + p VT) + B IUUT + pVT))  dyrin (B SUT + p VT) + B IUUT + p VT))

DF =
4 (ﬁzr(ﬂ VAT + p VT) + £ VUUT + p VD)) Gyrig (B VUT + p V) + £ VUUT + p V1)) )’ (11)

DY = (ﬂlT(lT(a +u+M) OrUT(a+ u +M)))

Ir((u +) V1) Fyr((u +c) VT)
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igy a betegségmentes egyensulyban kiértékelve:

BA(p—putw) BApu-—putw)

_ B B U (p+d+w) M (pt+d+w)
F =D¥(E)) =DF (E) = BA (p u+d) BAp(pu+d) |
U (p+d+w) M (pt+d+w)

(12)

V = DV(E,) = DV(E,) :(M“H“ 0 )

0 u+c

Erdekes, hogy F(E) = F(E,) ¢és V(E,) = V(E,), vagyis az NGM mindkét egyensuly-
ban ugyanaz, ennek magyarazata, hogy a toxikogén térzs ugyantgy fertdzi a fogékonyakat
mint a nem-toxikogén hordozokat.

A kovetkezd generacios matrix tehat definicio szerint elall, mint

BA (p—p ptw) BAp(u=p ptw)
_ (M+a+p) (p+d+w)  p(pto) (pt+d+w)
NGM =FVv-'=|" :
BA(putd) BAp(pu+d) (13)

H(M+a+p) (u+d+w)  p(p+e) (u+d+w)

5.3. Areprodukcios szamok kiszamitasa

A reprodukcids szam definicio szerint az NGM matrix spektralsugara. Mint az SIR
modell esetén, itt is kiilonbséget tesziink a vakcindlas nélkiili esetben €s a vakcinalds mel-
lett, kontroll alatt el6alld jarvanyterjedés kozott. Elobbi jellemzésére jelen esetben is az
Ry alap reprodukcids szamot, utobbi esetben az R. kontroll reprodukcidos szadmot
hasznaljuk.

Emlékeztetiink hogy a reprodukcios szamok (R) fontos €s egzakt jelentéssel birnak a
jarvany terjedése szempontjabol (2.4 pont). Ha ugyanis a paraméterek adott allasa mellett
R < 1, a jarvany nem képes elterjedni a populacioban, R > 1 esetben viszont igen.

Alap reprodukcioés szam

Az alap reprodukcios szdmnak azt tekintjiik, hogy vakcindlas nélkiili esetben egy
toxikogén fertdzott hany masodlagos toxikogént generdl. A korabbiakhoz hasonloan
szamithatd. Ezt az értéket a késobbiekben felhasznaljuk a parametrizalas soran.

Ry= —L2— (14)

HM+a+p)

Kontroll reprodukcios szam

A (13) egyenletben bemutatott NGM spektralsugaraként eldall:

Re=(BA[@2 (1 +p(=1+p)+M+a)pp+c(u-pu+w)+

(15)
f(p@M+a)+d)+w)])/(ulc+p) M+a+p) (u+d+w))

Ez alapjan adott paraméterek esetén megallapithatd, hogy egy ¢, ¥ vegyes vakcinalasi
stratégia sikeres lesz- e vagy sem.
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Az alabbi tétel a toxoid tipusu vakcinacids stratégidk (mind a gyermekkori, mind a
folyamatos) esetén feltételt ad az oltas hasznossagara.

6. TETEL A toxoid oltas paradoxona

A kornyezeti paraméterek altal megszabott feltételek mellett
(c+u)
(M +a+u)’°

. (c+up)
ha pedig p > Mraim

ha p < az oltdas hatasos (mert Rc csokken az oltottsag novelésével),

az oltds karos (mert Rc no az oltottsag novelésével).

BIZONYITAS

A sziiletéskori és folyamatos oltasi stratégiat kiilon vizsgdljuk. Tekintsiik a (15)
egyenletet.

Sziiletéskori vakcindcio. Vegyik észre, hogy az Ro fliggvény p-ben linearis. R¢
csdkkend, ha ha p egyiitthatjokisebb nullanal, vagyis: pu?(p—1)—puc+(M +a) up < 0. u-
vel egyszerlisitve €s p-ra rendezve ez éppen a tétel elso allitdsa. A masodik allitas a relacio
megforditdsaval azonnal adodik.

Folyamatos vakcindcio. Az Rc figgvény ¢-ben linedris tortfiiggvény. A kérdés, hogy

. . ” , d BA (c+u=(M+a+u) p) (=1+p) u—w)
R mikor kken6? Ehhez hatar k m — R =
c(®) or csokkeno ez hatarozzu eg a 5 5 Re e (et Grrdro)?

derivaltat. A nevez0 minden esetben pozitiv, a szamlalé pedig akkor negativ, ha
(ctu—-M+a+pp)(-1+ p)u—w) <0. A masodik ((—1+ p) u— w) tényezé minden

esetben negativ, az ezzel valod osztas utan a relacid6 megfordul, majd p-ra rendezéssel ismét
a tétel allitasat kapjuk.

7. TETEL A nyajimmunitas feltétele

Ny4djimmunitas pontosan akkor érhetd el toxoid tipusu véddoltassal, ha p < RL %
0

BIZONYITAS

BA (M+a+u)
H(M+a+p)  (c+p)
1 (c+u)

p<1<=>p<R—O(M+a+m.

Tekintsik az  Rcp=1m, ;g0 Rc = p hatarértéket, ahol az elsé

(M+a+p)

tényezc'i Ro. RC,h = RO ()

A 8. abra rogzitett paraméter allas mellett mutatja a kontroll reprodukcids szamot p
fliggvényében két kiilonbozd p érték esetén. A bal oldali grafikonon jo6l latszik, hogy
p =0.01-nél és kb 85%-0s gyermekkori immunizacié fennallasakor Ro < 1, igy az oltés
hatasos. Ezzel szemben a jobb oldali dbran lathaté modon, p =0.15 esetén az oltassal
novekszik a reprodukcios szam, amely a p € [0, 1] intervallumon nem is csokken 1 ala, igy
az oltas kifejezetten hatranyos a jarvany terjedése szempontjabol.
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8. abra
A toxoid oltasi paradoxon szemléltetése
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6.

6.1.

Parametrizalas és numerikus szimulaciok

A romaniai eset tényleges vizsgélata eldtt bemutatjuk, hogy mennyire kiilonbdz6
moddon viselkedé megolddsokat adhat eredményiil a modell. A teljes lakossag €s a betegség-
ben érintettek szdma kozott altalaban tobb nagysagrend kiilonbség van, ezért az azonos
idOtartomanyon, azonos paraméterek mellett késziilt tartomanyon késziilt grafikonokat
egymas mellett abrazoljuk.

Oltasmentes koriilmények kozott a megoldasok egy adott érték korili csillapodd
oszcillaciot mutatnak, amely (8. &dbran a piros gorbére tekintve) nagyjabol 5 éves perio-
dusidejli jarvanykitoréseket vetit eldre, majd a toxikogénnel fertézottek szdma csillapodo
oszcillacioval konstans nem nulla egyedszdmhoz tart aszimptotikusan.

Xi Xi

4 - " 0.20

3F 0.15 +

2 0.10

1+ 0.05 +

0 == : : ; : L 10.00 LMA-AAAAAM ¢

0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
9. abra

A 10. abra pedig megmutatja, hogyan valtozik a dinamika kismértékli vakcinalas mellet.

Xi

0.20

0.10 X

0.05 -

40 60 80 100

Romania mint esettanulmany

A mult szazad kdzepén szamos orszagban intenziv diftéria vakcinalasi programok
indultak. Romanidban 1958-ban indult a kampany, és részletes szerologiai vizsgalatokat is
végeztek az immmunizaci® nyomonkdvetéséhez, amelyet Poppenheimer 1980-as cikke
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alaposan kielemez. Ebben a fejezetben a modelliink segitségével reprodukdljuk a
Romanidban, az oltasi program bevezetésekor megfigyelt dinamikat (lasd Poppenheimer
1980 és 11. abra, bal oldal). Irodalmi adatok szerint diftéria esetén az alap reprodukcios

szam értéke a vakcinalas eldtti korszakban 4 < Ry = ﬂi TM < 6 (Metcalf 2009). Romania

népessége N ~ 18 millio f5 volt 1960-ban, a sziiletéskor varhato élettartamot 70 évnek
vessziik, amibol u = 71—0.

A fert6zési periodust 12 napnak tekintve u + @ + M = 29 (mivel ennek inverze a
fertdzési periodus hossza években kifejezve). A megbetegedés miatt bekdvetkezd mortal-
itds nem vakcinalt populdcidban 10 %, a gyogyuldsi rdta manapsag a fejlett orszagokban
kozel 100 % -nak tekinthetd. A modellben a mortalitast az MLM hanyados fejezi ki, ebbdl
az oltas bevezetése elott M ~ 3 és a ~ 26, ¢és végil a vakcinacié kampany utan 0%-os
mortalitas mellett (CDC) M ~ 0 és a ~ 26 adodik.

A populacid valtozéasat leir6 egyenlet (a betegség okozta haldlozastol eltekintve)

N'=A-uN. Allandé populaciot feltételezve 0 = A—u N alapjan meghatarozhatjuk az
idéegységenkénti sziiletések szamat, ami A = u N = 0.257 (millié f5 per év). Végiil, az

Ry = MIZM = 4 becsléssel S =4 (u+a+ M) /N ~ 6.4.

Az orvosi gyakorlat a diftéria ellen 10 éves gyakorisdggal javasolja az emlékeztetd
oltas beadasat, frissebb tanulmanyok (Hasselhorn, 1998) kimutattak, hogy az oltottak egy
része az utolso oltastdl szamitott 20 €v elteltével is mutatott védettséget. 15 évet tekintve
az immunitas elvesztésének rataja: w = 1/15 ~ 0.066. Mc Cartney Harvey szerint a teljesen
aszimptomatikus hordozék (VT) 18 hétig is hordozhatjak a baktériumot. Ez azt jelenti,
hogy ¢ = 3 rataval mennek vissza a V'T osztalybeliek a V' osztalyba.

Hétra maradt a modell szempontjabdl legfontosabb paraméter, a nem toxikogén és
toxikogén torzs fertdzési ratainak hanyadosat kifejezé p paraméter becslése. Pappenheimer
1980 szerint a nem vakcinalt csaladokban 10-szer gyakoribb a betegség el6forduldsa, mint

a vakcinaltak esetén. Ezek alapjan: a (fertozési rata)-(betegségben toltott idd) szorzat

2 ; . B _ PB i ; : ;
alapjan a két eset: 10 GrardD) = wic’ Az egyenletet p-ra rendezve és a fenti paramétereket

behelyettesitve p ~ 0.011 adodik

Ezeket a paramétereket behelyettesitve a 4. fejezet diftériamodelljébe (vakcinalas
nélkiil), az egyensulyi helyzet numerikus megolddsa /7=0.0081, vagyis 8100 6. Az éves
0sszes esetszamot gy kapjuk, ha ezt a szamot megszorozzuk a ~ 26-tal, vagyis a modell
joslata a diftéria paramétereivel évi 210 600 eset. Ugyanakkor, Poppenheimer 1980 szerint
az immunizacios programot megeléz6en Romanidban 600 / 100 000 f6 volt a diftéria
morbiditds, ami évi 108 000 esetet jelent. Ez nagysagrendileg megfeleld egyezés. A feliilbec-
slés egyik lehetséges oka, hogy az Gsszes ujsziildttet fogékonynak vettiik, de a modellt nem
akartuk tovabb bonyolitani.
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6.2.

A vakcindlasi program hatasanak szimulalasahoz a vakcinalds nélkiili modell egyensi-
lyi helyzetét tekintjiik kezdeti értéknek a kovetkezd képpen: az S, IT, IU (nem immunis)
osztalyok egyensulyi helyzetét a fent leirt médon meghataroztuk. Majd az egyes osztalyok
egyensulyban kapott létszamanak Osszegét kivonjuk a lakossag teljes szamabol, igy
megkapjuk a vakcinacios program eldtt az immunisak szamat, amely 80%-nak adodik, igy
feliilbecsiili a valodi 60%-os aranyt. (Poppenheimer, 1980). Majd feltessziik, hogy teljesiil a
kovetkez6 arany: S - IT : IU =V : VT : VU, vagyis az immunisak ugyanolyan aranyban
oszlanak meg a lakossagban, mint a természetes immunitassal nem rendelkezok.

A vakcindlasi paraméterek kalibralasaval bevissziik a romaniai vakcinaldsi kampanyt
1959-t61 1972-ig. Ebben az iddszakban 32 millié6 dozist adtak be. A modern oltasi menetren-
dekben a gyerekek akar 6 dozist is kaphatnak 10 éves korukig. Feltételezhetd, hogy az
ujszilotteket mind vakcinaltak (y¥=1), és mivel Pappenheimer 1980 szerint 6t év alatt a
populacid jelentds része immunis lett, két dozist feltételezve egy immunitashoz, ¢=0.4 egy
elfogadhat6 értéknek tiinik, mert ez 6t év atlagos varakozési idohoz tartozik.

Az eredmények értékelése

Az 11. dbran 6sszehasonlitottuk a fenti paraméterekkel készitett szimulacionk ered-
ményét a romaniai adatsorral, €s nagyon jo egyezést talaltunk. A Pappenheimer 1980 - b6l
vett grafikonon (jobb oldal) az tires korokkel jelzett adatsor a diftéria morbiditas, ezt kell
Osszehasonlitani a bal oldali grafikon fekete koreivel. A piros gorbe a betegek szamanak
alakuldsadt mutatja az id6 fliggvényében. A fekete korok az IT(z) gorbe integraljai a
megfeleld egy éves intervallumokon a vakcinalds elétti esetszamra normélva. Erdemes
megfigyelni, hogy a modelliink még a 60 - as évek forduldjan tapasztalt platot is repro-
dukalni tudta.

100¢- o0y
3
\ 0.008 .
—‘; b—o o @ 4z teljes betegszam az adott évben
Az teljes betegszam az adott évben
® \ ! g o9 —— Abetegek szamanak idékeli valtozisa
o \ 0.006
)
s 50 5
o \ 0.004 |
\
\
O\ 0.002
0.
| Vb n-0-0-~ 4 = o000 t
1960 1965 1970

11. abra
A bal oldali képen a romaniai diftéria adatsor (Pappenheimer 1980) lathato: a karikak az éves esetszamot
jelentik az oltas bevezetésének évében feljegyzet esetszamra normalva. A jobb oldali kép szimulacionk
eredményét mutatja a fent szamitott paraméterekkel. A piros gorbe az I7(?) gorbe, vagyis a toxikogénekkel
fert6zott, betegek szama az id6 fliggvényében. Ennek az egy éves intervallumokra (0-1, 1-2, 2-3, ...) vett
integralja adja az éves esetszamokat, amelyeket a fekete korok szemléltetnek. Ezeket kell 6sszevetni a
karikakkal.

29
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Tekintsiik most (15) egyenletel jelolt kontroll reprodukcidés szamot és a fenti
paraméterek alkalmazésaval el6allo Rq(p) figgvényt (12. abra). A grafikonrdl leolvashato,
hogy az R¢c < 1, ha p > 75 %-o0s gyermekkori immunizalast vezetiink be.

Relp)
o8|

1.06

12|

1004

pos|

12. abra

A kontroll reprodukcids szam értéke a romaniai paraméterek esetén

A 13. abran lathatd két grafikon azt mutatja, hogy az IT fert6zott osztaly létszdma
hogyan véltozik a gyermekkori immunizécid csokkenésével.

0.010 - 0.010
0.008 t 0.008
0.006 0.006
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0.000
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13. abra
Az IT osztaly létszamanak valtozasa az ido fiiggvényében
75%-o0s (bal) és 40%-os (jobb) gyermekkori immunizalas esetén.
A 100%-hoz tartozoé grafikon a 11. abra jobb oldalan lathato.

Vizsgaljuk meg a 6. és 7. tétel fennallasat a romaniai esetben. A 6. tétel szerint az

ctp . 3+1/70 p C ,
Mraiy = 012641770 = 0.111587. Ez valoban teljesiil, tehat az

oltas hatdsos, ha p = 0.011 <

oltas hatdsos, mert az R¢ reprodukcios szam csokken az oltottsdg novelésével. A 7. tétel

alapjan a nydjimmunitds fennall, hiszen p =0.011 < m =0.028(az Ry = 6-ra

vonatkozo6 felsd becslés esetén is) szintén teljesiil.
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Ezzel tehat igazoltuk a nydjimmunitds létrejottét a diftéria betegség esetén egy
konkrét példan. A 6. és 7. tételek egyszeriiségiik ellenére nagy jelentoséggel birhatnak a
jarvanytan szempontjabol, mert segitségiikkel a fennalld (kornyezeti és egészségiigyi)
paraméterek esetén megjosolhatd, hogy az esetlegesen bevezetett véddoltas eldsegiti-e a
betegséggel valo kiizdelmet, vagy éppen ellenkezdleg a betegek szamanak novekedését
eredményezi.



Kialakithat-e nyajimmunitdst egy toxoid tipusu véddoltas? 32

7. Osszegzés, tovabbi kérdések

Az 1. fejezetben attekintettiik a sziikséges biologiai ismereteket, megismertiik a
diftéria baktérium életfolyamatait €s kapcsolatat a toxintermelésért felelds fagvirussal.
Attekintettiik a betegség jellegzetességeit, a vakcinacio kovetkeztében kialakuld  immu-
nitas biologiai hatdsait €s felvetettiik a toxoid tipusu oltasok jellegzetességei és a nyajimmu-
nitas kozott huzodo ellentmondast, amelynek a megvalaszoldsara a dolgozat kisérletet tesz.

A 2. fejezetben bemutattuk a kompartment epidemioldgiai modellek eldallitdsanak
matematikai alapjait, megismerkedtiink a reprodukcids szam fogalmaval és egzakt modon
definidltuk a kordbban csak szemléletesen bemutatott nydjimmunitast globalis stabilitasi
tételek segitségével.

Mindezek utdn az 1. fejezetben megismert biologiai korlatok alapjan a 2. fejezetben
megismert matematikai eszk6zok segitségével felallitottunk egy modellt a Pappenheimer
1980-as konyvfejezetében megemlitett romaniai esettanulmany megmagyarazasahoz. Els6
lépésben a 3. fejezetben tisztadztuk, hogy egyetlen ember esetén a toxintermeld és a toxint
nem termeld baktériumoknak milyen egyensulya lehet. Erre azért volt sziikség, mert ezen
rendszer dinamikdja €s az egyensulyi helyzetek stabilitasi tulajdonsaga indokolja a popula-
ci6 szintli modelliinkben az osztalyok kozotti valtasokat.

A 4. fejezet populacios modelljéhez az egyed szintli modell legszigorubb esetét valasz-
tottuk, amelyben a toxikogén mindig kiszoritja a toxint nem termeld torzset. Ez alapjan
tettiik fel lehetségesnek az IU — IT és a VU — VT osztalyvaltasokat, de elvetettiik a
forditott irdnya atmeneteket, majd ezek alapjan konstrualtuk meg a differencidlegyenleteket.

Az 5. fejezetben meghataroztuk a diftériara jellemz6 alap (vakcinalas nélkiili eset) és
kontroll (oltds mellett fellépd) reprodukcids szamokat. Megmutattuk, hogy megfeleld
vakcinalasi stratégiaval a kontroll reprodukcids szdm egy ald csokkenthetd és a betegség-
mentes egyensuly stabil lesz, azaz a betegség nem tud elterjedni. Végiil egzakt dsszefliggést
adtunk a kontroll alatti vakcinaci6 hatdsossagara €s a nydjimmunitas kialakulasanak
feltételére.

Végiil a 6. fejezetben Pappenheimer cikke alapjan kovetkeztettiink a modell lehet-
séges paramétereire €s megmutattuk, hogy a modell a valdés paraméterek segitségével
alkalmas arra, hogy az irodalomban fellelheté paraméter értékek alapjan reprodukdlja a
romaniai esetet. Egyuttal az el6z6 fejezetben felallitott tételiink segitségével megmutattuk,
hogy bar a toxoid tipust oltas valoban nem véd a baktériumtol, mégis kialakithat nyajimmu-
nitast a két torzs kozotti kompeticio révén.

A modell egyrészt eléggé komplex, amint azt a valtozatos kvalitativ viselkedéseket
bemutat6é numerikus szimulaciok is igazoljak. Masrészt, mint minden modell, erésen leegysz-
eriisitett, hiszen nincsen informacionk a A fagfertdzés ratajarol és forrasarol, ezért a kon-
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verzi6 folyamatat baktériumok kozotti kozvetlen fertézéssel modelleztiik. Masrészt az
immunitas kialakuldsdnak és eltiinésének pontos folyamatatdl is eltekintettiink. A modell
nagyon j6l szimuldlta a romaniai jarvanygorbét, mas tulajdonsagokat viszont nem tudott
megragadni (példdul a toxikogén €s nem toxikogén torzsek aranydnak megvaltozasat a
vakcinalasi program ideje alatt). Tekintve a modell matematikai érdekességét és gyakorlati
jelentdségénék, a jovoben tovabbi kutatasokat terveziink.
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9.

1. szamu fuggelék

Témavezetomtdl azt a feladatot kaptam, hogy tarjam fel a jelenség hatterében
mikodé matematikai torvényszeriiségeket. A munkat Onalldan végeztem témavezetOm
szakmai iranyitasa alatt a rendelkezésemre 4all6 (€s az irodalomjegyzékben feltiintetett)
tudomanyos folyoiratokra és tankonyvekre tamaszkodva.

A dolgozat jelentoségeérol

Jelen dolgozat segitségével egy, az epidemiologiai gyakortlatban kész tényként kezelt
jelenségre adtunk egzakt leirast. Bar hosszu idok 6ta nyilvanvalonak szamitott, hogy még a
toxoid vakcinacid hatasara is kialakulhat ny4jimmunitas, a jelenség magyardzatahoz eddig
csak kvalitativ, biologiai jellegli magyarazatok alltak rendelkezésre. Tudjuk, hogy a szem-
Iélet és az intuicido gyakran segitségiinkre van, a matematikai formalizmus altal generalt
precizitast és egzaktsagot azonban soha sem heyettesiti.

Most matematikai modszerek segitségével sikeriilt belatnunk, hogy az eddig csak
“munkahipotézisnek™ nevezhetd nyajimmunitds megjelenhet a populacioban toxoid tipusu
immunizaci6 esetén. Arra vald tekintettel, hogy a jarvany terjedésére jellemzd kontroll
reprodukcios szam “kiilonds modon” viselkedik (ahogy azt az 5.3. fejezetben részletesen
bemutattuk) bizonyos koriilmények kozott (akar egy esetleges jarvany kapujaban) hasznos
lehet ezen tények ismerete, mert egyrészt idot, masrészt eréforrast takarithatunk meg az
ebbdl nyert informacidval és igy az oltasi protokoll optimalizacidjaval.



Kialakithat-e nyajimmunitdst egy toxoid tipusu véddoltas?

36

10. 2. szamu fuggelék

A dolgozat korabbi szakdolgozatommal semmilyen egyezést nem mutat még a
témavalasztasaban sem, a szakdolgozatomat pedig mas témaban tervezem megirni.



