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1 Eloszo

Mai modern vilagunkban megengedhetetlennek tartom, hogy a kiilonféle lehetdségeket
nytjtd témakoroket figyelmen kiviil hagyhassuk a matematika kiilonbozd teriiletein. Ugy
gondolom, hogy egy pedagogusnak nyitottnak kell lenni az ilyen fajta tanitasra, még akkor is,
ha az iskola keretei nem engedhetik meg ilyen mélységekben a tanitast. Ugyanakkor
fontosnak tartom, hogy a diakok tobbféle képet is lassanak egy matematikai problémardl, nem
szabad elfelejteni azt, hogy ami szamunkra konnyii, az lehetséges, hogy masoknak sokkal

nehezebben fog menni. Ennek tudataban igyekszem tanitani is.

A munkam altal rovid attekintést szeretnék adni a koordinatarendszer nyujtotta
lehetdségekrdl, a dolgozat kerete nem teszi lehetdvé szamomra a téma teljes kibontasat és
koriiljarasat. Nem is ez volt a célom, hiszen rengeteg kivald szerzd tollabdl sziiletett mar

szakirodalom e téméban, melyek az érdekl8dék rendelkezésére allnak.*
Munkam célja egy Geometriai probléma megoldésa a koordinatarendszer segitségével.

Ezzel a megoldassal a gyakorlat szempontjabol egyarant fontos ismeretekre tehetiink szert,
hiszen az eredmények az egyes problémdk érdekes részleteire vildgithatnak rd, masrészt

lehetové tehetik a tanulok mas szempontbol valo vizsgalodasat az egyes feladatokban.

A geometriai feladatok ma is az egyik legfontosabb és talan legnehezebb része a
matematikaoktatdsnak, széles korben eldkeriild feladat tipusok egyike a vilagon. Sajnos igen

sok tanulo kiiszkodik ezen feladatok megoldasaval.

Ko6zépiskolas éveim ota az az elképzelésem, hogy matematika-tanitassal szeretnék foglalkozni
¢letem soran, valamint leendé matematika és biologia szakos tanarként mondhatom, hogy a
matematika mindig is érdekelt. Az analitikus geometria témakor volt az egyik legkedvesebb
szamomra a kozépiskolas matematika tanitasaban. Ugy vélem, az ebben a témakdorben

megfogalmazott kérdéskor lehet a legalkalmasabb dolgozatom téméjaul.

Sajnos, az utobbi évtizedben a koordinatageometria oktatasa lesziikiilt olyan feladattipusokra,
amelyek elére adjak a koordinatarendszer hasznalatat, mint példaul adva van az egyenes

egyenlete vagy pont koordinatdja. E dolgozat célja, hogy a kiilonbozé feladatokban
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segédeszkozként hasznaljuk a koordinatarendszereket, esetenként olyan problémak soran,

melyek els6 elolvasas utdn nem feltétlen a koordinatageometriai megoldasa jut esziinkbe.
EINSTEIN egyik mondata a tanulas egyik leglényegesebb Osszetevdjét hangsilyozza:
... meglehetdsen érdeklddo vagyok™.

Nekiink, akik eredményesen szeretnénk tanitani, komoly odafigyelést kell forditanunk erre a
tényezore. Feladatunk az, hogy gazdagabb oktatdsi-tanulasi lehetdségeket biztositsunk a

modern tarsadalom igényeinek megfelelden gyermekeink szamara.

Emiatt dolgozatomat kedvformalonak szdnom minden olvasdnak, szaktarsaimnak, akik
érdeklddnek e téma irant, de kevés idejiik van belemélyedni. Szeretném sziikebb kdrnyezetem
figyelmét felkelteni a tehetséggondozas és versenyzés témakorén belill a pedagogiai

lehetdségekre.

Nem szeretném azt a latszatot kelteni, hogy a ,,hagyomanyos” modon torténd oktatast
nem tartom fontosnak, vagy éppenséggel hatékonynak. Sokkal inkabb az a véleményem, hogy

a tobb moddszer egyiittes, egy idoben torténd alkalmazasaval érhetd el a maximalis eredmény.



2 Bevezetés

A magyar kozépiskoldkban az 1850-es évek Ota Onallé anyagrészként szerepel az
analitikus geometria. A reformmozgalom sz6sz0l6i mar az 1900-as évek elején felhivtak a
figyelmet ennek az anyagrésznek a fontossagara a matematika-oktatdson és a fizikaoktatason
— iddbeli sebesség valtozas abrazoldsa - beliil, mind a fiiggvényabrazolasban, mind pedig a

geometria problémak targyalasaban.

Dolgozatomban csak a sik analitikus geometriajaval foglalkozom. Megismerkediink a
kiilonb6z6 tipusu koordinatarendszerekkel, s az altaluk nyujtotta lehetdségekkel. Roviden
bemutatom az analitikus geometria kialakulasat és jelenlegi helyzetét a kozoktatasban.
Figyelembe veszem az elemi geometria modszereit a feladat megoldasokban, hiszen e

modszerek ismerete nélkiil alkalmazhatatlan a koordinatarendszer a megoldasok soran.

A megoldott feladatokat csoportokba sorolom, az elsé csoportban lesznek azok a feladatok,
melyek derékszogli - Descartes - koordinatarendszer segitségével oldhatok meg a
legkonnyebben. A masodik csoportban alkalmazom a ferdeszogii koordinatarendszer altal
nyujtott lehetdségeket a problémakban. Végiil a harmadik csoportban mértani helyes

feladatokat gytijtottem.

Elismerem, hogy a példakat, amelyeket gyiijtottem mas eljarasokkal, s6t néha szebben
is meglehet oldani, de a célom az volt, hogy megmutassam a koordinatarendszerek nyujtotta

lehetdségeket, amelyek felett egy pedagdgus nem hunyhat szemet.



3 Geometriai transzformaciok

Ebben a fejezetben azt vizsgalom meg, hogy melyek a tanuldknak azok a legfontosabb

ismereteik a geometriaban, amelyek az analitikus geometria tanitasat elokészitik.

A geometriai transzformaciok olyan figgvények - egyértelmii hozzarendelések - amelyek
ponthoz pontot rendelnek hozzd, azaz értelmezési tartoméanyuk is és értékkészletiik is
ponthalmaz.?

,Egy geometriai transzformacionak a fixpontja az a pont, amelynek a képe onmaga. Fix
egyenes - tengely - az olyan egyenes, amelynek minden pontjanak a képe 6nmaga. Ha egy
egyenes képe Onmaga, de nem minden pontja fixpont, akkor azt invaridns egyenesnek
nevezziik.™ Azt a geometriai transzformaciot, amely a sik — vagy tér — minden pontjdhoz
6nmagat rendeli hozza, identikus transzformdcionak, vagy roviden identitdsnak nevezzik.* A
centrum egy fix pont, amelyre az illeszkedd egyenesek invaridns egyenesek.

,»Egy geometriai transzformdcidra azt mondjuk, hogy:

> Szimmetrikus, ha a egy Q pont képe Q' és Q' képe Q.

» Tavolsagtarto, ha barmely QP szakasz képe vele azonos hosszisagiu Q'P’ szakasz.

» Aranytartd, ha barmely két szakasz hosszdnak aranya egyenld a képszakaszok
hosszéanak aranyaval.

» Szogtartd, ha barmely szog képe vele azonos nagysagu szog.

» Iranyitastart6, ha barmely sikidom és a képének a kdriiljarasa azonos.

» Iranyitasvalto, ha barmely sikidom és a képének a koriiljarasa ellentétes.

Ha egy geometriai transzformacio tavolsagtartd, akkor egybevagosagi transzformacionak
nevezziikk. Minden sikbeli egybevagosagi transzformacid eldallithatd legfeljebb harom
tengelyes tiikrozés egymds utdni alkalmazdsdval. Minden térbeli egybevagosagi
transzformacio eldallithato legfeljebb négy sikra valo tiikkrozés egymas utani alkalmazasaval.

Ha egy geometriai transzformacid aranytartd, akkor hasonlosdagi transzformacionak
nevezziikk. Minden hasonldsagi transzformécio eldallithatd egy kozéppontos hasonlosag és
egy egybevagosagi transzformdacié egymads utdni alkalmazasaval. Két alakzat egybevago, ha
van olyan egybevagosagi transzformdcio, amely egyiket a masikba viszi. Két alakzat hasonlo,
ha van olyan hasonlésdgi transzformdcid, amely egyiket a masikba viszi.”

%2 DR. KOSZTOLANYI JOZSEF: Sokszin{i matematika 9, Mozaik kiado, Szeged, 2011 (ISBN: 978 963 697 347 6)
® Forras: http://users.itk.ppke.hu/~adorjan/matematika/list.html (utolso letdltés: 2014.11.01)
* DR. KOSZTOLANYI JOZSEF: Sokszinti matematika 9, Mozaik kiado, Szeged, 2011 (ISBN: 978 963 697 347 6)
® Forras: http://users.itk.ppke.hu/~adorjan/matematika/list.html (utolso letdltés: 2014.11.01)
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4 Analitikus geometria

A koordinatageometria, a geometriai fogalmaknak algebrai fogalmakat feleltet meg, vagyis a

sikbeli — vagy térbeli — geometriai alakzatokhoz mennyiséget rendel.

Példaul, a sik geometridban egy pontnak az x, y koordinatarendszerben egy szampar felel meg
— P(x;y). Az egyenesnek egy elséfoku (linearis) egyenlet, a kornek, ellipszisnek,

parabolanak, hiperbolanak kétvaltoz6s masodfoku egyenlet felel meg.

Azaz a koordinatageometria a matematika azon aga, mely algebrai tton, egy koordinata-
rendszerben vizsgalja a sikbeli — vagy térbeli elemek egymdshoz viszonyitott kdlcsonds

helyzetét.

Ez a tudomanyag Descartes (René Descartes  (1596-1650)°-féle  derékszogi  sik
koordinatarendszer) és Leonard Euler (1707-1783)" matematikusok nevéhez fiizdik, akik

sokat tettek az analitikus geometria fejlodéséért.

A matematikai analizis alapjaul szolgalt a XVII. szazad innovacidja, a mozgas
matematikdjanak megsziiletése. Nem Descartes jelenti a kezdetet, hanem Apolloniosz, habar 6
nem vezette be a koordinatarendszer fogalmat, de valojdban  ferdeszogl
koordinatarendszerben dolgozott. A derékszogii koordinatarendszert els6ként Oresme (1320-
1382)° alkalmazza az id6beli sebességvaltozas abrazolasakor, ennél nem fejlettebb a mai

Descartes nevével osszekapcsolodott koordinatarendszer. Mégis ezt a fogalmat nem véletlen

® René Descartes

Francia filozofus, matematikus, természettudos

Forras: http://tudosnaptar.kfki.hu/historia/egyen.php?namenev=descartes (utolsé letdltés: 2014.09.09)
" Leonard Euler

Svajci matematikus és fizikus

Forras: http://tudosnaptar.kfki.hu/historia/egyen.php?namenev=euler (utolsoé letdltés: 2014.09.09)

® Nicolas Oresme

Francia természettudos, matematikus, fizikus, csillagész, filozofus, lisieux piispoke.

Forras: http://tudosnaptar.kfki.hu/historia/egyen.php?namenev=oresme (utolso letdltés: 2014.09.09)


http://hu.wikipedia.org/wiki/Ren%C3%A9_Descartes
http://hu.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler
http://hu.wikipedia.org/wiki/Leonhard_Euler

azonositjuk a nevével, hiszen 6 volt az, aki az algebrai és a geometriai modszereket

egylittesen hasznalta.

Onalld témakorként az analitikus geometria a kozépiskola tizenegyedik osztalyanak
tananyagaként keriilt be. Az ezt megeldz0 tanévekben a koordinatageometria
segédeszkozeivel ismerkednek meg a didkok. Alkalmazzak a derékszogl koordinatarendszert,
megismerik a vektorokat. Egyértelmiivé valik szamukra a vektorfogalom, megismerkednek a
vektorok Osszegével, kiilonbségével, szdmmal valo szorzasaval és az dsszetevokre bontasaval.
Ilyenkor a tanitasban az ismeretszerzés az elsédleges cél. A vektorkoordinatakat tizenegyedik

osztalyban ismertetjiik, és ezzel elokészitjlik azok analitikus geometridban val6 alkalmazasat.

Dolgozatomban derékszogli /Descartes-féle/ - ¢és ferdeszogli - koordinatarendszerrel
dolgozom, de bemutatom a kiilonb6zé tipust koordinatarendszereket, hogy mely

feladattipusoknal érdemes hasznalni.
4.1 Koordinatarendszerek

Sikon szamparokkal jellemeziik a pontok helyzetét, melyeket pontkoordinataknak neveziink.
A koordinatarendszer tipusa hatarozza meg, hogy milyen koordinatdkkal adjuk meg a pontok

helyét.
4.2 Derékszogi - Descartes - koordinatarendszer

A sikon rogzitjik az O kezdépontot - origd -, e sikon barmely Q pontnak a helyzetét

egyértelmiien megadhatjuk az 00 oy
helyvektorral - jelolés az 1. abra szerint -. A

vektorokat koordinataikkal adjuk meg. Ehhez

vesziink a sikon két egymasra merdleges

vektort, ezek az iés a j egységvektorok. A
k6zos kezdépont — origd — koriili +90°-0s
yi
elforgatas at viszi [ -t aj—be. Az i és j

egyenesét nevezzikk koordinatatengelyeknek, [

melyek iranya megegyezik a vektorok o

s s , . , , 0:[0, 0)
iranyaval. Az abszcissza vagy mdas néven x

Y

tengely az i egyenese, az ordinata vagy mas xi

néven tengely a j egyenese. A
Y 9ely ]— 9y 1. abra: Derékszogii - Descartes - koordinatarendszer



koordinatarendszer tengelyein az egységet az egységvektorok hosszaval adjuk meg. A két

tengely az egységgel egy koordinatarendszert alkot. A Q pont derékszogii koordinatai alatt az
00 helyvektor koordinatait értjiik (1. 4bra). A Q pont koordinatdi x és y, ha, az 0Q
helyvektor. w = xi + yj, ahol az i és j a koordinatarendszer egységvektorai. A Q pontot

Q (x; y)-nal jeloljiik, zardjelben a koordinatait tiintetjiik fel.
4.3 Polarkoordinatak

A sikban elhelyezkedd pontoknak a helyét értelmezhetjiik egy iranyitott szdggel és egy
tavolsaggal - jelolés a 2. dbra szerint -. A siknak egy tetszéleges O pontjabol - origd - huzunk

egy félegyenest, ennek az irdnyat kezddiranynak nevezziik. Ebben a sikban egy tetszéleges Q

pontjanak helyzetét megadhatjuk az |0—Q)| = r tavolsaggal és a @ irdnyitott szoggel. Az r és ¢

a Q pont polarkoordinatai.

Vegyiink egy olyan  derékszogl v A
koordinatarendszert, ahol az origd Q: ()
megegyezik a polar koordinatarendszer O
kezdépontjaval, az x tengely iranya pedig
a kezddirannyal. Az aldbbi Gsszefiiggések
megadjak a Q pont polarkoordinatait, ahol

az w iranyszoge a .

X = rcosQ,
: /]
@ o L

y = rsing.

>

2. abra: Polar koordinatarendszer



4.4 Ferdeszogu koordinatarendszer

Tulajdonképpen a derékszogi
koordinatarendszer specialis
ferdeszogli koordinatarendszer.
Most tekintsik a sikon az
egymasra nem merdleges e; és

e, vektorokat, ahol e; ¥ e,. Az

ezekre épitett
koordinatarendszert
ferdeszoglinek — affin

rendszernek — nevezzik. Az
elébb emlitett vektorok sikjaban

van a rogzitett O pont - jelolés a

3. abra: Ferdeszogii koordinatarendszer

3. dbra szerint -. A siknak a Q pontjahoz huzott O—Q) helyvektor egyértelmiien felirhat6 a

kovetkez6 alakban:

—

00 = xe; +ye,

az ey, e, vektorokra vonatkozéan. Az (x;y) rendezett szampart a Q pont ferdeszogl

koordinatainak nevezziik (3. abra). Vegylink a sikon harom nem egy egyenesre illeszkedd

pontot, ekkor e harom pont meghataroz egy ferdeszogii koordinatarendszert. Egyes geometriai

problémak targyalasanal elényosebb a derékszogii koordinatarendszer helyett a ferdeszogi

koordinatarendszert valasztani, amely soran a vizsgalt sikidomnak a két oldalanak a hosszat

valasztjuk meg egységként, ezzel jelentésen megkonnyithetd a szamolas. A 9. fejezetben a

példak soran alkalmazom, példaul lasd 3. feladat.




4.5 Affin sik

Ebben a fejezetben a sikbeli affin koordinatdikkal foglalkozom. Az alap sik marad az
euklideszi.

A Q(x; y) jelentse azt a pontot, amely az 0(0; 0) kezdSpontbol az e, ¢s e, egysegvektorokkal

valo eltolas hatarozz meg - jelolés a 4. abra szerint -.

4. abra: Affin koordinatarendszer

Ekkor a sik pontjai a rendezett szamparokkal kolcsondsen egyértelmii leképezést eredményez.
Amennyiben az x és az y egészek az (x;y) pontok kétdimenzios rdacsot alkotnak (4. abra). A
tobbi pont a racspontok ,,k6zott” helyezkedik el.

Az affin koordinatarendszerben is az egyenes egyenlete lineéris els6foku egyenlet. Az e; €s
e, vektorokkal vald eltolas a kezddpontot azokba az (eia;e,b) pontokba viszi, melyek

mértani helye az ax + by = 0 egyenes. Ennek folyamén az egyenes egyenletét felirhatjuk
iranyvektoros alakban.

A nyujtas specialis affinitas; affinitasnak nevezzik a teljes sikot 6nmagara, vagy masik sikra
leképezd egyenestartd és osztdviszonytartd transzformacidkat. Ennek kovetkeztében az
affinitds a parhuzamos egyeneseket parhuzamos egyenesekbe viszi 4t. A parhuzamos
egyenesek mentén megmarad a tavolsagok ardnya. Ezt nevezziik dilatacionak. Az affinitds
megadhaté harom nem kollinearis ponttal és annak képével.
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4.6 Projektiv sik

Vegyiink egy projektiv  siknak A,
tetszOleges Aq,A,, A3, E  pontjait -
jelolés az 5. dbra szerint -, ugy hogy a
négy pontbol nincs harom egy
egyenesen. Esetiinkben a projektiv
sik az idealis elemekkel bdvitett
euklideszi sik. A projektiv
koordinatarendszer alappontjai az
Ay, Ay, As pontok, E pedig az egység
pont. Legyen Q@ a siknak egy

tetszoleges pontja, melynek

koordinatain  olyan  (xq;x3; x3)

homogén szamharmast értiink, amely
5. abra: Projektiv koordinatarendszer

felirhato a kovetkez6 alakban (5.
abra):

2L = (A;AcE Q) ahol i3kl =1;3¢ési#k# 1+

Xk
A projektiv koordinatakat a kettésviszony fogalmanak® felhasznalasaval értelmezziik.

Derékszogll koordinatarendszert6l fiiggd értelmezés is adhatd a kovetkezoképpen (jelolések a

korabbiak szerint):

A fenti négy pontnak megadjuk a deréksz6gli homogén koordinatajat. Az A;, A,, A3 pontokat

meghataroz6 a;; a,; az vektorokat fixaljuk, a kovetkezd modon:
a,t+a,+az=e

Ahol e az E-t meghatarozé vektor. A Q-t meghatarozd vektor a q(qq;qz;q3), mely

eldallithato az aq; a,; az vektorok egy linearis kombinacidjaval:

Pq =101+ X,85 + X303

® A KETTOSVISZONY egy egyenes (pontsor) négy pontjara illetve egy sugarsor négy elemének kolcsonds
elhelyezkedésére jellemzd viszonyszam.

forras: http://hu.wikipedia.org/wiki/Kett%C5%91sviszony (utolsé letoltés: 2014.10.30)
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Egy adott nem elfajul6 méasodrendii gérbén (kor, ellipszis, hiperbola) felvesziink harom pontot
{A;; A, E}. Tovabba A, és A, pontokba az érint6ket, ezek metszés pontja az A5 pont. Az
{ A, A,, A3 E} projektiv koordinatarendszerben minden nem elfajuld gorbe egyenlete

x1%, — x2 = 0 alakban adhat6 meg.'

Az { A, A, As; E} projektiv rendszerben az (xq;x,;X3) szdmharmast a Q pont projektiv

koordinatajanak nevezziik.

1 forras: HORVAY KATALIN — RIEMAN ISTVAN: Projektiv geometria - Kézirat ELTE TTK
Tankonyvkiad6 1983
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5 Koordinatarendszerek alkalmazasa

A koordinatarendszerek alkalmazasanak két alapveté modjat kiilonboztetjilk meg:

1. Maga a feladat adottnak tekinti a koordinatarendszer alkalmazasat, és egyértelmiien
megadja az alakzat egyenletét ¢és tulajdonsagait. A mai koordinata geometria oktatasa
lesziikiilt erre a modszere a hazai kozépiskolakban. Ilyen feladat példaul egy
kétvaltozos masodfoku egyenlet altal meghatarozott alakzat analizalasa.

2. Adott egy alakzat és ehhez hivjuk segitségiil a legcélszeriibb koordinatarendszert.
Igyeksziink a koordinatarendszert ugy elhelyezni, hogy az alakzat egyenlete a lehetd
legegyszeriibb modon legyen meghatarozhatd. A kozépiskolai oktatasban erre jelenleg
nincsen lehetdség, hiszen a szigorti 6raszdmok mellet, nincsen id6 arra, hogy a
tanuloknak ilyen tipusu feladatokat mutassunk. A tovabbiakban, a dolgozatomban jo
magam erre a modszerre fektetem a hangsulyt.

Egy feladat megoldasadban hatdsa van annak, hogy milyen tipusu koordinatarendszert
valasztunk, igy egy adott feladatott egyszeriisithetlink, vagy éppen tulbonyolithatjuk.
A geometria feladatok hatarozzak meg, hogy milyen tipusi koordinatarendszert
valasztunk.

Azon fajta feladatok, amelyekben derékszogii sikidomok szerepelnek célszerli
derékszogli rendszert hasznalni, mig altalanos helyzetii alakzatok esetén, a ferdeszogii

koordinatarendszer alkalmazasa a leghatékonyabb.
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6 Derékszogii koordinatarendszer eszkozei

Ebben a fejezetben ismertetem a - kozépiskolabol jol ismert - derékszogi
koordinatarendszerben alkalmazott képleteket. Egy éabra segitségével Osszefoglalom egy
tablazatban, melyeket majd a késobbi fejezetekben alkalmazok a feladatok megoldasa soran.
Béarmely képlet levezetése megtalalhatd a Sokszinii matematika 11. évfolyamnak sz6lo

tankt')nyvbenll. Jelolések az abra szerint.

f. Ax+By=C
A Q:(ay:a,)

N: (A; B)

By
/ 0: Ax+B,y=D
6. abra: Derékszogii - Descartes - koordinatarendszer eszkozei
Derékszogii koordinatarendszer eszkozei — jelolés a 6. abra szerint.
Két pont tavolsaga, szakasz hossza: PQ(q1 — P15 92 — P2) =
Q(q1; q2) ¢s P(p1; p2) pontokkal PG| = (@1 — p)% + (42 — P2)%.

F2 (P1+Q1 . pz"“lz).

Q(qg4; q2) és P(py; p2) pontok felezOpontja: amt i

1 DR. KOSZTOLANYI JOZSEF: Sokszin{i matematika 11 Mozaik kiadé Szeged 2011 (ISBN: 978 963 697 414 5)
14



Q(q1; q2) és P(pq; p2) pontok harmadol6 pontjai -
H; a P-hez kozelebbi:

2p1+q1 2p2 + q;
Hl 3 ) 3 )

p1+ 2491 p; +2q;
H, 3 ; 3 .

Q(q1; q2) és P(pq1; p2) pontok altal meghatarozott

m:n aranyu osztopontja:

M<np1+m‘h_ np; +mQZ>
m+n m+n /J

Az ABCA sulypontjanak koordinatai:

(a1+q1+p1 a; +q; +P2)
S 3 ; 3 .

Egy egyenest egyértelmiien meghataroz:

1. egy pontja Q(qi;q,) és az iranyvektora
U(vy; v7)

2. egy pontjaQ(qq;q2) ¢és a normalvektora
n(A4; B)

3. egy pontja T(ty;t,) és (ha 1étezik) az
iranytangens m = tgf3

4. ket pontja Q(q1; q2) € P(p1; p2)

Egyenes egyenlete:

v,(x —q1) =i (y — q2),

Ax + By = Aq, + Bq,,

y=mx—t) +t

Oy —p2)(q1 — p1) = (x — p1) (G2 — P2)-

U(vy; v,) 1(A; B) merblegesége:

A koordinata tengelyekkel parhuzamos egyenesek
esetén ax + by + ¢ = 0 esetén nem lehet egyszerre
a és b is 0. A két egyenes egyenlete felirhato:
ax+byy+c, =0 €s ax+byy+c, =0
alakban. A két egyenes merdleges egymasra, ha

teljesiil a a;a, + b;b, = 0 egyenldség.

(%1 =B
és

Két egyenes metszés pontja:
f:Ax+By=C

g:A2x+Bzy - D

Ax+By=C
megoldasa M{Azx + B,y = D.

Kor egyenlete K (u; v) kozépponttal és r > 0
sugarral:

c:(x—uw?+ (y—-v)?=ri
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7 Ferdeszogii koordinatarendszer eszkozei

Ebben a rendszerben a két alapvektornak a hossza nem feltétleniil azonos. A vektorok
Osszeadasa, kivondsa, szammal vald szorzdsa ugyan ugy torténik, mint a derékszogl
koordinatarendszerben. Egy egyenesen elhelyezkedd vagy parhuzamos egyeneseken 1évo
tavolsdgok ardnyardl tudunk csak beszélni. Amennyiben péarhuzamos szakaszokhoz
hozzarendeliink egy vektort a megfeleld koordinatdk aranyanak abszolut értéke egyenld a
parhuzamos szakaszok aranyaval. Ferdeszogli koordinatarendszerben egy egyenes
megadasahoz sziikségiink van egy pontra és egy irdnyvektorra. Az egyenes egyenletének
felirasa ugyanugy torténik, mint a derékszdgii koordindtarendszerben, akar csak az osztopont

koordinatainak kiszdmitasara vonatkoz6 képlet.

A tovabbiakban azokat a sémakat mutatom meg, amelyek eltérdek a derékszogl és ferdeszogii

koordinatarendszerben.
7.1 Két pont tavolsaga, szakasz hossza

A tetszdleges Q(q1;q2) ¢és P(py;p,) koordinatdkkal adott pontok tavolsdgat a kovetkezd
képlet segitségével szamithatjuk ki - jelolés a 7. abra szerint -, ahol a és b egységvektorok, az

altaluk kozbe zart szog pedig o.

P:(py; Py)

0:(0;0)

|
>

7. abra: Két pont tavolsaga, szakasz hossza

FQT(ql — p1)a; (q; — p2)b] hosszanak kiszamitasabol kovetkezik, hogy:

|ﬁ| = \/(fh —p1)? + 2(q1 — p1)(qz — p2)cos X +(q; — p2)?

16



7.2 Két vektor merolegességi feltétele

Tekintsiik a kdvetkez6 ferdeszogli koordinatarendszer. Jelolés a 8. abra szerint:

O: (0,0

8. abra: Két vektor merdlegességi feltétele
A derékszogli koordinatak mintdjara értelmezziik a vektorok merdlegességét a skalaris

szorzattal:
|ﬁ| =|2 =1ése_1-2=cosoc:/1
V =Dpie1 T p2ey,
w = qie; T qzey,
v L w akkor, hav-w = 0, tehat:
(p1€1 + p2e2)(qre1 + q2€2) = 0,
P1G1 + P2qz + A(p142 + p2q1) = 0,

q1(p1 + Ap2) + q2(p2 + Ap1) =0,

G_ _Atp,
2 Apy +p1

Amennyiben az egyik vektor parhuzamos valamelyik tengellyel, a fenti szamitasi modszer

ugyan ugy érvényben marad:

Tekintsiik az x tengellyel parhuzamos A(a;c) és B(b;c) pontok altal meghatarozott f
egyenes egy z(b — a; 0) iranyvektorat.
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z 1w akkor, haz*w = 0, tehat:

(be; —ae;)(qreq + qze3) =0

bg, —aqq + bgzA —aqA =0

q1(b—a) = —QZ(A(b - a))

o _
qz

-1

Az y tengellyel parhuzamos egyenes esetén ugyan igy szadmolhato.

Amennyiben «= 90°, azaz 1 = 0 akkor megkapjuk a derékszogli koordinatarendszerben

hasznalt merdlegesség feltételét:

“__P

qz

7.3 Kor egyenlete

P(py: Po)

9. abra: Kor egyenlete

P1

A ferdeszogli koordinata rendszerben
kiss¢ modosul a kor egyenlet. Tekintsiik a
kornek K (u; v) kozéppontjat és r > 0
sugarat. A kornek az egyenletét felirhatjuk
a kovetkezd alakban - jelolés a 9. 4bra

szerint -.

Legyen |e_1| = |e_2| =1, ekkor K(u;v)

kozépponta és r sugard kornek az

egyenlete az a ferdeszogl
koordinatarendszerben a kovetkezd, amely

a 7.1 alapjan konnyen adodik:

(x—uw)?+ (y—v)?+2cosa (x —u)(y —v) =712
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8 Derékszogii koordinatarendszer alkalmazasa feladatokban

1) Az ABC haromszog AC és BC oldalaira kifelé rajzolunk négyzeteket. A C-hez
kozelebbi négyzetcsucsokat jeldljiikk D-vel €s E-vel. Bizonyitsuk be, hogy DE tavolsag

a haromszog egyik sulyvonalédnak a kétszerese ¢s merdleges ra.

Megoldas: Helyezziik a haromszogiinket egy derékszogii koordinatarendszerbe a kdvetkezo
mobdon (10. abra):

v‘

B(b, b,)
° 2

10. abra

All: DE mer6leges s, és 2s, = DE
Biz:
DE(by; —a —by)

—(by+a b 1
CF; (1T ,72) = E(bl + a; by)

Tehat, valoban |ﬁ| egyenlo az S, kétszeresével, €s merdlegesség is teljesiil.
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2) Egy 10 m hosszu, téglalap alaku tanterem mennyezetén két olyan lampat helyeztiink el,
amelyek kup alaka, 90°-os nyildsszogli fénynyalabot bocsatanak ki. Az egyik lampa a
mennyezet kozepén talalhato, és a padlon egy 6 m atmérdji kort vilagit meg. A masik
lampa burajat elforditottak ugy, hogy az éltala megvilagitott részen a terem hosszanti
iranyaban elfér egy 10 m-es szakasz, de a két szemkozti falra mar nem esik fény.

Milyen messze van a két lampa egymastol?

Megoldas: Helyezziik a téglalapunkat egy derékszogii koordinatarendszerbe a kovetkezd

modon (11. dbra).

D: (-5, 3) c=10Y F:(0,3) _Q:(x3) C:(53)
<

m=3 m=3

H: (-3,0) ‘ I:(3,0)

=

A (5,0) =0 B:(5.0)

11. abra

112

Az IHF haromszogre a Thalész-tételbdl™ kovetkezik, hogy a magassag 3 m.

Tekintsiik az EFQ derékszogli haromszoget. Hasznaljuk most az ABQ haromszogre a
Thalész-tételt amelybdl kovetkezik, hogy az EQ szakasz hossza 5 m. Ebbdl szamitsuk ki x

hianyzo6 koordinatat.
[EG| = /x> +9
x=4
FQ=(-4,0) = [FQ| = 4

Tehat a két lampa tavolsaga 4 m.

2 THALESZ - TETEL: Ha egy kor atmérdjének A és B végpontjat dsszekotjitk a koriv A-tol és B-t6l kiilonbozé
tetsz6leges C pontjaval, akkor az ABC haromszog C-nél 1év6 szoge derékszog lesz.

forras: http://hu.wikipedia.org/wiki/Thal%C3%A9sz-t%C3%A9tel (utolso letoltés: 2015.01. 07)
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http://hu.wikipedia.org/wiki/K%C3%B6r_(geometria)
http://hu.wikipedia.org/wiki/H%C3%A1romsz%C3%B6g
http://hu.wikipedia.org/wiki/Sz%C3%B6g
http://hu.wikipedia.org/wiki/Der%C3%A9ksz%C3%B6g

3) Egy egységnyi befogoji egyenldszaru derékszogii haromszoglemez valamennyi pontjat
kiszinezziik négy szin valamelyikével. Bizonyitsuk be, hogy barmely szinezés esetén

van két olyan azonos szinii pont, amelyek tavolsaga legalabb 2 — /2.
Megoldas:

Tegyiik fel, hogy barmely két azonos szinii pont tavolsaga kisebb, mint 2 — v/2. Helyezziik el

az abrankat egy derékszogi koordinatarendszerben - jelolés a 12. abra szerint.

G:(V2—1;2—-72)

F: (0; \"3— 1) ©

E:(V2-1;0)

12. abra

A befogokon felvesziink olyan E és F pontokat, hogy AE = EF = FB = 2 —+/2 legyen.
Mivel |AB| = V2, AF = BE > 1,az A B E F pontok kozotti tavolsagok mindegyike legalabb

2 — /2, ezért a feltevés szerint nem lehet kozottiik azonos szinii, ezért mind a négy szint
képviselik. A C pont A-t6l és B-t6l mért tavolsaga 1, ezért C nem lehet sem A-val, sem B-vel
azonos szind, tehat vagy E-vel, vagy pedig F-vel egyszinii. E és F szimmetrikus szerepe miatt

feltehetjiik, hogy C és F egyszinii.

Jeloljiik ki AB-n az E-vel azonos abszcisszaju G pontot. Mivel AB egyenlete x +y =1, G
koordinatai (v2 — 1; 2 —+/2). Eszrevehet, hogy GB = GE =2 —+/2 és GA > GE = 2 —
V2 ezért G az A, B, E pontok egyikével nem lehet azonos szinii. Végiil: G tavolsiga az
x tengelytél 2 —+/2, ezért CD > 2 —+/2, emiatt C és G kiilonboz6é szinti, de C és F

egyszintliek, ezért G ¢és F is kiilonboz6 szinliek. Ez azt jelenti, hogy G szine nem lehet azonos

az A, B, C, D pontok szinének egyikével sem, ami lehetetlen.
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4) Az ABCD négyzet AD oldalanak felezépontja F, az AB oldalanak B-hez kozelebbi
negyedeld pontja N. Milyen aranyban osztja az AFN hdromszog koré irt kore

az AC atlot?

Megoldas:

Helyezziikk el az ébrankat egy
derékszogli koordinatarendszerbe
- jelolés a 13. abra szerint -, ahol
A cstcs legyen az origdban,
B (0,8) pontban, ekkor a €(8,8),
e ¢s a D(0,8) pontokba esnek.

9 Ekkor tudjuk F koordinataja,
F(0,4), N koordinataja pedig az
> N (6,0) pontba esik.

AFNA koré irhatd korének O

A ° ® x| kozéppontja az FN felezépontja,

ami 0(3,2) a sugar hosszat pedig

13 dbra az OF hatarozza meg. OF (—3; 2),

vagyis a hossza v13.
Tehat az AC -t az x = y egyenletii egyenes hatarozza meg, a kor egyenlete pedig:
k:(x—3)2+(y—2)2=13
Az M metszéspontot megkapjuk az egyenletrendszer megoldasaval:
(x—3)2+(x—-2)2=13

x> —6x+9+4+x*—4x+4=13

2x2—10x =0
2x(x—=5)=0
x; =0
x, =5

Ebbél kovetkezik, hogy az M nyolcadold pontja az AC szakasznak, mivel AC szakasz 8
egységnyi hosszusagu.
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5) Egy derékszogii trapéz alaku tetdszerkezet parhuzamos oldalai 6m és 4m, a merdleges
szara 8m. A szerkezet merdleges szara vizszintes helyzetli. A szakérték szerint a nem
merdleges szar felez6pontjaban, e szarra merdleges legyen és a merdleges szarra
tamaszkodjon. Milyen hosszl e gerenda.

Megoldas:

Helyezziik el az dbrankat, egy derékszogii koordinatarendszerben a kdvetkezd képen — jelolés

a 14. abra szerint:

FT egyenes egyenlete:

CD(-41) =n
Hasznaljuk a
normalvektoros

C=64) egyenletet:
—4x +y=-11

Az «xtengellyel valo
metszés pontja adja, a T

pont koordinatait:

B=(8,0) X =—, y:O,

Mar csak FT szakasz

14. abra
hosszat kell kiszamolni:
11
F(4; 5) T(T; 0)
FT > 5) = |FT| 25 +25 425 5,154
R — = = B — = =~ .
( 4’ ) 16 16 ’

Tehat, a gerenda hossza koriilbeliil 5,154 m hosszu.
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6) Az ABCD a egységnyi oldalu négyzet mellé illesztettiink a 15. abran lathaté moédon a

BEFG b egységnyi oldalu négyzetet, majd a DG szakaszra megrajzoljuk a DGHK

négyzetet. Milyen hossz(i a KF szakasz?™

15. abra
Megoldas:

poat)| o i

16. abra

Helyezziik el az é4brankat, egy

derékszogii
koordinatarendszerben a
kovetkezOképpen - jelolés a 16.

abra szerint:

Ekkor, DG(a,—a — b)
= DK(a+ b,a)

A K pontba mutaté helyvektor:
OK =
OD +DK < K(a+b,2a+ b)

Mar csak KF hosszat kell

kiszamolni, azaz:

KF(=2b,—2a — b) = |KF| = y/4b? + 4a? + 4ab + b? = \/5b? + 4ab + 4a?

Tehat, KF hossza: V5b2 + 4ab + 4a2.

3 Ez a feladat a REPETA 4 kényv 2.3 feladatanak az altalanositésa.
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7) Az ABCD négyzet cstcsai pozitiv koriljarasi iranytak. A négyzet belsejében
felvettiink egy tetszéleges P -t. P -t A koriili +90° -os elforgatottja E, B pont koriili
—90° -os elforgatotja F. Bizonyitsa be, hogy EF egyenes felezi a négyzet teriiletét.

Megoldas:

Az e egyenes akkor és csak akkor felezi a négyzet terliletét, ha athalad a négyzet

kozéppontjan, ez a kozéppontos szimmetria miatt adodik.

Helyezziik el az abrankat egy derékszogli koordinatarendszerben a kdvetkezéképpen - jelolés

a 17. 4bra szerint:

A(0,0) B(2a,0) X

17. abra

Az EF pontokon atmend egyenes egyenlete:
(v —x) 2y, + 2a) = (x + y1)(2a — 2x,)
Helyettesitsiik be K-t:
(a—x1)(2y, +2a) = (a +y,)(2a — 2x,)
2ay, + 2a% — 2x,y, — 2ax; = 2a® — 2x,a + 2ay; — 2y,x,
azaz, illeszkedik K-ra.

Ezzel az allitast igazoltuk, vagyis tényleg a P belsO pont, ¢s EP felezi a négyzet teriiletét.
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9 Ferdeszogii koordinatarendszer alkalmazasa feladatokban

1) Az ABC haromszogben a C csticsnal 120°-0s szog van. D az AB oldal egy pontja.

Mutassuk meg, hogy ha CD szbgfelez6, akkor

1_1+1
CD AC BC

Megoldas:

=y

18. abra
BC'(0,—b) = BC* = b?
AB-n 4tmend egyenes egyenlete:
ab = bx + ay.
CD-n atmend egyenes egyenlete:
y=x

E két egyenes metszéspontja kiadja D pontnak a koordinatait:

y=x

{ ab = bx + ay,
ab = bx + ax
ab = x(b + a).

26

-00-a)=kx-a)b-

Tekintsiik a kovetkezd
abrat - egy ferdeszogl
koordinata rendszerben
- jelolés a 18. abra

szerint:

s =Jea| = 1

AC (—a,0)

= AC? = a?

_ 1
el'ez—_z

0),



ab

b+a)
ab _
(b+a) Y
D( ab _ ab )
(b+a) (b+a)
__./ ab ab a’b? a’b? a’b?
(b+a) (b+a) (b+a)> (bh+a)? (b+a)?
Al: — =t
cD AC BC
D = ab
T a+b

Ezzel az allitast igazoltuk.*

14 . , . s I e s
Megjegyzés: Ez a feladat, terliletszamitas segitségével egyszeriisodik:

absin120° _ ab\3

Tapca =

2 4
afsin60°  afv3
Tacpa = 2 = 4
bfsin60° bf\3
Tacon = 2 = 4
ab = af + bf /:abf
1 1 N 1
f b a

Ami éppen az igazoland¢ allitasunk volt.
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2) Egy y-ban hegyesszogli haromszog két oldala a =8 és b = 12. Az ezekhez az
oldalakhoz tartoz6 magassagok 135°-o0s szoget zarnak be egymadssal. Szamitsa ki e
magassagok talppontjainak tavolsagat!

Megoldas:

Helyezziik el az abrankat egy ferdeszogli koordinata rendszerben, ahol a y cstcsa lesz az

origd. Jelolés a 19. abra szerint:

C=(0,0) D(d,0)

19. abra

Mivel a CDME négyszog hurnégyszog, ezért y = 45°.
CDB haromszog egyenlOdszart derékszogl haromszog, mivel a hegyesszdgei egyenlok.
Ebbdl kovetkezik, hogy CD = DB.

CD(d,0) = |CD| = d?

. 1
DB(—d,12) = |DB| =d? —2-—-12-d + 144.
V2

Vagyis:

2 _ i . — 2
d 2 Vi 12-d + 144 = d-,

—24d = —144/2,
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d = 6V2.

CAE haromszog egyenldszari derékszogli haromszog, mivel a hegyesszogei egyenlok.

Ebbdl kovetkezik, hogy: CE=AE

CE(0,e) = |CE| = e2

- 1
AE(=8,e) > |AE|? =64 —2-—-8-e + €2
V2

Vagyis:

1
64 —2-—-8-e+e? =¢e?

V2
—16e = —64+/2,
e = 4\/5.

Mar csak, E (0, 4v2) és D (62, 0) pontok tavolsagat kell kiszamolnunk:
. 96
DE(—6V2,4V2) = |DE|> =72 — oA 32

IDE|? = 104 — 482

|DE| = /104—48x/_z6,01

Tehat, a merdleges talppontok tavolsaga koriilbeliil 6,01 egység.
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3) Mutassa meg, hogy egy konvex négyszog szemkozti felezOpontjait Osszekotd

szakaszok felezik egymast.
Megoldas:

Helyezziik el az abrankat egy ferdeszogli koordinata rendszerben, egységnek valasztom a

négyszog két oldalat - jelolés a 20. abra szerint:

E(d2; 1+y/2)

D(x; y)

G((1+x)/2; yi2)

F(0,5; 0)

20. abra
EF feleroontia x+1 14y
elezdpontja: ( 2 ' 4
S x+1 14y
GH felez6pontja: ( 4 P P

A két pont egybe esik, ezért az allitas igaz.
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4) Az O cstcspontiu 60°-0s szog egyik szara OA = p a masikon OA; = 2p. Az utdbbi
szaron OB = q, az els6 pedig OB, = 2q. Legyen C az A,B; szakasz felezOpontja.

Bizonyitsuk be, hogy p és g megfelel6 valasztasa esetén az ABC haromszog szabalyos.

Megoldas:

Helyezziik el az abrankat egy ferdeszogii koordinata rendszerben, egységnek valasztom az e;

és e, vektorokat - jelolés a 21. abra szerint. A szamolas a 7 fejezetben leirtak alapjan torténik.

y
m e

¢
S |

50°
/ Q:(0,0) '91

21. abra
All: ABCA szabalyos

Bizonyitas:
Legyen |e_1| = |e_2| =1, ekkorﬁ-e_2=%
AB(q; —p) = AB? = q* — qp + p*
BC(p—q; ) =BC*=®-q)*—qlp—q) +¢* = p* —pq + ¢*
CA(-p;p—q)=>CA2 =p*—plp—q) + (p — 9> =p* —pq + ¢*
Mivel teljesiil, hogy AB? = CA? = BC? ezért igaz, hogy az ABC haromszdg szabalyos.
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5) Bizonyitsuk be, hogy a haromszog sulyvonalaibol képzett haromszog sulyvonalai az

eredeti haromszog oldalainak a haromnegyedével egyenlok.

Megoldas:

Helyezziik el az abrankat egy
ferdeszogli  koordinata  rendszerben,
egységnek valasztom a haromszdg c és

b oldalat - jel6lés a 22. abra szerint.

A feladat bizonyitdsahoz elegendd a
megfeleld oldalak koordinatajat

kiszamolni, hiszen a koordinatakbol

latni lehet a hossz valtozasat.

AB (0;1); AC (1;0);  BC (L; —1) 2. ibra
ABC haromszog stulyvonalaibol képzett haromszog koordinatai:
Rl (1 —3) Fab (~3:1) Bl (55 —

C ] 2 B 2 ) A ( 2 ’ 2)
Ebbdl kiszamithato a sulyvonalak hosszabdl képzett haromszog felezépontjai:
Legyen m‘) felezépontja F; (%; i)
Legyen m felezépontja F, (i ; %)
Legyen &7 felezépontja F; (i ; i)

Az F, F,F;A oldalai:

FF( - 1) a1
—— = — PR
142 4'4 4 ( ) )
FF (0 1) —L o1
. = — .

243 ) 4 4 ( ) )
1 ~1

F3F; (_Z;O) = T (1;,0)

1
Mivel a haromszog oldalainak koordinatai —Z-de a sulyvonalaib6l képzett haromszog

stlyvonalainak, ezért a hosszuk Z-del lesz kisebb.
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6) Legyen az ABCA koré irt kor sugara r, a sulypontot a magassagponttal 0sszekotd
szakasz felezOpontja pedig F. Bizonyitsuk be, hogy
AF? + BF? + CF? = 3r?

Megoldas:

Helyezziik el az dbrankat egy ferdeszogili koordinatarendszerben - jelolés a 23. abra szerint.

23. abra
Egységnek valasztom az e; és e, vektorokat, ahol |e1| = |e2| = 1. Legyenek az A,B,C

csucsok koordinatai rendre (0; 0); (b; 0); (0; ¢). Ha egy P pont koordinatai (x; y), akkor a

P pont csucsoktol vett tavolsagainak négyzetdsszege:
t(P)=x*+y*+ (x—b)>+y*+x*>+ (y — ¢)?

Ez atirhat6:

((P) = 3<<x—§)2 + (y—%)2> +d

alakba, ahol d a P ponttdl fliggetlen konstans. Ez azt jelenti, hogy t(P) négyzetosszeg csak a
P pontnak az S stlyponttél mért tavolsagatol fiigg, mastol nem. Az Euler-egyenes
tulajdonsagai alapjan F is rajta van az Euler-egyenesen és F-nek az S-re vonatkoz6 tiikorképe

éppen az ABCA koriil irt korének O kdzéppontja.

Emiatt F és O azonos tavolsagra van S-tél, és igy t(F) = t(0) = 3r?
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7) Az ABC haromszog BC oldalan adott a P és a Q pont tgy, hogy
BP:PQ:QC =1:2:3

Az AC oldalt az R pont AR: RC = 1:2 aranyban osztja. A BR szakasz az AP szakaszt T, az
AQ szakaszt S pontban metszi. Az ABC haromszog teriilete t. Igazolja, hogy PQST négyszog

teriilete — ¢
24
Megoldas:

Helyezziik el az dbrénkat egy ferdeszogii koordinatarendszerben - jel6lés a 24. dbra szerint:

P: (5/6; 1/6)

//(Auloy B:(1;0) X

24. abra

Mivel az affinitds terillet aranytartd, ezért az abrank elhelyezésekor alkalmazhatok a

kovetkezok:

Egységnek vélasztom a haromszdg b és c oldalat. Mivel a Q pont a BC szakaszfelezd pontja,

ezért:
z2)
¢ 2'2)
A P pont a BQ szakasz P -hez kozelebbi harmadolo pontja, igy:
p (5 1)
6’6/

Az R pont ugyancsak harmadol6 pont, ezért



Az S és a T pont egyenesek metszéspontjaiként hatdrozhatok meg.

AQ egyenes egyenlete:
AP egyenes egyenlete:

BR egyenes egyenlete:
3y+x=1
Az S pont koordinatait az AQ, BR egyenesek metszéspontjaként hatarozzuk meg:

xX=y _ _1

AT pont koordinatait az AP, BR egyenesek metszéspontjaként hatdrozzuk meg:

{1=3y+x:’ —lésx—E
x =5y Y =3 8

Tehat a pontok koordinataja:

S(l 1) T 51
4’ 4)’ (8’8)
Tekintsiik a

tapo = tpost + tapp + taps — tasr

egyenldséget. Felhasznaljuk, hogy a felirt egyenldségben szerepld haromszogekben az AB

oldalhoz tartoz6 magassag rendre megegyezik a Q, T, P, S pontok ordinatajaval.

tpost = tapo + tapr — tapp — tas

12 3 4 6

“18 718 18 18
5 5

=2t

Mivel az ABCA tertilte t, ahol
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Amely pont az igazoland¢ allitas.

N =

8) Az ABC szabalyos haromszog koré irt korének egy pontja P. Mutassuk meg, hogy a

PA? + PB? + P(C? 6sszeg értéke allando, fiiggetlen P valasztasatol.

Megoldas:

Helyezziik el az abrankat egy ferdeszogii
koordinatarendszerben - jelolés a 25. abra

szerint.

Egységnek vélasztom a haromszog b és

¢ oldalanak harmadat.
Az ABCA koré irhatdé  korének
kozéppontja K(1;1) a kornek az

egyenlete®:

(x—=1)2?+4+ (y—1)2 + 2c0s60°(x — 1)(y — 1) = 1?,
x2—-2x+14+y?=-2y+1+xy—y—-x+1=r?

x2—=3x+y*—-3y+3+xy=ri

Szamitsuk ki AP? + BP? + CP? hosszat:

AP(x;y) = AP? = x% + xy + y2,

BP(x —3;y) = BP?2 =x2 — 6x + 9+ y% + xy — 3y,

CP(x;y—3)=>CP2=x%+xy—3x+y>—6y+09,

AP? 4+ BP? + CP* =3x* —9x + 3y — 9y + 18 + 3xy =
=3(x*—-3x+y? -3y +3+xy) +9=3r>+09.

Tehat, az AP? + BP? + CP? &sszeg valoban fiiggetlen P valasztasatol.

5 A szamolas a 7 fejezetben leirtak alapjan torténik.



10 Mértani hellyel kapcsolatos feladatok
1) Adott egy kor és egy pont a koron kiviil. Mi az adott pontbdl a kor keriiletének egyes
pontjaihoz huzott szakaszok kdzéppontjainak mértani helye?
Megoldas:

Helyezziik el az dbrankat egy derékszogii koordinatarendszerben - jel6lés a 26. dbra szerint:

v

P: (xy)
M: (my; m,) F

>

26. abra

Az orig6bol induld /m? + m2 sugart ¢ kor egyenlete:
c:x? +y%2 =m? + mi

Az M(my; m,) pont korbefutja a ¢ kort. Jeloljik OP felezépontjat O, a PM felezépontjat F-

vel.
Xy
01(5,5)
m,+x m, +
F( 1 : 2 }’)
2 2
Ekkor

——/my my, 1
OiF (B21:22) = 10,71 = 5 [m? +m3
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Tehat F pont mértani helye olyan kor, amelynek kozéppontja O,, sugara pedig az adott kor

sugaranak a fele.

2) Legyen adva két egymasra meréleges egyenes a és b és egy O pont. Az O pont koriil
rajzoljunk kort tetszés szerinti sugérral, de ugy, hogy mind a két egyenest messe. E
metszéspontokban emeljiink merdlegest az egyenesekre, €és keressiik meg ezek
metszéspontjait. Milyen vonalat irnak le a metszéspontok, ha a kor sugarat

valtoztatjuk?
Megoldas:

Helyezziik el az dbrankat egy derékszdgii koordinatarendszerben - jel6lés a 27. dbra szerint:

[ |

27. abra
A két egyenes egyenlete tehat, y =a és x = b. Tegyiikk fel, hogy b>a>0. Az O
kozéppontl kor egyenlete x + y? = r?, ahol r > b. Az egyenesek és a kor metszéspontjai

rendre P;, P,, P3, P,, melyek koordinatai:
P,( b; —Vr2 = b2); P,(NT%2 — a?,a); Ps(b; V12 — b2); P,(—Vr2 — a?; a).

A metszéspontokban emelt merdlegesek metszéspontjainak koordinatai:

Q1 (—\/7‘2 —a? —r2 — bZ) ;0, (—\/rz —a?; rz - bz);
Qs (Vr2 —az r2 = b2); 0, (Vr2 — a% —r2 - b2).
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A kapott metszéspontok x koordinatai kielégitik az x? = r? — a2, y koordinatdi pedig az

y? = r? — b? egyenletet.

Ennélfogva a kapott pontok koordinatai kielégitik az x? — y? = b%? — a? vagyis, a keresett
mértani hely a? # b? esetén az

x2 y2

bz—az_bz—a2:1

egyenletii hiperbolan helyezkednek el, ha a® = b? esetén az x —y = 0, illetveaz x + y = 0

egyeneseken vannak rajta.

3) Allitsunk merdlegest egy parabola érintdjére az érintési pontban, és ezt messiik el a
fokuszon atmend, az érintdvel parhuzamos egyenessel. Mi a metszéspontok mértani
helye, ha az érintési pont végigfut a parabolan?

Megoldas:

Helyezziik el az abrankat egy derékszogii koordinatarendszerben - jel6lés a 28. abra szerint.

28. abra
A parabolat ugy helyezziik el a derékszogili koordinata rendszerben, hogy P(py; p,) pontjaira

teljesiiljon:
p3 —2pp; =0 (p>0)
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Tudjuk, hogy a (p;; p2) parabolaponthoz tartozo érintd (x;; y,) pontjaira teljesiil.
—p(y +p1) +p2y2 =0
melynek, normalvektora: (—p; p,)

A keresett mértani hely P(pq;p,)-b6l szarmaztatott M(x;y) pontja rajta van az F (2; 0)

fokuszon atmend, érintével parhuzamos egyenesen:
P _
—p(x—i) tp2y=0
¢s az érintési ponton athaladd, érintdre merdleges egyenesen:
P2(x = p1) +p(y —p2) = 0
Az M(x;y) metszéspont koordinatajat megkapjuk az egyenletrendszer megoldéasaval:

{ —p(x—§)+pzy=0
p2(x—p1) +p(y—p) =0

p _
+{ —p(x—§)+pzy—0 /(* p2)
p2(x —p) +p(y—p2) =0 /(*Dp)
1 2 2 2 2
5P D2+ P3y —PP2p1 + 0y — PP, =0

2 2 1,
y(p2 +p%) = pp2p1 +5P°P2
A parabola elhelyezése alapjan, tudjuk, hogy:

1

Ep%=pp1
1 1
y(®% +p?) ==p3 + -0,
2 2
1 (p;+p?
Y= 2P \pz 1 p2
1
}’:Epz

Ezt felhasznalva kapjuk, hogy:
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A parabola elhelyezése alapjan, tudjuk, hogy:

N —
NN

p
=P

*|

Ezt felhasznalva kapjuk:

1
x:§P+P1

1
y=:-p
207 rendszer egy egyértelmii kapcsolatot jelent P(py; p2) és M (x; y) kozott:

Az 1
x=5p+ps

P2 =2y
pP1=X— ?
2
Tehat (x; y) kielégitiap, = 2y és p; = x — g —t behelyettesitve a p2 — 2pp; = 0 egyenletbe
kapjuk a kovetkezd egyenletet:

2_P, D
y —z(x 2)

Ezegy F (g; 0) csucsu, % paraméteri parabola egyenlete.
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4) Irjunk adott hegyesszogi haromszogbe téglalapokat, amelyeknek egyik oldala
meghatarozott haromszog oldalon — és a tovabbi két csucsa is a haromszog kertiletén —
van. Hatarozzuk meg a téglalapok kdzéppontjainak mértani helyét.

Megoldas:
Helyezziik el az dbrankat egy ferdeszogli koordinata rendszerben, egységnek valasztom az e,

és e, vektorokat, ahol |e1| = |e2| =1 - jelolés a 29. abra szerint.

A: (0; 2a)

P.: (0; 2p.) T T A
3 3 P_r (2p,: 2p5)

W

Py (204 0) P.: (2p.; 0) C:(2c;0)

o

B: (0: 0) F:(c;0)

29. dbra
A feladat feltételeit kielégiti a Py, P,, P3, P, téglalap. A P;P, felezOpontja L(p,; 2p3) rajta van
az ABCA A csucsahoz tartoz6 sulyvonalan, mivel, az ABCA~AP; P, A, ezért egy hasonldsag az
L pontot F-be viszi.
LM merdleges a téglalap P;P, oldaldra és AO magassadgvonallal parhuzamos. A téglalap
K (pl;r—pz + py; p3) kOzéppontja az LM szakasz felezOpontja, ezért K rajta van az AOFA PF
stlyvonalan. A P és F pontok akkor esnek a K ponttal egybe, ha szakassza fajul a téglalap.

Megjegyzés: Ha megengediink elfajulo téglalapokat, melynek oldalai a haromszog oldalainak

meghosszabbitasara esik, akkor a keresett mértani hely, az FP-n 4t mend egyenes.
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5) Az AB szakaszon mozog az M pont. Az AM és MB szakasz folé az AB egyenes
ugyanazon oldalan megszerkesztjik AMCD és MBEG négyzeteket. Mi a mértani helye

a két négyzet kozéppontjat 6sszekotd szakaszok felezOpontjainak?
Megoldas:

Helyezziik el az dbrankat egy derékszdgli koordinatarendszerben - jelolés a 30. abra szerint.

Az egység legyen az AB szakasz tavolsaga.

E: (m; 1-m) G:(1;1-m)

VA

D:(0; m) C:(m; m)

Ko ((m+1)/2; (1-m)/2)
® 2

Ky: (mi2; m/2) ®

Y

A=(0,0) M:(m B: (1;0) X

30. abra

Keressiik az F pont mértani helyét, az M(m; 0)x koordinatajanak valtozasa alapjan. Az F

pont koordinatdjat megkapjuk, a K; és K, pont felezOpontjaként:

F (Zm +1 _ 1)
2 4
Mivel az F pont ordinataja fiiggetlen M-t6l, ezért F befutja az y = % egyenest. Az F
abszcisszdja fligg M pont valasztasatol, ezért figyelembe kell venni a kdvetkezdket:
Két szélsdséges eset van, ha az AMCD négyzet az A pontra fajul, ebben az esetben az M(0,0)
koordinatava fajul, ekkor F (%; i) lesz. A masik esetben az MBGE négyzet a B pontra fajul.
Ekkor az M(1,0) koordinativa fajul, ekkor F(g; %) lesz. De ebben az esetben nem
beszélhetiink két négyzetrdl, tehat, ez a két pont nem tartozik bele a mértani helybe. Tehat a
mértani hely x koordinatai az (% ; Z) intervallumban mozognak, és erre a szakaszra

redukalddik a mértani hely.
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6) Legyen az ABC szabalyos haromszog AC szaranak egy pontja P! Mérjiik fel B-bdl a
PA szakaszt az AB szar B-n tli meghosszabbitasara, ¢és jeloljilk a kapott pontot

Q —val! Mi a PQ szakaszok felez6pontjanak halmaza, ha P befutja az AC szakaszt?

Megoldas:

Helyezziik el az abrankat egy ferdeszogii koordinatarendszerben - jelolés a 31. abra szerint.

Egységnek vélasztom a haromszog a és b oldalat.

\
\ B:(1;0)
> -
Q: (1+p; 0) X

31. abra

Keressiik az F pont mértani helyét, a P(0; p)y koordinatajanak valtozasa alapjan. A feladat
alapjan, a Q pont koordinatdjanak csak az abszcisszdja tud valtozni p fliggvényében, ezért

Q(1 + p; 0) koordinatakkal irhato fel. Az F pont koordinatai felirhatok a kovetkezo alakban:

1+pp
F —_— e
(5"3)

Mivel 0 < p <1 ezért a két széls6séges esetben, ha P(0;0) akkor az Fl(%; 0), ha pedig

P(0;1) akkor Fz(l;i). Tehat, F befutja az F;F, szakaszt, mivel az F;F, 6sszes pontjahoz

kolcsondsen egyértelmiien rendeltiink hozza pontosan egy P pontot az AC szakaszon.
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11 Feladatgyiijtemény

1. feladat:

Az ABC derékszdgii haromszogbe rajzoljunk egy olyan félkort, amelynek kozéppontja az AB
atfogon van, és amely érinti a befogokat. Jelolje ennek a sugarat r, a haromszog koriil irt
korének sugarat R, a két kozéppont tavolsagat d. Bizonyitsa be, hogy

o, 1 1
(R+d)? (R-d)? r?

2. feladat:

Az ABC derékszogli haromszog AC és BC befogéi folé (kifelé) négyzeteket szerkesztiink:
AA,C,C és BB,C,C. Igazoljuk, hogy az A; B, szakaszt az ABC haromszog koré irt kor felezi.

3. feladat:

Adott a sikban két egységnyi sugart kor: k és k; melyek érintik egymast. Egyik kozos kiilsd
érintdjiik az e egyenes. Ezutdn rendre megrajzoljuk a k,, ks, ..., k, kordket Ugy, hogy

mindegyik érintse k-t, e-t és az eggyel kisebb sorszamu kort. Mekkora a k,, kor sugara?
4. feladat:

Egy derékszogli haromszog befogoira kifelé, atfogojara pedig befelé négyzeteket irunk.
Igazoljuk, hogy a négyzetek kozéppontjai, valamint a derékszogli csucs egy egyenesre

illeszkednek.
5. feladat:
Az ABC haromszog AB ¢s AC oldalaira kifelé négyzeteket irunk (AC,C,B és AB{B,C).
Bizonyitando, hogy B, C, szakasz felezOpontja a BC 4tmérdjii koron van.
6. feladat:
Az ABC egyenld oldali haromszog A csticsanak a BC oldalra vonatkozo tiikkorképe koriil a B

csticson atmend kort rajzolunk. Igazoljuk, hogy a kor tetszés szerinti P pontjat A-val, B-vel és

C-vel 0sszekotve, e harom szakaszbol derékszogl haromszog szerkeszthetd.
7. feladat:

Az ABC haromszogben AB = BC, a ABC szog 120°. Az ABC szog szogfelezéje D-ben metszi
az AC oldalt. Mutassuk meg, hogy 3(AD + DB) = AC.
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8. feladat:

Az XO0Y szog szérain kijeloliink két egyenld szakaszt: AB-t és CD-t; e szakaszok két belso
(4,C) és két kiils6 (B, D) végpontjat egymassal 6sszekotjiik. Mutassuk meg, hogy az AC és

BD szakaszok kozéppontjat 6sszekotd egyenes az XO0Y szog felezdjével parhuzamos!
9. feladat:

Jeloljiik az ABC haromszog stulypontjat S-sel, az AS szakasz felez6pontjat P-vel, a haromszog

teriiletét T-vel és a haromszog koré irt kor sugarat R-rel. Igazolja, hogy
PB% + PC? — 2PS% > 2-3/2T2 - R2
10. feladat:

(Stewart tétel) Ha a D pont az ABC haromszog BC oldalan fekszik, akkor bizonyitsuk be,
hogy teljesiil:

AB?-CD + AC*-BC = AD*-BC + BC - DB - (D
11. feladat:
Adva van ABCD négyszog. Bizonyitsuk be, hogy
AB? + BC?> + CD? + DA? = AC?> + BD? + 4- MN?,
ha a négyszog AC és BD atldinak felez6pontjait M-mel és N-nel jeldljiik!
12. feladat:

Adva vannak az e, f parhuzamos egyenesek ¢és koztiik az O pont; O tavolsaga e-t6l a, f-t6l b.
Az O-n at huzott g egyenes e-t E-ben, f-et F-ben metszi. F-ben merélegest allitunk g-re, és
erre az e-vel valo metszéspontja iranyaban felmérjiik az OF szakaszt, ennek végpontja P. Mi

a P pont mértani helye, ha g az O koriil forog?
13. feladat:

AB legyen egy kor atmérdje és C a kozéppontja. Hosszabbitsuk meg az AX hurt Y-ig ugy,
hogy AX = XY legyen, és jeloljikk a CY és BX egyenesek metszéspontjat Z-vel. Mi a Z pontok

mértani helye, ha AX egyenes az A kortil forog?
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14. feladat:

Adott O koézéppontih korben megrajzoljuk az AOB atmér6t. 0-bol tetszés szerinti sugarat
hazunk, mely a kor keriiletét C-ben metszi. C-b6l OA-ra mer6legest bocsajtunk, melynek
talppontja D. Vegyiik fel OC- n az M pontot tigy, hogy OM = CD. Mi az M pontok mértani
helye?

15. feladat:

Adott egy kor, egy egyenes, €s ezen a P kiilsO pont. E pontbol a korhoz érintdket rajzolunk, és
az érintési pontokat 0sszekotd hur kozéppontjat M-mel jeloljiik. Mi az M pont mértani helye,

ha P pont az adott egyenesen mozog?
16. feladat:
Adott egy ABC haromszog. Mi azon P pontok mértani helye a sikban, amelyekre
AP? + BP? = CP?
17. feladat:

Mi azon pontok mértani helye a sikon, amelyeknek két adott ponttodl vett tavolsaganak

négyzetdsszege allando?
18. feladat:

Adott a sikon n pont. Mi azon pontok halmaza, amelyekre teljesiil, hogy a pontoktdl mért

tavolsagok négyzetdsszege allando?
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