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ELOSZ0O

A magyar Bolyai Janos (1802-1860) [1] és az orosz Nyikolaj Lobacsevszkij (1792-
1856) [8] kozel egy idében egymastol fliggetleniil megmutattak, hogy 1étezik az euklideszi
geometriatdl kiilonbozo geometria, olyan feltétel mellett, hogy a sikban egy adott ponton
tobb nem metsz0 egyenes létezik, amely nem metsz egy adott egyenest, felépithetd egy
masik geometria. Ezt nevezziikk Bolyai-Lobacsevszkij geometrianak (roviden B-L
geometria) vagy hiperbolikus geometridnak.

Az euklideszi geometridhoz szokott szem nehezen képzeli el, hogy 1étezik egy ponton
at adott egyeneshez tobb nem metszé egyenes, 1étezik a sikon a parhuzamos egyeneseken
kiviil tovabbi nem metszok. Azt is nehéz elképzelni, hogy létezik harom pont, amelyek
nincsenek egy egyenesen, sem egy koron, vagy, hogy a tdvolsagvonal nem egyenes, vagy
a hadromszog szogeinek 0sszege 180 °-nal kisebb, a haromszégnek nem mindig van koré
irt kore (stb.)

Dolgozatomban meg szeretném mutatni, hogy a B-L sikon az itt felsoroltak és tovabbi
érdekes tulajdonsagok léteznek. Mindezeket a B-L sik egy modelljén, a Pointcaré-féle
féelgombmodellen mutatom meg. Szdsz Pal [6] megmutatta, hogy a hiperbolikus sik
modelljei ekvivalensek a hiperbolikus sikkal, igy a modelleken bebizonyitott tételek
érvényesek a hiperbolikus sikon is. Remélem, hogy az olvasé (pl. kozépiskolas didk) is

megszereti ezt a geometriat, mint ahogy én megszerettem.



1. TORTENELMI ATTEKINTES
., A geometriahoz nem vezet kirdlyi ut.”

/Euklidesz mondta I.Ptolemaiosznak/
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benne a haromszogek, négyszdgek, korok és

konyv 23  definiciot, 9 axiomat, ¢és 5 Euklidesz Elemek cim{i m(ivének egy lapja

posztulatumot tartalmaz, és most az utobbiak
kovetkezzenek.

Koveteltessék meg,

1. Hogy minden pontb6ol minden ponthoz legyen egyenes hiizhato.

2. Es hogy véges egyenes vonal egyenesben folytatdlag meghosszabbithaté legyen.
3. Es hogy minden kozépponttal és tavolsaggal legyen kor rajzolhato.

4. Es hogy minden derékszog egymassal egyenld

legyen.
i Cc
5. Es hogy ha két egyenes ugy metsz egy egyenest, ] a
. a
a

hogy az egyik oldalon keletkezd belsé szogek

(6sszegben) két derékszognél kisebbek, akkor a két [y
b

egyenes végteleniil meghosszabbitva talalkozzék

azon az oldalon, amerre az (Osszegben) két

derékszognél kisebbek vannak. 1. 4bra a+f <180°

Ezen definicid, axiomak és posztulatumok segitségével



Euklidesz felépitette a maga geometriajat, kimondott és bizonyitott tételeket.

Euklidesznek az 5. posztuldtuma a tobbihez viszonyitva bonyolultnak tiinik, ezért ezt
sokan szerették volna bebizonyitani. Ez nem sikeriilt, és nem is sikeriilhetett. Ezt Bolyai és
Lobacsevszkij bizonyitottdk, hogy tobb nem metsz0 is létezik. Talaltak ugynevezett
helyettesitd axiomakat, amelyek segitségével Euklidesz 5. posztuldtuma bizonyithato.
Ezek koziil néhanyat kiemeliink.

Proklosz i. sz. V. szazadban a kovetkez6 axiomat mondta, amit ma az euklideszi sik
parhuzamossagi axiomajanak nevezziik.

A sikban adott egyeneshez egy adott, ra nem illeszkedd ponton 4t egy és csak egy egyenes
1étezik, amely nem metszi az adott egyenest.

Tovabbi helyettesitd axiomak [5]:

Ha egy egyenes altal hatarolt egyik félsikban az egyenestdl adott tavolsdgra 1évé pontok
halmaza egyenes, akkor a sik euklideszi. (Clavio, 1574)

A sik euklideszi, ha van legalabb egy haromszog, amelyben a szogek Osszege 180 °.

(Saccheri, 1773)
Barmely harom kiilonb6z6 pont vagy egy egyenesen vagy egy koron van. (Bolyai Farkas)

Ha egy sikban barmely haromszognél nagyobb teriiletii haromszog 1étezik, akkor a sik

euklideszi. (Gauss, 1799)

Tovabbi helyettesitd axiomak vannak [5], de a dolgozat szempontjabol ezeket tartom a

legfontosabbnak.

Néhany sz6 Bolyai Farkas ¢€letérol

Bolyai Farkas (1775-1856) Erdélyben sziiletett. Kolozsvari Reformatus Kollégiumba jart,
majd a gottingai egyetemen Kemény Simon kiséréjeként. Itt ismerkedik meg Gaussal, akit
mar akkor a ,,matematika fejedelme”-ként tisztelték. A 19. szdzad elejéig nem volt olyan
magyar matematikus, aki Euklidesz geometridjaval kiemelkedéen foglalkozott volna.
Gauss ismertette meg Bolyai Farkassal a parhuzamossagi problémat. gy Bolyai Farkas
talalt kilenc helyettesité axiomat. 1804-t61 a marosvasarhelyi Reformatus Kollégium
tanari testiiletének a tagja lett, matematikat, fizikat, kémiat tanitott. Sok mindennel
foglalkozott (irodalommal, verseket, szinmiiveket irt, kalyhat épitett, erdészetet is

tanulmanyozta, mert el akarta hagyni a kollégiumot). F6 miive a Tentamen (1931),



melyben rendszerbe foglalja az aritmetikat és a geometriat. A matematikai munkassagaval

megalapozta fia, Bolyai Janos abszolut geometria irant valo érdeklddését.

Bolyai Janos Kolozsvaron sziiletett 1802. december 12.-én. Ekkor apja, Bolyai Farkas mar
ismerte a parhuzamossag problémajat [6]. Janos

mar gyerekkoraban feltlinben érdekldstt a  -Kulonosen ritka atobbek kozoft egy
matematika irant. Apja Gausshoz szerette volna Személyben melyebb mathesisi és
kiildeni Janost, de Farkas levelére nem is vélaszolt.  koltészi szellemet egyesiilve latni; e
Ezért fiat a Bécsi Hadmérnoki Akadémiara kiildi, —&szben is, mint sok egyebben, elég
mert ott magas szint{i matematikai oktatas folyt. 18 ~ ¢sodalkozasomra, alig van parja

éves kordban mér foglalkozott a paralelak atyamnak.”

elméletével, de édesapja le szerette volna beszélni.  BolyaiJanos

1823. november 3.-an irta felfedezéseivel

kapcsolatban a hires levelét az apjanak. ,,semmib6l egy ujj mas vilagot teremtettem;”,
mellyel a nem- euklideszi geometriai felfedezésére utalt. Bolyai Farkas 1829-ben
engedélyt kap a Tentamen (Kisérlet) kétkotetes munkajanak kiadéasara. Javasolja fidnak,
hogy dolgozata (26 oldal) jelenjen meg fiiggelékként (Appendix) a Tentamentben. Ebbdl
szarmazik Janos munkajanak rovid cime: Appendix. Az eredeti cim: A tér abszolut igaz
tudomanya. Mindkét mii latin nyelven iro6dott.

Farkas elkiildte Janos dolgozatat Gaussnak. aki erre valaszolt, jelezte, hogy ezzel 6 is
foglalkozott, de nem akarta kozolni, mert tigy sem érti senki. Janost ez értheté modon nem
elégitette ki. 1833-ban katonai rangban nyugdijaztak. A kovetkezd években Domaldon és
Marosvasarhelyen ¢€lt. Tobb ezer oldalas kéziratat hagyott maga utan. Ezt Kiss Elemér:
Matematikai Kincsek Bolyai Janos kéziratos hagyatékabol (Akadémiai kiadd Bp. 1999)
ciml miiben részben feldolgozta.

1960. januar 27.-én halt meg.
Temetésén a kotelezd katonai
résztvevOkon kivil harman
voltak, koztik Szo6ts Julia
szolgald, aki é&polta 6t, és
késobb (1911-ben) meg tudta
mutatni Bolyai Jénos sirjat.
Ma a két Bolyai a
Marosvasarhelyi  temetében
nyugszik.

Bolyai Farkas és Bolyai Janos sirjai
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1841-ben Gauss megkapta Lobacsevszkij munkajat, leforditatta németre, és tajékoztatta a
matematikus vilagot, de Bolyairél nem beszélt. igy a vilag elészor Lobacsevszkij nevét
ismerte meg. Bolyai Janos munkéja Gauss hagyatékanak feldolgozasanal keriilt eld.

1869. juliusaban Eotvos Jozsef, az Akadémia akkori elndke az alabbi levelet irja fianak,
Eo6tvos Lorandnak: ,, 4 napokban levelet kaptam a Romai akadémia matematikus osztdlya
elnokétol, melyen oriiltem és elszomorodtam egyszerre, és melynek tartalmabol most sem
tudom biiszkék legyiink-e, avagy piruljunk. Az elnok tudosit, hogy ugyanezen postaval
Bolyai Janosnak és Farkasnak Romaban kijott olasz biogrdfidgjat kiildi, hozza egy
Parizsban és egy Bordeaux-ban kijott biografikus ismertetést, melyhez Bolyai Janosnak a
paralellak teoriajarol irt kisebb munkdja szintén forditasban csatoltatott. Ez a munka
1834-ben jott ki, s allitolag a romai tudosok nézete szerint a legnagyobb, mi a matematika
korében e szazad alatt tortént. Bolyai munkdjat csak Gauss ismerte, kivel Bolyai Janos
apja, Farkas a dolgozatot kozlé...” [6]

1894-ben a Matematikai Tudomanyok Nemzetkozi Bibliografiai Kongresszusan (Périzs)
megallapodnak arrdl, hogy a Bolyai Janos és Nyikolaj Lobacsevszkij altal felfedezett
geometria a Bolyai-Lobacsevszkij geometria (roviden B-L geometria) nevet viseli. Ennek
ellenére ma is tobb orszagban (nem csak Oroszorszagban) csak Lobacsevszkij
geometriarol beszélnek.



2. SZTEREOGRAFIKUS PROJEKCIO

A sztereografikus projekcid nem tartozik a nem-euklideszi geometridhoz, de a modellben
sokszor alkalmazzuk, felhasznaljuk tulajdonsagait, mivel a modell az euklideszi térben
van.

Tekintsiink egy I' gombfeliiletet, és rajta egy tetszleges S pontot, és egy olyan m sikot,
amely parhuzamos az S-ben I'-hoz htzott érint6 sikkal. Legyen P egy olyan pont, amely
rajta van a gombfeliileten, de nem azonos S-sel. Tovabba P’ a P pont S-bdl valé centralis
vetlilete a m sikra. Sztereografikus projekcionak nevezziik a megfeleltetést, amely a
gombfeliilet S-tdl kiilonb6zd pontjai és a sik pontjai kozott van. (2. abra)

2. abra

A sztereografikus projekcio tulajdonsagai: [4][7]

1. Az S-n atmend kor vetiilete m-n egyenes és m minden egyeneseinek megfelel I'-n
egy S-en atmend kor.

2. S-en nem atmend kor képe kor. Ez a leképezés nem kozéppont tarto. A vetiileti kor
nem fokor esetén Ugy kapjuk a kor kozéppontjat, hogy vessziik a korhoz tartozod
érintd kip cslicsat és ennek vetiilete lesz a vetiileti kor kdzéppontja. Fokor esetén
érintéhenger lesz. A kor kozéppontjat az S-n atmend henger érintdjével
parhuzamos egyenes metszi ki a n-bol.

3. Szogtartd. Két kor szogén az érintdk szogét értjiik. A szogtartas azt jelenti, hogy a
két kor szoge a gdmbon egyenld a vetiileti korok (egyenesek) szdgeivel.

A bizonyitas megtalalhato [4] [7].
Szamunkra fontos lesz a korre valo tiikrozés.



Korre vonatkozo titkrozés

Legyen I' gombfeliilet, és rajta egy k kor. Ha k nem fokor, legyen K a k-hoz tartozo
érintOkup csucsa, tovabba P a I' gombfeliilet egy tetszdleges pontja. A PK egyenes kettd
pontban metszi, vagy érinti a I' gombfeliiletet. Az egyik pontja a P, a masik pontot jel6ljik
P; —el. Ha a P pont rajta van a k koron, ebben az esetben a képe 6nmaga.( P = P;) Ha k
fokor, akkor a korre vonatkozo tiikrozés a k kor sikjara vonatkozo tiikrozés.

3. 4bra

A korre vonatkozo tiikrozés kortarto, és szogtarto.

Ha k fokor, akkor ez nyilvanvalo. Ha k nem fokor, akkor a k kor egy S pontjabol
sztereografikusan vetitiink a sikra. A kor- és szogtartasbol kovetkezik, hogy a gombi
tiikrozés sztereografikus vetiilete a k kor képére, egyenesre vonatkozo tiikkrozés. A gombi
korre valo tiikrozés eldallithato ugy is, hogy sztereografikusan vetitiink a w sikra, majd a
sikon k’ egyenesre tiikrozziik, és utana visszavetitjilk a gombre. Mivel a sztereografikus
vetités az egyenesre vonatkozo tiikrozés, ezért a sztereografikus vetités inverze is
szogtartd és kortartd, igy a gombfeliileten a korre vonatkozod tiikrozés is kortartd és
szogtarto.



3. POINCARE-FELE FELGOMBMODELL

Tekintsiink egy nyilt I' félgombdt, melyet h f0kor hatarol. Pontnak nevezziik a I' feliilet
pontjait, egyenesnek pedig a hatarkort merdlegesen metszd félkoreit. Ezt Poincaré-féle
féelgombmodellnek nevezziik. Az euklideszi térben a hiperbolikus sik félgdmbmodellje a
4. abra. [4][5][6]

4, abra

Az egyenesek (félkorok) €s a h metszetét az egyenesek végeinek tekintjiik.

5.4 abra 5.b sbra

Rajzolas szempontjabdl is taldn szemléletesebb. ha a I' félgombot levetitjiik h sikjara.
Egyenes vetiilete a h kor hurja. Az 5.a dbran leolvashatd, hogy az e egyeneshez P-bdl
huzhato6 e-t metszd, és nem metszd egyenesek. A metszoket, €s a nem metszd egyeneseket
elvalasztd egyeneseket nevezziik parhuzamosoknak. P ponton &t két parhuzamos
félegyenes huizhatd, és akarhany nem metsz6. Ez a B-L sik parhuzamossagi axiomaja, a
modellen teljestil.

Beszélhetiink félegyenesrdl, szakaszrol, szogrél (két félegyenes szoge), félsikrol,
haromszogrél stb. Maris van egy masik meglepetés. Létezik olyan haromszég, melynek
oldalai parhuzamosak, ezt nevezziik hatdrharomszognek. (20.a abra)
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Két tetszdleges egyenes helyzete lehet metszd, ha van
kozos pontjuk. Parhuzamosnak nevezzilk, ha az
egyenesek végein metszik egymast, vagyis a hatarkoron.
Nem metszok, ha nincs k6zos pontjuk.

Azon egyenesek, melyeknek a sikjai siksort alkotnak,
sugarsornak nevezziik. Ugyan ugy a sugarsor is harom
féle lehet. Ha van kozos belsé pontjuk, akkor metsz6, ha
paronként parhuzamosak, akkor parhuzamos, ha nincs
kozos belsé pontjuk, akkor nem metsz6 sugarsorokrol
beszéliink.(Az utobbinak a definicidja késobb.)

Tengelyes tiikrozés

6. abra

Mar a sztereografikus projekcional belattuk, hogy a korre vonatkozo tiikrozés kortartd és

szogtarto.

Vegylink fel a félgombmodellen egy t egyenest (félkort). A t egyenesre vald tiikrozésnek
nevezzik azt a megfeleltetést, amelyet a t félkorre, mint gombi korre vonatkoz6 tiikrozést
indukal. A 7. abran lathatjuk, hogy t ismeretében hogyan szerkeszthetjiik meg tetszéleges
pontoknak a képét. Ha t fokor, akkor vetiiletben t vetiiletére valé tiikrozés. Ha nem fokor,

akkor vegylik a t-hez tartozo érintékupot, csucsa legyen K. Ezen keresztiil felvesziink egy

tetszoleges egyenest, erre illeszkedd vetités kimetsz I'-bdl egy félkort, ezt a sikba
forgatjuk. K(P) egyenes még egy pontban metszi a hur leforditottjat. Ez lesz a P pont P’

képe.

altal hatarolt

Ez a tiikr6zés rendelkezik az iskolaban tanult
tiikrozések tulajdonsagaival. Espedig: A t tengely

félsikokat felcserél, a

transzformacido négyzete a helybenhagyas, PP’
egyenes képe onmaga. Az UFP4 képe UFP'4 .
Mivel ezt az attliikrozést nevezziik egybevagosagi
transzformacionak, ezért UFPA = UFP'4, ezért
ez lesz a der¢kszog (szog egyenld a kiegészitd
szogével). A tikrozés egyenes tartd, vagyis
barhol felveszink egy e egyenest, ez
merdlegesen metszi h-t. Mivel a korre vonatkozd
tiikrozés kortartd és szogtartd, igy e képe e,

egyenes (vetiiletben a h kor hurja). t-re merdleges
egyenesek atmennek K-n. Ezek az egyenesek
7. dbra nem metszd sugarsort alkotnak.
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Két pont egymdsba tiikrozése

8. 4bra

pont egymasba tiikkrozésének a tengelyét.

A két pont egyetlen tiikrozést
hatdroz meg. A két pont
meghataroz ~ egy  egyenest,
melyet beforgatunk a sikba. A
két pontot Osszekotd egyenesre
merdlegeseket allitva a
pontokbdl megkapjuk a pontok
beforgatottjait. A két pontot
0sszekotd egyenes, és a két pont
beforgatottjait 0sszekotd
egyenesek metszéspontja legyen
K. K-bédl érint6t hazva a h-hoz,
majd az érintési pontokat
Osszekdtve megkapjuk a két

Gyakran alkalmazzuk, hogy tetszéleges pontot a pdlusba tiikkrozziik. A modell pdlusa az a
pont, amelynek vetiilete a h kor kdzéppontja.

Két egyenes egymdsba tiikrozése

9.4 4bra

Ha két egyenes metszi egymast
(e, €2), melynek végei
U,V és U, V,, akkor két olyan
tikrozés is létezik, mely a két
egyenest egymasba viszi. Az
egyenesek végeiket 0Osszekotve
megkapjuk a kip cstcsat, melybdl
érintét hizunk a gémbhoz, ha a
végeket  kétféleképpen  kotjik
0ssze, megkapjuk a ket tiikrozést.
(9.a abra) Az érintési pontokat
Osszekotve megkapjuk a tiikrozés
t tengelyét. A t egyenesre valo
tikkrozés e; végel atmennek az e,

végeibe, mivel a tiikrozés szogtartd, ezért e; egyenes atmegy e,-be, mert mindkettd a

hatarkort merélegesen metszi.

12



9.b abra

Ha a két egyenes parhuzamos, akkor a két kiillonb6zd véget dsszekdtve, €és a kdzds végbol
huzott érintd metszéspontja lesz a kap csticsa. EQy szimmetriatengelye van.

Ha a két egyenes nem metszd, akkor egy szimmetria tengelye van, de létezik kozos
merdlegesiik. (9. b abra)

Szakasz tobbszorozése

A hiperbolikus sikon az egyenes végtelen, euklideszi sikban torl6dd pontsorozatot alkot.

10. abra

13



Szogmetrika

A pontot és a tiikorképét Osszekotd egyenes merdleges a
tilkrozés tengelyére, mely euklideszi ¢és hiperbolikus
értelemben is igaz. Derékszog mértéke mindkét metrikaban

legyen g . Vegylink egy tetszOleges a szoget, ennek a szognek

van egy euklideszi és egy hiperbolikus mértéke. Megfelezem a
deré¢kszoget. Az euklideszi és a hiperbolikus mértéke is %,
mivel a szogfelezés, €s a tiikrozés szogtartd. Ha az a egybeesik
a szogfelezéssel, akkor mindkét szog g. Ha nem esik egybe,

akkor wvesszliik a nyolcadold szdogeket, ha a szog szara
valamikor egybeesik, akkor készen vagyunk. ha nem, akkor

1L dbra végezzilk el a szogfelezést (n — 1) —szer, ahol n tetszéleges
nagy természetes szam.
Eulideszi Hiperbolikus mérték
mérték
T T
E E . c s k-m T
Euklideszi mérték: — <a,<(k+1)—
Uis T 2n 271
4 4 Hiperbolikus mérték: “Z < @, < (k + 1) =
T T p toon — h 2n
8 8
T T
16 16 | | | |
k- T
2—: Qe an (k+1) =
k-m k-
2n 2n
k+1)— k+1)— n
(k+ 1) (k+ 1) @~ ) < o

Ez igaz barmilyen nagy n esetén is, igy ez csak akkor lehetséges, ha a, = a, .

14



Ciklusok

A 7 sikmetszetét ciklusnak nevezziik, ha a fokorrel nincs k6zos pontja, akkor kornek, ha

egy kozOs pontja van, akkor paraciklusnak nevezziik. Ha két kozos pontja van akkor
hiperciklusnak. (12.a, b, ¢ abrak)

12.a abra

12.b abra

12.C abra
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Mindhérom ciklusnak végtelen sok szimmetriatengelye van. Legyen m a ciklus sikjanak,
¢s h sikjanak a metszésvonala. Az m egyeneseken tetszélegesen vessziik fel a K pontot,
ebbdl érintét huzunk. Az érintdpontokat 0sszekdtve megkapjuk a szimmetriatengelyt. (P
tikorképe P,). Ezek atmennek C-n, azaz kor esetén metszO sugarsort, paraciklus esetén
parhuzamos sugarsort, hiperciklus esetén nem metszé sugarsort alkotnak. Hiperciklus
esetén az is lathat6, hogy c tavolsdgvonala az e egyenesnek, azaz az egyenes
tavolsagvonala nem egyenes (1. Clavio).

16



4. ELEMI TETELEK ES BIZONYI{TASOK
A haromszog szogeinek osszege kisebb 180°-ndal

Haromszognek nevezziik a hdrom szakasz altal hatarolt feliiletrészt. Az A-t a podlusba
transzformaljuk (13. a abra). A, B, C tiikorképei h sikjara A;, By, C;.Vetitsiink A;-b6l A-ba
huzott érintd sikra. Az ABB; elrendezés azért igaz, mert By az als6 félgdmbon van.:
a+ f +y < 180° a szogtartas miatt, 13.b abrarol leolvashato.

Ci

13.a 4bra 13.b abra

Osszefiiggés a haromszig oldalai és szogei kizott

Az A,B,C haromszog C csucsat transzformaljuk a
p6lusba.

Feltétel: a >b = a > f.

Biz: AC=DC, ezt korzdvel, vonalzoval ki lehet mérni,
mivel C a polusban van, ezért a szerkesztés euklideszi.

éd>p, a>86 > a>p

14. sbra Haa >p = a>b.

Forditva,ha a > 8 = a > b.
3 eset lehetséges:
a>b,
a=>b = a=f,aminem lehetséges,

a<b = a<f,amiszintén nem lehetséges.

17



15. 4bra

Haromszdgben két oldal 6sszege nagyobb a harmadiknal,:
a+b>c.

Biz: A C pontot ugyan ugy a pélusba transzformaljuk.
BC=CD
Az ABDA -ben : a+d6 >0,

= BCDa egyenlészart

fgy: AD>AB=>  a+b>c.

A talpponti haromszog minimum tulajdonsdaga

Hegyesszogli haromszdgbe beirt haromszogek koziil a talpponti haromszog kertilet a

legkisebb.
C
P, M, P,
A AN
P, Al P

16.a 4bra

Segédtétel:  Vegylink egy egyenld szaru
haromszoget, és C tiikrozziik a pdlusba.

Ha CP; > CPs, akkor
Allitas: P,P, > P3P, .Elég belatni, hogy igaz
PiM; > P;M;
M3P;C 4 > M;P,C 4

Ha nem lenne nagyobb, akkor M;P;P;Ms,
négyszogben a szogek Osszege nem lenne Kisebb,
mint 360°. Vegyiink fel egy Q pontot az abra
szerint, ahol M3;QC & > CM3P; 4 Kkiils6 szog
miatt.(Egy kiils6 sz6g nagyobb, mint valamelyik

nem mellette 1év0 belsé szog) Toljuk el az P;M; szakaszt az M, M5 egyenes mentén M;-
ba. A szogek egyenl6tlensége miatt P; eltoltja az M5 P; szakasz meghosszabbitasara esik,

azaz M,P;, > M;P;.

16.b abra

Bizonyitas:

Legyen P a BA oldal tetszéleges pontja.
Tikrozzik P pontot BC, és az AC egyenesekre
tiikorképei legyenek P; és P, . Ekkor

PQ'"+Q'R"+R'P=P,Q"+Q'R'"+R'P, = PP,

Egyenléség abban az esetben, ha P;Q'R'P, egy
egyenesen van.
PQ + QR + RP = P,P,.
Tiikr6zés miatt: PC = P,C = P,C,
és: P,CP, 4 = 2y &llandod.

18



C
P,
: B,
A,
P,
A C, B
16.C 4bra

P C P,

2 P=C, e

16.d abra

A segédtétel miatt P; P, akkor a legkisebb, ha CP a
legkisebb, azaz magassigvonal. gy megvan a
legkisebb keriilet haromszog (16.¢ abran A, B, C; ),
melynek csucsai magassagtalppontok. Ha pl. a B;
nem magassagtalppont, akkor a magassag
talppontokon  kiviil létezik kisebb keriiletti
haromszog, melynek van a C;-t6l kiilonbozo
csucsa az AB oldalon, ami ellentmondas.

Megjegyzés:

Ha a haromszog tompa- vagy derékszogii, akkor
barmely haromszog keriilete nagyobb, mint a
2CC;. Ha itt is elvégezzik a P pontnak az
oldalakra val6 tiikrozését, és a kapott pontokat
Osszekotjik, az nem metszi az ABC
haromszoget. Igy barmely haromszog keriilete
nagyobb, mint 2CP = 2CC;.

A haromszog belsd és kiilso szogfelezoi

17.a abra

Legyen K az A szog és a B szog felezdjének
a metszéspontja. Ezt a felez6pontot
transzformaljuk a pdlusba. Mivel KA és KB
metszéspontja a polus, és szogfelezok, igy
az euklideszi és hiperbolikus értelemben is
szogfelezok. fgy CK is egyarant szogfelezd
euklideszi és hiperbolikus értelemben.
Kiilsé szogfelezOk merdlegesek a belsOkre,
de a belsék a poluson mennek at, igy
euklideszi értelemben is merélegesek. Igy a
két kiilsé szogfelezd, és a harmadik belsd
szogfelezd sugarsort alkotnak. Ez lehet nem
metsz0, mint a 17.a abran, vagy parhuzamos
(17.b), majd metszd sugarsor (17.c).
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17.b abra 17.C abra

A haromszog koré irt kore

A haromszog oldalfelezé merdlegesei sugarsort alkotnak.(12, a, b, ¢ abrakon megrajzoltuk
a ciklusokat) Legyen A és B a ciklus tetszéleges két pontja. Az AB felezOmerdleges a
ciklus tengelye. Legyen F az AB iv felezéspontja. Vegyiik a ciklus F-en atmend tengelyét,
és erre tiikrozziik, mivel AF = BF. Igy A a B-be és B az A-ba megy, azaz a tengely AB
felezomerdlegese.

Az ABCA harom cstcsa egy sikot hataroz meg, ez a sik meghataroz vagy egy kort, vagy
egy paraciklust, vagy egy hiperciklust. Igy az oldalak felezémerdlegesei metszo,
parhuzamos, vagy nem metsz3 sugarsort alkotnak. Igy nem teljesiil Bolyai Farkas
axiomaja, azaz ez nem euklideszi sik.

Magassdagpont

Vegyiink egy tetszéleges ABC haromszoget a félgombon. A haromszog egyik csucsat, A-t
a polusba transzformaljuk, melynek igy a fokorre (h-ra) valo vetiilete a kor kdzéppontja.
Az AB ¢és az AC oldalai atmennek a pdluson, ezért ezekhez az egyenesekhez hozzairt
henger tartozik. Melynek kovetkezménye, hogy a B és a C pontbol vett magassagok h
korre valo vetiiletei magassagai lesznek a vetiileti haromszognek. Vegyik a BC
egyeneshez tartozd kap csucsat és az A pontot Osszekotd egyenest, ez lesz az m,.
m, L BC-re vetiiletben, mert m, h-nak atmérdje. Igy merélegesen metszi a BC egyenest.
fgy m,,my, ,m. magassagok egy ponton mennek at az euklideszi geometriaban,és ezek
a magassagok sugarsort alkotnak a hiperbolikus geometridban. Ez lehet metszo,
parhuzamos, vagy nem metsz6 sugarsor. (18.a, b abra)
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18.a abra

Sulypont

18.b abra

Az ABC haromszdget ugy transzformaljuk, hogy a p6lus az AB oldal felezépontja legyen,
és G-vel jeloljik. A vetiileti képen, mivel G a vetiileti kor kdzéppontja, ezért A és B
egyenl6 tavolsagra vannak G-t6l. Legyen az AC oldal felezéspontja E, a BC oldalé F. (E

19.a abra

szerkesztése a 19.a abran van)Vagyis az EF
kozépvonala az ABC  haromszognek.
Huzzunk az A, B, C pontokbdl merdlegest az
EF kozépvonalra, a metszéspontok legyenek
A’, B’, C’ . Mivel AE=EC ¢s CF=FB, ezért
AA’=BB’=CC’. Az ABC hiromszogbdl
atdarabolt BB’A’A négyszoget Saccheri-
négyszognek nevezzik. Ennek a
négyszdgnek a szimmetriatengelye az A’B’
egyenes felezémer6legese, amely az AB-nek
is felezémer6legese. Igy atmegy az AB pont
felezOpontjan, vagyis a G ponton, amely a
felgdbmb polusa. Az AB oldal és az EF
egyenesének vetiilete egyarant merdlegesek a
felezomeréleges vetiiletére. Igy az ABFE
négyszog vetiilete trapéz.
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Ismert, hogy a trapéz szarainak és atldoinak metszéspontjait 6sszekoto egyenes felezi a

trapéz alapjait.

A

19.b abra

A mi esetiinkben a trapéz egyik atloja BE, a masik AF. A szarak metszéspontja a C cstics
vetiilete. A két atlé metszéspontjat jeloljik S-el. A CS egyenes vetiilete felezi AB szakasz
vetiiletét. Ezért CS a harmadik stlyvonal, igy a sulyvonalak egy ponton mennek at, az S

ponton.

19.C 4bra

22

Az viszont nem igaz, hogy a sulypont
harmadolja a sulyvonalakat.

Ezt egy ellenpéldin mutatom meg,
felveszek  egy  szabdlyos  ABC
haromszoget gy, hogy a sulypont a
pOlusba essen. Az SC szakaszt
megfelezve megkapjuk a G pontot, ami
nem esik egybe az F ponttal.

SD = SF, CG=GS, G #F, CS > 2DS.



A hatarharomszogek egybevagok

20.a abra

Legyen ABC ¢ A’B’C’
haromszog két hatarharomszog.
Az ABC hatarharomszog véges
sok tiikrozéssel atvihetd az
A’B’C’ hatarharomszogbe.

1.tiikrozés: AB egyenest
tiikrozziik A’B’ egyenesbe.

2.tikrozés: Ha C tlikorképe
nem C’-vel azonos iven van,
akkor tiikrozzik A’B’-re, és az
abran 1évo helyzet teljesiil. Ez a
C’’ pont.

3.tikrozés: CC” ¢és A'B’
metszéspontja K;, ebbdl érintdt
szerkesztve h-hoz C’’ atmegy
C’-be, és A’B’ felcserélodik.

Azaz az ABCA legfeljebb harom tiikr6zéssel atviheté A’B’C’A -be.

egyenlok.

20.b 4bra

23

Igy nem érvényesiil Gauss axiomaja.

Az ABC héaromszodg csucsait kivetitjiikk, tigy, hogy
hatarhdromszog legyen (A’B’C’). Nyilvan az ABCaA
teriilte kisebb, mint a hatdrhdromszog teriilete, ami a
hatarhdromszogek teriileteinek egybevagdsdga miatt



Steiner-féle korldnc

Rogzitlink két kort, ugy, hogy ne legyen kdzos pontjuk.
Vialasztunk olyan kordk sorozatat, amelyek mindegyike a
két rogzitett kort is, és a korlanc megel6z6 elemét is
érinti. Ha az elsd érinti az utolsot, akkor a korlanc
zar6do. Ha nem zérodik, akkor egy esetben sem zarodik,
de a kordk szama ugyan az.

1.2 dbra Hasonldan igaz a hiperbolikus sikon is.

Vegyiink két nem metszd kort, és a két korhoz tartozo érint6kip cstcsat Osszekotd
egyenes egy S pontban metszi a félgomb feliiletet. Egészitsiik ki ezt a félgdmbot egy egész
gombé, ¢és vetitsiik a két kort és vele egyiitt a belsé érintd koroket sztereografikusan az S
atellenes érint0 sikra. A két kor sztereografikus vetiilete két koncentrikus kor lesz a sikon,
erre pedig az allitas trivialis.

21.b abra 21.C 4bra
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Osszefiiggés a parhuzamossdgi tavolsdg és a sz0g kozott

22. abra

Vegyiink fel egy a és b egyenest, valamint A ¢€s
B pontot. Rajzoljuk meg A-bdl a-hoz, B-bdl b-
hez a parhuzamos egyeneseket, valamint A-bol
a-ra, B-bdl b-re a merdleges egyeneseket. Ezek
szOgfelez6i a megfeleld parhuzamos egyenesre
parhuzamos. Tiikrozziik A-t és B-t a polusba és
vigylk az a és b egyenest ugy, hogy
szimmetriatengelyiik azonos legyen (22. ébra).

A rajzrdl leolvashatd, hogy ha a tavolsag
nagyobb, akkor a parhuzamossagi szog kisebb.
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5. SZERKESZTESEK

Haromszog szerkesztése egy oldalbdl, és a rajta fekvo két sz0gbol

23. 4bra

Adott haromszog szogeinek dsszege

24. abra

Ha a két szoget, és a szakaszt a polusba
transzforméalom, akkor a szdgek, és a szakasz
nagysagat fel tudom mérni euklideszi
szerkesztéssel. (Ha ez nem teljesiil, akkor
tikkrozéssel elérhetd) Vegyik fel az AB
szakaszt, ugy, hogy az egyik vége a polusba
essen (A), majd mérjik ra a B-t. Ezutan ezt
tikrozziik at A-t a B-be a B szoggel egyiitt. A
polusba felmérem y-t ugy, hogy hogy az egyik
szara a megadott oldal legyen. A két szdgszar
metszéspontja kiadja a harmadik csucsot. Ha 3
és 0 szogek nagyok, lehet, hogy nincs a
feladatnak megoldéasa, mert a metszés a h koron
kiviil van.

A haromszog A csucsat
betranszformalom a poélusba, igy a
szognek euklideszi a mértéke. A B
szOget attiikr6zom az A csucsba,
majd atmérem a c oldal masik
oldalara, majd ugyan ezt
megismétlem a y szoggel is. Igy
mindhdrom szdg az A cslicsban van,
¢s mivel A a polus, ezért mindegyik
szognek euklideszi a mértéke. Ezért
a + f +y leolvashaté szogmérdvel.
Az 4bran 1évé ABC haromszog belsd

szogeinek Osszege ~157°.
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Haromszog szerkesztése, ha adott a, b oldalak, és m,

A haromszoég C csucsat a polusba transzformalom, majd felmérem az m, szakaszt, és
megszerkesztem az m.-re meréleges egyenest. A C pontbdl korivezek b és a oldalhosszal,
megkapjuk az ABCA -et.

Diszkusszio:
1. Ha a,b <m,
) Nincs megoldasa.
b
M
25.a abra
2 a=m,, b>m,
1 megoldas van, az ABC haromszog
C s
derékszogt.
a = Me b

.-'"
i

25.b sbra
3. a=b, ab>m,
1 megoldas van, az ABC haromszog
C egyenldszara.
a e b
s A
25.C abra
4, a#*b,b>a>m,
c Ezen feltételek mellett kétféle hdromszog
szerkeszthetd meg.
M= b

Az AB;C hiromszog tompaszogi.

A
]

Az AB,(C hiromszdg hegyesszogii
25.d sbra
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Hdromszog szerkesztése, ha adott a két oldal (b,C) és a kizbezdrt szog (@)

26. sbra

Az A csucsot a poélusba
transzformdalom (A”)
(szerkesztése az  é4bran).
Majd az A’-re fel tudom
mérni az oldalakat, és a
kozbezart szoget euklideszi
szerkesztéssel, mivel A’
megegyezik a polussal. Igy
megkaptuk az ABC
haromszoget.

Hatarharomszognek nincs felezéspontja, sulypontja, koré irt kore. De létezik a
magassdgvonal, szogfelezd, és szerkeszthetd, és egybeesik a beirt kor kozéppontjaval a

magassdgpont.

27. abra

28

Ezek egy ponton mennek &t, és a rajz
alapjan a két pont egybeesik. Ez valdban
igaz, ha az ABC hatarharomszoget
tlkrozzik olyan haromszogbe, ami
euklideszi értelemben is szabdlyos, ott
pedig a magassagvonalak és a szogfelezb6k a
polusban metszik egymast.



6. HIPERBOLIKUS SIK MODELLIJEI

Poincare-féle félsik modell
Legyen Sa hhatarkdr egy pontja, S-bdl sztereografikusan vetitlink az atellenes

érintGsikra. A félgomb vetiilete nyilt félsik, pont képei a nyilt félsik pontja, képe vagy h'-
re merGleges egyenes, vagy h'-t merdlegesen metszd félkor.

28. abra

Poincare-féle kérmodell
Pélussal atellenes pontbdl sztereografikusan vetitiink a h kor sikjara. Pont képe h' belsd

pontja, egyenes képe h'-t merblegesen metszé korok, vagy h' kozéppontjan atmend
egyenesek.

hl

29. abra

Cayley-Klein modell
A félgombot merdlegesen vetitjiik h sikjara. Pont képe h belso pontjai, egyenes képe a kor

hurjai (6. dbra).
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UTOSZO

A dolgozatom f6 célja az volt, hogy a modell segitségével valamit bemutassak
olvas6 donti el. Bevallom a kezdet nem volt kdnnyli. Gyorsan kivettem Bolyai Janos
Appendix-ét és elkezdtem olvasni. Azokat nem nagyon értettem, ezért maradtam a [4]
konyvecske mellett. Olvastam Drozdyné Tanarndé beszamoldjat a kisérletrdl, majd végzés
utan szeretném tovabb adni ezt a szemléletet tanitvanyaimnak is. Remélem sikertil. Addig
is tovabb folytatom a témakdrrel: Pl. megnézem a B-L geometriat a masik modelleken is.
2015 januarjdban lehetdséget kaptam a volt iskolam Petéfi Sandor Gimndzium
(Sarbogéard), ¢és Ledwey Klara Gimnézium (Pécs), hogy dolgozatom tartalmarol

foglalkozasokat tartsak.
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