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1. Jelolések

A dolgozatban egységesen a kovetkezd jeloléseket hasznaljuk. A skaldrokat normal be-
tdstilussal, a vektorokat félkovér kisbetiikkel, a matrixokat félkovér nagybetiikkel jeloljiik. A
V operator — ha kiilon nem jeloljiik — a mellette all6 fiiggvényre hat. A kovetkez0 tablazat a

gyakran el6fordulé mennyiségek megnevezését és mértékegységét tartalmazza.

Jelolés Megnevezés Meértékegység
latin betiik

p alland6 nyomadson vett fajhd J/(mol K')
D (elsd) derivald matrix -

D® k-adik derivdlé matrix -

f tomegegységen megoszl6 erérendszer intenzitasvektora | N/kg

g nehézségi gyorsulds m/ s

1 egységmatrix -

Iy N-edfoku approximécids polinom -

J Jacobi-métrix -

k hévezetési tényezd W/(mK)
L karakterisztikus hossz m

5 j-edik Lagrange-féle interpolacids polinom -

M hatdsmatrix -

n normalis -

P nyomas Pa

DN N-edfoku interpolaciés polinom -

Py legfeljebb N-edfoku polinomok tere -

Pr Prandtl-szam -

Ri Richardson-szdm -

Re Reynolds-szam -

t 1d6 s

T homérséklet K

1o referencia hGmérséklet K

T, els6faji n-edfokd Chebyshev-polinom -




gorog betiik

s
I, 09

£o

szimbolumok
i
®
()

sebességvektor

a sebességvektor koordinatai

pillanatnyi konfigurdcié helyvektora

térfogati hotagulasi egyiitthatd
tartomény pereme
homérséklet-vezetési tényezd
dinamikai viszkozitds
kinematikai viszkozitas
slirliség

referencia siirliség
Cauchy-féle fesziiltségtenzor
aramfliggvény

orvényesség

orvényvektor

tartomény

Kronecker szimb6lum
Kronecker-féle tenzorszorzat
belssd szorzat

nagy ord6

1K
m vagy m?

m?/s

m?/s
kg/m’
kg/m?
N/m?
m?/s
1/s
1/s

m vagy m?

1. tdblazat: A dolgozatban hasznalt jelolések




2. Bevezetés

A legtobb dramlés a természetben €s az ipari tevékenységek kovetkeztében jon 1étre. Ezen
komplex jelenségek megértésében €s a technoldgiai alkalmazdasok fejlesztése érdekében sziik-
séges a folyadékaramldsokat modellezniink. Midta nagy teljesitményii szdmitdgépek dllnak
rendelkezésre, a szdmitdsok egyre inkdbb kiegészitik és néha helyettesitik a kozvetlen mérése-
ket. Bizonyos esetekben a mérés tul draga, vagy akar nem is lehetséges, igy a szimulaci6 az
egyetlen hatékony moédszer egy tervezéshez sziikséges adatok meghatdrozasdhoz és a szimulé-
ciokban szerepld paraméterek hatdsainak elemzésére [9].

A newtoni folyadék mozgdasat leiré Navier-Stokes egyenletekre egzakt megoldds csak na-
gyon specidlis esetben adhaté meg. A leggyakoribb megolddsi médszerek kozé tartoznak a
véges differencia, a végeselem és a véges térfogatok mddszere. A véges differencia médszer
elénye a konnyli programozhatdsag, az utobbi kett6é — tobbek kozott — a komplex tartomanyok
kezelése és a vegyes peremfeltételek egyszer(ibb el6irdsa. A dolgozatban a kevésbé elterjedt
spektrdl médszereken beliil a még ritkdbban alkalmazott drvényvektor-dramfiiggvény forma-
lizmusra épiild Chebyshev spektrdl kollokdcids médszerrel foglalkozunk. Egyszer(i tartomény
és megfelelden sima megoldds esetén a spektrdl modszerek a magas rendd kozelités miatt kii-
l6ndsen elényosek a folyadékmechanikdban, mivel minimélis memdria-és szdmitasi igénnyel
rendelkeznek a fenti hdrom eljardshoz képest. Szamitogépes megvaldsitdsuk azonban nehe-
zebb, mint a harom klasszikus médszeré. A dolgozat f6 célja, hogy az 6sszenyomhatatlan,
1dofiiggd Navier-Stokes és hdatadasi egyenletek megolddsara altalunk irt MATLAB programot
adjunk és bemutassuk annak alkalmazhatdsdgat konkrét feladatok esetén.

A dolgozat hat f6 fejezetre tagolédik. El6szor ismertetjiik a Navier-Stokes egyenletek pri-
mitiv valtozos alakjat, majd ratériink a szdmunkra fontos orvényvektor-dramfiiggvény megfo-
galmazdsara. Megmutatjuk, hogy az egyes alakoknak melyek az el6nyei és a hatranyai. A
Navier-Stokes egyenletet kiegészitjiik az energiaegyenlettel, és ily modon szabad, kényszer
vagy vegyes konvekcidt is tudunk szdmolni. A mésodik fejezetben attekintjiik a spektrdl mod-
szereket és részletesen bemutatjuk a kollokacios spektrdl mddszer alkalmazdsat kétvaltozos
fliggvény kozelitésére. A harmadik részben az elsd fejezetben kitlizott kezdeti-peremérték-
feladatot el6szor id6ben diszkretizaljuk szemi-implicit médszerrel, majd térben spektrdl mod-
szerrel és egy hatékony direkt Helmholtz-megoldét ismertetiink. Kitériink arra, hogy mikor
allitsuk le az iteraciot és hogyan lehet a diszkretizacids hibét becsiilni. Az ez utdni fejezet a
szamitogépes megvalositassal foglalkozik. Azt ezt kovets fejezetben a programokat kiilonb6z6
feladatokon teszteljiik. Egyik ilyen feladat a ,,lid-driven cavity” és annak regularizalt valtozata.

Az utolso részben Osszefoglaljuk a kovetkeztetéseinket.



3. Alapegyenletek

Osszenyomhatatlan, newtoni folyadék mozgésat a Navier-Stokes és a kontinuitdsi egyenlet
irja le. Id6tdl fliggd esetben, dimenzidmentesités utdn a kovetkezd alapegyenleteket kapjuk
[15]:

9 1
8—Z+(V-V)$+Vp=§Av+f, x€QCR t€0,7] 3.1

v-V =0, xeQCR tel0,T)] (3.2)

Az egyenletekben x a pillanatnyi konfigurdcié helyvektora, Re = vL /v a Reynolds-szam, v és
L a karakterisztikus sebesség illetve hossz, v = 11/ po a kinematikai viszkozitds, 1 a dinamikai
viszkozitds, py a sliriség. A p a nyomas €s az dllando py hanyadosa.

A (3.1)-(3.2) egyenletetek megoldésdra nincs olyan mddszer, amely minden koriilmény ko-
zott legeldnyosebb lenne. A megoldast neheziti, hogy még linedris anyagegyenletet feltételezve
is a (3.1) konvektiv tagja miatt a differencidlegyenlet nemlinedris. A f6 megolddsi nehézség
azonban az, hogy a kontinuitasi egyenletben nem jelenik meg a nyomds, igy mind végeselemes,
mind spektral diszkretizdlaskor az egylitthatométrix egy zérusmdtrix blokkot tartalmaz, ami az
egyiitthatomatrixot szinguldrissa teszi [15]. Ennek okéra és kikiiszobolésére a 3.1. alfejezetben
tériink ki. Ha Re <« 1, akkor a konvektiv er6kkel szemben a viszkézus erdk (diffizié) domi-
ndlnak és igy a (v - V)\if tag elhagyhatd: ekkor kapjuk meg a Stokes egyenletet.

A (3.1)-(3.2) megoldasat a

v=vy, xXx€EQUIN t=0 (3.3)

kezdeti feltétel és a
v=vP xeaP telo,T), (3.4)
o-n=f" xecaQ" tel0,T] (3.5)

peremfeltételek mellett keressiik, ahol o a Cauchy-féle fesziiltségtenzor, n pedig a feliilet kifelé
mutaté normélisa. A kezdeti sebességmezd kompatibilis, ha V - vg = 0 és vo -n = vP - n.
A nyomdshoz nincs kezdeti és peremfeltételiink, de nem is sziikséges, mert a (3.1)-ben a p
gradiense szerepel. Emiatt a nyomds csak egy additiv konstans erejéig meghatarozott. Hogy a

megoldas egyértelm( legyen a nyomds atlagértékét 0-nak vélasztjuk:
/ pdV =0,
Q

és Lagrange-multiplikatorral a megoldandé egyenletek kozé vessziik.
A kovetkezd alpontokban a Navier-Stokes egyenletnek az alapvaltozok szerinti atfogalmazasat

mutatjuk be.



3.1. Primitiv valtozos formalizmus

A (3.1)-(3.2) differencidlegyenleteket primitiv valtozos egyenleteknek nevezik, mert a v
és p valtozokra kell megoldani, azokra az alapvéltozokra, amire a modellt szarmaztattdk. A
(3.1)-(3.2) egyenletek esetén felmeriil a probléma, hogy ha a nyomast és a sebességet ugyan-
akkora fokszamu polinomokkal kozelitjiik (akéar végeselem mddszerrel, akar spektral diszkreti-
zacioval), a nyomds nem hatdrozhaté meg egyértelmiien. Bizonyitott, hogy ez a sebességmezd
meghatdrozasat nem befolydsolja. A végeselem mddszerben ezért olyan elemeket hasznalnak
(gyakran a Taylor-Hood elemcsalddot), amely eleget tesz az LBB (Ladyzhenskaya-Babuska-
Brezzi)-féle inf-sup feltételnek. Ha a nyomadst eggyel alacsonyabb fokszamu polinommal ko-
zelitjiikk, mint a sebességet, akkor ezt Py — Py_; kozelitésnek nevezik. A spektrilelem mdd-
szereknél Py — Py _o kozelitést alkalmaznak [9]. Madsik lehetdség, hogy bar a nyomadst és a
sebességet ugyanakkora fokszdmmal kozelitjiik, de kiilonbozd csomdpontokban keressiik: a
sebesség koordinatdkat a Legendre-Gauss-Lobatto vagy Chebyshev-Gauss-Lobatto pontokban,
a nyomast a Legendre-Gauss vagy Chebyshev-Gauss pontokban. Ezt eltolt racsos (,,staggered
grid”) médszernek nevezziik. Az eltolt rdcs programozésa féleg inhomogén peremfeltételek
esetén nehéz [20]. Azt is megtehetjiik, hogy csak egy racsot haszndlunk (Lobatto integralé-
si pontok tenzorszorzata), de a nyomadst a belsd pontokban vessziik. Tovabbi lehetdség, hogy
noveljiik a kollokdcios pontok szdmat és igy egy tulhatdrozott egyenletrendszert oldunk meg
legkisebb négyzetes értelemben. A tdlhatdrozottsdg sokszor noveli a megolddsi pontossagot.
A gyakran haszndlt projekciés mddszert eloszor Chorin [5] hozta 1étre, melynek lényege, hogy
elsé 1épésben egy ideiglenes sebességmezdt szamitunk ki, ami kielégiti a peremfeltételeket, de
a (3.2) osszenyomhatatlansdgot nem. A masodik, projekciés 1€pésben a kordbban kapott dtme-
neti sebességmezdt leképezziik forrdsmentes sebességmezdre — innen kapta az eljards a nevét.
Ebben a Iépésben a nyomdsra Neumann-féle peremfeltétel van el6irva, ami fizikailag mester-
séges, tovabba az eljardssal csokken a konvergenciasebesség a nyomdsra nézve. A projekcids
modszer azért elényds, mert a nyomads €s a sebesség szétvélasztasdval csokken az egyenletrend-
szer mérete €s azonos fokszamu polinom kozelités hasznédlhaté. Weinan és Liu [23] bevezette
az ugynevezett ,,gauge” modszert, ami kikiiszoboli a nyomadst, igy nem kell arra mesterséges
peremfeltételeket eléirnunk. A primitiv véltozés formalizmusnak elényei is vannak. A kétdi-
menzids dramlasra elkészitett programok konnyen altaldnosithaték hdrom dimenziéra. Ebben
a formalizmusban legegyszeriibb hibabecslést végezni, amely lehet6vé teszi az adaptiv miiko-
dést. A szakirodalomban legelterjedtebben még mindig a Navier-Stokes egyenletek primitiv

valtozos felirdsat hasznéljik.

3.2. Orvényvektor-aramfiiggvény formalizmus

Ennek a megkozelitésnek a legfobb elénye az, hogy a nyomadst kikiiszoboli, ezért nem
sziikséges eltolt racsot alkalmazni és a sebességmezd forrasmentessége is eleve teljesiil. Ma-

sik elénye, hogy sok esetben (példdul konvektiv hditadas) az dramfiiggvény tobbet mond a

jelenségrol, mint a nyomds [15]. Két dimenziés dramldsoknal hdromrdl kettdre csokken a meg-



hatdrozand6 véltozok szama, ezdltal gyorsabb mddszer. Hatranyai kozé tartozik, hogy az or-
vényességre nincs peremfeltétel, mig az dramfiiggvényre kettd is eldirt. Mivel nehézkes hdrom
dimenzids dramldsokra alkalmazni és nehéz a peremfeltételek elbirdsa, ezért a kereskedelmi
programok a sebesség-nyomads felirdsra épitenek.

Ertelmezziik az w 6rvényvektort és ¢ vektor potencialt az aldbbi médon:

w=VXxv, (3.6)
v =V X . (3.7

A dolgozatban kétdimenzids dramldsokkal foglalkozunk descartes-i koordindta rendszerben.
Ekkor v = ui 4 vj, ¥ = 1k és a 1)-t dramfiiggvénynek nevezik, valamint a (3.7) egyenletbdl
9 O

V= (3.8)

u = a—y, —%

Ha a (3.7) bal oldali rotaciéjat vessziik, akkor egy skaldr egyenletet kapunk:
A+ w = 0. (3.9)

A (3.1) bal oldali rotacigjat véve az orvényvektorra vonatkozé mozgasegyenlet [18]:

Ow 1
- . = —A F N
o +v-Vw o w+ F| (3.10)

ahol F = (V x f) - k.
Az Orvényességet és az aramfliggvényt mdsodlagos valtozoknak nevezik. Az dramfiigg-
vény ismeretében (3.8)-cal megkaphatdk a sebességkoordindtik, a nyomast egy Poisson egyen-

let Neumann-feladatdnak megoldédsaval kapjuk [18]:

Ap=V- [f-@-V)ﬂ, x € Q,

dp ! 1 ov

(3.11)

Tekintsiik a (3.4) Dirichlet-féle peremfeltételeket. Az dramfiiggvény (3.8) definicidja alapjan
Vi = (—v,u). Vegyiik fel a peremgorbe t érintd iranyd egységvektorat igy, hogy az éramu-
taté jarasaval megegyezd koriiljarasi irdnyt mutassa (1. dbra); az n normalist kifelé irdnyitjuk.
Legyen az érints egységvektor t = (¢, t2) az © — y koordindta-rendszerben. Az irdnyitds miatt

igy n = (—ty,t;). EzErt a peremen

V-t =—vP . n, (3.12)
V¢ -n=vl t. (3.13)



1. dbra. Az érintd és normadlis irdnyitdsa a peremen

Vegyiik a (3.12) vonalintegraljat egy rogzitett so(z, y) és egy valtozo s(z, y) hatdr kozott:
/w.tdg = 1p(s) — (s) = —/vD -nds.
S0

Mivel a (3.8), (3.9), (3.10) egyenletekben a 1/ derivéltja szerepel csak, ezért az dramfliggvényt
csak egy 1d6tdl fiiggd fiiggvény erejéig lehet meghatdrozni, igy feltehetjiik, hogy ¥ (sg) = 0 és
igy

V= —/VD~I1CL§. (3.14)

A (3.13) egyenlet egy masik feltételt ad:

g—z =vP .t (3.15)
A kezdeti 6rvényesség a kezdeti sebességbdl szamithatd, az dramfiiggvény kezdeti értéké-
re nincs sziikség, mert nem szerepel a differencidlegyenletekben. A Navier-Stokes egyen-
let 6rvényvektor-aramfiiggvény megfogalmazdsaban nehézséget jelent, hogy az drvényességre
nincs peremfeltétel, mig az dramfiiggvényre két peremfeltétel is el6 van irva.

Tehat ha a sebességre Dirichlet-féle peremfeltételek vannak eldirva, akkor a (3.9)-(3.10) diffe-

rencidlegyenleteket kell megoldani a (3.14)-(3.15) peremfeltételekkel.

3.3. Egyéb formalizmusok

Az el6z6 moédszer hitranya, hogy a peremfeltételek nehezen kezelhetSk. Ezt kikiiszoboli
a tisztdn dramfiiggvény megfogalmazas. Ha (3.9)-et a (3.10)-be helyettesitjiik, ¢)-re a bihar-
monikus egyenlet elsd peremérték-feladatat kapjuk. Ennek el6nye, hogy csak egy ismeretlen
szerepel, viszont spektrélis kozelitésnél a magasabb rendl derivdlé matrixok nagyobb kerekitési
hibdval hozhatok 1étre, mig végeselem mddszernél magasabb rendii kozelitést kell alkalmazni.

Spektrdl modszereknél tovabbi probléma a (3.15) megadasa. Schultz és tarsai [19]-ban egy tul-

9



hatarozott egyenletrendszer megolddsaval adtdk meg a feladat megoldasét, illetve Karageorghis
[12] perempontokon kiviili kollok4cids pontokat is felhaszndlt, hogy a (3.15)-6t el6irja.
Létezik sebesség-orvényvektor formalizmus, amelynek elénye, hogy a nyomads hidnya mi-
att konnyebb eldirni a peremfeltételt félig végtelen tartomdnyon és az 6rvényld dramlédsokat is
jol kezeli (1. [8]).
Van ezen kiviil orvényvektor-sebesség-nyomds médszer, tovabba ez el6z6 mddszerek mo-

dositasai.

3.4. Konvektiv hoatadas

A hdmérsékletmezd meghatdrozdsihoz a Boussinesq-kozelitést alkalmazzuk. Ez a Navier-
Stokes egyenletek és a termodinamika I. f6tételének bizonyos feltételekkel val6 egyszertsitésé-

vel kaphat6, melyek a kovetkezok [18]:

* A (3.1) mozgésegyenlet dimenzidval rendelkez6 alakjaban a p siirliség dllando, kivéve az

f felhajtéerdt:

f=Lg,
Po

ahol pg az alland¢6 referencia nyomas, g pedig a nehézségi gyorsulas.
* A kontinuitési egyenlet megmarad a (3.2) alakban, tehat ott a stirliséget allandonak vessziik.
» Az energiaegyenlet az aldbbi alakot olti:

aT

E—I—V-VT—/@AT:O, (3.16)

ahol 7" a hémérséklet, x a h6mérséklet-vezetési tényezd.

A nyomads €s a hémérséklet kozotti kapcsolatot ekkor lineéris allapotegyenlet irja le:

p=poll = B(T —Tp)],

ahol Ty a py-hoz tartozo referencia hémérséklet, 5 a térfogati hGtagulasi egyiitthatd. Kis hdmér-
séklet kiilonbségek esetén a Boussinesq-kozelités redlis eredményt ad.
Orvényvektor-dramfiiggvény véltozékban dimenziémentes alakban a kapcsolt parcidlis diffe-

rencidlegyenlet-rendszer a Boussinesq-kozelitéssel élve a

A +w =0,

Ow 1 0T
E—FV-VW— ﬁAw—FRI%, (317)

oT 1
— VT = AT
ot LAY RePr

alakban frhaté fel, ahol Ri = g a Richardson-szdm, Pr = v/k a Prandtl-szdm [16]. A hdmér-
sékletre eldirhatjuk a
T="1T,

10



Dirichlet-peremfeltételt, azaz hdmérséklet-eloszlast a peremen, vagy a

oT
~_T
on /

Neumann-feltételt, vagyis megadott hdfluxust. Adott tovdbbd a T'(x,t = 0) = Ty(x) kezdeti
feltétel.

Az 5. fejezetben ezen egyenletek spektrdl modszerrel valé megolddsaval foglalkozunk.

11



4. Spektral modszerek

A spektrdl médszereket differencidlegyenletek megolddsdra az 1970-es évek elejétdl al-
kalmazzak [4]. Leginkdbb a folyadékmechanikdban €s a meteoroldgidban terjedtek el, ahol
magas rendl kozelitések sziikségesek. A spektrdl mdédszereknek mindharom tipusa (a kollo-
kacios, a Galerkin €s a tau spektrdl modszerek) a silyozott maradékok modszeréhez tartozik
és 16 osztilyozdsuk a probafiiggvények tipusa szerint torténik. A probafiiggvények a Galerkin
modszernél kielégitik a peremfeltételeket és megegyeznek a sulyfiiggvényekkel, kollokacids
modszernél a sulyfiiggvény az argumentumaban eltolt Dirac-delta fiiggvény. Mig a kollokacids
modszernél a differencidlegyenletnek bizonyos pontokban — az tgynevezett kollokdcids pon-
tokban — kell fenndllnia, addig a Galerkin médszernél a maradéknak a sulyfiiggvényekkel vett
szorzata integraljanak kell nullanak lennie. A tau mddszer a Galerkin médszerhez hasonléan
irja el6 a differencidlegyenlet teljesiilését, viszont a tesztfiiggvényeknek itt nem kell kielégite-
nilik a peremfeltételeket, ezért plusz egyenletek kellenek a peremfeltételek teljesiiléséhez [14].
A Galerkin és tau spektrdl modszerek a sorfejtést felhaszndlva a csonkitott sor egyiitthatdira
adnak megoldast, mig kollokaciéndl interpolaciét alkalmazva az interpoldcids polinomnak a
kollokaciés pontokban (csomdpontokban) felvett fliggvényértékeit hatarozzuk meg. Az elsé
modszer masik neve a moddlis kozelités, az utobbié csomoéponti. A sorfejtési egyiitthatok is-
meretében meghatdrozhatok a csomoponti értékek és forditva is. Kollokdciés mddszereknél
legjobb kozelitést akkor kapunk, ha a kollokécids pontok egybeesnek numerikus integraldsok
alappontjaival (. Chebyshev-Gauss-Lobatto pontok, 4.1. fejezet). Periodikus peremfeltétek-
nél a Fourier-médszert, nem periodikus, [—1, 1]¢ véges tartomény esetén a Jacobi-polinomokat
(leggyakrabban a Chebyshev és a Legendre polinomokat) hasznéljuk. A [0, 00)¢ tartomany-
nél Laguerre, a (—oo, 00)? tartomanynél Hermite polinomok a tesztfiiggvények. Nem véges
intervallum kezelésének tovabbi mddjai: csonkitds véges tartomdnyra, vagy leképezések beve-

zetésével [—1, 1]%-re transzformaljuk.

4.1. Interpolacio

A T, (z) els6faji n-edfokd Chebyshev polinomokat az x € [—1, 1] intervallumon a
T,(x) = cos(narccosz), n=0,1,... 4.1)
Osszefiiggés értelmezi, amely kifejezhets a
To(x) =1, Ti(x)==z, T,(v)=22T,1(x)— T o(z), n>1

héromtagi rekurziéval is. A {Ty(z)},_, ortogondlis fiiggvényrendszert alkot a w(z) = (1 —

2?)~1/2 siilyfiiggvénnyel, azaz

1

(T, T1)w = /Tlew dz = gckékla

-1
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ahol
2 ha k =0,

1 hak =1.

Cr —
Az elsodfaju Chebyshev polinomok szE€lséértékhelyei egybeesnek a Gauss-Lobatto integraldsi
pontokkal, igy azokat Chebyshev-Gauss-Lobatto pontoknak nevezziik és a kovetkezok:

T
i = —. 4.2
T; = COS N 4.2)

Az u(x) fuggvényt a Chebyshev-sor N-edik szeletével kozelitve:

N
Inu(z) = Z arTy(x). 4.3)
k=0

A fenti kozelitést spektrdl bazisban végeztiik el. A spektrdl polinom interpoldcié csomdéponti

alakban is megadhat6 Lagrange bazisban:

N
pyu(z) = Z uilj(x), 4.4)
=0
ahol
N r — Tk
4(w) = kHO oy ) = (4.5)
K

......

=0 '
p (1) = (4.6)
>
per i
alakban 4ll el8, ahol u; (j = 0,...,n) az x; pontokban ismert fiiggvényértékek és w; az z;

pontokhoz tartoz6 baricentrikus stlyok a

1
wj = — , 7=0,...,n 4.7
[N EEED)
k=0
k#j

modon szamitva.
Kétvaltozoés fiiggvény kozelitésekor mindkét iranyban Chebyshev polinomokat alkalma-

zunk és az interpolaciés pontokbdl tenzorszorzat racsot alkotunk. Az u(x,y) fliggvény tenzor-
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szorzat kozelitése spektralis bazisban

=> > ai,Tia)T;(y), (4.8)

i=0 j=0

csomoéponti bazisban pedig

N N
=D ) i li(2)t(y). 4.9)

=0 5=0

Az egyszeriibb jel6lés miatt a tovdbbiakban ha két index van a szummdban, akkor azon kettds
Osszegzést értiink:

N,M N M
n,m=0 n=0 m=0

A 2. dbrdn a (4.2) pontokbdl 4ll6 racs lathatdé N = M = 6 esetén.

2. abra. Elsofaju hatodfokud Chebyshev-polinombdl alkotott tenzorszorzat racs

Spektrdl médszerekkel nagy pontossag érhetd el viszonylag kevés szadmu interpolacios alap-
ponttal. Grafikus dbrdzoldsndl igy sziikség lehet tobb pontban ismerni a kozelitd fiiggvény-
értékeket. Tenzorszorzat rdcsndl megtehetd, hogy a fiiggvényértékeket interpoldljuk az egyik

koordinéata irdnyban, majd az igy kapott interpoldcios egyiitthatokat a masik irdnyban [13]:

Un,J ZT(x)Uz], n=0,...,Nﬁj, j:()w“’Mrégi’
(4.10)
MY

° ?

Un,m_ZT@UM, n=0,...,NY m=0,..

ahol T®) és T (4.6) alapjan szamithato.
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4.2. Spektralis derivalas

A spektralis derivdlasnak harom elterjedt valtozata van. Megtehetjiik, hogy a derivaltat a
spektral bazisban értékeljiik ki. Ekkor minden tartoménybeli pontban rendelkezésiinkre all a
derivélt kozelit6 értéke. Elvégezhetjiik a derivélast a fizikai térben is vagy matrixszorzassal,
vagy pedig transzforméciés modszerekkel. A fizikai térben val6 derivalds sordn — hasonl6an az
interpoldciéhoz — nem a Chebyshev-egyiitthatékra, hanem a csomdpontbeli értékekre kapunk
megoldast. A madtrixszorzasos mddszer egyszertien megvaldsithatd és parhuzamosithato, vi-
szont nagyobb fokszam esetén a transzformacids mddszerek gyorsabbak. Fourier és Chebyshev
modszereknél alkalmazhat6 a gyors Fourier-transzformaci6 (Fast Fourier Transform, FFT).

Egyvéltozos fiiggvény derivaltja az interpoldcids pontokban

N N
() ~ (pv () =Y uilj(z;) =Y Dyu;, i=0,...,N (4.11)
=0 =0

modon képezhetd, ahol D az elsd derivdlé matrix, melyre

’LU]' 1 . .
- y ? y

D;; = N o (4.12)
! - Z D;j, L=
5=0
JFi
A p-edrendii derivalt kozelitése:
dPu(x;) (®) . () = (p) -
T~ (ox(u(z) ) = > uit (@) => DPu;, i=0,...,N. (4.13)
=0 j=0
A D® p-edik derivalé matrixot rekurziéval szamithatjuk a kovetkez&képpen:
p Wi (1) (r—1) C
- (EDM — Dy ) , o 1F )
DY = al (4.14)
Lo xon i=i
j=0

j;i
Megjegyzés: A (4.12), (4.14) osszefiiggések nem csak Chebyshev-polinomokra alkalmazhatok.
Ha a differencidlegyenlet gyenge alakjaval dolgozunk, akkor célszerli Legendre-polinomokat
haszndlnunk, hiszen ott a sdlyfiiggvény azonosan 1. Tehdt az {z;}, interpoldciés alappontok
ismeretében a baricentrikus silyok (4.7) alapjan, a derivalé matrixok pedig (4.12) - (4.14)-b6l
szamithatok.

Kétvaltozos fliggvény derivéltjai a tenzorszorzat interpolacié miatt egyszertien meghaté-
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rozhaték (mindkét koordindta irdnyban azonos, /N fokszdmu polinommal kozelitve):

N
':Eza
y] Z up 1l () G (y;) Z urDidjy =Y up;Dix = DU, (4.15)
k,1=0 k,1=0 k=0
xl’
y] Z U lgk xl Z uleﬂ(Szk = Z’U,”Dﬂ = UDT (416)
k,l=0 k,1=0 =

4.3. A spektral modszerek jellemzoi

A véges differencia, végeselem, véges térfogatok modszerével szemben a spektral modsze-
rek globdlis médszerek, azaz a kozelité megoldast a teljes tartomdnyon allitjak el6. Ez el6nyos
a pontossag szempontjabol, viszont a peremfeltételekre kiilondsen figyelni kell. Ugyanis egy
sor belsd pontjai kapcsolatban dllnak az adott sor tobbi pontjaval — igy a perempontokkal — is.
Tehét a peremfeltételek kozvetlen hatdssal vannak a megoldasra. A globdlis jelleg masik ko-
vetkezménye, hogy a lokdlis szingularitdsok miatt a szingularitdsoktol tavol is csokken a meg-
oldés pontosséaga [18]. Eppen ezért a spektral médszerek megfelelen sima megolddsok esetén
hatékonyak. Léteznek egyéb mddszerek (tartomdnyfelosztasi modszerek, szingularitds eltdvo-
litdsa), amelyekkel ez a hatrdny kikiiszobolhetd. A spektralelem-modszer alkalmas komplex
tartomdnyok kezelésére. A Chebyshev kozelités sordn kapott matrixok rosszul kondicionalt,
nem szimmetrikus, indefinit, telt matrixok. Emiatt kis /V esetén direkt eljarassal oldjuk meg
a linedris egyenletrendszert. Nagyobb NV esetén a nagy tarhely és szamitdsi id6 miatt iterativ
modszerrel kell dolgozni és a nagy kondiciészam miatt mindenképpen kell haszndlni prekon-
diciondlét. A prekondiciondl6 épiilhet véges differencia, vagy pedig végeselem moddszerre. A
spektralis kozelités hibdja O(N ™), ahol m a folytonos derivaltak szdma. Ha m minden haté-
ron tdl nd, akkor exponencidlis konvergenciat kapunk, szemben a végeselem mddszer algebrai
konvergencidjaval. Tovabbi el6nye a spektrdl médszereknek, hogy a hiba a spektralis egyiittha-

tok csokkenésébdl becsiilhetd.

4.4. Altalanositas négyszog tartomanyra

Kordbban a [—1,1]* tartomdnyon dolgoztunk. Az x = (x,y) = X(&,n) leképezéssel
kapcsolat hozhat6 létre az (x,y) fizikai és a (£, 7) szdmitdsi tartomany kozott. Gorbe vonald
alakzatokkal nem foglalkozunk, csak olyan transzformdcidval, ami a két egysé€g oldalhosszu
négyzetet tetszdleges négyszogbe viszi at.

A 3. 4bran lathat6 leképezést az aldbbi bilinedris alakfiiggvények valositjak meg:

Ni6n) = {0+ +0), Nalen) = (1= 1+ ), .
Ny(em) = T+ M +m), Nyf&n) = (1461 +n).
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Igy a leképezés a kiovetkezd:

4

i=1

w(&n) = Ni(& m)as,

n
@, 1 oD x=X(en)
—_—
1 1 ‘5
& )
® 1 @

3. abra. A referencia tartomény leképezése négyszog tartomanyra

y(&m) =D Ni(&n)y;

=1

&)

(4.18)

v

Nemcsak a fiiggetlen, hanem a fiiggd valtozok is valtoznak a transzformécio hatdsara. Az

Uj x és y koordinata-tengelyek mentén az u fliggvény parcidlis derivéltai:

Ju
ox
ou
ay

0%
ox
0%
dy

on
oz
on
dy

ou
3
ou

o

Altaldnos esetben a ¢ és 7 derivaltjait nem tudjuk meghatdrozni. Tegyiik fel, hogy az X' :

(x,y) — (&, n) inverz leképezés 1étezik. Ekkor

ou dxr Oy| |Ou
o5 | |08 05| |Ox
Ju Jdxr 0Oy| |Ou
on on In| |9y
Az inverz leképezés definicidja miatt igy
- - - -1
o0& 0On or Oy
Ox 0 o 0
o S (4.19)
o0& On or Oy
dy dy on
A leképezés nem elfajuld, ha det J # 0.
Jelolje (z;,v;), i = 1,...,4 a3. dbrdn 1év{ jobb oldali négyszdg csicsainak koordinatiit.
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Felhasznalva (4.18)-at, a Jacobi-matrix inverze a kovetkezd:

2
- AE4+Bn+C

a+b —an+c
dé+e —dn+ f

-1

, (4.20)

ahol

A= (z1—22)(ys —ya) + (T2 —23) (Y1 —¥2), B = (23— 22)(y1 — ya) + (21 — 24)(y2 — y3),
C = (z1 — x3)(y2 — ya) + (22 — 24) (Y3 — 1),
a=y1—Yo+tyYs—Ys, b=y1+y2—ysz— s,
c=—y1+Y+ys—ys, d=—r1+13— T3+ T4,

e=—x1 —To+r3+x4, [f=21—29— T3+ 14,

Ha téglalap tartoményrdl van sz6 (azaz x4 = x1, T3 = T2, Y2 = Y1, Y4 = Y3), akkor

gl | T . 4.21)

Y1 — Y3 |
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5. A kezdeti-peremértékfeladat numerikus megoldasa

5.1. A Helmbholtz-egyenlet megoldasa Dirichlet-peremfeltételekkel

A kovetkez6kben a Au — ou = f Helmholtz-egyenletet oldjuk meg Descartes-féle sikbeli
koordindta rendszerben Dirichlet-peremfeltételekkel. Sok mechanikai, hétani, elektromédgneses
jelenség matematikai modellje a Helmholtz-egyenletre vezet. Az 5.3. részben a Navier-Stokes
egyenlet id6beli diszkretizacidja sordn minden idSpillanatban egy Helmholtz-egyenletet kell

megoldanunk. A megoldand6 peremérték-feladat tehat

*u 0%*u
@+a—gﬂ—au:f, (z,y) € Q (5.1)
u=yg, (x,y) €l =09, (5.2)

ahol Q a (—1,1) x (—1,1) négyzet tartomany, I" pedig a pereme. Az (5.2) a négy oldalon az

alabbi mddon irhaté:

u(z, 1) = g(x), —1<x<1
(z,1) = g(x) 5.3)
u(l,y) = g-(y), —-1<y<l1
Kollokacids pontoknak az
(xi,y;) = (—cos%,—cos%) , 4,7=0,...,N 5.4)

pontokat vélasztjuk, a pontok szdmozasat a (4.2)-hoz képest programozas technikai okok miatt
megcseréltik. Az u(x,y) fiiggvényt a (4.9) szerint kozelitjiik, a parcidlis derivéltakat pedig a
(4.15)-(4.16)-hoz hasonldan. fgy az (5.1) diszkrét alakja:

N N
Zuk,ng,? + Zui,kD]('i) —oui; = fij, 4j=1...,N—1
k=0 k=0

N—-1 N-1
D+ > wirDyy) — oy = fi; = Dig'uo; — Diun; — D
k=1 k=1

Az (5.5) jobb oldalan felhasznaljuk az (5.3) peremfeltételeket:

=

—1 N-1
2 2 2 2 2 2
DRui;+ Y uixD) —ouiy = fi;— DY go(x;) — DN gi(x;) — DX g (i) — D\ g (ui),

1 k=1
(5.6)

M

azaz matrixos alakban:
DPU +UD®" — 44U = H. (5.7)
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Az (5.7) linedris matrixegyenlet megoldhat6 direkt, vagy iterativ eljardssal. A direkt megol-
dashoz altaldnos esetben az u; ; két indexes ismeretleneket egy oszlopvektorba kell elrendezni,
hogy linedris egyenletrendszerként meg tudjuk oldani. Mivel a MATLAB - a Fortranhoz ha-
sonléan — oszlopfolytonosan térolja a tomboket, ezért az n = index(i,j) =i+ (j —1)(N — 1)
transzformdaciot alkalmazzuk. Az (N — 1)? belsd pont miatt az egyiitthatométrix mérete (N —

1)? x (N — 1)? és felirhat6 a Kronecker-féle tenzorszorzattal [10]:
IeD?P+DPRI-oIxI)u=g, (5.8)

ahol u az u; ; ért€keket, mig g az (5.6) jobb oldalat tartalmaz6 oszlopmatrix. Az egyiitthato-

matrix nem-nulla elemeinek elhelyezkedése a 4. dbran lathat6 M = N = 6 kozelitésre.

000000 [ J [ ] [ ]
00000 O [ ] [ ] o ~
ee000 o ° ° ° nem-nulla elemek szama
o0000 [ ° ° ° M=N — ~
000 evese %o %% ° Osszes elem szama
[ ] 00000 O [ ] [ ]
[ ] [ X J [ J [ J [ J
8 HHL R K 5 04375
.o .o :::::.o .o 10 (),2()99
[ ] [ J 00000 [ J [ J
®e ®eccoce ® ®e 20 0,1025
[ ] [ ] o 000000
e % %, 33332 ° 30 0.0678
¢ % %eccces ‘e 50 0,0404
[ ] [ ] [ ] [ ] 00000
e % e % ocees 75 0,0268
[ ] [ ] [ ] o 00000
[} [ ] [} (X XXX X ]

2. tdblazat. Az egyiitthaté matrix ritkasdga
4. dbra. A Helmholtz-operator spektral kolloka-

cioval diszkretizalt Kronecker szorzata

A 2. tabl4zat a nem-nulla elemek és az Osszes elem szdmdnak hanyadosat tartalmazza. Latha-
td, hogy N novelésével az egyiitthatomatrix ritka matrix, de nem olyan mértékben, mint véges
differencia, vagy végeselemes kozelitésnél.

Bizonyos differencidloperatorok esetében — mint példaul a Helmholtz-operator — részleges
vagy teljes diagonalizdlast alkalmazhatunk, ami jelentGsen kisebb tarhely- és szamitési igényf,
mint a Kronecker-szorzat [18]. Ha a D® mitrix sajatvektorai linedrisan fiiggetlenek, akkor
diagonalizalhat6:

D® = PAP !, (5.9)

//////

nak. Az (5.7)-et balrél P~!-zel szorozva, majd az U = P~'U és H = P~'H helyettesitést
bevezetve a
AU +UD®" —sU=H

egyenletet kapjuk. Szorozzuk meg ezt jobbrél P~7-tal. Az U = UP 7 és H = HP 7
helyettesités utan a
AU+UA-oU=H (5.10)
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nem csatolt egyenletrendszert nyerjiik. Igy mar U elemei egymastdl fliggetleniil szamithatdk:

A~

~ hi,j

= ii=1,... N—1. 5.11
Uy] )\i—i‘)\j—(f bJ ( )

Az U ismeretében az U, az U = PUP? Osszefiiggéssel meghatarozhaté.
Végiil egy példan (1. [13], 170. oldal) mutatjuk be a spektral kollok4dciés mddszer pontos-
sagat. Oldjuk meg a kdvetkezd Poisson-egyenletet az alabbi peremfeltételekkel:

V2u = —8r% cos(2mx) sin(27y), (z,y) € (—1,1) x (=1,1),

u(z,—1) =0, —-1<z<1
u(l,y) = sin(2my), -1<y<1
u(z,1) =0, —-1<z<1
u(—1,y) = sin(2my) 1<y <1,

Az egzakt megoldas u(z,y) = cos(2mx) sin(27my), pontbeli értékeibdl alkotott matrix Ue. Az
U kozelité megoldas ettdl valé maximaélis eltérését a kollokédcids pontokban az 5. dbra mutatja.
A 3. tablazat a Kronecker-szorzattal, illetve diagonalizdldssal valé megoldds szamitasi idejét

mutatja kiilonboz6 felosztas mellett.

Szamitasi id6 (s)” 102 |
N=M 10 30 50 70 _8
= 107 :
Kronecker 0.0020 0.0619 0.5095 2.1711 |
diagonalizalas 0.0016 0.0029 0.0064 0.0113 2 10-10 |
3. tablazat. 10-14 \

| |
8§ 12 15 20 25

* Ot futds atlaga, Intel Core 15-2500K (4,5 GHz). N

5. abra. A spektrélis kozelités hibaja

A 5. 4brdn jol lathat6 az exponencidlis konvergencia. A 3. tdblazatbdl l4tszik, hogy nagyobb N
esetén a megoldas lasstva valik. Ez kiillonosen akkor 1ényeges, ha egy 1d6tdl fliggd feladatnal
minden id6lépésben meg kell oldani a Helmholtz-egyenletet. Legaldbb ugyanekkora probléma
a lefoglalt memoéria. Kronecker-szorzattal az egyiitthatématrix mérete (N — 1)% x (N — 1)2,
és mivel dupla precizids lebegSpontos szamdbrazoldsndl egy szdm 8 bdjt helyet foglal, ezért
N = 70-nél a matrix lefoglalasdhoz 181,3 MB sziikséges.
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5.2. A Helmbholtz-egyenlet megoldasa Robin-peremfeltételekkel

Ahogyan azt a 4. fejezetben irtuk, a Helmholtz-egyenletet megoldhatjuk kollokacids és
Galerkin médszerrel is. A folytonos Galerkin médszer elénye, hogy a diszkretizalds utdn kapott
egyenletrendszer szimmetrikus, pozitiv definit métrixd, igy iterativ megolddsndl alkalmazhat6
a konnyen kodolhat6, kis memoriaigényl €s nagy konvergencisebességii konjugdlt gradiens
modszer. Mi direkt megoldast alkalmazunk diagonalizaldssal [18], igy a kollok4ciés médszer

is megfeleld. Megoldand6 az aldbbi peremérték-feladat:

*u  0%*u

oz tap ou=f wyel (5.12)
ou

oautfz- =g, (vy) €T =00, (5.13)

ahol 0/0n a peremen a normadlis szerinti derivaltat jeloli, tovdbba o alland6. Az (5.3)-hoz

hasonldan az (5.13) is felirhaté a négy oldalon:

ayu-19) a2 ), <y <
ar(z)u(z, 1) +p6(x) %@’1): gi(z), —1<z<1
u(l, y) (5.14)
ar(y)u(17y) +5r(y) 8—113’: gr(y)v -1< y < 1
ap(z)u(x, —1)—&,(@%};1): gn(x), —-1<z<1.

Az egyértelm{i megoldhatdsag feltétele, hogy oy, ay, o és oy, egyszerre nem 0.

Ha « és 3 egy adott oldalon is valtozik, akkor a matrix diagonalizalds nem alkalmazhat6
kozvetleniil [18]. Lehetdségiink van arra, hogy a bazisfiiggvényeket médositsuk, hogy azok
eleget tegyenek a peremfeltételeknek [21], biintetd paraméter segitségével is eldirhatjuk a pe-
remfeltételeket [11], vagy pedig alkalmazhatjuk az tgynevezett influence matrix' technikat. Mi
ez utébbit hasznéljuk, amely akkor elony6s, ha az (5.12)-(5.13) feladatot sokszor kell megolda-
ni.

A mddszer alapja az, hogy kihasznéljuk az (5.1) linedris voltat, igy a megoldast kereshetjiik
az alabbi alakban:

u=i+u, (5.15)

ahol u eleget tesz a P-feladatnak:

R + - —
ox?  0y? (5.16)

'"Tudomésunk szerint nincs rd magyar sz6, a hatdsmatrixot fogjuk haszn4lni.
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mig @ kielégiti a P-problémit:
Oxr2  Oy? (5.17)

Az ismeretlen £ fiiggvényt gy hatdrozzuk meg, hogy az u = u + u kielégitse az (5.13) perem-
feltételeket. Chebyshev-kollokaciét haszndlva, az (5.15)-6t /V-edfokd Chebyshev polinomokkal

az
UN:fLN—f—ﬂN (518)

modon kozelitjik. A P-feladat a homogén Dirichlet-peremfeltéte]l miatt megoldhaté matrix

diagonalizdldssal (1. 5.1. rész). A P- feladat megolddsat keressiik az

L
ay(w,y) =Y &, y)
=1
alakban, ahol L az 1, kollokdci6s pontok szdma a I'}; — azaz a diszkretizalt, sarokpontokat nem

tartalmazo — peremen. Az uy, fliggvényeket a

Puny(xi,yy)  0*uny(zi,yj) _
022 =+ 0y 2 —oung(zi,y5) = fziy;),  (2iy5) € Qv

(5.19)
= 6lm7 Nm € Ff\f

U‘N,l m

peremérték-feladatok megoldasaval kapjuk meg, ami szintén elvégezhetd diagonalizaldssal. A

& (I=1,..., L) konstansokat tgy szamitjuk ki, hogy az (5.13) teljesiiljon I'y;-n, azaz

L . L _
~ aUN OUNZ
al, | anl,, + §zﬂN,l|m>+5|m<— +> &= = fl,,.
! ( ! ; ! A\ oy, ; on 1y, (5200
m=1,..., L
amely felirhat6 az
ME = E
egyenletrendszerként, ahol M a hatdsmatrix. Itt
E= [gl GL}Ta
Juy.;
L _ N,
M = [mi]’]i’jzl, mij = CY|m uN,jlm + 6 i an] s (521)

i

- ou
L ~ ~ N

E = [ei]i:17 € = f|m B a|m uN|Th‘ o 6’771 on

i

A {06 szamitéasi igény az L + 1 Dirichlet-feladat megolddsidbdl és az M matrix invertalasabol
tevodik 0ssze. Ez a mdédszer lassabb méds modszereknél ha csak egyszer kell az (5.12)-(5.13)

feladatot megoldani. Viszont az energiaegyenlet megoldasakor latni fogjuk, hogy azt minden
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idSpillanatban meg kell oldani, és mivel uy,; (I = 1,..., L) nem fiigg az id6tSl, igy azt egy
el6feldolgozdsi 1épésben elegendd kiszamitani. Ebben a 1épésben szintén elvégezhetd az M
invertaldsa és taroldsa.

A mddszerrel a négyzet sarkaiban nem kapjuk meg a megolddst. Tekintsiik a felsd és
az also oldal bal és jobb oldali végpontjait. Felirhaté a kdvetkezd négy egyenlet, amelybdl

meghatdrozhaté a sarokponti négy ismeretlen:

N
ar(zo)un o+ Bi(wo) > unsDor = gi(xo),

k=0

N
a(zn)un N+0(zN) Z un Dk = gi(zn),

k=0

N (5.22)
ap(x0)uo o+ B(o) Z uo Dok = gu(0),

k=0

N
ap(xn)uo, N+ Bo(zn) Z uo Dk = gp(xn).

k=0

5.3. Idobeli diszkretizacio

Id6fiiggd parcidlis differencidlegyenletek diszkretizacidja kétféleképpen torténhet. Diszk-
retizdlhatunk el&szor id6ben és utdna térben (Rothe-mddszer), vagy elGszor térben é€s utdna
id6ben (egyenesek modszere, method of lines) [1]. Rothe médszerénél minden id6pillanat-
ban egy ido6fiiggetlen parcidlis differencidlegyenletet kell megoldani, mig a masik médszernél
egy nagy méretli — sok esetben merev — kozonséges differencidlegyenlet-rendszer kezdetiérték-
feladatat. Id6ben magasabb rendii kozelitésekre sok esetben kiilon programot kell irni a Rothe-
modszernél, mig az egyenesek modszerénél felhaszndlhatjuk a rendelkezésre all6 megolddkat,

7 2z

rdadasul az id6beli hiba is konnyen becsiilhetd és valtozé id6lépés alkalmazhaté. Hétranya vi-

szont, hogy mivel eldszor térben diszkretizdlunk, a halét nem moédosithatjuk késébb. Rothe

modszerénél minden id6lépésben valtoztathatd a hald, igy adaptiv mddszert készithetiink.

A dolgozatban Rothe mddszerét kovetjiik, azaz el6szor iddben, majd térben diszkretizalunk.
Alkalmazhatndnk spektralis kozelitést az idére, mint valtozéra, de az tdl nagy szamités-

igénnyel jar. Létezik még exponencidlis idbintegrélds is, aminek elénye, hogy viszonylag kevés

1épés elegendd a megfelel pontossag eléréséhez [6]. A legtobb esetben differencia mddszere-

ket haszndlnak. Az id6beli diszkretizacié néhdny csoportositdsa:

I. Id&beli szintek szerint

* egylépéses
* tobblépéses

II. Explicitség szerint

* explicit

* szemi-implicit (explicit-implicit)
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* implicit
III. Kozelités rendje szerint

e elsOrendd
e masodrend

* magasabb rendd

Az explicit médszereket f6leg 6sszenyomhatatlan folyadékokndl alkalmazzdk, vagy pedig nagy
Reynolds-szamu 0sszenyomhatatlan kozegnél spektralelem kozelitésekor [18]. A szemi-imp-
licit eljardsndl a linedris tagokat implicit, a nemlinedris tagokat explicit médon kozelitik, igy
elkeriilhetd a nemlinedris egyenletrendszerhez sziikséges iterativ megoldds. A teljesen implicit
modszerek mind a linedris, mind a nemlinedris tagokat implicit médon kozelitik, igy sziikséges
minden id6lépésben még egy iterdcid a nemlinedris egyenletrendszerhez. Merev differencidl-
egyenleteknél ajanlatos ezt haszndlni. Tovéabbi el6nye, hogy egyes esetekben feltétel nélkiil sta-
bilak. A 4. tdblazat a folyadékmechanikdban leggyakrabban hasznélt idébeli véges differencia
diszkretizalasokat mutatja. A kétlépéses modszerek mdsodrendd, a haromlépésesek harmadren-
dd, a négylépésesek pedig negyedrendl kozelitést biztositanak. Az egylépéses modszereknél a

szam jelzi, hogy hdnyadrend a médszer. Az Euler-mddszerek els6rendiiek.

egylépéses kétlépéses haromlépéses | négylépéses
eldretarté Euler AB2 AB3 AB4
explicit RK2, RK3, RK4 AB/BDE2 AB/BDE3 AB/BDE4
RK3/CK, RK4/CK
szemi-imp. Euler AB/BDI2 AB/BDI3 AB/BDI4
szemi-imp. | RK2/CN, RK3/CN | AB/CN, LF/CN
WAB/BDI2
implicit retrograd Euler BDI2 BDI3 BDI4

4. tablazat. Id6beli differencidlasok gyakori tipusai

A tdblazatban alkalmazott jelolések:

* RKk: k-adrendli Runge-Kutta

* RKKk/CK: Carpenter-Kennedy-féle k-adrendi Runge-Kutta

* RKKk/CN: k-adrendti Runge-Kutta/Crank-Nicolson

* ABk: k-adrendli Adams-Bashforth

* AB/BDEKk: k-adrendi explicit Adams-Bashforth/retrograd derivalas

* AB/BDIk: k-adrendi szemi-implicit Adams-Bashforth/retrograd derivélds
* AB/CN: Adams-Bashforth/Crank-Nicolson

* LF/CN: kozéppont-szabalyon alapulé médszer/Crank-Nicolson

* WAB/BDI2: szemi-implicit sulyozott Adams-Bashforth/retrogrdd derivalas
* BDIk: k-adrendi retrograd derivéalés

Osszefoglaldsul elmondhaté, hogy ha explicit médszert vdlasztunk, akkor az RK4/CK ajanlott,
Osszenyomhatatlan folyadékra pedig az AB/BDIk médszerek.
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A dolgozatban a szemi-implicit Euler és az AB/BDI2 mddszert haszndljuk. Az el6bbi a

8u_

pri L(u) + N(u)

differencidlegyenletet (L linedris, N nemlinedris differencidloperétor)

un+1 —un
L = L) + N (5.23)
modon, az utdbbi
n+1 Au™ n—1

2At

moédon kozeliti. A At az id6lépés, a felsd index azt jelzi, hogy melyik idGszinten vessziik a
fiiggvényt: v (x) = u(x, (n + 1)At).
Az 1d6lépés lehet akar valtozo is. Ennek el6nye, hogy elég ott kisebb id61épéssel dolgozni, ahol
a stabilitds megkoveteli. A dolgozatban dlland6 1d6lépéssel szamoltunk.
A tobblépéses modszerek — szemben az egylépéses mdodszerekkel — nem Oninditdak, ezért sziik-
séges az elsd néhany 1épést masképpen elballitani. Ennek egyik médja, hogy a sziikséges id6lé-
pésekben egylépéses mddszert haszndlunk. Bizonyithatd, hogy az indité médszer az altaldnos
sémandl eggyel alacsonyabb rendi is lehet, az idbeli pontossidg megmarad [18]. Eppen ezért
az ABBDI2-hoz az els6 id61épést a szemi-implicit Euler-moédszerrel éllitjuk eld.

A (3.17) kapcsolt egyenletrendszerben elszor a hdmérsékletet hatdrozzuk meg az energia-
egyenletbdl, majd annak ismeretében oldjuk meg az w-ra felirt mozgésegyenletet, végiil pedig
a harmadik egyenletb6l meghatarozzuk v)-t. A 1) ismeretében meghatirozhatdk az u és v alap-

valtozok (3.8)-bol. Tehat a szemi-diszkrét alak a szemi-implicit Euler-moédszerrel:

T 1
- n T = _ATn—i—l
At LAY RePr ’
Wt — 1 oT"
At TV Ve Re Y +H ox’

AT 4 " =0,

Atalakitdsok utdn:
AT — gp T = f1
A"t — g "t = (5.25)

w?

A,¢n+1+ wn—f—l _ 0’

ahol
RePr ., T
or = T, fT = RePr (V vT At) ,
Re n n n W LOT™
Oy E, fw—Re<v~Vw —E—Rlax)
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Az (5.24) alapjan az AB/BDI2 mdédszerrel diszkretizalt egyenletek alakja ugyanaz, mint
az (5.25) egyenletek, de az egyiitthatok és a differencidlegyenletek jobb oldalai kiillonbéznek:

3RePr ., n n e o AT T
O'Tzw,fT:RePr(2V VI —v IVT 1+T),
3Re —dw" + W™t 0
_ no_ v . n _ n—1 n—1 —Ri—= (27" — Tn—l
Ouw = 5ap Ju Re ( v Vw" —v V"™ + oA Rl@x ( ))

Az (5.25) alapjdn minden idGpillanatban meg kell oldani két Helmholtz-egyenletet és egy

Poisson-egyenletet.

5.4. Térbeli diszkretizacio

A nehézség az (5.25) megolddsdban az, hogy w-ra nincs megadva peremfeltétel. Ezt a
problémat a mér kordbban is alkalmazott hatdsmétrix technikdval keriiljik meg. Miutin egy
1ddlépésben kiszamitottuk a homérsékletet, a megoldand6 két differencidlegyenlet a hozzajuk

tartoz6 peremfeltételekkel:
Aw—ow=F, xe€,

Ap+w=0 xecQ (5.26)
v=g, Y _p xer
on

ahol bevezettiik az egyszer(sitd w := w" L, ¢ := " F 1= f" o = g, jeloléseket, tovabba
g és ha(3.14) és (3.15)-nek megfeleld, t = (n + 1)At-beli peremfeltételek.
A megoldast az (5.4)-beli Chebyshev kollokacios pontokban keressiik. Az (w, 1)) megoldast
(wn, ¥ )-nel kozelitjikk, ahol wy € Py, ¥y € Py. A hatdsmatrix médszert hasonléan al-
kalmazzuk, mint az 5.2. fejezetben. A [18] konyvben részletesen megtaldlhaté szarmaztatas
végeredménye a kovetkezd:
a differencidlegyenletek linedrisak, ezért frhaté wy = Oy + Wy és Yy = QEN + 1/_) ~. Az (5.26)
peremérték-feladathoz a P-probléma:

Aoy —owy =F, (z;,y;) € Qn

i (5.27)
N = 0, (Ii,y]‘) c FN

Ay = —iy, (z5,y;) € Qn

(5.28)

A P-feladat megolddsahoz az @ és 1) fiiggvényeket alapmegolddsok linedris kombindcidjaként

irjuk fel:
L ) Lo
Wy = Z &, Yy = Zéﬂbz- (5.29)
=1 =1
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Ezzel a P,-feladat:
Aw, —ow; =0, (ZL’i,yj) € Qy

. (5.30)
a)l|7]m = 5lma m S FN
és -
A’QD :—(I}, iy Y; GQ
b=l () o (5.31)
i, =0, nm €Ty
Hétra van még a &, ..., &, meghatdrozdsa. Ezeket dgy vdlasztjuk meg, hogy a Neumann-
peremfeltétel teljesiiljon, azaz
— 99 20
1 _ N oI I _
Za_n g,_<h—W> . gmellcTh, m=1,... L, (5.32)
=1 Nm Tm
amely maétrixos alakban az
ME = E (5.33)

modon irhatd, ahol M a hatdsmatrix. Az 5.2. részben lattuk, hogy L a perempontok szdma
I'l,-n. Ekkor azonban M-nek négy nulla sajétértéke van, igy nem invertdlhaté [18]. Négy

kollokaciés pont eltavolitasaval M reguldris; ezek a pontok:
Pi(zy,—1), P(zn-1,—1), B(x1,1), Pa(zn-a,1). (5.34)

Igy (5.32)-ben a T'}, halmaz a T’} és az (5.34) kiilonbsége.
Az orvényesség nincs egyértelmiien meghatarozva a peremen. Ahhoz, hogy wy-et megkapjuk
I'L,-n, felhaszndljuk az 6rvényesség (3.9)-beli definicidjat.

Az (5.26) megolddsanak menete az alabbi:

I. Eléfeldolgozas

1. Az @, ¢; alapmegolddsok kiszamitdsa az (5.30), illetve (5.31) egyenletekbdl.

2. Az M felépitése az (5.32)-bdl, majd az inverzének taroldsa
II. Minden id6lépésben
1. Az (5.26) elsé differencidlegyenletének jobb oldalat (£') meghatarozzuk. Ez az el6-

z0 id6lépésekben kiszamitott fiiggvényértékeket tartalmazza
Az Ly és @ ~ meghatdrozdsa (5.27)-bdl, illetve az (5.28)-bdl.
Az (5.33)-ben E kiszdmitdsa

AE =[¢ ... &))" meghatdrozésa az (5.33)-bél.

A &, @; és 1 ismeretében (5.29) alapjdn @ és 1) kiszdmitdsa

Az wy és ¥y meghatdrozdsa a P és P feladatok eredményeinek osszeaddsaval.

N s wN

wy meghatarozasa a diszkretizalt peremen: wy = —Avy.
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5.5. Leallasi feltétel, konvergencia

Ha allandosult dllapotot akarunk meghatarozni, akkor sziikséges egy ledllasi feltétel, ami
szabdlyozza, hogy mikor fejezziik be az iddbeli integrdldst. A relativ Lo hibat vettiik alapul,

azaz egy u(x) fiiggvényre:

_ Nu—unlly | Jluy™ — ull

lell i l2

) (5.35)

ahol u a pontos, uy a kozelité megoldas.
Létezik néhany szabdly, ami segit annak eldontésében, hogy a kapott eredmény megfeleld

kozelitést ad-e. Kozonséges differencidlegyenletekre [3]:

* A csonkitdsi hiba nagysdgrendje megegyezik az utols6 megtartott spektralis egyiitthatd
nagysagrendjével:
Er(N) ~ O(lay])-

* Ha az ay-hez kozel 1€v0, de a-nél kisebb egyiitthatdk abszolut értékben monoton csok-
kené moédon tartanak ax-hez, akkor az eredmény numerikus tapasztalatok alapjan val6-
szinfileg helyes.

» Tovdbbi ellendrzési mddszer, hogy a szdmitast kiilonb6zd N felosztisra végezziik el.

A (4.8) kozelités miatt az a,,,, egyiitthatokat az indexek Osszegének fliggvényében kell vizsgélni

a fentiek szerint.
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6. A MATLAB programok felépitése

Minden programot a MATLAB 201 1a verzigjdban készitettiink el. A fejezetben vazoljuk
a programok kapcsolatdt, megmutatjuk, hogy milyen célt szolgalnak, végiil pedig azt, hogy mi-
lyen elveket vettiink figyelembe az elkészitésiikkor.

A beépitett fiiggvények neveit délt, mig a sajat programokat i régép stilussal szedtiik. Ebben
a fejezetben fiiggvényen a MATLAB-ben function-ként definidlt szerkezetet értjiik.

Az 5.1. fejezetben lattuk, hogy egy N x N-es matrix akkor és csak akkor diagonalizélhat6, ha NV
darab linedrisan fiiggetlen sajatvektora van. Ez ellendrizhet6 rangszamvizsgalattal, amit a MAT-
LAB szingularis érték felbontdssal végez (1. rank). Kiszamitottam a rangot N = 2,...,100
matrix méretig és azt taldltam, hogy D(? diagonalizalhato.

A 6. abra a MATLAB programok kapcsolatét jelzi. Egy adott fiiggvényhez befutd nyi-
lak azt mutatjak, hogy milyen kordbban definidlt fiiggvényeket haszndl fel (csak a sajat fligg-
vényeket mutatjuk, a beépitett MATLAB fiiggvényeket nem). Az dbran jelzett programok a
runSimulation és a TODO szkripteket leszdmitva fiiggvények. Biztonsdgi okokbdl nem
hasznaltunk global és persistent véltozokat. A programok j6l dokumentaltak és a MATLAB
altal gyakran alkalmazott fejlécet haszndltuk. A 6. dbra els6é oszlopédban latszik, hogy harom
programbdl nem indul ki nyil. Az egyik a legmagasabb szinten 1év6 runSimulation szkript,
amellyel a felhasznal6 kozvetleniil kapcsolatban van. A masik, a helmholtz_kron nem jat-
szik szerepet a programfutdsban, viszont jol mutatja (1. 3. tablazat), hogy mennyivel lassabb a
Kronecker-szorzattal val6 kozelités a diagonalizaldsndl (1. helmholtz_diag). A legpoly
és a LegGaussLobNodeWeight fiiggvényeket szintén nem hasznaljuk fel a kollokacios ko-
zelitéshez, de a késébbiekben megvaldsitandé Legendre spektralelem médszer alapjat képezik.
A 6. 4bra kozépso oszlopdban az utéfeldolgozassal kapcsolatos fiiggvények dllnak. Az utolséd
oszlopban a szemléltetést segitd showgrid és showChebnodes fiiggvények €s a tovabbi

tennivalok listdja lathato.
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Roviden bemutatjuk a készitett programokat. A fiiggelékben csatolt programok tartalmaz-

zak a hivatkozdst, amelyek segitségével az algoritmusok késziiltek.

barweight
Teljesen vektorizalt médon kiszamitja az adott ponthalmazhoz tartozé baricentrikus stlyokat.
diagonalization
A Helmbholtz-operétor teljes diagonalizalasat végzi el descartes-i koordindta-rendszerben (1.
5.1. fejezet). A fiiggvény alkalmas més koordindta-rendszerekre is; akkor D® médosul.
getnode
Mind a Helmholtz-egyenlet Robin-féle peremfeltételeinél (1. (5.19)), mind a Navier-Stokes
egyenletnél (1. (5.30), (5.31)) ldttuk, hogy a P,-feladatndl a peremgorbe (most a négyzet ol-
dalai) pontjait kellett kivalasztani éramutaté jardsaval megegyezd irdnyban. Ez a fiiggvény
megkeresi, hogy az aktudlis pont melyik oldalon van; ott 1 értéket ad, a tobbi ponthoz pedig a
0-t rendeli.
SIBE
A Navier-Stokes egyenlet szemi-implicit Euler-moédszerrel diszkretizlt véaltozatdnak jobb ol-
dalét tartalmazza.
ABBD2
A Navier-Stokes egyenlet masodrenddi szemi-implicit Adams-Bashforth/retrograd derivélds
modszerrel diszkretizalt valtozatdnak jobb oldalét tartalmazza.
dermatrix
A baricentrikus sulyok ismeretében meghatdrozza az elsérendii derivalé matrixot, majd rekur-
zidval a magasabb rend(i derivdlé matrixokat. Létezik egzakt formula az elsd- és mdsodren-
di Chebyshev derivdl6é matrixok generdldsara, viszont az itt alkalmazott médszer barmilyen
ponthalmazra haszndlhat6. A fliggvényben egy stabil eljaras szerepel, mégis a magasabb ren-
dd derivéltak kozelitésekor a kerekitési hibdk hatvanyozottan nének. A mésodrendd derival6d
matrixndl fellépd kerekitési hiba N < 100 Legendre-vagy Chebyshev-pont esetén elhanya-
golhat6. Ilyen nagy fokszdmu kozelités pedig szinte minden esetben elegendd.
helmholtz_kron
Az (5.1)-(5.2) tipust peremérték-feladatot oldja meg Kronecker-féle tenzorszorzattal.
partialder
Egy kétvaltozds fliggvény elsérendll parcidlis derivaltjait szamitja ki. Mivel ez a fiiggvény
minden iddpillanatban meghivdsra keriil, ezért a racsot és a derival6 matrixot bemenetként
kell megadni. Minimadlis médositassal 1étrehozhaté dnmagédban hasznédlhat6 valtozat, akkor a
racsot €s a derivdlo matrixot a fiiggvényen beliil kell 1étrehozni.
helmholtz_diag
Az (5.1)-(5.2) tipusu peremérték-feladatot oldja meg diagonalizdldssal. Alapvetd megoldo,
mivel a szemi-implicit id6ébeli diszkretizalds sordn Helmholtz-egyenleteket (illetve annak spe-
ciélis eseteként Poisson-egyenletet) kapunk.
convective

Az u - Vg szorzatot hatdrozza meg, ahol g egy skalar fiiggvény.
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determine_xi
A& (I =1,...,4N — 8) értékeket az (5.33) linedris egyenletrendszerbdl hatirozza meg
az influencematrix-t6l kapott M~! segitségével. Az egyenletrendszer jobb oldalt az
(5.32)-bdl veszi.

influencematrix
A hatdsmatrix inverzét adja meg kimenetként. A hatdsmatrixot az (5.32) egyenletbdl hataroz-
zuk meg, majd csokkentjiik a méretét néggyel, igy, hogy az (5.34) pontoknak megfeleld négy
oszlopot és sort téroljiik. Az inverz képzése O((4N — 8)3) régi flop miiveletigénnyel jdr, de
elegendd egyszer elvégezni.

Ptilde_problem
Az (5.16) P-feladatot oldja meg.

Pl_problem
Az (5.30), (5.31) peremérték-feladatokat oldja meg. Az aktudlis perempontot a getnode
fliggvénnyel valasztjuk ki, majd a 8(N — 1) ? szdmd Helmholtz-egyenletet diagonalizdldssal
oldjuk meg. Az 1dotdl valé fiiggetlenség miatt elegendd egyszer, egy eldfeldolgozasi 1épésben
elvégezni ezt a nagy szamitasigény részfeladatot.

Pbar_problem
Az (5.29)-beli P-feladat a P,;-feladatok 6sszegzésével jar és az @y, és&(U=1,...,N—28)
bemenet ismeretében torténik.

solveNS_SIBE
Az id6ben szemi-implicit Euler mddszerrel diszkretizélt egyenleteket oldja meg az 5.4. rész
végén jelzett folyamatot kovetve. Bemenetként az ismert kiils6 erSrendszer intenzitdsvektorat,
a peremfeltételeket, a kezdeti feltételeket és a kinematikai viszkozitast kéri. Opciondlis beme-
net az id6lépés, a maximalis iterdcidszam €s a ledllasi feltétel. Kimenetként minden idopilla-
natban megadja az w, 9, u és v fliiggvényeket, tovabba lekérdezhetjiik a futdshoz sziikséges
iteraciok szamat, az igy elért relativ hibét és a racsot. Mivel a solveNS_ABBD2 megoldd
az els6 id6lépést ezen megoldo segitségével végzi, ezért az solveNS_ABBD2-hoz sziikséges
biztositanunk w’-t €s vV - VwO-t. Nagy stabilitdsa miatt ez az alapértelmezett megoldo.

solveNS_ABBD2
Az AB/BDI2 médszerrel diszkretizalt feladatot oldja meg. Id6ben masodrendben pontos, de
tapasztalataink alapjan a szemi-implicit Euler-mdédszernél kevésbé stabil.

runSimulation
Interaktiv médon lehet feladatokat megoldani vele. A felhaszndléval a parancssoron keresztiil
kommunikal és a kivant opcidkkal hivja meg a fiiggvényeket.

barint2
Baricentrikus Lagrange-interpolaciét valésit meg két dimenzidban tenzorszorzat racson a (4.10)
alapjan. A gyors futds érdekében ezt is vektorizaltuk a bsxfun-nal. Hasonléan miikddik, mint

az egy dimenzids véltozat [7].

2 A sarokpontok nélkiil 4N — 4 darab perempont van és w; és v is meghatdrozando.
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chebcoeff
A (4.8) csonkitott sorfejtés a; ; egylitthatdit hatarozza meg gyors Chebyshev transzformacio-
val. A Chebyshev-polinomok (4.1)-beli trigonometrikus alakja miatt a diszkrét Chebyshev-
transzformdci6 elvégezhetd gyors Fourier-transzformdcidval a matrix-vektor szorzdsnal ki-
sebb miiveletigénnyel. A chebcoeff egy utasitassal bovitiahttp://www.mathworks.
com/matlabcentral/fileexchange/4416-2d-chebyshev-transform
helyrdl letolthetd kédot. Ugyanis a (4.2) ndlunk negativ eldjellel szerepel, ezért a bemend
matrix oszlopait €s sorait fel kell cserélniink.

chebcoeffplot
Egy négyzetes matrix elemeinek abszolit értékét dbrazolja a hozza tartozé indexek fliggvé-
nyében fél-logaritmikus skdlan. A 14, 16 és 18. dbrat ezen fiiggvény segitségével kaptuk.

legpoly
Az els6-, mésod-, ... N-edfokd Legendre-polinomot és derivaltjat kiértékeli az adott pontok-

ban. Az eredmény az L és Lp matrix, melyre

dL;(z;)

Lj(x;) = Ly, P

= Lpij,
ahol L; a j-edfoku Legendre-polinom.

LegGaussLobNodeWeight
A Legendre-Gauss-Lobatto (LGL) csomépontokat és sulyokat hatdrozza meg a megadott pon-
tossdg mellett. Az LGL pontok az (1 — x?)Ly(x) fiiggvény zérushelyei, és egzakt formula
nem létezik a kiszdmitdsukra. Kozelité meghatarozasuk torténhet egy sajatértékfeladat vagy
pedig nemlinedris egyenletek megolddsaval. Az el6bbi mddszer nagyobb N értékekre tdl nagy

kerekitési hibaval jar, ezért az ut6bbit implementéltuk. A Newton-iteracié kezd6értékének az

ap:_am<@+02aw 3 1

) _ —1,... N—1
j N 8mNj+Oﬂ€)’j e

szdmokat vdlasztottuk [13], de mds kezd6vektor is megadhatd (1. [22]). A zérushelyek és
sulyok ezutdn a hivatkozott két konyvben megtaldlhaté moédon szamithatok.
visualizeResults
Kétdimenzids adatok megjelenitését végzi. Lehet késziteni feliiletet (surf), koordindtavonalas
feliiletet (mesh), kontirvonalas dbrat (contour), &ramvonal megjelenitést (streamslice), vektor-
abrat (quiver) és vektordbrat szinezéssel (quiverc *). A bemenetek ellendrzését az inputParser
osztaly végzi. Lehet6ség van a quiver esetén a sebesség normalizaldsdra is, igy egyenld nagy-
sdgu nyilat lehet kirajzolni. Mivel a quiverc nagyon er&forrds-igényes, ezért N > 50 felett
mdr nem engedélyezziik a hasznélatét.
showgrid
Az els6faji Chebyshev-polinomok széls6értékhelyibdl alkotott tenzorszorzat racsot rajzolja
ki. Ezzel késziilt a 2. 4bra.

3Letslthet6ahttp://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/3225-quiverc
honlaprél.
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showChebnodes
Az emlitett sz€éls6értékhelyeket geometriailag gy kapjuk, hogy az origé kozépponti egység-
sugaru félkor 1vét egyenld részekre osztjuk, majd merdlegesen a vizszintes tengelyre vetitjiik.
Ezt szemlélteti a showChebnodes fiiggvény.

correctinput
A numerikus tombként vagy pedig function handle-ként megadott peremfeltételeket hozza
olyan alakra, hogy azt a tovabbi fiiggvények kezelni tudjik.

TODO

Tennivalok listdja.

6.1. Az algoritmusok megvalésitasanak szempontjai

A programkéd megirdsa kozben elsédleges szempont volt a modularitds. Ahogy egyre bo-

nyolultabbd vilt, egyre fontosabb lett, hogy a kés6bbiekben konnyen bdvithetd legyen. Az em-
litett fliggvények egy-egy jol behatdrolhat6 feladat elvégzésére szolgdlnak. A Reynolds-szdm
novekedtével jelentGsen nétt a stabilitds szempontjabdl sziikséges id6lépések szdma. Eppen
ezért a futdsidd tekintetében fontos, hogy ami id6fiiggetlen, azt egy el6feldolgozési 1€pésben
szamitsuk ki, ne pedig minden idopontban.
Az éltalunk alkalmazott spektrdl médszer sem térben, sem idében nem adaptiv. Az idSbe-
li adaptivitds viszonylag konnyen megvaldsithaté (1. pl. [18]) és nem befolydsolja a racsot.
Azért dontottiink a nem adaptiv racs alkalmazdsa mellett, mert igy elegendd egyszer 1étrehozni
és kiszdmitani a sziikséges mennyiségeket, nem pedig minden id6pillanatban. A Chebyshev-
egylitthatok utalnak a diszkretizaciés hibdra.

A programok futtatdsdhoz elegendd (akar egy sok évvel korabbi) MATLAB, nem sziiksé-
ges hozzd semelyik Toolbox. A spektrdl mddszerekre jellemzden a megoldandé egyenletrend-
szerek kis méretiiek, igy nem érdemes GPU-t haszndlni, mert a VRAM-bdl a RAM-ba torténd
adatatvitellel egyiitt mar hosszabb a futdsidd, mintha a CPU-n oldandnk meg. Az id6lépéses
iterdcioban a pillanatnyi fliiggvényértékek a korabbi ciklusbeli értéktdl fiiggnek, ezért a prog-
ramnak ez a része nem, vagy csak nehezen parhuzamosithat6. Ennek ellenére a megolddink a
rendelkezésre all6 0sszes processzormagot-és szdlat kihasznaljdk az implicit tobbszalisag és a
vektorizalt kod miatt. A MATLAB-ben sok linedris algebrai fiiggvény alacsony szintdi, gyors
C-kodként van optimalizdlva, amelyek rdaddsul kihasznaljadk a BLAS és LAPACK rutinokat,
ezaltal kiilon utasitds nélkiil is tobb szdlon torténd futast tesznek leheté6vé — ez az implicit tobb-
szalusdg. Az ezt timogatd, dltalunk hasznalt beépitett fiiggvények az eig, diag, inv, bsxfun, sum,
isnan, stb. és a linedris egyenletrendszer direkt megolddsahoz hasznalt \ operdtor. Az tjabb
MATLAB verziok rendelkeznek JIT forditoval, de sok esetben még igy is megéri vektorizalni.
A vektorizdlds sordn a for és while ciklusokat kicseréljiik a veliik ekvivalens vektor és matrix
miveletekre. A MATLAB Profiler segitségével megmértiik, hogy mely fiiggvények teszik ki
a futdsidd jelentSs részét; ezek optimalizdldsdra kiilon figyelmet forditottunk. Nem vektorizalt
példaul a 1egpoly program, ugyanis a futdsidére nézve elhanyagolhat6 és for ciklussal at-

tekinthetébb. Amikor sok matrixot kellett tarolni (példaul az w(z;, y;, tx) fliggvényértékeket),
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akkor ahhoz az éttekinthetdség miatt nem hipermatrixot, hanem cella tombot haszndltunk. A
MATLAB programok gyorsitdsdnak egy tovabbi lehetosége, ha MEX-fiiggvényeket irunk. A
MEX Iényege, hogy a hosszan fut6 MATLAB programot atirjuk C-re, majd MEX-fiiggvényként
hivjuk meg a MATLAB-bdl. Az implicit tobbszaltsitds miatt ennek jelen esetben nem volt je-
lentSsége.

Az A fliggelékben lathaté m6édon a programok nagy része matrixszorzasra és matrixok Hada-

mard-szorzatira (MATLAB-ben: .*) van visszavezetve.
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7. Numerikus példak

Az elkészitett programokat kiilonb6z6 feladatokon teszteljiik. Vegyiik el6szor az egyik
leghiresebb tesztfeladatot, a ,,lid-driven cavity”’-t, amelyen részletesen bemutatjuk a megoldas

menetét.

7.1. ,,Lid-driven cavity”

A feladattal modellezhetd egy téglatest alaku tartdlyban kialakul6 dramlas. Vegyiik a 7.
abran lathatd tireget, melyet teljesen kitolti a folyadék. A folyadék a felsd lap dllandé U sebes-
ségli vizszintes mozgatdsatol dramldsba jon. A falak mentén nincs csiszas, a gravitaciot és mas
kiils6 er6rendszert nem vessziik figyelembe.

A négyzet fels két sarka szingularitdsi pont, mert ott a vizszintes irdnyd sebességkoordinéta
nem egyértékli. Latni fogjuk, hogy ez jelentésen rontja a konvergenciasebességet €s az id6beli
diszkretizacidos sémdk stabilitdst is. A kialakul6 dramldst a Reynolds-szdm nagysdga befolya-

solja.

Y

[\
y

7. dbra. Az iireg geometridja

A feladat jellegébdl kovetkezben a peremfeltételek:
w(z, 1) =U, u(—-1,y) =u(z,-1) =u(l,y) =v(-1,y) = v(z,—1) =v(l,y) = v(x,1) = 0.

A (3.14) egyenlet alapjan {» = 0 mind a négy peremen, mert nincs normadlis irdnyd dramlés.
A (3.15) szerint a fels§ peremen 0v)/0y = U. Fentebb hallgatdlagosan azt feltételeztiik, hogy
a peremfeltételek minden id6pillanatban ugyanazok. A kompatibilitdsi feltétel (1. [18]) értel-

mében a kezdeti sebességmezonek is ki kell elégitenie a peremfeltételeket. Tehat nem lehet
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nyugalomban a folyadék a fenti peremfeltételek mellett. Bar fizikailag értelmes lenne a

Ui, {-1<z<1l,y=1}
vo(x,t) =
0, egyébként

kezd@sebesség, de ez nem derivalhaté és igy w, sem képezhets. Igy a kompatibilitdsi egyenletet
nem teljesitd vo = 0 kezdGsebességet vessziik, amelyrdl latni fogjuk, hogy helyes eredményt
ad.

Ha v — oo, azaz Re — 0, akkor a Stokes-egyenletet kapjuk, tehdt a Navier-Stokes meg-
olddval ezt is lehet kezelni. A runSimulation futtatdsdval interaktiv modon tudjuk megol-
dani a feladatot, itt a szemi-implicit Euler-mddszerrel valé kozvetlen megolddst mutatjuk meg.
Vegyiink v = 0,01 m?/s kinematikai viszkozitdst, legyen U = 1 m/s (igy Re = 200), az
(5.35)-nek megfeleld ledllasi feltétel 1079, a maximalis iterdciészam 2000, tovabbi az id6lépés
At =0, 1. Legyen vg = 0 m/s és N = 20-adfokd Chebyshev-polinommal kzelitiink mindkét
koordinéata irdnyban.

Irjuk be a parancssorba:

>> nu = 0.01;

>> N=20;

>> ul0 = zeros (N+1); v0 = u0;
>> maxIteration = 2000;

>> reltol = le-9;

>> Dt = 0.1;

>> f = @(x,y) O;

>> topBC = @(x) 1;

>> otherBC = @(x) 0;

>> [omega psi u v stat X Y] = solveNS_SIBE (N, f,otherBC,
otherBC, otherBC, otherBC, otherBC, topBC, otherBC,

otherBC,u0,v0,Dt,nu,maxIteration, reltol);

A program 978 1€pés alatt végzett, tehat az allanddsult allapot kozel 97,8 masodperc alatt 4llt be.
Az alkalmazott szemi-implicit Euler-mddszer id6ben csak elsd rendben pontos, viszont minket
az allanddsult dllapot érdekel, nem pedig az, hogy pontosan mikor kovetkezik be. A megoldést
az w, 1, u és v fiiggvényekre cella tombokben kaptuk meg, példdul az u(1, —1, 100At) értéke
azu{100%«Dt} (N+1, 1) utasitassal hivhato €l6.

A visualizeResults fiiggvénnyel sokféle dbra készithetd, most az &ramvonalakat jelenit-

jik meg a

>> visualizeResults (X, Y,u{iter},v{iter}, ' method’,

"streamslice’);

utasitdssal. Ekkor a 9. 4bran lathat6 képet nyerjiikk. A 8. abra a Stokes-egyenlet megoldasat

mutatja. Végtelen nagy viszkozitéast feltételezve u(—x,y) = u(z,y) és v(—x,y) = —v(x,y).
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Ha Re > 0, akkor u és v nem rendelkezik a fentebbi paritdsi tulajdonsdgokkal. A Navier-Stokes
egyenlet megoldadsakor lathatd, hogy a jobb als6 sarokban kialakul egy mésodlagos, a bal alsé

sarokban pedig egy harmadlagos 6rvény.

1

0.5

8. 4bra. Aramvonalak, Re = 0 9. 4bra. Aramvonalak, Re = 200

Az 5.5. részben lattuk, hogy a Chebyshev-egyiitthatokbdl lehet kovetkeztetni a megoldds he-
lyességére. A Stokes-egyenletnél a szemlélet alapjan is arra gondolhatunk, hogy u szimmet-
rikus az x tengelyre. Tehat a; j-nek (i paros, j = 0,..., N) nulldnak kell lennie. A sejtést
megerSsitia >> coeffs = chebcoeff (A) utasitds eredménye is: a spektrélis egyiittha-
tok matrixdnak minden masodik oszlopa gépi nulla. Ugyanigy paros z-ben az w és a 1 is.
Hasznos lehet (dbrdzoldshoz, irodalomban szerepld egyenkdzi racsokon kapott értékekkel
valé 0sszehasonlitds érdekében) a kapott fiiggvényértékek interpoldlasa. A fenti példan ez a

kovetkezd parancsokkal torténik:

>> x = —cos(pix (0:N)/N)’;
>> newGrid = -0.999:0.05:0.999;
>> [new_v Xnew Ynew] = baryint2(x,v{iter},newGrid);

>> visualizeResults (Xnew, Ynew, new_v, 'method’,’surf’);

A v-re eredményiil a 11. dbran lathat6 eloszlast kapjuk (feliilr6l ranézve). A halévonalas felii-

letet a 10. abra szemlélteti.
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11. dbra. A v sebességkoordindta a z tengely po-

10. ébra. Az interpolalt v sebességko-
zitiv iranya feldl nézve, Re = 200

ordinata képe, Re = 200

A 12. 4bra a kiszamitott sebességvektorokat mutatja a racspontokban. Megfigyelhetd, hogy ez

az eredeti, nem ekvidisztdns racs. A sebesség nagysagit a vektor nagysédga és szine jelzi.

r = —— —— = = = == = .
\\ , - *
A \ t , — — —
1 t t 1 /7 - — —_ - \ .
1 1 t t 1 / - - N '
1 t t ‘ t 1
. / i
T 1 \ \ \ \ - ~ !
\ \ \ N ~ -— — / / '
) \ \ ~ - -— — v P .

12. dbra. A sebességmez6 a quiverc fiiggvény meghivasaval, Re = 200

Mind nemlinedris egyenletrendszereknél, mind pedig az idGintegrdlds sordn a stabilitds
biztositdsdahoz folytatdsos mddszereket szokds alkalmazni. Mi itt a Reynolds-szdm, mint pa-
raméter, szerinti folytatast haszndltuk. Kiszdmitunk egy megoldast kisebb Reynolds-szamra,
majd a kapott eredményt hasznaljuk fel kezdeti vy sebességnek a nagyobb Reynolds-szamu

eset meghatdarozdsahoz.
A [17] dolgozat nagy pontossdgtii megolddsaival hasonlitjuk Ossze szdmitdsainkat. Ott (a
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legtobb cikkhez hasonldan) a [0, 1] x [0, 1] négyzetet tekintik, a tablazatokban szerepld koordi-
natdk a mi tartomdnyunkhoz vannak igazitva. Az 5-7. tablazatok az lireg kozepén mutatjdk a

sebességet.

sajat szamitas, kiilonbozo NV felosztidsokra

N 10 20 50

[17] dolgozat

u(0,0) -2,05418557e-1 -2,05195217e-1 -2,05191686e-1 -2,05191715e-1

v(0,0)  6,4550503e-6 6,3644848e-6 6,3676966¢e-6 6,3677058e-6

5. tdblazat. A tartomdny kozepén a sebesség Re = 0, 01 esetén

sajat szamitas, kiillonbozd N felosztasokra

N 10 20 50

[17] dolgozat

u(0,0) -2,085100690e-1 -2,091283435e-1 -2,091491343e-1 -2,09149142¢-1

v(0,0)  5,7673833e¢-2 5,7505097e-2 5,7536504e-2 5,7536559¢-2

6. tdblazat. A tartomany kozepén a sebesség Re = 100 esetén

sajat szamitds, kiilonb6zd N felosztisokra [17] dolgozat

N 10 20 50

u(0,0) -9,54505227e-2 -1,15344131e-1 -1,15053497e-1 -1,15053628e-1

v(0,0)  6,7025081e-2  5,2218832e-2  5,2058066e-2  5,2058082¢-2

7. tablazat. A tartomdny kozepén a sebesség Re = 400 esetén

A téblazatokban félkovérrel emeltiik ki a normédlalakban megegyezd tizedesjegyeket. Lat-
hat6, hogy az u sebességre N = 50-nél minden vizsgédlt Reynolds-szdmra hat tizedesjegyre
megegyez0 eredményt kaptunk. A [19] cikkben a sarokponti szingularitdsokat eltavolitjak,
amelynek segitségével jelent6sen nd a konvergenciasebesség. Mivel a célunk egy dltalanos

megoldoé létrehozdsa volt, ezért mi ezt nem tettiik meg.

7.2. Regularizalt ,.lid-driven cavity”

Lattuk, hogy a bal és jobb felsd sarka a négyzetnek szinguldris pont. Legyen a mozgd
fels6 lapon a peremfeltétel: u(z,1) = (22 — 1)%. Ldthat6, hogy igy mar u(z,y) egyértéki az
egész peremen. A ledlldsi feltétel mindenhol 1077 relativ eltérésnél volt és N = 25-6s rdcson
dolgoztunk.

A futdsi eredményekbdl kirajzolt aramvonalakat kiilonboz6 Reynolds-szamokraa 13.,a 15. és a

17. abrak tartalmazzdk. Lathatd, hogy Re novelésével az elsédleges 6rvény kdzéppontja egyre
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inkdbb a (0,0) pont felé tolodik és n6 a masodlagos és harmadlagos orvény mérete (1. 13, 15,
17. abrak).

1
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13. 4bra. Aramvonalak, Re = 200 14. dbra. Spektralis egyiitthatok, Re = 200

|G|

16. 4bra. Spektralis egyiitthatok, Re =

15. abra. Aramvonalak, Re = 1000 1000
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18. abra. Spektrilis egyiitthatok, Re =

17. abra. Aramvonalak, Re = 2000 2000

A spektrélis egylitthatokat a chebcoeff MATLAB fiiggvény segitségével hatdroztuk
meg, majd a chebcoeffplot-tal rajzoltattuk ki, amellyel a 14., a 16. és a 18. abrdkat
nyertiik. Lathatd, hogy a Reynolds-szam novelésével nd a diszkretizacids hiba. A 14. és 16.
abrakndl az u sebességre vonatkoznak az egyiitthatok, mig a 18. dbra tartalmazza a 1) alapvél-
tozora is. Azt lehet észrevenni, hogy a 1-nél (és az w-ndl is) koriilbeliil két nagysagrenddel
kisebb az elkovetett hiba.

A Reynolds-szam szerinti foly-
tatast alkalmazva Re = 8500-ig
jutottunk. A 19. 4bran l4thatd,

hogy az iireg sarkaiban tovdbb nét-
tek az orvények. A sorfejtés egyiitt-
hat6ibdl kideriilt, hogy a megfele-
16 pontossag (legaldbb 107°) eléré-
s€hez nem volt elegend6 N = 25.
Mivel a Reynolds-szdm novelésé-
vel magasabb fokd kozelités sziik-
séges, tovabbd a stabilitds fenntar-

tdsdhoz jelentdsen kisebb idSlépés,

ezért nagy Reynolds-szdm esetén

) ] ] ) -1 —-0.5 0 0.5 1
PC-n a direkt numerikus szimulacid

(DNS) til nagy memoria és szami- 19. 4bra. Spektralis egyiitthatok, Re — 8500
tasi igénnyel jar. Ekkor turbulencia

modelleket hasznalnak.
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8. Osszefoglalas, tovabbi célok

A dolgozatban dsszenyomhatatlan kétdimenzids dramlasi jellemz6k numerikus megold4-
sdval foglalkoztunk. Az id6fiiggd Navier-Stokes egyenletet orvényesség-dramfiiggvény megfo-
galmazdsban irtuk fel és el6szor idoben, majd térben diszkretizéltuk. Szemi-implicit iddintegra-
last alkalmaztunk, mig térben a nagy pontossdgui Chebyshev kollokdcidés modszert hasznaltuk.
A 6 célunk egy MATLAB program elkészitése volt. Kétféle id6integralast implementaltunk,
a Navier-Stokes egyenletet kiegészitettiik az energiaegyenlettel, ily médon hdatadasos felada-
tokat is meg tudunk oldani. Az eredményekre kiilonb6z6 megjelenitési technikdkat alkalmaz-
hatunk és egy stabil interpolaciés modszerrel tetszdleges helyen tudjuk el6allitani a megoldast.
Az orvényvektor €s az dramfiiggvény bevezetésének elonyeit €s hatékonysagat példakon keresz-
tiill mutattuk be és Osszehasonlitottuk a szakirodalomban taldlt eredményekkel. Az elkészitett
fliggvények elég éltaldnosak ahhoz, hogy konnyen bdvithet6k legyenek tengelyszimmetrikus
feladatokra és spektralelem moddszerre is.

A kozeljovSben megvaldsitandé célunk, hogy a program téglalap tartomdnyt és tengely-
szimmetrikus feladatot is kezelni tudjon. A négyzetrdl téglalap tartoményra vald altaldnosités
egy linedris leképezéssel megoldhatd, amelyet az tigynevezett eltolt Chebyshev-polinomok va-
l16sitanak meg. Hengerszimmetrikus feladatndl — bar a merididnmetszet fiiggetlen az azimutdlis
sz0gtdl — egy tovabbi differencidlegyenletet kapunk az azimutélis sebességkoordinétira. Ek-
kor a feladatot hasonléan oldjuk meg, mint ahogy azt tettilk a konvekcié esetén. Eltérés a
descartes-i koordinata-rendszerhez képest az, hogy a differencidloperatorok mas alakban dllnak
el6. A programon beliil tehat a két koordinéta-rendszer csupén a differencidlé matrixokban tér
el, amely egy if-szerkezettel valtoztathat6. Hasznos lenne magasabb rendii idGintegraldsi méd-
szereket bevezetni, hogy nagyobb pontossdggal tudjunk vizsgdlni tranziens jelenségeket.
Téavlati célunk, hogy 4ltalanos céli spektrdlelem mddszert valdsitsunk meg, melynek sok elénye
van. Mivel ez egy tartomény felosztasos modszer, ezért komplex — akér tobbszordsen Osszefiig-
g6 — tartomdnyon is lehet vele dolgozni. Tovébbi el6nye, hogy a szinguldris helyekbdl eredd
konvergencia romlds nem terjed ki az egész tartomdnyra, hanem csak a szinguléris hely egy
kornyezetére. Végiil pedig a differencidlegyenletek spektrdlelem mddszerhez hasznalt gyen-
ge alakjaban konnyebben el6irhatok lesznek a sebességre vonatkozé vegyes peremfeltételek.
Erdemes lehet nem-newtoni anyagmodelleket is beépiteni és a komplexitds nvekedése miatt

objektum orientélt stilusra attérni. A konkrét programozdsi célok a TODO-ban lathatok.

Koszonetnyilvanitas: A kutatds a TAMOP 4.2.4.A/2-11-1-2012-0001 azonosité szdmi Nem-
zeti Kivalésag Program — Hazai hallgatoi, illetve kutat6i személyi tdimogatést biztosité rendszer
kidolgozdasa és miikodtetése orszdgos program cimi kiemelt projekt keretében zajlott. A projekt

az Eurdpai Uni6 tdmogatasaval, az Eurépai Szocidlis Alap tarsfinanszirozasaval valosul meg.
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A. MATLAB programok

ABBD2

function F = ABBD2 (Dt, f,B,omega_old, omega_oldold, nu)
$SIBE Second order Adams-Bashforth/backward-difference method for the

$Navier-Stokes equation.

<)
<

Inputs: Dt - time step
f - forcing term at the current time
B - nonlinear convective term
omega_old — vorticity one time-step before

omega_oldold - vorticity two time-steps before

nu — kinematic viscosity

Output: F - discretized right hand side of the Helmholtz-equation at

the current time

See also SIBE

Zzoltan Csati

18 % 2014/07/11

19

20 F = 1/nux(-f + 2+«B{end}-B{end-1} - (4+omega_old-omega_oldold)/ (2%Dt));
barweight

function weight = barweight (x)
SBARWEIGHT Barycentric weights.

o°  o° oo

o\

WEIGHT = BARWEIGHT (X) returns the barycentric weights for an arbitrary

set of points X.
See also DERMATRIX
The algorithm is based on the article
Berrut, J.-P. and Trefethen, L. N.: Barycentric Lagrange Interpolaf

SIAM Rev., vol. 46, no. 3, pp. 501-517, 2004

Zzoltan Csati
2014/05/29

numel (x) ;

x(:); % force x to be a column vector
X(:,ones(l,n)); % same as X = repmat(xj,1,n), but faster
= X-X."';

47
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19

20

)

sub (logical(eye(n))) = 1; % change the diagonal entries from 0 to 1

[)

weight = prod(sub,2); % take the product along the rows

21 weight = 1./weight;

baryint2
1 function [G X Y] = baryint2(x,F,vy)

2 $BARINT Perform barycentric Lagrange—-interpolation in two dimensions.
3% [G X Y] = BARINT2 (x,F,y) returns the interpolated function wvalues at
4 % Y based on the known points (X,F) where X (Y) is the tensor product

5 0% grid created from vector x (y), respectively. X and Y are calculated.

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

% G = BARINT2 (x,F,y) returns the interpolated function values at Y
% based on the known points (X,F) where X (Y) is the tensor product
% grid created from vector x (y), respectively. X and Y are not

% calculated.

% Example: Evaluate the following function on a tensor product grid
% composed by some random x values on [0,1].

% Interpolate the function on [0,1].

% Solution: x = rand(1,10);

% [X Y] = meshgrid(x);

% F = @(X,Y) sin(X).xcos(Y);

% newAbscissas = 0:0.01:1;

% [interpolated Xnew Ynew] = baryint2(x,F(X,Y),

% newAbscissas);

o\
o\

Compare the interpolated and the analytical values

o\
o

(the error highly depends on the distribution of the

% % elements of x):
% norm(interpolated-F (Xnew, Ynew) , Inf);
% mesh (Xnew, Ynew, interpolated) ;

% See also BARYINT, BARWEIGHT, BARINT

% The algorithm is based on

% Kopriva D. A.: Implementing Spectral Methods for Partial
% Differential Equations, Springer, 2009

% Zoltan Cséati

% 2014/08/04

o

Obtain the barycentric weights

w = barweight (x);

o\

Transpose vectors x and y i1if necessary
if size(y,2) == % y is a column vector
o

y =vy.'; % y must be a row vector

end
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42

43

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

x = x(:); % force x to be a column vector

Q

% Perform barycentric interpolation
numelx = length (x);

)

= y(ones (numelx,1),:); % equivalently, A = repmat (y,length(x),1);

bsxfun (@minus, A, X) ;

= bsxfun (Rtimes,1./A,w);

A
A
A
A

A./ (repmat (sum(A) ,numelx, 1)) ;

o

Now the transpose of A is the discrete Lagrange interpolating polynomial.
G = transpose (A) xFxA;
if nargout > 1

% Function meshgrid is a computationally expensive part of the code

[X Y] = meshgrid(y);
end
% If x and y overlap each other for some data points, the formula divides
% by zero and the solution in NaN. It does not affect visualization since
% MATLAB ignores NaN values.
NaNoccurred = isnan(G) ;
if any (NaNoccurred)
warning ('MATLAB:baryint2:divisionByZero',

!

'There are %d overlapping data points.', sum(sum(NaNoccurred)));

end

chebcoeff

20

21

22

function B = chebcoeff (A)

$CHEBCOEFF Determine spectral coefficients from the nodal values in 2D.

o\

B = CHEBCOEFF (A) determines the spectral coefficients in matrix B

o\°

for the 2D Chebyshev expansion using the known nodal values given in

o\

matrix A.

% The algorithm uses the Fast Chebyshev Transform and the code is

% identical to Greg von Winckel's "2D Chebyshev Transform" except the
% first line.

% Zoltan Cséati

% 2014/09/21

o\

Flip the matrix elements because of reverse ordering
A = rot90(A,2); % same as flipud(fliplr(RA));

o\

From now, use Greg von Winckel's code available from

o

http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/

% 4416-2d-chebyshev-transform
[N,M]=size (A7) ;

F=ifft ([A(1:N,:);A(N-1:-1:2,:)1);

B=real ([F(l,:); 2xF(2:N,:)1);

G=B."';
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23

24

F=ifft ([G(1:M, :);G(M-1:-1:2,:)1);
B=real ([F(1,:); 2+«F(2:M,:)])."';

chebcoeffplot

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

function chebcoeffplot (4)
$CHEBCOEFFPLOT Logarithm plot of the spectral coefficients.
CHEBCOEFFPLOT (A) displays the logarithm of the absolute values of the

o\

% spectral coefficients stored in matrix A.

% See also CHEBCOEFF

o

Zzoltan Csati
2014/09/22

o\

o\

We are interested in the absolute value of the coefficients
A = abs (A);

Rotate A to get the minor diagonals

A = rot90(A,-1);

Initialize figure and axes

o

o\

n = size (A, 2);
fig = figure('Visible','off");
a = axes('Parent',fig, '¥YScale','log');

xlabel ("'m+n+2', 'Parent',a);

ylabel ('|a_{mn}|', 'Parent',a, 'Rotation', 0);
% Create the "m+n+2 - |a_mn|" plot

for k = 1:2xn-1

if k <= n % above and on the minor diagonal

xvec = (k+1)+ones(k,1);
else % under the minor diagonal
xvec = (k+1)*ones (2«n-k,1);

end
line(xvec, diag(A,n-k), 'Parent',a, 'Marker',6'o', 'LineStyle', 'none')
end

% Make the figure visible

set (fig, 'Visible','on'");

convective

function B = convective (u,v,omega,grid,D1)
$CONVECTIVE Convective term of the Navier-Stokes equation.

<)
<

% Input: x — Chebyshev-Gauss—-Lobatto nodes
% u, v - horizontal and vertical velocity coordinates
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o\

o

g
D

oo o° oo

o\

Output:

o\°

o\

See also

o

zoltan C
2014/07/

o\

derx dery]

[
B = u.*derx

mega — vorticity
rid
1

- meshgrid from x

first differentiation matrix

B - convective term in vorticity-stream function formulation

SIBE, ABBD2, PARTIALDER

sati
11

partialder (omega,grid,D1);

+ v.xdery;

correctinput

function var
$CORRECTINPU
% VARARGOU
% arrays o

points w

(METHOD=

o° o

o\

See also

0 % Zoltéan C
n % 2014/08/
12

B3 X = x(:);

4 N = numel (x)
15 method = low
16 switch metho
17 case 'inn
18 nodes

19 case 'all
20 nodes

21 otherwise
22 error (
23

24 end

23 nrolInput = 1
2% for k = l:nr
27 element =
28 % Input g
29 if isa(el
30 vararg

argout
T
T

correctinput (x,method, varargin)

Helper function to handle boundary conditions.
CORRECTINPUT (X, METHOD, VARARGIN)
r function handles),

ithout the ends (METHOD='inner')

processes inputs (numeric
evaluate them at either the boundary

or on the whole boundary

'all') of a side of the square domain.
sati

19

-1;

er (method) ;

d

er'

= x(2:N);

A\l

=X;

'"MATLAB:correctinput:incorrectString’',

T T

'Input method must be either inner or ''all''.

")

ength (varargin) ;

olInput

o
)

varargin{k}; current input

iven as a function handle
ement, 'function_handle'")
out{k}

element (nodes) ;
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31

32

33

34

35

36

37

38

if numel (varargout{k}) == 1
varargout{k} = varargout{k}*ones(size(nodes));
end
% Input given as a numeric array
elseif isa(element, 'numeric')
if numel (element) ~= numel (nodes)
error ("MATLAB:correctinput:incorrectArray’,

['Array length must match the number of boundary nodes '

39 '(%d) ."'], numel (nodes));

40 else

41 varargout{k} = element;

42 end

43 else

44 error ("MATLAB:correctinput:wrongClass', ['Boundary conditions'...
45 ' must be given as function handles or numeric arrays.']);
46 end

41 end

dermatrix

20

21

22

23

24

25

26

function D = dermatrix(x,m)

$DERMATRIX Derivative matrices for a set of interpolation points.

0 o0 A o O o° o° oo o° o°

o\

oo o0 oo o°

o\

o\

o\

D = DERMATRIX (X,M) returns the first M derivative matrices for a giver
set of interpolation points given as a vector X.
D = DERMATRIX (X) returns the first order derivative matrix for a giver

set of interpolation points given as a vector X.

Example: create the first three derivative matrices for Gauss-Lobatto
points of order 64
x = LegGaussLobNodeWeight (64);

dermatrix(x,3);

See also BARWEIGHT, LEGGAUSSLOBNODEWEIGHT, LEGPOLY

The algorithm is based on
Kopriva D. A.: Implementing Spectral Methods for Partial
Differential Equations, Springer, 2009
For matrices of moderate size (n<100) using Legendre, Chebyshev, etc.
points, the summation is almost free of round-off error. However
for large matrices or for equidistant points the round-off error can
be huge. Then use the FFT formulation for differentiation or a stable
summation algorithm, e.g. Jan Simon's great XSum package:

http://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/26800-xsum

Zoltan Cséati

Il

il

2014/06/21
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27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

4

43

45

46

47

48

49

Q

x = x(:); % force x to be a column vector

n = numel (x) ;

w = barweight (x); % calculate the barycentric weights
% Create D in a vectorized way

X = x(:,ones(l,n));

W = w(:,ones(l,n));

D = cell(m,1);

D{1} = W'./W.x(1./(X=-X"));

%% Create the first order derivative matrix
% Replace the diagonal (which is a vector of Inf or NaN) with zeros
D{1}(1l:(n+l):end) = 0;

% Do the negative sum trick
D{1}(1l:(n+l):end) = —-sum(D{1l},2);

%% Create the higher order derivative matrices using a recursion
for k = 2:m

diagD = diag(D{k-1});

D{k} = k./(X-X") .« (W'./W.xdiagD(:,ones(1,n))-D{k-11});

D{k} (1: (n+1l) :end) 0;

D{k} (1l: (n+1) :end) —-sum(D{k}, 2);

end

determine_xi

function xi = determine_xi (N, invM,psi_tilde,hleft,htop,hright,
hbottom, grid, D1)
$DETEMINE_XT Determines the vector of xi needed for the P_bar-problem.

%

% Inputs: N - polynomial degree in x and y direction

% invM - inverse of the influence matrix

% psi_tilde - stream function solution of the P_tilde-problem
% hleft - tangential boundary condition on the left edge

% htop - tangential boundary condition on the top edge

% hright - tangential boundary condition on the right edge
% hbottom - tangential boundary condition on the bottom edge
% grid — meshgrid from the CGL points

% D1 — first differentiation matrix

% Output: xi - coefficients obtained from the influence matrix equatioj

o\

See also PBAR_PROBLEM, PTILDE_PROBLEM, INFLUENCEMATRIX, PARTIALDER

o\

Zoltan Cséati
2014/07/05

o\
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21
2 %% Construct the right hand side

23 [derx dery] = partialder(psi_tilde,grid,D1);
2% gderleft= -derx(2:N,1);

25 gdertop = dery(end,3:N-1)"';

26 gderright = derx(2:N,end);

27 gderbottom = -dery(l,3:N-1)"';

28

29 % Discard the four nodes

50 htop(l) = []; htop(end) = [];

31 hbottom(l) = []; hbottom(end) = [];

2 % Change the numbering on the right and on the bottom side
33 hright = hright (end:-1:1);

3 hbottom = hbottom(end:-1:1);

35 % Construct the right hand side vector from the side wvalues
3 RHS = [hleft-gderleft;htop-gdertop;hright-gderright;hbottom-gderbottom];
37 %% Solve the system for xi

33 xXi = invM*RHS;

diagonalization

1 function [P invP Q invQ LambdaX_i Lambda¥Y_3j] = diagonalization (N,Dx,Dy)
2 $DIAGONALIZATION Full diagonalization of the Helmholtz-operator.

4 % Inputs: N - polynomial degree in x and y direction
5% Dx - differentiation matrix with respect to x
6 % Dy - differentiation matrix with respect to y
7%

8 % Outputs: P - matrix of the eigenvectors of Dx
9 % Q - matrix of the eigenvectors of Dy
0 % invP - inverse of P

n % invQ - inverse of Q

2 % LambdaX_1 - matrix from the eigenvalues of Dx
13 % Lampbda¥Y_j - matrix from the eigenvalues of Dy

Zzoltan Csati

[
o

6 % 2014/09/20

17

18 [P LambdaX] = eig(Dx);
19 [Q Lambda¥] = eig(Dy);
20 invP = inv (P);

20 invQ = inv (Q);

2 LambdaX_ i = diag(LambdaX) ;

23 LambdaX_i repmat (LambdaX_i,1,N-1);
2% Lambda¥Y_j = diag(Lambday).';

25 Lambda¥Y_j repmat (Lambda¥Y_3j,N-1,1);
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getnode

1 function [left top right bottom] = getnode (k,N)

2 %GETNODE Select current boundary node on 2D spectral grid.
3% Inputs: k - selected node

4 % N - polynomial degree in x and y direction

wn
o\

Outputs: sides of the square

o
o\

-
o\

The sides are numbered clockwisely starting with the left side.

£
o\

©
o\

See also PL_PROBLEM

S
o\

Zoltan Csati

o
o\

13 % 2014/07/05

14

15 side = ceil(k/(N-1)); % side of the square

16 localNode = k—(side-1)*(N-1); % node on the current side

18 left = zeros(N-1,1);
19 bottom = left;

20 right = left;

21 top = left;

2 switch side % counterclockwise ordering starting with the left side

23 case 1

24 left (localNode) = 1;

25 case 2

26 top(localNode) = 1;

27 case 3

28 right (localNode) = 1;

29 right = right(N-1:-1:1); % reverse ordering
30 case 4

31 bottom(localNode) = 1;

32 bottom = bottom(N-1:-1:1); % reverse ordering
33 otherwise

34 error ('MATLAB:getnode:largeInput',

35 'Tteration number must be %d at most.',4*N-4);
36 end

37 % Bound the internal nodes with the corner nodes

33 left = [0; left; 0];

39 bottom = [0; bottom; 0];
40 right = [0; right; 01;

4 top = [0; top; 0];

helmholtz_diag
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function [sol X Y] = helmholtz_diag(N,RHS, 1leftBC, topBC, rightBC,
bottomBC, sigma,D,grid,diagMatrices)

$HELMHOLTZ_DIAG Solution of the Helmholtz equation on [-1,1]x[-1,1]
Swith Dirichlet boundary conditions using Chebyshev collocation method

$with full diagonalization.

% Helmholtz equation: u_xx + u_yy - sigma*u = f (x,V)

% Inputs: N — polynomial degree in x and y direction

% RHS - function of the right-hand side

% leftBC - boundary condition on the left edge

% topBC - boundary condition on the top edge

% rightBC - boundary condition on the right edge

% bottomBC - boundary condition on the bottom edge

% sigma — constant

% D - second order Chebyshev differentiation matrix
% grid - meshgrid from the CGL points

% diagMatrices - must contain the eigenvectors, their inverses

o\

and the eigenvalues as a cell array

o\

o

Outputs: sol - solution at (X,Y)

o\

X, Y - meshgrid from the Chebyshev-Gauss-Lobatto points

o\

The boundary conditions should be given so that the values at the

o\

corners are the same for the neighbouring boundaries to maintain

o

continuity.

o\

o\

Used for time-dependent solvers. Examples are provided in the

o\

standalone version.

o\

o\

See also HELMHOLTZ_DIAG_STANDALONE

o\

The algorithm is based on

o\

Roger Peyret.: Spectral Methods for Incompressible Viscous Flow,

o\

Springer, 2002

o\

o

zZzoltan Csati
2014/09/08

o\

[

% Construct the coefficient matrix

o\

o\

Import the computational grid
= grid{1};
grid{2};

[

[

% Construct the right hand side

o\

o\

Evaluate the known function on the right at the nodes
_red = X(2:end-1,2:end-1);

>
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Y red = Y(2:end-1,2:end-1);
if isa (RHS, 'function_handle'")
bl = RHS (X_red,Y_red);

elseif isa (RHS, "'numeric')

bl = RHS;
if numel (RHS) == 1 % perhaps RHS is a constant
bl = bl (ones(N-1));
end
else

error ('MATLAB:helmholtz_diag:wrongClass',
'Input must be either a function handle or a numeric matrix.');
end
% Form the internal values of the discretized boundary conditions
leftint = leftBC(2:end-1);
rightint = rightBC(2:end-1);
bottomint = bottomBC (2:end-1);
topint = topBC(2:end-1);
% Extract the first and last rows and columns from the derivative matrix
leftD = D(:,1); leftD = leftD(2:N);
rightD = D(:,N+1); rightD = rightD(2:N);
% Create the discrete values of the right hand side matrix
b2 = repmat (leftD,1,N-1).*repmat (bottomint',N-1,1);
b3 = repmat (rightD,1,N-1) .*repmat (topint',N-1,1);
b4 = repmat (leftD',N-1,1).*repmat (leftint,1,N-1);
b5 = repmat (rightD',N-1,1) .*repmat (rightint,1,N-1);
H = bl-b2-b3-b4-b5;

%% Perform full diagonalization

% Import the required eigenvectors, their inverses and the eigenvalues
P = diagMatrices{1l};

invP = diagMatrices{2};

Q = diagMatrices{3};

invQ = diagMatrices{4};

LambdaX_1i = diagMatrices{5};

Lambda¥_Jj

diagMatrices{6};

% Calculate the inner values

H_hat = invP+H*invQ."';

U_hat H_hat./ (LambdaX_i+Lambda¥Y_j-sigma) ;

U = PxU_hat*Q."';

%% Insert the boundary conditions

sol = zeros(N+1);
sol(2:N,2:N) = U;
sol(:,1) = 1leftBC;
sol(:,end) = rightBC;
sol(l,:) = bottomBC;
sol (end, :) = topBC;
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helmholtz_kron

1 function [sol X Y] = helmholtz_kron (N,RHS, leftBC, topBC, rightBC,

2 bottomBC, sigma)

3 %HELMHOLTZ_KRON Solution of the Helmholtz equation on [-1,1]x[-1,1]
4 %$with Dirichlet boundary conditions using Chebyshev collocation method
5 %with Kronecker product.

o
6 °

-
o\

Helmholtz equation: u_xx + u_yy - sigma*u = f(x,V)

B3
o\

©
o\

Inputs: N — polynomial degree in x and y direction
RHS - function of the right-hand side
leftBC

S
o\

=
o\

boundary condition on the left edge

o
o\

topBC - boundary condition on the top edge

>
o\

rightBC - boundary condition on the right edge

=
o\

bottomBC - boundary condition on the bottom edge

,_.
o
o

sigma - constant

>
o\

Outputs: sol - solution at (X,Y)

3
o\

X, Y - meshgrid from the Chebyshev-Gauss-Lobatto points

The boundary conditions should be given so that the values at the

%
o\

9 % corners are the same for the neighbouring boundaries to maintain

o\

20 continuity.

o\

21

o\

2 Example: Solve u_xx + u_yy = f(x,v), (x,v) in (-1,1)x(-1,1) with

o\

23 f(x,y)= —8%pi”t2xcos (2xpix*x)*sin (2xpix*y)

o\

24 u(x,-1) = 0, —-l<=x<=1

o\

25 u(l,y) sin(2xpixy), —l<=y<=1

u(x,1)

o

26 0, —l<=x<=1

o\

27 u(-1,y) = sin(2*pix*y), -l<=y<=1.

o\

Solution:
topBC = @(x) 0; bottomBC = @(x) O;
leftBC = @Q(y) sin(2*pixy); rightBC = @(y) sin(2xpixy);

28

o\

29

o\

30

o

31 fcn = @(x,y) —-8xpi”2%cos (2+pi*x).*xsin(2xpixy);
[u X Y] = helmholtz_kron (30, fcn, 1leftBC, topBC, rightBC, ...

bottomBC) ;

o\

32

o\

33

o\

34 mesh(X,Y,u);

o\

35 Compare it with the exact solution u=cos (2xpixx)*sin(2+pixy)

o\

36 u_exact = cos (2xpil*X).xsin(2+pixY);

o\

37 maxDifference = norm(u-u_exact, Inf); % 4.8621le-14

o\

38

o\

39 See also HELMHOLTZ_DIAG, DERMATRIX, CORRECTINPUT

40

o\

41 The example is taken from

o

4 Kopriva D. A.: Implementing Spectral Methods for Partial

o

43 Differential Equations, Springer, 2009

o\

45 Zoltan Csati
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[
°

\

o

b

0 O O oe

o

I
Al
A2
A3
A

o)
°

[X Y]
X_
Y_

if

el

el

2014/07/09

Form the Chebyshev-Gauss—-Lobatto nodes using the exact formula
= —cos(pi*(0:N)/N)"';

Compute the derivative matrix

= dermatrix (x,2);

D{2};

Reduce the size of the coefficient matrix by deleting the first and last

rows and columns
red = D(2:N,2:N);

Construct the coefficient matrix from the strong form
= eye (N-1);

= kron(I,D_red);

kron(D_red, I);

sigmaxkron (I, I);

= Al + A2 - A3;

Evaluate the known function on the right at the nodes

meshgrid(x) ;
X(2:end-1,2:end-1);
Y(2:end-1,2:end-1);
isa (RHS, 'function_handle')
bl = RHS (X_red,Y_red);
seif isa (RHS, 'numeric')

bl = RHS;

red

red

[

if numel (RHS) == 1 % perhaps RHS is a constant
bl = bl (ones(N-1));

end

se

error ('MATLAB:helmholtz_kron:wrongClass',

'Input must be either a function handle or a numeric matrix.');

end

bl

o)
<

[

(1

[

= Dbl(:); % collapse to a column vector
Evaluate the boundary conditions at the nodes and handle the case when
the given BC is constant

eftBC topBC rightBC bottomBC] = correctinput(x,'all’',

leftBC, topBC, rightBC, bottomBC) ;

%

Form the internal values of the discretized boundary conditions

leftint = leftBC(2:end-1);

ri

ghtint = rightBC(2:end-1);

bottomint = bottomBC (2:end-1);
topint = topBC(2:end-1);

)
°

Extract the first and last and columns from the derivative matrix

leftD = D(:,1); leftD = leftD(2:N);

ri

o

°

b2
b2

ghtD = D(:,N+1); rightD = rightD(2:N);

Create the discrete values of the right hand side wvector
repmat (leftD, 1,N-1) .xrepmat (bottomint',N-1,1);

b2 (:);
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95

96

97

98

99

100

101

102

103

105

106

107

108

109

110

111

112

b3 = repmat (rightD,1,N-1) .*repmat (topint',N-1,1);

b3 = b3(:);
b4 = repmat (leftD',N-1,1).*repmat (leftint,1,N-1);
bd = b4 (:);

b5 = repmat (rightD',N-1,1) .*repmat (rightint,1,N-1);
b5 = b5(:);
b = bl-b2-b3-b4-b5;

o

Solve the linear system
= A\Db;

Reshape the solution so as to be the solution matrix

o

o\

sol = zeros (N+1);
sol(2:N,2:N) = reshape(u,N-1,N-1);
% Insert the boundary conditions
(:,1) = leftBC;
(:,end) = rightBC;
sol(l,:) = bottomBC;
(end, :) = topBC;

sol

sol

sol

influencematrix

20

21

22

23

24

25

function [invM L_red] = influencematrix(N,psi_1,grid,D1)
$INFLUENCEMATRIX Determines the inverse of the influence matrix.

% Inputs: N - polynomial degree

% psi_1 - stream function solution of the P_l-problem

% grid - meshgrid from the Chebyshev-Gauss-Lobatto points

% D1 — first differentiation matrix

% Outputs: invM - inverse of the influence matrix

% L_red - number of boundary points excluding the four corners
% and four additional points so that the influence

% matrix is regular

% See also PL_PROBLEM, PARTIALDER

% Zoltan Csati

% 2014/07/05

L = size(psi_1,1);
L_red = L-4;
M = zeros(L_red, L);

% Create the influence matrix
for 1 = 1:L
[derx dery] = partialder(psi_1{1},g9rid,D1);

o)

% Create the influence matrix and delete the specific points
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26

27

28

29

30

31

M(:,1)=[-derx(2:N,1);dery(end,3:N-1) ';derx(2:N,end);-dery(1l,3:N-1)"'];
end
% Remove the corresponding columns
M = [M(:,1:N-1) M(:,N+1:2xN-3) M(:,2+xN-1:3xN-3) M(:,3*xN-1:4xN-5)1];
% Invert the influence matrix

invM = inv (M) ;

LegGaussLobNodeWeight

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

function [node weight] = LegGaussLobNodeWeight (N,tol, maxiter)
%$LEGGAUSSLOBNODEWEIGHT Legendre-Gauss—-Lobatto nodes and weights.

% [NODE WEIGHT] = LEGGAUSSLOBNODEWEIGHT (N) calculates the N-th degree

% LGL nodes and weights with error tolerance TOL=1le-15 using MAXITER=10
% number of iterations.

% [NODE WEIGHT] = LEGGAUSSLOBNODEWEIGHT (N, TOL) calculates the N-th

% degree LGL nodes and weights with error tolerance TOL using MAXITER=1
% number of iterations.

% [NODE WEIGHT] = LEGGAUSSLOBNODEWEIGHT (N, TOL,MAXITER) calculates the

% N-th degree LGL nodes and weights with error tolerance TOL using

% MAXITER number of iterations.

% See also LEGPOLY, DERMATRIX

% The algorithm is based on

% Kopriva D. A.: Implementing Spectral Methods for Partial

% Differential Equations, Springer, 2009

% Note: a simpler but (for larger N) less stable method uses eigenvalueg
% instead of the Newton-iteration.

% Zoltan Cséati

% 2014/05/30
% Default termination criteria
if nargin < 2
tol = le-15;
maxiter = 10;
elseif nargin < 3
maxiter = 10;

end

if N==
node = [-1 11];
weight = [1 1];
else
% node (0)=-1 and node (N)=1 and the roots are symmetric to the origin
k = (1:(N+1)/2-1)";
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% Use an initial approximation for the roots
node = - cos ((k+0.25)*pi/N - 3/ (8xN*pi)*1./(k+0.25));
% Perform Newton iteration
newtonlIter = 1;
Delta = 1;
while newtonIter <= maxiter && norm(Delta,Inf) > tolxnorm(node, Inf)
L = legpoly (N, node);
q = (2%N+1)/ (N+1) *node.xL(:,end) — (2*N+1)/(N+1)*L(:,end-1);
ap = (2xN+1)*L(:,end);
Delta = —q./gp;
node = node + Delta;
newtonIter = newtonlIter + 1;
end
isConverged = newtonlter-l<=maxiter &&
norm (Delta, Inf) <= tolxnorm(node, Inf);
if ~isConverged
error ([ "MATLAB:LegGaussLobNodeWeight :Newton iteration did ', ...
'not converge with the given tolerance or iteration.'l);
end
% Compute all the N+1 nodes and weights
L = legpoly (N, node);
weight = 2./ (Nx (N+1)*L(:,end) ."2);
node_all = zeros(N+1,1);
node_all(l) = -1;
node_all (N+1) 1;
node_all (k+1) = node;
node_all (N+1-k) = —-node;

node = node_all;

weight_all = zeros (N+1,1);

weight_all(1l) = 2/ (Nx (N+1));
weight_all (N+1) = 2/ (Nx(N+1));
weight_all (k+1) = weight;
weight_all (N+1-k) = weight;
weight = weight_all;
if mod(N,2) == 0
L = legpoly(N,0);
weight (N/2+1) = 2./ (N* (N+1)*L(:,end) ."2);

% If N is even, node_N/2 must be zero. However it is automatically

% fulfilled as we preallocated node_all to be zeros.
end

end

legpoly

1

2

function [L Lp] = legpoly (N, x)
$LEGPOL Legendre polynomials of degree N.
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20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

0 o® A 0 o0 A o O o° o° oo o° o°

o

o\

o\

o

L zeros (length (x) ,N+1);
Lp = L;

x = xX(:);

L(:,1) = ones(length(x),1);
L(:,2) = x;

Ip(:,2) = L(:,1);

o

°

for k = 2:N

Preallocate L and L' matrices and give L_0, L_1, L'_0, L'_1 at x_1

Use the three-term and two-term recurrence relation

L = LEGPOLY (N, X) returns the Legendre polynomials and their derivativsg
for degree k=0:N at points X.
[L LP] = LEGPOLY (N, X) returns the Legendre polynomials and their

derivatives for degree k=0:N at points X.

The i-th row and j-th column of L and LP stores L_j(x_i) and L'_j(x_1

respectively.

Example: plot the first 5 Legendre polynomials

x linspace(-1,1,100);
L = legpoly (4,x);

plot (x,L);

See also LEGENDRE, LEGGAUSSLOBNODEWEIGHT

Zoltan Csati
2014/05/29

ES

30 L(:,k+1) = (2xk-1)/k*x.*L(:,k) — (k=-1)/k*L(:,k-1);

31 Ip(:,k+l) = Lp(:,k=-1) + (2xk-1)*L(:,k);

2 end

partialder

1 function [derx dery Xmesh Ymesh] = partialder (fcn,grid,D)

2 %PARTIALDER First order partial derivatives of a two-variable function.
3% [DERX DERY XMESH YMESH] = PARTIALDER(FCN,GRID,D) approximates the

o\

o\

o\

o\

o\

o\

o\

first order partial derivatives of the function FCN at the Chebyshev

tensor product grid, GRID using the differentiation matrix D.

This file is intended to serve in a time-dependent solver. For the

standalone creation of partial derivatives, see the standalone version.

See also DERMATRIX, PARTIALDER_STANDALONE

Zoltan Cséati

2014/09/20
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25

26

27

28

Xmesh grid{1l};
Ymesh = grid{2};
% Put the function to be differentiated into correct form
if isa(fcn, 'function_handle')
f = fcn (Xmesh, Ymesh) ;
elseif isa(fcn, 'numeric')
f = fcn;
else

error ('MATLAB:partialder:wrongClass',

'"Input must be either a function handle or a numeric matrix.');
end
derx = f£xD.';
dery = Dxf;

Pbar_problem

20

21

22

23

24

25

26

27

28

function [omega_bar psi_bar] = Pbar_problem(N,L_red,xi,omega_1l,psi_1)
$PBAR_PROBLEM Solves the P_bar-problem for the vorticity and the stream

$function.

% Inputs: N - polynomial degree

% L_red — number of boundary points excluding the four cornerg
% and four additional points so that the influence

% matrix is regular

% xi — coefficients obtained from the influence matrix

% equation

% omega_l - solutions of the P_l-problem for the vorticity

% psi_1 - solutions of the P_l-problem for the stream functior

o\

o\

Outputs: omega_lbar - vorticity solution of the P_bar-problem

o\

psi_bar — stream function solution of the P_bar-problem

o\

o\

See also PL_PROBLEM

% The algorithm is based on
% Roger Peyret.: Spectral Methods for Incompressible Viscous Flow,

o\°

Springer, 2002

o\

o

zoltan Csati
2014/07/05

o\

[

% Preallocate the required sizes

omega_bar = zeros(size(omega_1{1}));

il

psi_bar = omega_bar;
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34

35

36

37

% Delete the values belonging to the skipped nodes

omega_1l(N) = []; omega_l(2xN-3) = []; omega_l(3xN-4) = [];
omega_l (4*N-7) = [];
psi_1(N) = []; psi_1(2xN-3) = []; psi_1(3xN-4) = []; psi_1(4*N-7) = [];

[

% Calculate omega_bar and psi_bar as the sum of the known function values
for k = 1:L_red

psi_bar = psi_bar + psi_1l{k}*xi(k);

omega_bar = omega_bar + omega_l{k}*xi(k);

end

P1_problem

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

function [omega_l psi_1] = Pl_problem(N,sigma,D,grid,diagMatrices)
$PL_PROBLEM Solves the P_l-problem for the vorticity-stream function

$formulation of the steady Stokes—-equations.

% Input: N - polynomial degree

% sigma - parameter of the Helmholtz-equation

% D — second order Chebyshev differentiation matrix
% grid - meshgrid from the Chebyshev-Gauss-Lobatto pts
% diagMatrices - must contain the eigenvectors, their inverses
% and the eigenvalues as a cell array

% Outputs: omega_l - vorticity solution of the P_1 problem

% psi_1 - stream function solution of the P_1 problem

% See also HELMHOLTZ_DIAG, GETNODE, PBAR_PROBLEM

% The algorithm is based on

% Roger Peyret.: Spectral Methods for Incompressible Viscous Flow,
% Springer, 2002

% Zoltan Cséati

% 2014/09/08

L = 4+«N-4;
omega_1l = cell(L,1);
psi_1l = cell(L,1);
zeroBC = zeros (N+1,1);
for node = 1:L
% Solve the Helmholtz-equation for omega_l
RHS = zeroBC(1l);
[leftBC topBC rightBC bottomBC] = getnode (node,N) ;
omega_l{node} = helmholtz_diag(N,RHS,leftBC, topBC, rightBC,bottomBC, ...
sigma,D,grid,diagMatrices);

o)

% Solve the Poisson—-equation
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37

38

[)

RHS = -omega_l{node} (2:N,2:N); % exclude the boundary points
psi_l{node} = helmholtz_diag(N,RHS, zeroBC, zeroBC, zeroBC, zeroB(C, 0O,
D,grid,diagMatrices);

end

Ptilde_problem

20

21

22

23

24
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26

27

28
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30
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32

33

34
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function [omega_tilde psi_tilde X Y] = Ptilde_problem(N, f,gleft,gtop,
gright, gbottom, sigma,D,grid,diagMatrices)
%$Solves the P_tilde-problem for the vorticity-stream function formulation

%$of the steady Stokes—-equations.

<)
<

% Inputs: N - polynomial degree

% f - external force

% gleft - normal boundary condition on the left edge

% gtop - normal boundary condition on the top edge

% gright - normal boundary condition on the right edge

% gbottom - normal boundary condition on the bottom edge
% sigma - parameter of the Helmholtz-equation

% D - second order Chebyshev differentiation matrix
% grid — meshgrid from the Chebyshev-Gauss-Lobatto pts
% diagMatrices - must contain the eigenvectors, their inverses
% and the eigenvalues as a cell array

% Outputs: omega_tilde - vorticity solution of the P_tilde-problem

% psi_tilde - stream function solution of the P_tilde-probler
% X, Y — meshgrid from the Chebyshev-Gauss-Lobatto pts

% See also PL_PROBLEM, PBAR_PROBLEM, HELMHOLTZ_DIAG, GETNODE

% The algorithm is based on

% Roger Peyret.: Spectral Methods for Incompressible Viscous Flow,
% Springer, 2002

% Zoltan Cséati

% 2014/07/13

zeroBC = zeros (N+1,1);

[omega_tilde X Y] = helmholtz_diag (N, £, zeroBC, zeroBC, zeroBC, zeroBC,
sigma,D,grid,diagMatrices);

psi_tilde = helmholtz_diag (N, -omega_tilde(2:N,2:N),gleft, gtop,gright,
gbottom, 0,D,grid,diagMatrices) ;

showgrid

66



function showgrid (N)
%$SHOWCHEBNODES Displays the tensor product grid formed by the extrema
%$of the Chebyshev polynomials of the first kind.

% See also SHOWCHEBNODES, CHEB

o\

Zoltan Csati
2014/08/06

o\

if nargin ==

N=10;
end
x = cos (pi* (0:N)/N);
[X Y] = meshgrid(x);
figure;

plot (X,Y, 'ro', '"MarkerFaceColor', 'red"');

showChebNodes

20

21

22

23

24

25

26

function showChebNodes (N)
$SHOWCHEBNODES Displays the extrema of the Chebyshev polynomials of the
$first kind on the perimeter of the upper curve of a unit circle.

% See also SHOWGRID

o\

Zoltan Csati
2014/07/03

o\

if nargin ==

N=10;
end
xCheb = cos (pix (0:N)/N);
yCheb = sqgrt (1-xCheb.”2);

x = —-1:0.005:1;

y = sqrt(1-x.72);

xAxis = zeros(l,N+1);

figure; % create a new figure so as not to overwrite the actual one

set (gca, 'XLim', [-1 1], 'YLim',[0,1.002], 'DataAspectRatio',[1 1 17,

"NextPlot', 'Add"') ;

line (xCheb, yCheb, 'LineStyle', 'none', 'Marker',6 'o', 'MarkerSize',$§,
'MarkerFaceColor', "blue');

line(x,y, 'LineWidth',2);

line (xCheb, xAxis, 'LineStyle', 'none', 'Marker',6 'o', 'MarkerSize',8, ...
'MarkerFaceColor', 'red');

plot ([xCheb; xChebl], [xAxis; yChebl]l, 'b");
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SIBE

function F = SIBE (Dt, f,B, omega,nu)

$SIBE Semi-implicit backward-Euler method for the Navier-Stokes equation.

o\

% Inputs: Dt - time step

% f - forcing term at the current time
% B - nonlinear convective term

% omega — vorticity one time-step before

% nu — kinematic wviscosity

o\

o\

Output: F - discretized right hand side of the Helmholtz-equation at

o\

the current time

o\

o\

See also ABBD2

o

Zzoltan Csati
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o\

&l

= 1/nu* (-f + B{end} - omega/Dt);

solveNS_ABBD2

20

21

22

function [omega psi u v X Y k] = solveNS_ABBD2 (N, f,gleft,gtop,gright,
gbottom, hleft, htop, hright, hbottom,u0,v0,Dt,nu,maxIter,reltol)
$SOLVENS_ABBD2 Solve the unsteady Navier-Stokes-problem on [-1,1]1x[-1,1]
$with semi-implicit second order Adams-Bashforth/Backward Differentiation

$temporal discretization and Chebyshev spectral collocation in space.

o
o

% Inputs: N — polynomial degree in x and y direction

% f - external force

% gleft - normal boundary condition on the left edge
% gtop - normal boundary condition on the top edge

% gright - normal boundary condition on the right edge

o\

gbottom - normal boundary condition on the bottom edge

% hleft - tangential boundary condition on the left edge

% htop - tangential boundary condition on the top edge

% hright - tangential boundary condition on the right edge
% hbottom - tangential boundary condition on the bottom edge
% nu - kinematic viscosity

% maxIter - maximum number of time iterations

% u0, vO - initial condition for the field of velocity

% components

% Dt - time-step

% nu - kinematic viscosity
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46
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70

71

o\

maxIter - maximum number of time iterations

o\

reltol - relative difference between the n-th and the

o

n-1-th u function values in L2 norm

o\

o\

Outputs: X,Y meshgrid from the Chebyshev-Gauss-Lobatto points

% omega - solution of omega(x,y) at (X,Y) at t=k«Dt

% psi - solution of psi(x,y) at (X,Y) at t=k«Dt

% u, v - solution of u(x,y) and v(x,y) at (X,Y) at t=k«Dt,
% k =1,...,min(maxIter,stop) and stop is an

o\

appropriate termination criterium

o\

stat - statistics about the cause of termination, the numbsg

o\

of iterations and the relative error

o\

o

% See also SOLVENS_SIBE, SOLVESTOKES, PL_PROBLEM, PTILDE_PROBLEM,
PBAR_PROBLEM, INFLUENCEMATRIX, DETERMINE_XI, DERMATRIX,
PARTIALDER, DIAGONALIZATION

o\

o\

o

Zzoltan Csati
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o

[

% Preprocessing

o\

o\

Create the Chebyshev-nodes (ascending order)

= —cos (pi* (0:N) /N) ;

X

o\

Create the tensor product mesh
[X Y] = meshgrid(x);
grid = {X,Y};

[

% Build the differentiation matrices

D = dermatrix(x,2);
D1 = D{1};
D2 = D{2};

[

% Interpret and evaluate boundary values
[gleft gtop gright gbottom] = correctinput (x,'all’',
gleft, gtop,gright, gbottom) ;
[hleft htop hright hbottom] = correctinput (x, 'inner',
hleft, htop, hright, hbottom) ;
% Diagonalize the Helmholtz-operator
[P invP Q invQ LambdaX_i LambdaY_j] = diagonalization(N,D2(2:N,2:N),
D2 (2:N,2:N));
diagMatrices = {P,invP,Q, invQ, LambdaX_i, Lambda¥Y_7j};
% Solve the Pl-problem
sigma = 3/ (2xnu*Dt);
[omega_1 psi_1] = Pl_problem(N,sigma,D2,grid,diagMatrices);
% Invert the influence matrix

[invM L_red] = influencematrix(N,psi_1,grid,D1l);

%% Solve at each time-cycle

P
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79
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84
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95

96
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99

100

101
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105
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108

109

110

111

112

113

114

115

116

117

118

119

120

% Import results from the first time-step using SIBE
[omega psi u v X Y k £ omega0 BO] = solveNS_SIBE (N, f,gleft,gtop,gright, ..
gbottom,hleft, htop, hright, hbottom,u0,v0,Dt,nu,1,1e-9);

[

% Preallocate arrays

omega{maxIter} = [];
psi{maxIter} = [];
u{maxIter} = [];
v{maxIter} = [];
omega_bar = omega;

psi_bar = omega;

omega_tilde = omega;
psi_tilde = omega;
B = cell(2,1); % convective term
B{2} = BO;
% Temporal discretization
for k = 2:maxIter
B{1l} = B{2};
B{2} = convective (u{k-1},v{k-1},omega{k-1},9rid,D1);
B{2} = B{2}(2:N,2:N);
if k ==
F = ABBD2 (Dt, f,B,omega{k-1}(2:N,2:N),omegal(2:N,2:N),nu);
else
F = ABBD2 (Dt, f,B,omega{k-1} (2:N,2:N),omega{k-2} (2:N,2:N),nu);
end
% Solve the P_tilde-problem
[omega_tilde{k} psi_tilde{k}] = Ptilde_problem(N,F,gleft,gtop,

gright, gbottom, sigma,D2,grid, diagMatrices);

% Solve the influence matrix equation

xi = determine_xi (N, invM,psi_tilde{k},hleft,htop,hright, hbottom,
grid,D1);

% Use the above result to construct the P_bar-solution

[omega_bar{k} psi_bar{k}] = Pbar_problem(N,L_red,xi,omega_1l,psi_1);

% Add the P_tilde solution and the P_bar solution which solves

% the P-problem

omega{k} = omega_tilde{k} + omega_bar{k};

psi{k} = psi_tilde{k} + psi_bar{k};

% Determine omega uniquely on the boundary

omega{k} = —(psi{k}+D2' + D2xpsi{k});

% Determine the velocity coordinates using the definition of

% stream function

[xder yder] = partialder (psi{k},grid,D1l);
u{k} = yder; v{k} = -xder;
if k > 2

if isnan(norm(u{k}-u{k-1},Inf))
difference = NaN;

[o)

% Return statistics
stat.terminationCause = 'Did not converge.';
stat.iter = k;

stat.error = difference;
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133

134

135

136

137

138

139

140

141

142

143

145

146

break
else
difference = norm(u{k}-u{k-1},2)/norm(ui{k},?2);
if difference < reltol
% Return statistics
stat.terminationCause = 'Desired error tolerance reached.
stat.iter = k;
stat.error = difference;
break
end
end
end

end

% Delete empty cells (a very fast method based on http://www.mathworks.cor
% matlabcentral/answers/27042-how-to-remove-empty-cell-array—-contents
notEmpty = ~cellfun('isempty', omega);
omega = omega (notEmpty) ;
psi = psi(notEmpty);
u = u(notEmpty);
v = v(notEmpty);
if k == maxIter
stat.terminationCause = 'Maximum iteration number reached.';
stat.iter = k;
stat.error = difference;

end

n/

solveNS_SIBE.m

function [omega psi u v X Y k f omegaO BO] = solveNS_SIBE (N, f,gleft,

gtop,gright, gbottom,hleft, htop, hright, hbottom,u0,v0,Dt,nu,maxIter, reltol)
$SOLVENS_SIBE Solve the unsteady Navier-Stokes-problem on [-1,1]1x[-1,1]
Swith semi-implicit backward-Euler temporal discretization and Chebyshev

$spectral collocation in space.

% Inputs: N - polynomial degree in x and y direction

% f - external force

% gleft - normal boundary condition on the left edge

% gtop - normal boundary condition on the top edge

% gright - normal boundary condition on the right edge

% gbottom - normal boundary condition on the bottom edge

% hleft - tangential boundary condition on the left edge

% htop - tangential boundary condition on the top edge

% hright - tangential boundary condition on the right edge
% hbottom - tangential boundary condition on the bottom edge
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o\

u0, vO - initial condition for the field of velocity

% components

% Dt - time-step

% nu - kinematic viscosity

% maxIter - maximum number of time iterations

% reltol - relative difference between the n-th and the

o\

n-1-th u function values in L2 norm

o

% Outputs: X,Y - meshgrid from the Chebyshev-Gauss-Lobatto points
% omega - solution of omega(x,y) at (X,Y) at t=kxDt

% psi - solution of psi(x,y) at (X,Y) at t=k«Dt

% u, Vv - solution of u(x,y) and v(x,y) at (X,Y) at t=kxDt,
% k =1,...,min(maxIter,stop) and stop is an

o

appropriate termination criterium

% stat — statistics about the cause of termination, the

o\

number of iterations and the relative error

% f - external force
% omegal - initial vorticity field
% BO — initial convective term

o

o\

See also SOLVENS_ABBD2, SOLVESTOKES, PL_PROBLEM, PTILDE_PROBLEM,
PBAR_PROBLEM, INFLUENCEMATRIX, DETERMINE_XI, DERMATRIX,
PARTIALDER, DIAGONALIZATION

o\

o\

o

Zzoltan Csati
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o\

[)

% Preprocessing

o\

o\

Create the Chebyshev-nodes (ascending order)
x = —cos(pi* (0:N)/N)"';

% Create the tensor product mesh

[X Y] = meshgrid(x);

grid = {X,Y};

[o)

% Build the differentiation matrices

D = dermatrix(x,2);
D1 = D{1};
D2 = D{2};

[

% Interpret and evaluate boundary values
[gleft gtop gright gbottom] = correctinput (x,'all’,
gleft, gtop,gright, gbottom) ;
[hleft htop hright hbottom] = correctinput (x, 'inner',
hleft,htop, hright, hbottom) ;
% Diagonalize the Helmholtz-operator
[P invP Q invQ LambdaX_i LambdaY¥Y_j] = diagonalization(N,D2(2:N,2:N),
D2 (2:N,2:N));
diagMatrices = {P,invP,Q, invQ, LambdaX_i, LambdaY¥Y_7j};
% Solve the Pl-problem

72




¢ sigma = 1/ (nuxDt);

68 [omega_l psi_1] = Pl_problem(N,sigma,D2,grid,diagMatrices);
60 % Invert the influence matrix

70 [invM L_red] = influencematrix(N,psi_1,grid,D1);

71

72

73 %% Solve at each time-cycle

[)

74 % Preallocate arrays

75 omega = cell (maxIter,1);
76 Psi = omega;

77 U = omega;

78V = omega;

79 omega_bar = omega;

80 psi_bar = omega;

g1 omega_tilde = omega;

82 psi_tilde = omega;

[

83 % Evaluate the known solution at t=0
84 X_red = X(2:N,2:N);
s Y red = Y(2:N,2:N);

s¢ 1f isa(f, 'function_handle')

87 f = £(X_red,¥Y_red);

88 if numel (f) == 1 % perhaps RHS is a constant
89 f = f(ones (N-1));

90 end

91 elseif isa(f, 'numeric')

92 if numel(f) == 1 % perhaps RHS is a constant
93 f = f(ones (N-1));

94 end

95 end

96 u{l} = ul;

97 v{l} = vO0;

98

[

9 % Temporal discretization

10 for k = l:maxIter

101 if k==1 % initialial time step

102 [~,dery_u] = partialder (u0,grid,D1);
103 [derx_v,~] = partialder(v0,grid,D1);
104 omegal = derx_v - dery_u;

105 omega{l} = omegal;

Evaluate the convective term

o

106

107 B = convective (u0,v0, omegal,grid,D1);

108 B = B(2:N,2:N);

109 BO = B;

110 F = SIBE(Dt,f, {B},omegal(2:N,2:N),nu);

111 difference = [];

112 else

113 B = convective (u{k-1},v{k-1},omega{k-1},grid,D1);
114 B = B(2:N,2:N);

115 F = SIBE(Dt, f, {B},omega{k-1}(2:N,2:N),nu);
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116 end

117 % Solve the P_tilde-problem

118 [omega_tilde{k} psi_tilde{k}] = Ptilde_problem(N,F,gleft,gtop,

119 gright, gbottom, sigma,D2,grid, diagMatrices);

120 % Solve the influence matrix equation

121 xi = determine_xi (N, invM,psi_tilde{k},hleft,htop,hright, hbottom, ...
122 grid,D1);
123 % Use the above result to construct the P_bar-solution

124 [omega_bar{k} psi_bar{k}] = Pbar_problem(N,L_red,xi,omega_1l,psi_1);
125 % Add the P_tilde solution and the P_bar solution which solves

126 % the P-problem

127 omega{k} = omega_tilde{k} + omega_bar{k};

128 psi{k} = psi_tilde{k} + psi_bar{k};

129 % Determine omega uniquely on the boundary

130 omega{k} = —(psi{k}*D2' + D2xpsi{k});

131 % Determine the velocity coordinates using the definition of

132 % stream function

133 [xder yder] = partialder (psi{k},grid,D1);

134 u{k} = yder; v{k} = -—-xder;

135 if k > 1

136 if isnan(norm(u{k}-u{k-1},Inf))

137 difference = NaN;

138 % Return statistics

139 stat.terminationCause = 'Did not converge.';

140 stat.iter = k;

141 stat.error = differe

142 break

143 else

144 % Maximum difference in the horizontal velocity between the
145 % k-1-th and k-th timestep

146 difference = norm(u{k}-u{k-1},2)/norm(u{k},2);

147 if difference < reltol

148 % Return statistics

149 stat.terminationCause = 'Desired error tolerance reached.';
150 stat.iter = k;

151 stat.error = difference;

152 break

153 end

154 end

155 end

156 end

157
158 % Maximum difference in the horizontal velocity between the k-1-th and
159 % k—th timestep

o if k > 1

161 disp(difference);

162 end

163 % Delete empty cells (a very fast method based on http://www.mathworks.

[

164 $ com/matlabcentral/answers/27042-how-to-remove-empty—-cell-array—-contents
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166

167

168

169

170

171

172

173

174

notEmpty = ~cellfun('isempty', omega);

omega = omega (notEmpty) ;

psi = psi(notEmpty);

u = u(notEmpty);

v = v(notEmpty);

if k == maxIter
stat.terminationCause = 'Maximum iteration number reached.';
stat.iter = k;
stat.error = difference;

end

TODO

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

$TODO Workflow I should make to complete the project

% — Make an install script (or function)

% — Compute the spectral coefficients to estimate the error (completed)

o\
|

Use the method of manufactured solution to estimate error

o
|

During diagonalization, compute the eigenvalues only once (completed)

o\
|

Do not compute the derivative matrix, only once (completed)

% — Compute omega on the boundary (completed)

o\
|

Other temporal discretization schemes

o\
|

Adaptive time-stepping

o\
|

Extend the Stokes solver to Navier-Stokes solver

o\

- time-independent solver

o\

- time-dependent solver (completed)

o\
|

Include temperature (completed)

o\°
|

Determine pressure if needed

o\
|

Use different constitutive laws

o
|

Possibility of various boundary conditions

o\

- outflow boundary condition

o\

- wall, moving wall (completed)

% - velocity inlet, etc. (completed)

% — Handle boundary conditions in both function handle and a numeric array
% (completed)

% — Create a structure that hold the boundary conditions and the options
% (like the odeset/odeget pair)

% — Overwrite the date of creation when functions are updated

o\°
|

Improve helps

o\
|

Utility functions

o

— show tensor product mesh (completed)

o\

— show the Chebyshev points on a unit circle (completed)

o\

- show iteration on progress bar

o\

— helper functions

o\
|

Write documentation

o\
|

Eliminate Kronecker product wherever possible (completed)
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o\
|

34 Visualization tools

o\

35 - mesh, surface, vector, streamline plots (completed)

o

36 — error plot (log scale)

o\

37 - animation for time-dependent case

o\
|

38 Use the more stable barycentric interpolation instead of interp2

o\°

39 (completed)

o\
|

40 Fast Poisson-solver

o

41 — use the weak form with Cholesky decomposition

o

42 - diagonalization (completed)

o\

43 - iterative method using a non-equidistant FDM preconditioner

43 - make use of sparse matrices
45 % — FFT-based creation of spectral differentiation matrices
46 % — Use LU decomposition instead of inversion wherever possible

o
|

47 Iterative solver

8 % - preconditioning

o\

49 - spectral multigrid

o\
|

50 Profiling for better speed (completed)

o\
|

51 Less function overhead (completed)

o
|

52 Error estimation

o

53 - a posteriori estimation (completed)

o\

54 - make an adaptive solver

o\
|

55 Allow axisymmetric problems

o\
|

56 Extension to rectangular domain

o\
|

57 Execution on the GPU (not worth)

o
|

58 Use mex files if necessary
59 % — Turn to object oriented style

60 % — Make a GUI

visualizeResults

1 function visualizeResults (varargin)
2 SVISUALIZERESULTS Visualize data on 2D grids.

Required input arguments (in this order):

w
o\

4 % X - grid data from the x coordinates (MxN matrix)

5 0% Y - grid data from the y coordinates (MxN matrix)

6 % u — function values at (X,Y)

7% Optional input argument

8 % v — function values at (X,Y)

9 3 default: [];

0 % Parameter-value pair

n % 'method' - one of 'quiver', 'quiverc', 'mesh', 'surf', 'contour',
2 % 'streamslice'’

3% default: 'quiver'

4% 'quiverc' can be downloaded from the File Exchange

>
o\

'arrowlength' - one of 'equal' or 'default'
default: 'default'

Y
o\
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o\

If 'equal' is given, the length of the arrows in quiver are

o\

equal. Using 'deafult', the default length scaling is applied.

o

o\

See also QUIVER, QUIVERC, STREAMSLICE, CONTOUR, MESH, SURF

o\°

Zoltan Cséati
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o\

o

Handle inputs

p = inputParser;

sizeX = size(varargin{l});

validSize = @(x) validateattributes (x, { 'numeric'}, {'size',6 sizeX});
validMethods = @ (x) any(strcmpi (x, {'quiver', 'quiverc', 'mesh', 'surf',

'contour', 'streamslice'}));
validArrowLength = @(x) any(strcmpi(x, {'equal', 'default'}));
.addRequired ('X', @ismatrix);

.addRequired validSize) ;

(ry',

.addRequired('u', validSize);

.addOptional('v', [], validSize);

.addParamValue ('method', 'quiver', validMethods);
.addParamValue ('arrowlength', 'default', wvalidArrowLength) ;

.parse (varargin{:});

p.Results.X;
= p.Results.Y;

¢ K X ' W ' T 'O T 'O

p.Results.u;

p.Results.v;
method = p.Results.method;
arrowLength = p.Results.arrowlength;
if isempty(v) ... % v is not supplied
&& any (strcmp (method, { 'quiver', 'quiverc', 'streamslice'}))
error ('"MATLAB:visualizeResults:notEnoughInputArguments',
'Four matrices are required for the specified method.');
end
% Plot data
method = lower (method);
figure;
if ~strcmp (method, 'quiver') && numel (varargin)>6 % arrowlength prop given
warning ('MATLAB:visualizeResults:ignoredInput',
'Arrowlength is taken into account only in case of quiver plot
end
switch method
case 'quiver'
if strcmpi (arrowLength, 'equal')
L = sqgrt(u.”2+v."2);
quiver (X,Y,u./L,v./L);
else
quiver (X,Y,u,v);
end

case 'quiverc'
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70
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74

75

76

71

78

79

80

81

82

if max(sizeX) > 50

error ('"MATLAB:visualizeResults:largelInput',

['For computer responsiveness,

'limited to 50.
end
quiverc(X,Y,u,v);
case 'streamslice'
streamslice(X,Y,u,v,2);
case 'contour'
contour (X, Y,u);
case 'mesh'
mesh (X, Y, u);
case 'surf'
surf (X, Y,u);
end

% Axes settings

axis square;

set (gca, "XLim', [—

maximum size is ',

Use quiver for larger input.']);

Q

% double density

shading ('interp');

1 1]! 'YLim‘,[—l,l]);
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