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1. Jelolések

A dolgozatban egységesen a kovetkezd jeloléseket hasznaljuk. A skaldrokat normal be-
tlstilussal, a vektorokat félkovér kisbetlikkel, a matrixokat félkovér nagybetiikkel, mig a mé-
sodrendi tenzorokat félkovér dolt nagybetiikkel jeloljiik. A tenzorokkal valé miiveleteket a ha-
gyomanyos kontinuummechanikai jelolésekkel végezziik. Kiilon nem tiintetjiik fel, de minden
fliggvény — az Euler-féle leirdsi médnak megfelel6en — a pillanatnyi konfiguracié helyvekto-
ratol fiigg. A V operdtor a vele zdrdjelben 4ll6 fiiggvényekre hat. A MATLAB programok
nevére irdgép stilussal hivatkozunk. A dolgozatban az érdekességeket a Megjegyzés rész-
ben kozoljik. A kovetkezd tablazat a gyakrabban el6fordulé mennyiségek megnevezését és

mértékegységét tartalmazza.

Jelolés Megnevezés Meértékegység
latin betiik
p alland6 nyomadson vett fajhs J/(mol K)
C anyagjellemzdk negyedrend(i tenzora Ns/m?
D alakvéltozasi sebesség tenzor 1/s
Dy D masodik skaldris invariansa 1/s
D®) k-adik differencidlé matrix -
e fajlagos belsd energia J/kg
e, e, e, a hengerkoordindta-rendszer bazisvektorai -
f hasonlésagi fiiggvény -
f1, fo, f3 invaridns fiiggvények -
f tomegegységen megoszl6 erérendszer intenzitdsvektora | N/kg
g csonkitott hasonldsagi fliggvény -
g nehézségi gyorsulds m/ s
Gr Grashof-szam -
I egységtenzor B}
I egységmatrix -
Ik k-adik integralé matrix -
k hévezetési tényezd W/(mK)
K konzisztencia index Pas™
L a csonkitott intervallum hossza m
L., L., M,T,© | dinamikai mértékegységrendszer osztaly -
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i)

a henger hossza

j-edik Lagrange-féle interpolacids polinom
hatvanytorvény-kitevo

nyomas

legfeljebb n-edfoku polinomok tere
Péclet-szam

Prandtl-szam

h&aram vektor

kanonikus koordinéta
hengerkoordindtdk

a henger sugara

Reynolds-szam

kanonikus koordinita

id6

hémérséklet
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zavartalan dramlas sebessége
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X k-adik prolongacidja
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térfogati hotagulasi egyiitthatd
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€ csoport paraméter -
hasonlésagi valtozo -
hasonlésagi valtozo -

csonkitott hasonlosagi fliggvény -

D = I N

hasonlésagi fliggvény -

a zavartalan dramlés és a henger sebességének hianyadosa | -

> >
3

Lebesgue-konstans -
i dinamikai viszkozitas Pas
v kinematikai viszkozitas m?/s

& 7,n% n',n® | infinitezimalisok 3

I, IT; Buckingham-féle dimenzidtlan csoportok -

) stirtiség kg/m?
Poo szabadon dramlé folyadék siirtisége kg/m?
o Cauchy-féle fesziiltségtenzor N/m?
T o devidtoros része N/m?
P dimenzi6 fiiggvény -

0 dramfiiggvény m?/s

1. tablazat: A dolgozatban haszndlt jel6lések

Megjegyzés: A dolgozat digitdlis valtozatdban az Osszes grafikonon lehetdség van arra, hogy
lekérdezziik egy pont koordinatajat, illetve két megadott ponton dthalad6 egyenes egyenletét.
Ez utébbi kiilondsen hasznos, mivel a vizszintes és fiiggbleges tengelyek eltérd skaldjat is figye-
lembe veszi, igy a valés meredekséget egybdl leolvashatjuk. Ezt a pgfplots csomaggal értiik
el XTEX-ben [12]. Hasznélatdhoz Javascript futtatdsdra képes pdf olvaso sziikséges (példdul

Adobe Reader).



2. Bevezetés

A konvektiv h6atadasos dramlas fontos szerepet jatszik a mérnoki gyakorlatban és az elmé-
letben is. Folyadékba meritett egyszer(i geometridju testek (siklap, korhenger, elliptikus henger)
vizsgélata segit az alapvetd fizikai jelenségek megértésében €s j6 kiindulasi alap a val6sadgosabb
fizikai rendszerek modellezéséhez, tovabba tesztelhetdk veliik elméletek és numerikus moédsze-
rek [23].

Prandtl korszakalkot6 hatdrréteg elmélete [24] utdn sokan foglalkoznak egyszerli geomet-
ridju testek koriil dramlé folyadék mozgdsaval. Mozg6 vagy 4llo siklap feletti &ramlas vizsga-
lata fontos papirgyartasndl, tiveggyartasnal, bevonatok készitésekor. [2]. Karcsu henger koriili
hatarréteg dramlds vizsgélata 1ényeges Uirrakétak, nagysebességli vasutak tervezésénél és gyar-
tasi folyamatokban, példaul szalak, drétok huzdsakor [21]. Nyugvo folyadékban mozgé siklap
feletti hatarréteg aramlast el6szor Sakiadis vizsgalta [25], aki a Pohlhausen-féle integral mod-
szert alkalmazta a kozelit6 megoldds meghatarozdsara. Fiigg6leges helyzetdi, nyuldsra képes
korhenger viszkézus kdzegben torténd mozgésa szintén jelentés meleghengerlésnél. Mahmood
€s Merkin [18] tengelyszimmetrikus hatdrréteg kevert konvekcigjat tekintette. A [11] cikkben
hatvanytorvény szerint viselkedé nem-newtoni folyadék szabad konvekcidjat vizsgéltak fiiggs-
leges helyzeti siklap mentén. Stewartson [27] korhenger koriili dramlést tekintett és pszeudo-
hasonldsagi transzforméci6 utdn a sebességre aszimptotikus megoldést adott, ha a zavartalan
aramlasi sebesség ardnyos a henger tengelye irdnydban mért koordinata hatvanyaval. Mukhop-
adhyay [20] por6zus kdzegben mozgd henger sebesség és hdmérséklet eloszlasat vizsgélta, a
peremérték-feladatot belovéses mddszerrel oldotta meg. Pantokratoras [22] fiiggdlegesen moz-
g6 hengerre vonatkozé vegyes konvekciét véges differencia médszerrel szamolta feltételezve,
hogy a viszkozitds, a hdvezetés €s a sliriség is hdmérsékletfiiggd.

A kényszerkonvekci6 jelensége megfigyelhetd a kozponti flitésnél, Iégkondiciondlékban, gdz-
turbindkban, hécserél6kben, siklap feletti &ramldsnal, cs6ben torténd dramlasnal.

A dolgozatban fiigg6leges helyzet(i, all6 vagy alland6 sebességgel mozgd korhenger ko-
riili dramlést vizsgalunk newtoni és nem-newtoni folyadékra. A jelenséget leiré peremérték-
feladatot nem-newtoni folyadékra szdrmaztatjuk, ennek egy specidlis eseteként kapjuk a new-
toni folyadékra érvényes egyenleteket. Dimenzidanalizis segitségével dimenzidémentesitjiik
a differencidlegyenleteket, majd hatarréteg feltételezésekkel élve szdrmaztatjuk a hatarréteg-
egyenleteket. Egyparaméteres Lie-szimmetriacsoporttal invaridns megoldést keresiink a perem-
érték-feladatra. Hasonl6sagi megoldést kényszerkonvekcid esetére adunk. A csatolt kozonséges
nemlinedris differencidlegyenlet-rendszert spektrdl kollokdciés mdédszerrel oldjuk meg. Meg-
mutatjuk, hogy a diszkretizdlt egyenletrendszernek hany megolddsa van, vizsgaljuk a paramé-
terek hatdsat a megolddasra és becsiiljiik a hibat. Ezek utdn megoldjuk a [18]-ban szdrmaztatott

modellt és dsszehasonlitjuk az ADINA-val készitett numerikus megoldéssal.



3. Alapegyenletek

A legéltalanosabb egyenletekbdl kiindulva szarmaztatjuk feladatra vonatkoz¢6 differenciél-
egyenleteket. A folyadék sebesség és hdmérséklet eloszldsat a kontinuitdsi egyenlet, a mozgas-
egyenlet, az anyagegyenlet €s az energiaegyenlet irja le.

Kontinuitasi egyenlet:

dp

- V=0 3.1
5 T (V) : 3.1
ahol ¢ az id6, p a kozeg slirlisége, v a sebessége.
Mozgasegyenlet:
v
— =0 -V +pf 3.2
p T o + pt, (3.2)

ahol o a Cauchy-féle fesziiltségtenzor (szimmetrikus), f a tomegegységen megoszl6 erdrend-
szer intenzitdsvektora.

Anyagegyenlet:

o=C--D, (3.3)

ahol C az anyagjellemz6k negyedrendd tenzora, D pedig az alakvéltozasi sebesség tenzor,
melyre fennéll, hogy D = 1/2(vV + Vv).

Energiaegyenlet:

de

Pat

ahol e a tomegegységre esd belsd energia, q a hédramvektor, w a tomegegységben 1ddegység
alatt keletkez6 hd.

=oc:D—-q-V+)puw, (3.4

Bevezetjiik a kovetkez$ egyszerisitéseket:

* staciondrius esetet vizsgalunk, igy az id6 szerinti teljes derivaltakbdl csak a konvektiv tag

marad meg:

%jt = (AV) - v, (3.5)
ahol A tetszbleges rendi tenzormezd.
* nincs belsd hoforrds: w = 0
* nehézségi erdtér van jelen: f = g.
* Osszenyomhatatlan a folyadék, de a térfogati erérendszernél a Boussinesq-kozelitést al-

kalmazzuk:
oo — p = pB(T — Tw), (3.6)

ahol 3 a térfogati hétagulasi egyiitthats, T, = Tli_}rg} T(r,z) és peo = rli_}ngo p(r,z). A
kozelités csak kis homérséklet kiilonbségek esetén érvényes és természetes vagy kevert
konvekcio esetén sziikséges alkalmazni. Kényszerkonvekciondl a siirliség allandonak te-
kinthetd.

* anyagegyenletként a hatvanytorvény modellt alkalmazzuk [7]. Bontsuk fel a fesziiltség-



tenzort gombi és devidtoros részre:
o=-—-pl+T1,

ahol 7 = devo, 7 = 2uD, I az egységtenzor, p a nyomds, p a folyadék dinamikai

viszkozitdsa, amely az anyagmodell alapjan
po=Ky 3.7)

modon feltételezett, ahol a K alland6 a konzisztencia index, n a hatvanytorvény-kitevd, -
az alakvéltozdsi sebesség, melyre ¥ = \/4D;;' = /2D - -D. Ezt behelyettesitve a (3.7)

egyenletbe, a hatvanykdzeg tipusi nem-newtoni folyadékok anyagegyenletét kapjuk:
n—1
o= -pI+2K (V2D--D)"  D. (3.8)

Ha n = 1, akkor a kdzeg newtoni, ha n < 1, akkor pszeudoplasztikus, ha n > 1, akkor
pedig dilatald.

* a hdaram vektorra a Fourier-torvény érvényes, amely izotrop esetben:
q=—kVT, (3.9)

ahol k£ a hévezetési tényezd €s dllandonak feltételezziik.
* a (3.4) egyenletben a belso erSrendszer teljesitménye (o : D) és dp/ dt is a sebesség
négyzetével ardnyos, ezért kis sebességli aramldsndl ezek elhanyagolhatdk [28].

* az aramlds tengelyszimmetrikus, igy
vV =v,e, + v,€e,. (3.10)

A tengelyszimmetria miatt a D tenzor matrixa az {e,,e,,e,} bazisban a kovetkez6:

v 1 (0Ov, v,
or 0 2 ( oz + or )
D] = 0 L 0 . (3.11)
{erae 7ez} 81},, 81)2 8'Uz
i s (FE+52) 0 B

Az elhanyagoldsok utdn az alapegyenletek invaridns alakjai a kovetkezok:

Kontinuitasi egyenlet:

Mozgédsegyenlet:

!Osszenyomhatatlan folyadékok esetén a y csak a Dy masodik skaldris invaridnstdl fiigg.
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Anyagegyenlet:

o= —pl +2K ( 2D - -D)Tl_1 D.

Energiaegyenlet:

pcp(TV) - v = kKAT.

Felirjuk a fenti egyenleteket hengerkoordinédta-rendszerben. Legyenek 7 matrixdnak nem zérus

elemei 7,,, 7., Ty €8 T... A (3.11)-et behelyettesitve a (3.8)-ba, a skaldris anyagegyenletek:

n—1

ov,. 2 ov, 2 v\2 1 (0v, Ov, 2 ov,.
TM_QK{2[<8T) +<82) +<7) +Z(az+8r>]} or

n—1

e = 2K {2 (5) (52074 (9 + 1 G+ 5] T (54 %)
i T 5 312)
ov, 2 ov, 2 v\N2 1 [(0Ov, Ov, 2 Uy (
TWZ2K{Q <8r) +<az) +<? +4—l(8z+8r> } "

[ ov,. 2 ov, 2 v\2 1 (0v, Ov, 1) ov,
TZZ2K{2 <8r) +<az) +<?) +4_1(8z+8r> } 0z

Newtoni folyadéknadl a (3.12) egyenletbdl n = 1 esetén a kovetkezd anyagegyenleteket kapjuk:

ov,.
rr — 2 )
7 a or
(8% N 8%)
Trz = ’
U&z or (313)
Top = 2“%7
v,
2z = 2 .
E a 0z
A kontinuitdsi egyenlet:
10 ov,
——(ru, =0. 3.14
r or (ror) 0z 0 ( )

A mozgésegyenlet hengerkoordinatés alakja:

8UT aUT 8 67—1”7” T’r‘r — T 87_7"2
p ( - —) Py + 4

or 0z “or | Or r 0z’
6”(}2 avz . ap aTrz Trz aTzz (3 . 15)
p(”@r +vzaz>_ 9: T or T T 7Y

Az energiaegyenlet hengerkoordintds alakja:

oT oT 10 oT o*T
pCp (Ew + avz) =k [;E (TE) + w} : (3.16)

10



4. Hatarréteg-egyszeriisitések

Tekintsiink egy newtoni folyadékba helyezett fiiggbleges, ¢ hossziisdgi, R sugari korhengert
(1. abra), melyre R < /.

A°

r
>

1. abra. A fizikai modell

A (3.13) anyagegyenleteket behelyettesitve a (3.15) mozgasegyenletekbe — figyelembe véve,

hogy newtoni folyadékra n = 1 —, a sebességmezdre vonatkoz6 alapegyenleteket kapjuk:
ov, ov, op 10 [ v, v, 0%,
[ zZ = —a_ - a_ - 75 ) 41
p<v or v 82) 8r+u(r8r(rar) 7’2+822) @D
ov, ov, Op 10 [ Ov, 0%v,
pE ) = = (- — 19, 4.2
p(v or v 82) 8z+#<rar<r8r)+822> P 4.2)

ahol © = K a (3.7) alapjan. A kontinuitdsi- €s energiaegyenlet marad a (3.14), illetve a (3.16)

alakban. Ahhoz, hogy kés6bb meg tudjuk dllapitani, hogy mely tagok milyen koriilmények
kozott hanyagolhatok el a tobbi taghoz képest, dimenziémentesiteni kell az egyenleteket. Ezt

dimenzidanalizissel végezziik el. A hozza tartozé alapfogalmakat roviden ismertetjiik [3].

Definicio. A vizsgdlt jelenség tulajdonsdgainak mérésére szolgdlo sziikséges alapmennyiségek

halmazdt MERTEKEGYSEGRENDSZERnek nevezziik.

Definicié. Azon mértékegységrendszereket, amelyek egymdstol csak az alapmennyiségek nagy-
sdgdban térnek el, MERTEKEGYSEGRENDSZER OSZTALYnak nevezziik.

Ha egy mértékegységrendszer osztalyon beliil attériink egy masik mértékegységrendszerre, ak-
kor azt az alapmennyiségek skdldzasaval tehetjik meg; a sziikséges tényezdket L, M, T, ©
bettikkel jeloljiik és ebben a sorrendben a hosszisdg, tomeg, id6 és hdmérséklet skaldzasira

szolgédlnak.
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Definicio. Azt a fiiggvényt, amely megadja, hogy egy adott mértékegységrendszer osztdlyon be-
liil az eredeti mértékegységrendszerrol egy tetszoleges mértékegységrendszerre valo dttérés so-
rdn egy fizikai mennyiség numerikus értéke hdnyszorosdra vdltozik, DIMENZIO FUGGVENYnek

nevezziik.
Egy a fizikai mennyiség mértékegységét szogletes zardjellel jeloljiik.
Tétel. A dimenzio fiiggvény mindig 1 egyiitthatdjii polinom.

Példaul LMT osztalyban ® = L MPT". Egy fizikai kisérletben vagy egyenletekben eléfordu-
16 mennyiségek kozotti kapcsolat felirhat6 az

a= f(ay,...,akbi,....bn) 4.3)

alakban, ahol aq,...,a; adott fiiggetlen paraméterek, by, ...,b,, adott fiiggd paraméterek, a

pedig a meghatdrozandé mennyiség. A fiiggd paraméterek kifejezhetdk az aldbbi médon:
[b;] = [a]P? -+ Jag]™, 1=1,...,m. 4.4)

A Buckingham-féle II-elmélet a dimenzidanalizis f6tétele. Képezziik a

a b;
M= ———) I=——— (i=1,...,m) (4.5)
p ail)...a/kZ

r?
al o .. ak‘
dimenzidtlan paramétereket.

Tétel. Bdrmely (4.3)-beli fizikai tartalommal biré fiiggvényre érvényes az dltaldnos homogeni-

tds, azaz

aq b
_p r m
f(ala'”aak7b17"'7bm)_a’l'”a’kq)<Pl T Pm )

Tm
al ...ak al ...ak

A feladatban valasszuk meg az ¢, R, U, p, ¢, mennyiségeket fiiggetlennek. A kordbban
a-val jelolt ismeretlenek most v,, v, és 1. Hosszisagot z €és r irdnyban is mériink, igy az
alkalmazott mértékegységrendszer osztaly L. L, MT©O. A mennyiségek ebben az osztilyban az

alabbi mddon irhatdk:

(] =L., [Rl=L, [Ux]=LT", [po=L"M, I[c]=LT"?0""
2l = L., [rl=L, [p|=L'MT? [u]=L"MT™,
k] = L.MT°07,  [g] = L.T™?,
[v.]=L. T, [v|=LT" [T]=6.

(4.6)

A i és k mennyiségekre bemutatjuk a dimenziomentesités menetét. A dinamikai viszkozitas
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nem tartalmaz homérséklet mértékegységet, ezért (4.4) alapjan

k] = [0°[R)[Us] [’

igy
L,: —1=a+~y-—39,
L, : 0257
M : 1=,
T: —1=-—7,

melybdl [u] = [¢][Usx][p]. EZért (4.5) alapjan

alakban keresve:

L,: —1=a+~v—30+2¢,
L, : 0=2,
M : 1 =9,
T: —3=—7—2¢
0: —1=-—-¢
Innen " .
I, =K = =
2 Uspc, — Pe’

ahol Pe a Péclet-szam, ami kifejezhetd a Reynolds-szdmmal €s a Prandtl-szdmmal (Pr): Pe =
RePr. A fentebbi linedris egyenletrendszert mas-mas bal oldallal megoldva a kdvetkezd dimen-
zi6tlan mennyiségeket nyerjiik:

H 1 / k 1 / p
h=y=——1=—, Ih=k= =— Ii=p =
=4 (Uep Re 7 (Uype, P’ 7 P U2p’
l r z

M=g=_F M=r="T le==> (47

v v c, T

L=v=", IL=v=—"\ I;=0=-2_,

T U T RUL T Uz

A (4.6) és (4.7) osszehasonlitdsabol lathatd, hogy nem csokkent a fiiggd paraméterek sza-

ma, ezért pusztidn dimenzidanalizissel nem nyerhetd invaridns megoldas a vizsgalt parcidlis
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differencidlegyenlet-rendszerre.
A (4.7) skdlazasokat a (3.14), (4.1), (4.2), illetve (3.16) egyenletekbe helyettesitve a kapott

egyenletrendszer:

T (97“ (T'v )+ 2 4.8)
() B pE( 5oz o
O S A

2 2
Ve B LI .

Megjegyzés: A dimenzid analizis ebben a formaban (két irdnyban mériink tavolsidgot) nem al-
kalmazhaté kozvetleniil a Navier-Stokes egyenletekre, mert a Laplace-operator két egymasra
merdleges irdnyban vett valtozdst mutat, és a kiillonb6z6 mértékegységek nem Osszegezhetok.
Alkalmazzuk most a Prandtl-féle hatarréteg elméletet, amely szerint az dramlési tér két
részre oszthat6: a feliilet koriili vékony rétegre, az igynevezett hatarrétegre, ahol a surlédasnak
dontd szerepe van és a test feliiletétdl tdvolabb esd részre, ahol a sirlddés hatdsa elhanyagolhaté.
A test feliiletén a sebesség z€rus a tapadds torvényének értelmében, a hatirrétegben rohamosan
novekszik, mig azon kiviil a sebesség kozel dllandé. A hatarrétegben tehat viszkézus folya-
dékként kell kezelniink a kdzeget, azon kiviil pedig surléddsmentes folyadékként [26]. Legyen
mind a hidrodinamikus, mind a hémérsékleti hatarréteg § vastagsaga kisebb a henger R suga-
randl és joval kisebb a henger ¢ hosszdndl. Ekkor a (4.8) egyenlet vdltozatlan marad, a (4.11)
jobb oldaldn a z szerinti derivalt elhanyagolhat6 az r szerinti derivalthoz képest, mig a (4.9) és

a (4.10) mozgasegyenletek hasonlé gondolatmenetet kovetve az alabbiak lesznek:

dp 1 [1 0 [, 0v. v
N - 4.12
0 or'! " Re Re {r ror! ( or’ ) 7“’2] ’ “412)
JOu, - ou, o 9p 1 [21 0 (00 ,
Yo T 00 T T2 T Re [E_a_( o )] A *-15)

A (4.12) egyenlet szogletes zardjelben 1év6 része elhanyagolhat6 a (4.13) egyenlet szogletes
zérGjelben 4116 tagjdhoz képest. Igy a (4.12)-bl azt kapjuk, hogy sugér irdnyban a nyomds nem
valtozik (ez fenndll a dimenzidval rendelkezd valtozokra is). Képezziik a nyomads z szerinti
teljes derivaltjat:
@ _ @ N 3p dr
dz 0z 87“ dz’
o

4.14)

Mivel p dllandé r-ben, ezért dp/dz-t nem csak a hatarrétegben, hanem azon kiviil is kiszamithat-
juk. A hengertdl sugar irdnyban megfelelden tavol zavartalan U, sebességli aramlas alakul ki
€s Prandtl elmélete nyoméan a folyadék sirléddsmentesnek tekinthetS. Felirhaté ezért az Euler-

egyenlet egy z tengellyel parhuzamos dramvonal mentén. A zavartalan dramldsban a sebesség

14



alland6 az dramvonal barmely pontjdban, igy a hidrosztatika alapegyenletébdl:

d
d—p = —pa, (4.15)
ya

melyet behelyettesitve a (4.13) egyenletbe és felhaszndlva a (4.7)-et, a mozgasegyenlet:

ov, ov, ulad ov, (Poo — P)g
r—— t Uy = ——— e 4.16
v3r+v 0z pr@r(rﬁr>+ p (4.16)
Felhaszndlva (3.7) alapjan a hatvanykozegre feltételezett
a : n—1
p=K|Z 4.17)
or

Osszefiiggést, valamint a (3.6) kozelitést és visszatérve a dimenzidval rendelkezd valtozokra, a

megoldand¢ differencidlegyenletek a kovetkezok:

0 0
E(TUT) + %(rvz) =0, (4.18)
v, ov, K19 ov, " ov, _
TR P ( ar| o ) T9IT - T) (19
oT oT 10 oT
Evr + EUZ = @;E <TW) s (420)

ahol o = k/(pc,) a hdmérséklet-vezetési tényezd. A (4.18), (4.19) és (4.20) differencidl-
egyenleteket dimenzidtlanitjuk, hogy a tovdbbi szdmitdsok egyszerlisodjenek. Innentdl kezdve
(v.,v,) = (u,v). ElGszor [23] alapjan bevezetjiik a kalappal, majd pedig a hullimmal jelolt

dimenzidtlan valtozdkat:

ahol AT =T, — T, és Gr az altalanositott Grashof-szam, Pr pedig az éltalanositott Prandtl-

szam, melyekre

n%—l _ 3(n—=1) n—1
Cr Cpr= 2 (5) 7 whaniHes
P

Ezzel a (4.18)—(4.20) differencidlegyenletek az alabbi dimenzidtlan alakba frhatdk (a hulldmo-
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kat elhagyjuk):

v+ r@ + 7’@ =0
or 0z
@ + a_u = lg r @ " % + 06
Yo: " Vor ~ror or or
00, 90 _ 1 (100 00
Y9 T “Pr\vor  a2)
A peremfeltételek a kovetkezdk:
r=~R u(r,z) =0, w(rz)=0, O(rz) =1
r— 00 u(r,z) = Uso, O(r,z) =0
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5. A peremérték-feladat invarians megoldasa

Az el6bbi fejezetben lathattuk, hogy dimenzidanalizissel a fiiggetlen valtozok szdma nem
csokkenthetd. Ebben a részben a (4.21)—(4.24) peremérték-feladatot egy kozonséges differen-
cidlegyenlet-rendszerre vonatkozé peremérték-feladatta alakitjuk. A célunk tehdt hasonldsé-
gi/invaridns megoldas keresése. Nemlinedris parcidlis differencidlegyenletek esetén a perem-
feltételek jelentSsen szigorubb elbirdst jelentenek a invaridns megolddsok szamara nézve, mint
linedris parcidlis vagy kozonséges differencidlegyenletek esetén [8].

Tekintsiik az

x* = X(x;¢) (5.1

egyparaméteres Lie transzformdcids csoportot, ahol x = (z1,...,x,) C R" és ¢ € R folytonos

paraméter. Az (5.1) sorfejtése ¢ = 0 kornyezetében

0X(x;¢)

2
= Lo,

e=0

X" =x-+¢

mert ¢ = 0 esetén a csoport egységelemét kapjuk, melyre X (x,0) = x. Legyen

_ 0X(x;¢)

£ =

e=0

Definicié. Az x* = x+c&(x) transzformdciot (5.1) INFINITEZIMALIS TRANSZFORMACIOjdnak
nevezziik. A & komponensei (5.1) INIFINITEZIMALISai.

Definicié. Az (5.1) egyparaméteres Lie transzformdcios csoport INFINITEZIMALIS GENERA-

TORa
X(x)=£-V. (52)
Tekintsiink egy u = (u', ..., u™) fiiggd véltozokbol és x = (x4, ... ,,) fiiggetlen vélto-

z6kbdl 4ll6 parcidlis differencidlegyenlet-rendszert. A bdvitett pont transzformaciéd

(5.3)

kolcsondsen egyértelmii az (x,u) valamely részhalmazan és ugyanitt k-szor differencidlhatd.

Az (5.3) transzformécié skaldris alakban:

x; = x; + e&i(x,u +0(EYH, (i=1,...n
v = sen) + O), ) 54
(W) = +en(xu) + O@?). (j=1,...,m)
Az (x,u) térben hat6 infinitezimélis generator:
0 .0
§ oz, T (3.5
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Jelolje 0%u az u dsszes x szerinti parciélis derivaltjat, azaz

) ko, J
j 0"

2tk 0%18@-2 e 6% ’

j=1....m, i,=1,....n, p=1,.. )k
Az (x,u,0u,...,0%u) térben hat6, az (5.4) transzformécié k-adik kiterjesztettje:

rf =2+ e&(xu) + O(e?),
(W) =u + e’ (x,u) + O(?),

(u )= u{mzk + 5772.(?2{% (x,u,0u,...,0") + O(e?),

i1igik
(k)3
ivig-ig

generator k-adik prolongécidja:

ahol 7 a bdvitett infinitezimélisok, amelyek rekurzidval szamithaték. Az infinitezimaélis

A
o’

11920k

+ 7’ (x,u)@ +... —1—77@(12.)2],% (x,u,0u,...,0")

X(k) — fi(X,u> 9

>1. (5.
oz, , k=1 (5.6)

Vegyiink egy olyan parcidlis differencidlegyenlet-rendszert, amelynek minden egyenlete egy

adott parcidlis derivaltra explicit médon kifejezhetd:
F(x,u,0u,...,0") = u;,4,..., — f(x,u,0u,...,0"1) =0 (5.7)
és f nem fiigg u;,;,...;.-t6l explicit médon. Legyenek a hozz4 tartozé peremfeltételek
B,(x,u,0u,...,0"u) =0 (5.8)
az

we(x)=0, a=1,...,s (5.9

peremen elGirva. Feltessziik, hogy az (5.7)—(5.9) peremérték-feladatnak egyetlen megoldasa

van.

Definicié. Az (5.5) infinitezimdlis generdtor eleget tesz az (5.7)—(5.9) peremérték-feladatnak

akkor és csak akkor, ha

1. X®Fi(xu,0u,...,0) =0, ha F/(x,u,0u,...,0%u) =0 (j=1,...,m);
2. Xw(x) =0, haw,(x) =0 (a=1,...,s);
3. X+ B (x,u,0u,...,0"u) =0, ha B,(x,u,0u,...,0'u) =0 (a=1,...,s).

Azaz egy peremérték-feladat akkor invaridns, ha a differencidlegyenletek, a peremfeliiletek és
a peremfeltételek is invaridnsak.

Alkalmazzuk a fentieket a (4.21)—(4.24) peremérték-feladatra. Esetiinkben x = (r,z), u =
(u,v,0). A tovabbiakban r és z alsé indexben az adott valtozé szerinti parciélis derivalast jeloli.
Feltessziik, hogy nincs visszadramlas, azaz v, > 0. Igy a (4.21)—(4.23) differencislegyenletek
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a kovetkez6 alakba irhatok:
u—+ru, +rv, =0,

(L e
wo vo, = (of M ) 46, (5.10)

u®, + 10, = i (167« + @TT) .
Pr \ r

Mivel az (5.10) mindhdrom egyenlete kifejezhetd explicit alakban arra a derivéltra nézve, ame-

lyet a tobbi fiiggvény nem tartalmaz, ezért az infinitezimadlis generdtor (5.5) szerint:

o 9 0 d 0
X:§E+T&+n“%+n”%+n@%, (5.11)

ahol &, 7, n%, 0%, n® is r,z,u,v,0 fiiggvénye 4ltaldnos esetben. A differencidlegyenlet-rendszerben

el6fordulé legmagasabb rendi derivalt 2, igy a masodik prolongacié (5.6) alapjan:

X0 x4 p0 9 09 0w 9 ew Oy
" Ou, = Ou, " Ov, 2 Owv, " 00,
; (5.12)
o) URCIEY
_'_ nz a@z + + nzz a@zz .

Vizsgaljuk el6bb az (5.10) differencidlegyenlet-rendszer invariancidjat. Hasson mindhdrom

egyenletre az (5.12) operator. A kapott egyenletrendszer:
(up + v2)€ + 0" + @+ =0,

1 1
ww+me+w%”+mﬁ”=(—ﬁws+ywrwﬂ”+Mn—nw4wmwﬁ-

nop ) 4+,
(5.13)
. ) 1/ 1 1
0" + 0.’ +uny Vun? W = = (—;@Tf + W+ 779#”) :

(2)

Azt @ @O M 9 W hfinitezimalisok 6, az n%>, no?

infinitezimalisok pedig
15 tagbdl dllnak. Ezeket behelyettesitve az (5.13) egyenletrendszerbe, a meghatarozando &, T,
n“, n°, n° infinitezimdlisokra egy 75 homogén linedris parcidlis differencidlegyenletbsl 4116
rendszert kapunk. Néhdny tag 0sszevonhatd, de még igy is kezelhetetleniil sok egyenlet marad,
ezért ezek megoldasat a Maple 16-os verzidjaval végeztiik.

Megjegyzés: Béarmely (5.7) alaku differencidlegyenlet-rendszer esetén a &; és 1)/ infinitezimali-
sokra nézve homogén parcidlis differencidlegyenlet-rendszert kapunk, amely — a legegyszeriibb
esetektdl eltekintve — tilhatdrozott.

Altaldnos megolddsnak a kovetkez6t kapjuk:

1 1 1 1
&= 3017“, T=Ciz+Cy, n'= —gClu, n' = —gClv, n® = —3019, (5.14)
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ahol C és (5 tetszileges paraméterek. A hozza tartozé két infinitezimdlis generdtor ugy kap-
hat6é meg, hogy az egyik paramétert 1-nek vdlasztjuk, a mdsikat 0-nak, és forditva, majd fel-
hasznéljuk (5.11)-et. Ezutdn figyelembe vessziik a peremek és a peremfeltételek invariancidjét.
Feltételi egyenletet akkor nyeriink, ha nem a végtelenre vonatkozik az el6irds. Az r = R pe-
rem invariancidja: X (r — R) = £(r) = 0, feltéve hogy r = R. Azaz {(R) = 0, melybdl
C7 = 0. Konnyen beldthatd, hogy a peremfeltételek nem jelentenek djabb feltételt; példaul
XD(©O ~1)=7° =0,ha© = 1, azaz —1/3C; = 0. A peremérték-feladathoz tehit egyetlen

infinitezimalis generator tartozik, ha azt az (5.11) alakban keressiik:

0

X =—.
0z

Az invarians feliileti feltételbdl adodé differencidlegyenlet-rendszer:

Ou, + Cou, = 0,
O0v, + Cov, =0, (5.15)
00, + Cy0, = 0.

A kvazilinearis differencidlegyenletek megolddsahoz alkalmazhat6 karakterisztikdk modszerét
hasznaljuk. Az (5.15)-hoz tartozé karakterisztikus egyenlet [8]:
dr  dz du dv

dz e
0 Cy, 0 0 0

(5.16)

Ennek megoldasa:
T:]{Zl, U:k’g, UV = l{?37 @:k4, (517)

ahol ky, ko, ks, k, integraldsi allandok. Igy az (5.15) 4ltaldnos megolddsa a ky = fi(ky),
ks = fao(k1), ks = f3(k1) alakban megkaphat6 és legyen k; = (. Visszatérve az eredeti

véltozokra, a hasonldsagi véaltozokat kapjuk:

C=r, u=fi(Q), v=/ (), ©=[3Q). (5.18)
Behelyettesitve (5.18)-at (4.21)—(4.24)-be, a peremérték-feladat hasonl6sdgi megoldasat nyer-
juk:
f2 + Cfé = 07
1 n n—
f2f{ = (Z { +nf{ ' {,> + /3, (5.19)

Rfi= g (284 52).

A peremfeltételek a kovetkezok:

(=R: f1<§):07 f2(C):0> fs(C)

(5.20)
¢ —o0: f1(¢) = Us, f3(¢)

1
0.



A vesszOk az ( szerinti derivalast jelolik. Az (5.19) els6 differencidlegyenletébdl (felhaszndlva
(5.20) megfelels peremfeltételét) fo(¢) = 0. Az (5.19) harmadik egyenlete viszont ellentmon-
dasra vezet az adott peremfeltételek mellett.

Megjegyzések:

1. Han = 1, akkor a (4.21)—(4.23) differencidlegyenletnek 6t infinitezimalis generdtora van,
igy otparaméteres Lie-csoportot alkot.

2. Ha az dramldsi tér akdr csak félig végtelen z-re nézve, akkor C; = (5 = 0, igy hasonlé-
sagi megoldds nem létezik a (4.21)—(4.24) peremérték-feladatra.

3. Haklasszikus egyparaméteres pont transzformdciot haszndlunk, akkor csak egy szimmet-
ria létezik a vizsgalt peremérték-feladatra. Létezhetnek azonban mds szimmetridk is, ha
maés csoportban keresiink; példaul kontakt, Bicklund, Noether szimmetria [17].

4. a1 dramfiiggvény (potencidlfiiggvény)

u:%g—t{}, v:—%g—f (5.21)

moédon torténd bevezetése sordn eggyel tobb szimmetria csoportot kapunk, de a perem-

feltételek miatt az a megoldas is ellentmondasra vezet.

Mivel a klasszikus Lie-csoportokkal nem jutottunk eredményre, az ( hasonldsdgi valtozot és az

f(Q) és © fiiggvényeket vegyiik fel a [18]-hoz hasonlé médon:

C = (TQ - Rz)Bch

Y = A2"f(C), (5.22)
T-Te
O = —Tw — Tooz ,

ahol a, b, ¢, A, B egyel6re hatarozatlan dllandok, v pedig az (5.21) médon definidlt dramfiigg-
vény, amely minden folytonos ¢ (r,z)-re teljesiti a (4.18) kontinuitdsi egyenletet. Nem-newtoni
folyadék esetén nem kapunk hasonldsdgi megoldast akkor sem, ha az (5.22) alakot feltételez-
ziik, ezért a tovabbiakban csak newtoni folyadékkal foglalkozunk. A ) fiiggvényre vonatkozo

mozgasegyenlet az

=S| =

1 1 1 1 -
ﬁ,lvbrq/}z + ﬁ(¢r¢rz - wz¢rr) =V (1/]rrr - ;ww’ + ﬁ,@b’/‘) + gﬁ(T - Too) (523)

modon, az energiaegyenlet az

%(¢TTZ - 1/JZT7") = (%T’I‘ + Trr) (524)

mdédon {rhatd, ahol v = K/p. A (4.24) peremfeltételeket médositsuk dgy, hogy a henger

21



mozgasi sebessége és a zavartalan dramlas sebessége is a z valtozo linedris fiiggvénye legyen:

r=R: u(r,z) = Upz, v(rz)=0, T(rz)=T,
2) = Tw.

r— 00 : u(r,z) = Uz, T(r,

Az aramfiiggvényre és a hdmérsékletre felirva a kovetkezdt kapjuk:

r=~R: Up(rz) =Upz, ,(r,z)=0, T(rz) =T,
1 (5.25)
r— 00 ;wr(r,z) = Uwz, T(rz) =Tw.

Behelyettesitve (5.22)-t az (5.23), (5.24) differencidlegyenletekbe, rendezés utdn a kdvetkezd

differencidlegyenlet-rendszert kapjuk:

/ " a+2c¢ [ g1 " 3 Ty — T
AL [(at ) f? = af f'] = 2wz [+ (C+ RS H%” | (5.26)

Aza+b+6—1(bfl® o af@/) — 2OéZb+C [@l + (C + RQ)@//:I ]

Az invariancia feltétele:

20+2c—1=a+2c=0»
(5.27)
a+b+c—1=0b+c,

melybdl a = 1, b = 1, ¢ = 0. Csak akkor kapunk hasonlésdgi megoldast, ha a Boussinesq-
tagot ((5.26) els6 egyenletének utolsé tagja) elhagyjuk, és legyen b = 0. Kényszerkonvekcid
esetén ez megtehetd. Helyettesitsiik most (5.22)-t az (5.25) peremfeltételekbe, felhaszndlva a

kiszamitott paraméter értékeket:
2ABf'(0) = U,, Af(0) =0, Clim 2ABf'(¢) = U, ©(0) =1, Clim O)=1. (5.28)
—00 —00

Két {6 esetet tekintink.

1. Legyen f'(0) = 1. Ekkor Clim f(¢) = A\, ahol A = Uy, /U,,. Az (5.26) elsd egyenletében
—00
legyen A = 2v
2. Legyen f'(0) = 0 és Clim f'(¢) = 1, valamint az (5.26) els6 egyenletében legyen A =
—00

2v. Igy B = Uy, J4v és U, = 0.

Az elsé esetben ha A = 0, akkor csak a henger mozog, ha A > 0, akkor a henger és a zavartalan
aramldsi sebesség eldjele megegyezik, ha A < 0, akkor az dramlds ellentétes a test mozgasi

sebességével. A masodik esetben a henger all.
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Most mar felirhaté a megoldand6 peremérték-feladat:

CH+ROf"+ 1+ NHf" = f?=0, (5.29)

% [(C+ RO+ 6] + 10/ =0, (5.30)
f(0)=0, f'(0)=1, lim f({)=A ©0)=1, limO(¢) =0, vagy

{—o0 {—o0 (5.31)
FO)=0. f(0)=0. Jmf(Q)=1 ©0)=1 lmO()=0.

Az (5.29) harmadrendd differencidlegyenletet egy masodrenddi differencidlegyenletre és egy

integrdldsra vezetjiik vissza. Tekintsiik az
y" =g ((zyy,...y" ") (5.32)
n—edrendd differencidlegyenletet, vagy az ennek megfeleld

Un = 9(TYY1, - - Yn—1) (5.33)

feliiletet az (x,y,y1, ... ,Yn—1) térben (n-cséva tér). Az (5.33)-hoz tartozé egyparaméteres Lie

ponttranszforméacids csoport:

f— X(x,y; 5) =x+ 85(1‘,?;) + (’)(82)7

. ) (5.34)
y'r=Y(@ye) =y +en(zy) + O()
és infinitezimélis generator:
0 0
X = — —. .
§(wy) o +nzy) o (5.35)

Ha egy n-edrendli kozonséges differencidlegyenlet eleget tesz az (5.34) egyparaméteres Lie
transzformdaciods csoportnak, akkor az n-edrendi differencidlegyenlet visszavezethet6 egy n—1-
edrendd differencidlegyenletre és egy kvadratirdra [8]. Ez megtehet6 differencidl invaridnsok
vagy kanonikus koordinatak segitségével. Kanonikus koordinatdkkal az altalanos (5.34) csoport

transzlacids csoportta transzformalhaté. Ervényes a kovetkezd tétel.

Tétel. Tegyiik fel, hogy az (5.34) nem trividlis egyparaméteres Lie transzformdcios csoport
az (5.35) infinitezimdlis generdtorral eleget tesz az (5.33) differencidlegyenletnek. Legyenek
r(z,y) és s(x,y) a megfelelé kanonikus koordindtdk, melyek kielégitik az Xr = 0, Xs = 1
egyenleteket. Ekkor az (5.33) a

dn1z _c (r B % d"2z>

drn—1 dr "drn—2
n — l-edrendii differencidlegyenletre redukdlhato, ahol

ds
= z.

i
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Vegyiik el6bb az (5.29) egyenletet. Bevezetve f/, f”, " helyett az fi, f, f3 véltozdkat,
az (5.29) differencialegyenlet az

1
F sJ 9 19J2s = + — 1 + —f) = 0
(L hfnfs) = fs+ e (L T = £7)
moédon irhaté és a ((,f,f1,f2,f3) vdltozok 3-cséva teret alkotnak. Kozonséges differencidl-
egyenletek peremérték-feladatdnak invariancidjdhoz — hasonldan a parcidlis differencidlegyen-
letekre vonatkoz6 peremérték-feladathoz — az sziikséges, hogy a differencidlegyenlet, a pere-
mek és a peremfeltételek is invaridnsak legyenek. Tekintsiik el6szor az (5.29) invariancidjat,

melynek sziikséges és elégséges feltétele, hogy
X®F=0, ha F=0 (5.36)

teljesiiljon, ahol
0

X9 = €(¢.f) g + n(C,f)% T n<1><<,f,f1>a%+
0

+77(2)<C7f7f17f2>8f2 i

dfs
az (5.35) infinitezimalis generator harmadik prolongacidja. Most

+ 77(3) <C7f7f17f27f3)

XOF =p® _¢ (

f=0.
(5.37)
Tehat (5.36) alapjan megoldand6 az (5.37), (5.29) parcidlis differencidlegyenlet-rendszer a £ és

L+ ffo— f2)+n 2f1+n®

1
o
fa=1 (+ R?

1 1
| e R

n fiiggvényekre. Az nM, n?, n®) infinitezimalisok 3, 6, illetve 11 tagbél 4llnak. Megoldasnak

a

¢ =¢+R%, n(.f)=0 (5.38)
eredményt kapjuk és igy (5.29) visszavezethetd egy masodrendd differencidlegyenletre és egy

integraldsra. A kanonikus koordinatdk az

Xr =0, (5.39)
Xs=1 (5.40)

egyenletrendszerbdl hatdrozhaték meg. Az (5.39)-bol 7((,f) = f(¢)-t, (5.40)-b6l s(C,f) =
In(¢ + R?)-et kapjuk. Igy

ds 1odc 1

T (rRAf T (B
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A sziikséges

fi=(C+R)
fo=—(C+ Rz 1+ 27%),
fa=(C+ R 3 (—22" +327527 43273 +2271)

7z

derivéltakat el6allitva és behelyettesitve (5.29)-be, a kovetkezd differencidlegyenletet kapjuk:

3
2P (r =22+ 2+ (r—1)2 =0. (5.41)
z

Feltessziik, hogy nincs visszadramlas, igy f'(¢) > 0, V¢ € [0,00). Ezért Clim f(¢) = o0, igy a

—00
z(r) fuggvényre vonatkozo peremfeltételek (5.31) alapjan:

1 :
2(0) = o2 Tlggo z(r) =0, vagy
2(0) = oo, lim z(r) = 0.

T—00

Megjegyzés: Az (5.41) differencidlegyenlet rendszdma tovdbb nem csokkenthetd.

Az (5.30) egy homogén linedris masodrendi differencidlegyenlet, ami a jol ismert

_ o)
o(¢)

Q(¢)

helyettesitéssel {2-ban elsérendli Riccati-féle differencidlegyenletre redukalhaté. A kovetkezd
fejezetben az (5.29) differencidlegyenletet oldjuk meg a végtelenben (illetve mindkét végpont-

ban) szingularis (5.41) helyett.
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6. A peremérték-feladat numerikus megoldasa

Mivel az (5.29), (5.30) csatolt egyenletrendszerben az (5.29) nem tartalmazza a © valtozot,
ezért szamitasi szempontbdl kedvez&bb, ha elébb (5.29)-re keressiik meg a megoldast, majd f
ismeretében (5.30)-ra. Az (5.29)—(5.31) peremérték-feladatot spektral kollokdciés modszerrel
oldjuk meg. Az f és O fiiggvények a [0,00) intervallumon vannak értelmezve, igy a megoldés
elGéllitdsara két eset lehetséges. Vagy csonkitjuk a [0,00)-t [0,L]-re, vagy pedig kozvetleniil ke-
zeljiik a félig végtelen intervallumot. Ha az utébbit alkalmazzuk, akkor bazisfiiggvényekként a
Laguerre-polinomokat vagy maés leképezéseket hasznalhatunk (pl. logaritmikus, exponencidlis
leképezés, algebrai leképezés) [9].

A leképezések sordn a jobb oldali végpontban szinguldris differencidlegyenletet kapunk. Inter-
vallum csonkitas esetén arra kell figyelni, hogy az approximdcids polinom N fokszdmét az L
nagysagaval egyenletesen kell novelni, mert ha /V kicsi és L nagy, akkor a kozelités pontatlan,
ha pedig L kicsi és N nagy, akkor nagy lesz a csonkitési hiba. A {Ti}f\;l els6faji Chebyshev-

polinomok a
To(x) =1, Ti(z)==x, T,.(x)=22T, 1(x)—Tho(z),n>1 (6.1)

rekurzidval vannak értelmezve, a kozelitéseket a (6.1) polinomok

km
T = COS N (6.2)

sz€ls6érték helyein végezziik. Bizonyithato (1asd pl. [9]) a kovetkezd tétel.

Tétel. Egy y(z) fiiggvényt a Chebyshev-sor N-edik szeletével kozelitve, az Er diszkretizdcios

hiba az
N 00
Er(N) =Y anTu(x) —y(@) < D ol
n=0 n=N+1
dsszefiiggéssel adott barmely x € [—1,1] esetén.
A szamitds sordn azonban éppen a sorbdl elhagyott a1, anyo, . .. egylitthatok nem ismertek,

ezért gyakorlati célra a fenti tétel nem alkalmazhat6. Tetszbleges differencidlegyenlet esetén
nehéz hibabecslést végezni, de van néhdny szabdly, ami segit annak eldontésében, hogy a kapott

eredmény megfeleld kozelitést ad-e:

* A csonkitési hiba nagysigrendje megegyezik az utolsé megtartott egyiitthaté nagysag-
rendjével:
Er(N) = O(lan]).

* Ha az ay-hez kozel 1év6, de a-nél kisebb egyiitthatok abszoliit értékben monoton csok-
kené moédon tartanak ax-hez, akkor az eredmény numerikus tapasztalatok alapjan valo-
sziniileg helyes.

* Tovabbi ellendrzési modszer, hogy a szamitast kiillonbozd NV felosztdsra végezziik el.
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* Ha kis 1épéskozii véges differencia mddszert alkalmazunk a kiszdmitott fiiggvényértékre,
akkor ralatdsunk lesz a hibara. Hatranya ennek, hogy magasabb rendii differencidlegyen-
leteknél tdl durva hibat ad.

A spektrdl médszerekre jellemzd az exponencidlis konvergencia, melynek tipusait az alabbi

definici6 adja meg [9]:

Definicid. Egy adott sor szupergeometriai, geometriai vagy szubgeometriai konvergencidji, ha

az a,, egyiitthatokra fenndll, hogy:

o0, SZUPERGEOMETRIAI

g lag| . p
lim —— = { 4lland6, GEOMETRIAI

n—oo n

0, SZUBGEOMETRIALI.

A spektral kollokédciés mddszer alkalmazasdval egy adott differencidlegyenletben el6forduld
derivaltak kozelitése a kollokacids pontokban kétféleképpen torténhet; differencidlé matrixok-

kal, vagy integral6 matrixokkal.

6.1. Spektral kollokacio differencialéo matrixokkal

Az ismeretlen y(x) fiiggvényre vonatkozé interpoldcids feladatot a

> aTo(x) =yla),  (k=0,...,N) (6.3)

n=0

alakban frjuk fel, ahol x;, a (6.2) szerint értelmezett. Az x;, kollokdcids pontokban y/(z) az

N
?/(Ik) - Z kaxm
m=0

szorzatdsszeggel kozelithetd, ahol Dy, a D a differencidlé matrix elemei. Hasonl6an

dy 0
@(fﬂk) = Z Dinm,

m=0

ahol DU az (-edik differencidlé matrix és Chebyshev-polinomok esetén D) = D’. Ebben
az esetben a megolddst y(zy)-ra kapjuk, nem pedig az a, egyiitthatékra. Ha sziikséges, ak-
kor (6.3)-bdl a,, meghatidrozhaté. Masodrendd differencidlegyenleteknél a peremfeltételeket a
differencidlé métrixok els és utols6 sordnak médositasaval irhatjuk el6. Magasabb rendd diffe-
rencidlegyenletek esetén ez a modszer tulhatarozott egyenletrendszert eredményez. Kiillonbozo
modszerek 1éteznek ilyenkor a peremfeltételek megadasara ([14], [19]). Az aldbbiakban négy

modszert ismertetiink:

1. Azy(x) fuggvényre vonatkozé p-edrendd differencidlegyenlet helyett az y(z) = q(z)y(z)
fiiggvényre vonatkozé differencidlegyenletet oldjuk meg, ahol ¢(z) p — 2 peremfeltételt
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kielégit. A tovabbi két peremfeltétel a hagyomanyos médon (elsd €s utolsé sor médosi-
tasa) eldirhaté. Ilyen médon oldottuk meg az dltalanositott Sakiadis-feladatot [10]. Hat-
rdnya a médszernek, hogy dltalanos peremfeltételek mellett nem algoritmizdlhatd.

2. Bevezetiink p — 2 fiktiv csomépontot tetszbleges, de x-val nem egybeesd pontokban
[14]. Ekkor mér nem az {z;}3_, Chebyshev-rdcson dolgozunk. A [13] cikk egy algo-
ritmust ad meg tetszéleges csomdpontokra tdmaszkodd véges differencia kozelitésekre.
A mddszer eldnye, hogy — mivel a fiktiv csomdpontok helyzete tetszdleges — tobbpon-
tos peremérték-feladatok megoldésara is alkalmas és teljesen automatizdlhaté. Hatranya,
hogy az igy képzett derival6 métrixok generdldsa lassabb, mint a hagyomédnyos médon
torténd létrehozasuk.

3. Kevesebb Chebyshev-pontot haszndlunk fel a differencidlegyenlet kozelitésére, a felsza-
badul6 helyeket a peremfeltételek megadasara hasznéljuk fel. Hatranya az, hogy a kapott
megoldas fiigg attél, hogy mely csomdpontokat hagytuk el.

4. Mai-Duy bevezette az integralé matrixos formalizmust, amelynek szamos elonye van a

differencidl6é matrixokkal szemben [19]. Ezt a 6.2. részben mutatjuk be.

6.2. Spektral kollokacio integralé matrixokkal

Most nem a nulladrenddi, hanem a legmagasabb rendi derivéltat kozelitjiik az aldbbi mo-

don Chebyshev-polinomokkal:

N N
y? (@) = anTu(w) =Y IP(x)
n;O n=0
)(l‘) = Z an
n=0

yt /T Jdz + ¢ = Z](p Dz

(0)
ZI +c1(p_1)!+...+cp.

Legyen az ismeretlenek oszlopmatrixa s = [ap a1 ... ay ¢1 ... cp]T és igy a (6.2) pontokbeli
a kozelitések:
yP(s) =1Ps, ... y(s) =1Us,

Lathato, hogy ezzel a médszerrel p db uj véltozot kapunk (cy, . . . ,¢p), ezért a p db peremfeltétel

egyszertien megadhaté és programozhaté (a (6.4) matrix bdvitése p sorral). Példdul a (p — k)-
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adik integrdlé matrix (ami a k-adik derivaltat kozeliti) szerkezete a peremfeltételek nélkiil:

1k:71 lksz
o k=10 " (k—k)
—k) _ N+1 . . N+1,N+p+1
I» - [Iik}i,kzl ik ) 3k . [Oij}izl,j:N—z:-k—i—Q : (6.4)
(="~ (=1"*~
=D " T (k—k)

A differencidlé matrixos elvvel ellentétben itt kozvetleniil megkapjuk az a,, egyiitthatékat. To-
vabbi el6nye az integrdlé matrixos mddszernek, hogy a legtobb esetben jelentGsen kisebb az

egyiitthaté méatrixok kondiciészama.

6.3. A peremérték-feladat megoldasa

Az intervallum csonkitashoz vezessiik be a

Celoo0) — e 0] T2 v e -1 (6.5)

leképezést. gy a derivaltakra fenn4ll:

df 2, d2f 4, dgf 8
d_C:Zg (SL’), d_CQ:ﬁg (l‘), d_Cg:ﬁg (l’)

és mostantdl a vessz6 az x valtozd szerinti derivalast jeloli. A helyettesitéseket elvégezve

(5.29)-ben és peremfeltételekben, a kovetkezd peremérték-feladatot kapjuk:

% E(‘” +1)+ RQ} 9"+ (1 +g9)g" — g% =0, (6.6)
L L
g(=1) =0, ¢(-1)= 5 g(1) = S vagy
k 6.7)
g(=1) =0, ¢(=1)=0, J(1)=7.

Az (5.30) differencidlegyenletet szintén intervallum csonkitdssal oldjuk meg. Itt is a (6.5) leké-

pezést alkalmazzuk, igy O derivaltjai:

de 2 d?e 4
€ 7V (@), T Y (),
mellyel az
- L 2 " 2 !
;{[5(:€+1)+R] 0"+ 70 } Lgl9 0, (6.8)
d(=1)=1, (1) = (6.9)
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peremérték-feladatot kapjuk.
Az Osszes szamitast a MATLAB R2011a verzidjaval végeztiik. Az (5.29)—(5.31) feladatot meg-
prébéltuk megoldani a Maple 16-os verzidjaval is, de nagyobb L intervallumokra nem tudta
megoldani. Kisebb L értékekre négy tizedesjegyre megegyezett a Maple és az altalunk irt spek-
tal kollokaciés modszerrel kapott megoldis.
A (6.6), (6.7) megoldasa a kovetkezd folyamat szerint torténik. A sorszamozas sordn (a)-val a
differencidlé matrixos, (b)-vel az integralé matrixos megkozelitést mutatjuk.
1. Input: N, L, R, \, a,, v
2. Differencidloperatorok diszkretizldsa
(a) DU, D@, DO Jétrehozdsa
A DO mitrix 1étrehozdsédra a [13] cikkben kozolt médszert alkalmaztuk. Az al-
goritmus hidrom egymadsba 4gyazott for-ciklust tartalmaz, ami a MATLAB-ben
elénytelen a futdsidoére nézve, de az utébbi évek MATLAB verzi6i a JIT (just-in-
time) forditénak koszonhetéen sokat gyorsultak. Sok szdz kollokacids pont esetén
is gyorsan torténik a métrixok 1étrehozésa.
(o) I3, 1 1MW 1) 1étrehozdsa
Az I%) integralé matrix generaldsa torténhet rekurziv médon vagy pedig kozvetle-

niil, explicit alakban.

3. Differencidlegyenlet diszkretizdlasa

L|2
‘ 2 [L
(b) I+ diag (I®g)]IMg + diag (— {—(s +1) + RQ} ) 10g — (17g)" =0

(a) I + diag (g)]DPg + diag (3 [é(x +1) + RQD DOg — (D<1>g)2 =0

L2
4. Peremfeltételek elbirdasa

(a) A fiktiv csomépontos modszerrel készitett differencidlé matrixos megadast alkal-
mazzuk.
(b) Az integralé matrixokat bdvitjiik p = 3 sorral, igy N + p + 1 szdmu ismeretlenhez

N + p + 1 szamu egyenlet lesz.

5. Nemlinearis egyenletrendszer megoldasa
A diszkretizaci6 soran kapott nemlinedris egyenletrendszert kétféleképpen oldottuk meg.
Elsé megkozelitésben a MATLAB Optimization Toolbox Levenberg-Marquardt megol-
ddjaval dolgoztunk minden bedllitdst alapértelmezetten hagyva. A megoldé képes tobb

szalon dolgozni. Az iteracidhoz sziikséges kezd6dvektornak a kovetkez6t valasztottuk:

(a) xo = R((L(x + 1)*?)/3), mert a fiktiv csomépontot —1,1-ben vettiik fel.
(b) sp=[x111]"

Mivel az anyagegyenlet linedris (vagy ha hatvanytdrvény modellel szamolunk, akkor hat-
vanyfiiggvény), ezért a sebesség-és hdmérsékletmezdre vonatkozo alapegyenletek diszk-
retizacidjakor polinom egyenletrendszert kapunk. Az Osszes gyok meghatdrozdsara ké-
pes szoftver a PHCpack (Polynomial Homotopy Continuation). Van hozzd egy MAT-
LAB interfész is, a PHClab [15]. Az egyenletrendszer ismeretlenjeit a sym MATLAB
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fliggvénnyel szimbolikus vektorként adtuk meg, sztringekbdl 4116 cella tdmbbé konvertal-
tuk, majd dtalakitdsokat végeztiink rajta, hogy a PHClab elfogadja bemend paraméterként
(14sd C fiiggelék). A PHCpack Windowson csak egy szdlon tud dolgozni.

6. Hibabecslés
Korébban irtunk a hiba nagysdgrendjének becslésérdl; azokat az elveket figyelembe véve
a készitett MATLAB fiiggvények felhasznal6i kérésre elvégzik a hibaszamitasokat.

7. Kozelité megoldas eldallitasa tetszbleges x # x;, pontokban

(a) Baricentrikus Lagrange-interpolédci6 alkalmazasa [5], vagy az a,, egyiitthatok meg-
hatarozasa (6.3)-bol.

(b) A (6.3)-beli a,, egyiitthatdk ismeretében a kozelitd megoldéds kiértékelése barmely
x € [—1,1] pontban.

A (6.8), (6.9) megoldasanak menete ugyanaz, mint ahogyan (6.6)—(6.7)-et oldottuk meg. A

(6.8) differencidlegyenlet diszkretizdlt alakja differencialé méatrixokkal

Q . 4 | L 2 (2) 2 (1) 2 . 1),9 —
V{dlag <L2 [Q(X—l—l)—l—R})D 19+LD 9 +Ld1ag(g)D 9=0, (6.10)

integrdlé matrixokkal pedig

af .. 4 [L A 2 2 .
~ {dlag (ﬁ {E(s +1)+R D 109 + zI< )19} + T diag (g) IV = 0. (6.11)

6.4. Szamitasok kiértékelése

Minden szdmitast a MATLAB-en keresztiil végeztiink dupla pontossidg mellett, Intel Core
i5-2500K? processzoron. A 2. tibldzatban dsszefoglaltuk a (6.6), (6.7) peremérték-feladat
integral6 matrixokkal torténd diszkretizalt alakjdnak megoldasat az Optimization Toolbox-szal,
illetve a PHClab megolddval.

2. tdblazat. Megolddk 0sszehasonlitdsa (6.6) és (6.7) maso-
dik sordnak megoldasakor R = 1, L = 20 esetén

szamitdsi id6 (s)" megolddsok szdma
Optimization Optimization

N PHClab Toolbox PHClab Toolbox
5 3,1734 0,0152 32 1
7 29,9788 0,0165 89 1
10 699,6541 0,0191 132 1
20 - 0,0218 - 1
50 - 0,0959 - 1

* Ot futds dtlaga, PHClab esetén a megfelels bemenet
eléallitasat is figyelembe véve.

ZMagoérajel: 4500 MHz
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A PHCpack eldnye, hogy az 0sszes megoldast megtaldlja, mig a Levenberg-Marquardt

megoldét hidba inditottuk kiilonboz6 kezdbvektorokbdl, mindig ugyanazt a megoldast taldlta
meg. Nagyobb NV értékek esetén a PHCpack nagyon lassiva valik. A megolddsok koziil mindig
kettd valds, a tobbi komplex (a fenti paraméterértékek esetén).
Megjegyzés: Ha egy séma konzisztens és stabil (nem feltétleniil ekvidisztans racson), még akkor
sem biztos, hogy a diszkrét és a folytonos probléma megolddsainak szima megegyezik, hidba
csokkentjiik a 1€péskozt minden hatdron til [6]. Viszont ha a folytonos feladat megoldasai
izolaltak, akkor a fenti feltétel elegend6 a megolddsok szdmossidganak egyezéséhez.

Ahogyan azt a 6.2. részben irtuk, az integralé matrixos diszkretizdlasnal jobban kondicio-

nalt egyenletrendszert kapunk a (6.8), (6.9) energiaegyenlet megoldédsa sordn (lasd 3. tablazat).

egylitthaté matrix kondiciészdma

differencidlo integrald
matrix matrix
5  6,8687e01 1,6274e02
10 4,2219e02 1,9254e02
15 2,2073e02 1,9304e02
20 7,3855e03 1,8851e02
25 1,9141e04 1,8459¢02
30 4,2020e04 1,8106e02
50  3,9186e05 2,1011e03

3. tablazat. Az egyiitthaté méatrixok kondiciészdma a (6.8), (6.9) megolddsakor R = 1, A = 1,
a=1,v=1,L = 25esetén

Mivel a célunk a sebesség €s hdmérséklet eloszlds meghatdrozdsa, azért az (5.22) és (6.5)
transzformacioknak megfelelden az dbrakon az [’ és © értékeket tiintettiik fel. A numerikus
megoldast a karikdval jelolt pontokban kaptuk meg, viszont a sorfejtés miatt tetszdleges koz-
bensd pontban meghatarozhat6 a megoldés.

Megjegyzés: Ahogyan azt kordbban irtuk, a differencidlé matrixos megkozelitésben a cson-
kitott Chebyshev-sor a,, egyiitthatéi kiszamithatok (6.3)-bol. A telt matrixd egyenletrendszer
miatt érdemes Gauss-elimindciét haszndlni, ami N3 /3 + O(N?) régi flop miiveletigényd. Az
A fiiggelékben ismertetett interpolacié viszont O(N) szamitdsigényd, igy ezt a médszert hasz-
naljuk a kdozbensd pontok meghatarozasara.

A kovetkezd dbrakon a képaldirdsok a peremérték-feladatok megolddsdhoz sziikséges paramé-
terek értékeit jelzik. A 2—4. abrdk kiilonboz6 A értékekre mutatjak a [0,00) intervallum [0, L]
hosszra csonkitdsanak hatdsat a dimenzidtlan f” sebességre.
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2.4bra. R=1,A=0.5, N =50

L =10 |
—-— L =20
—— L =30
——L =40 |
—— L =50

S SiSu SOCRDY .S S Sl

35 40 45 50

3.48bra. R=1,A=0, N =50

A 2. és 4. abrdkrodl az olvashat6 le, hogy a sebességeloszlds jelent6sen fiigg az L paramétertdl és
a hatarréteg feltételezés itt nem teljesiil. Ha A = 0, akkor a 3. 4brdn lathat6 médon a megolddsok
eleget tesznek feltételezésnek és a hidrodinamikus hatdrréteg vastagsdga meghatdrozhat6.’> Az

is észrevehetd, hogy nem elegendd az L = 10 intervallum hossz a szamitdshoz.

3A hatarréteg vastagsdg a fal és a hatdrréteg azon pontja kozotti tdvolsdg, ahol sebesség eléri az allandésult
sebesség nagysdgdnak 99%-at.
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4.4bra. R =1, N =50

Az 5. abrdn a henger sugardt véltoztattuk a tobbi paraméter rogzitése mellett. Levonhat6 a

kovetkeztetés, hogy ahogy né a henger sugara, igy né a hatarréteg vastagsaga is.

I I I
1§ -~ R=08 |
—-—R=1
—— R =2
—-—R=5
R=10
o i

50 55 60 65 70

S.dbra. A =0,L =70, N =40

A 6. dbra az f(()-ra vonatkoz6 diszkretizalt feladat két val6s megoldasat mutatja. A kékkel

jelzett als6 megolddsra csak a PHClab segitségével taldltunk ra.
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6.abra. R=1,L =20, N =5

A 7. ébra az f(()-bdl szdmitott dimenzibtlanitott hmérsékletet mutatja az «/v kiilonbdzd
értékeire. A termikus hatdrréteg vastagsdga anndl nagyobb, minél nagyobb az «/v hdnyados.
Az a/v < 0,2 alatt megoldasbeli gondok jelentkeztek, amint ezt a kék gorbe ¢ = 50 koriili

felfelé kunkoroddsa mutatja.

7.4bra. R =1, A=0.3, L =50, N =50

A 6. fejezetben irtuk, hogy a sorfejtés egyiitthatéinak monoton mdédon kell csokkenniiik és

ilyenkor a diszkretizaciés hiba az utols6é megtartott tag egyiitthatdjanak nagysagrendjével egye-
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zik meg. A 8. abrdbdl latszik, hogy az egyiitthaték abszolut értéke fél-logaritmikus skaldn
abrazolva kozelitdleg egy egyenesre illeszkedik, azaz a konvergencia geometriai konvergencia

[9].

103 —— N =10 |
10° |

1073
lg |a;l

1076

107

—12 | |
100 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65 70

N

. abra. R=1,A=1,L =15
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7. A hasonldsagi és az ADINA-val kapott megoldas Osszeha-

sonlitasa

Ebben a fejezetben egy, az el6z6 részekhez képest mds fizikai jelenséget vizsgdlunk. A
hasonldsdgi transzformdcioval nyert modellhez a spektral modszerrel kapott megoldast Ossze-
vetjiik az ADINA-ban kapott megolddsokkal, tovdbba az irodalombeli eredményekkel. Az itt
vizsgalt feladat 1ényegesen eltér az 5. fejezetbeli jelenségt6l, mivel itt sem a kdzeg dramlési
sebessége nem dllandd, sem a kozeg hdmérséklet eloszldsa. A 7. fejezetben a [18] cikkben
megadott differencidlegyenlet-rendszert oldjuk meg a kordbban ismertetett spektral mddszerrel

és 0sszehasonlitjuk az ADINA programmal nyert megoldassal.

7.1. A hasonlésagi megoldasokra alkalmazott modell
Mahmood és Merkin a [18] cikkben a kovetkezd hatarréteg egyenletekbdl indulnak ki:

0 0
E(rv) + a(rux

ou ou dU

0’u  10u
um— U = Ud—+gﬁ(T T. )+V(8r2+7’8r> (7.1)
oT . or v 0*T N 10T
u@z or or2  ror

ahol U a zavartalan dramlds sebessége. A differencidlegyenletekhez tartozé peremfeltételek:

r=R: u=v=0 T=Ty+—

A cikkben az dramfliggvényt ugyanigy veszik fel, mint ami az (5.21)-ben szerepel. Az ere-

deti ismeretlen kétvaltozos u, v és T' fliggvények €s a bevezetett hasonldsdgi valtozok kozotti

Osszefliggés: ) )
- R AT
=g B V=520, T =T+ =200),
1 1
u(rz) = g2 ), vlr2) = =5 )

Ezen 1j valtozokkal az aldbbi kozonséges differencidlegyenlet-rendszer adodik [18]:

(L+28n) " + 281"+ ff"+1—f?+a0 =0,

(7.2)
(1+260)0" + 2560 + Pr(f&' - ['©) =0,

ahol

W 9BAT (o :
U " \ULRY)

37



Az 1) peremfeltételek:

=1, lim ©(n)=0.
n—00

lim f'(n) =1,

n—00

Mivel a gravitici6 hatasat itt is elhagyjuk (o = 0), ezért a (7.2) egyenletek a 6. részben latottak-

hoz hasonléan kiilon megoldhatok. Az igy megmaradt 5 és Pr paraméterek hatasat vizsgaljuk.

A 4. tablazat a feliileti surloddsi tényezdvel ardnyos f”(0) és a hdatadassal ardnyos ©'(0) érté-

keit tartalmazza oo = 0, Pr = 1 esetén kiilonb6z6 [ paraméter értékekre.

g 1) ©'(0)

0 1.232535 -0.811301
1 1707625 -1.284918
2 2.108509 -1.673401
32472360 -2.023066
4 2810328 -2.349305

4. tablazat. A (7.2) egyenletek megoldasabol szarmaztatott értékek Pr = 1 esetén

A tablazat alapjan interpolalt fiiggvényértékeket a 9. és 10. dbra mutatja, amelyek j6 egyezést

mutatnak a [18]-beli aszimptotikus sorfejtéssel nyert megolddssal.

f"(0)

3

2,5

1,5

[
0 05 1 1

52
p

D 3

5 4

9. dbra. Az f”(0) kiillonbozd 3 értékekre

0

Y

|
0 05 1 1

|
D 2 25 3 35 4

8

10. dbra. A ©'(0) kiilonboz6 3 értékekre

Végiil pedig a 11-13. dbrdkon a megoldast mutatjuk be kiilonboz6 [ és Pr értékekre.
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0 ) 10 15 20
Ui

11. dbra. A megoldds f’'(n)-ra, Pr = 1 esetén

A 11. dbrén lathat6, hogy [ novekedtével nd a hatarréteg vastagsag.

12. dbra. A megoldds ©(n)-ra, Pr = 1 esetén

A 12. dbra azt mutatja, hogy [ novekedtével n6 a termikus hatarréteg vastagsag.
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——Pr =0.05

——Pr=20.1
—-—Pr=1 -
—o—Pr=>5
——Pr =50 -

15 20

13. dbra. A megoldds O(n)-ra, 5 = 0 esetén

A 13. 4bra a Prandtl-szam hatdsat mutatja, melybdl észrevehetd, hogy ahogyan ndvekszik Pr,

ugy csokken a termikus hatdrréteg vastagsdga.

7.2. Az ADINA-ban alkalmazott modell

A feladatot hatarréteg egyszertsitések nélkiil az ADINA 9.0.0 verzigjaval vizsgaljuk. A
hengerszimmetrikus elrendezés miatt elegendd a merididn metszetet vizsgdlni, amit dgy ka-
punk, hogy a vizsgélt térrészt elmetssziik a henger merididn sikjaval.

El6szor az dramlasi jellemzdket allitjuk be a programban. Mivel a geometria, a terhelés,
a peremfeltételek és az anyagjellemzok is tengelyszimmetrikusnak tekinthet6k, ezért 2D-s, ten-
gelyszimmetrikus feltételezéssel éliink. Az aramlés kiegésziil héatadassal is, de a gravitacidval
nem szamolunk. A hengert rogzitett merev testként kezeljiik, tehat nincs FSI (fluid-structure
interaction), tovabba magneses és pordzus hatdsokkal sem foglalkozunk. A folyadékot Ossze-
nyombhatatlannak tekintjiik.

Ezutan elkészitjiikk a 14. abrin lithaté geometridt, amelyen bejeloltiik a hosszakat és a
pontok és szakaszok elnevezéseit is, hogy kés6bb hivatkozhassunk rd. A henger falat az L7
szakasz jelzi. A henger el6tt és utdn is elég helyet hagyunk a zavartalan dramlds kialakuldsdhoz.
A folyadék az L1 szakaszon 6mlik be a henger tengelyével parhuzamosan és L.9-nél tavozik.
Az 5. tdbldzat az egyes szakaszokon el6irt peremfeltételeket adja meg.

Megjegyzés: Mivel allanddsult allapotot vizsgalunk, kezdeti feltételeket nem kell megadnunk.
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szakasz el6irt peremfeltétel el6irds

L1 velocity, temperature v =(0,1), T =300
L7 wall, temperature v =0, T = 400
L9 normal traction, temperature o -n =0, 7T = 300
L2,L4

L5,L8  uniform flow, temperature g—z =0, T =300
L10

5. tablazat. Peremfeltételek

Ezutdn a folyadék tulajdonsdgait adjuk meg. Kétféle anyagmodellt is kiprobdlunk. Az
egyik newtoni, a mésik pedig hatvinykozeg. A megadott anyagjellemzdket newtoni folyadékra

a 6. tdbldzat tartalmazza. A mér6szdmok SI mértékegységben adottak.

megnevezés

angolul (ADINA) magyarul érték
Viscosity dinamikai viszkozitas 0.0029
Specific Heat fajhd 4181
Density striiség 1
Thermal Conductivity hdvezetési tényezd 0.058
Coefficient of Volume Expansion térfogati hotagulasi egyiitthato 0.000214
Reference Temperature referencia hOmérséklet 300
Rate of Heat Generated/Unit Volume egységnyi térfogatban keletkez6 h6 0
Coefficient of Surface Tension feliileti fesziiltség 0.0728
Fluid Bulk Modulus térfogati rugalmassagi modulus 2.2e9
Specific Heat at Constant Volume allando térfogaton vett fajhd 75

6. tabldzat. Anyagjellemzdk

Nem-newtoni hatvinykozegnél a fenti paramétereken kiviil meg kell adni a hatvanytorvény-
kitevSt és egy also, illetve felsé korlatot a viszkozitasra, attdl fiiggden, hogy a hatvanytorvény-
kitevd milyen intervallumban van.

Megjegyzés: Az ADINA a hatvanytorvény-kitevot masként értelmezi. Ami a legtobb irodalom-
ban (igy nalunk is) n, az az ADINA-ban n — 1-nek felel meg [1].

Végiil a halot kell elkésziteni, ami a téglalap tartomdny miatt egyszer(; tengelyszimmet-
rikus, kétdimenzids, négycsomépontd FCBI (Flow-Condition-Based Interpolation) négyszog-
elemet allitunk be. A Petrov-Galerkin modszerre €piild FCBI elemek jellegzetessége, hogy a
véges térfogatok modszerét és a nemfolytonos végeselem modszer tulajdonsdgait 6tvozi [4].
Az oldalélek felosztasat gy végezziik el, hogy a hatarrétegben elegendden sok elem legyen, és
az egymds melletti elemek oldalainak ardnya ne véltozzon hirtelen. Harom kiilonboz6 stirtiségti
halén végeztiik el a szamitasokat, egy 1020, egy 4200 és egy 16800 elembdl allén. Az utébbi
esetben radidlis irdnyban 121 csomdpont van. A legstirtibb felosztast hal6 a 15. dbran lathato.
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15. dbra. A hélo
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6 végzi.

uzamositott ritka matrixd megold

t parh
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egyenletrendszereket megolddsa

tast alapértelmezetten hagyjuk.

tott megoldast mutatunk be nem-newtoni folyadékra a 16. és a

ami

7

Néhdany ADINA-val sz
17. dbrdkon. Az abrdk ugy késziiltek, hogy a henger hosszdnak felérdl vettiink értékeket.
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16. dbra. Sebesség eloszlds newtoni és nem-newtoni folyadékra

Lathatd, hogy az ADINA 4ltal szimolt megoldds nem monoton névekvd, hanem a megadott se-
bességnél kicsivel magasabb értékre novekszik €s onnan csokken vissza a bedmlési sebességre.
Megjegyzés: Ha nem hagyunk megfelel6 nagysagu térrészt a henger el6tt €s utan, akkor a kidu-
dorodds még nagyobb.

400¢ T T
—-—n=20.5
——n=1

—o-n=15 |

380
360 :
T
340 .

320 .

B

1 1,1 12 13 14 15 16 1,7 18 19 2
T

300

17. dbra. Homérséklet eloszlas newtoni és nem-newtoni folyadékra
Megfigyelhetd, hogy n novelésével nd a hidrodinamikai és a termikus hatarréteg vastagsédga is.

A 18. és 19. dbra a végeselem hal6zds megolddsra gyakorolt szerepét illusztralja newtoni
folyadékra. Kinagyitottuk a hatarréteg részt.
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18. abra. A halostrités hatdsa az axidlis sebességre
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T
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| |
1 1,1 12 13 14 15 16 1,7 18 19 2
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19. abra. A halosirités hatasa a hdmérsékletre

Lathato, hogy a legdurvabb hélé is meglehetésen pontos megoldast adott, f6leg a hdmérséklet

eloszldsra. Azt tapasztaltuk, hogy tovébbi siirités a megoldast nem befolydsolja jelentdsen.

7.3. A megoldasok osszevetése

Ebben a részben Osszehasonlitjuk a hasonldsdgi transzformdacidval nyert megolddst a vé-
geselem programmal kapott megoldassal. A 6. tabldzatban a fajh6t médositjuk 20 J/(kgK)-re,
a tobbi adatot nem viltoztatjuk. Igy 3 = 0,029 és Pr = 1. Ezen anyagjellemzdkkel a futtatdsi

eredményt az u és T' valtozokra a 20. és 21. dbra mutatja.
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20. abra. A kétféle megoldas a sebességre
400 T T T
—=— ADINA
380 —e—hasonlésagi |
360 |- :
T
340 |- |
320 |- |
300 EEEaSCaSaEES IS S50

1 12 14 16 18 2 22 24 26 28 3

21. abra. A kétféle megoldas a hdmérsékletre

Lattuk, hogy a hasonldsdgi megolddsok hibabecslése torténhet a Chebyshev-egyiitthatok-
bol, valamint az ADINA-ban a haldsirités is jelzi a konvergencidt. Tehat az eltérést a kiilon-
bozé modell okozza. A Mahmood és Merkin altal tekintett (7.1) differencidlegyenlet-rendszer
egyrészt tartalmazza a hatarréteg hipotézist, masrészt pedig részben eltérd peremfeltételeket ad
meg.

Ahhoz, hogy hasonl6sdgi megoldas 1étezzen, sokszor ugy kell megvalasztani a peremfel-
tételeket, hogy a feladat fizikai tartalmat kissé modositjuk. Ezzel szemben a parcidlis differen-
cidlegyenletek megolddsanadl (pl. ADINA-val) ezek a feltételek nem sziikségesek. Ez, illetve

a tovabbi egyszerlsitések hozzajarulnak ahhoz, hogy jellegre hasonld, de eltér6 megoldast ka-

punk a kétféle modszernél.
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8. Osszefoglalas

A dolgozatban szdrmaztattuk dramlo kozegben mozgé korhenger koriili aramlést leird
peremérték-feladatot hatvanykozeg tipusti anyagegyenletre. Az egyenleteket hatarréteg felté-
telezésekkel egyszertsitettiik. Klasszikus Lie-szimmetria segitségével nem kaptunk hasonldsé-
gi megoldast. Hasonl6sagi megoldast kényszerkonvekcid esetén, newtoni folyadékra sikeriilt
adnunk. A csatolt peremérték-feladatot spektral kollokaciés moédszerrel oldottunk meg az in-
tervallum csonkitdsaval. Ismertettiik a fiktiv csomdpontokon alapulé differencidlé matrixos
megkozelitést és az integrdlé matrixos mddszer eldnyeit és hatranyait. Becsiiltiik a diszkreti-
zaciOs hibat, megmutattuk, hogy a diszkretizdlt egyenletrendszernek U,, = 0 esetén két valos
megolddsa van és vizsgédltuk a paraméterek hatdsat a megolddasra. A grafikonokbdl kideriilt,
hogy a paraméterek véltoztatdsa hogyan befolyasolja a hatarrétegek vastagsdgat és a megol-
dds menetét. A rendelkezésre all6 pontokra baricentrikus Lagrange-interpolaciot alkalmaztunk,
amelyhez egy vektorizdlt MATLAB kdédot irtunk. A mellékelt MATLAB programok teljesen
altaldnos tobbpontos peremérték-feladatok megoldasara is alkalmazhaték. A hasonlésdgi meg-
oldas és az ADINA-val elddllitott a numerikus megoldds dsszehasonlitdsara egy, az irodalomban
kozolt modellt hasznéltunk fel, amely kissé més fizikai jelenséget ir le. Megallapitottunk, hogy
jellegre azonos, de részben eltéré eredményt kaptunk, ami a kiilonb6z6 modellnek készonhetd.

Az ADINA segitségével lehet6ségiink volt nem-newtoni folyadékot is szimuldlni.

Koszonetnyilvanitas: A kutatds a TAMOP 4.2.4.A/2-11-1-2012-0001 azonosité szdmi Nem-
zeti Kivalésag Program — Hazai hallgatoi, illetve kutat6i személyi tdimogatést biztosité rendszer
kidolgozasa és miikodtetése orszdgos program cimi kiemelt projekt keretében zajlott. A projekt

az Eurdpai Uni6 tdmogatasaval, az Eurépai Szocidlis Alap tarsfinanszirozasaval valdsul meg.
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Summary

The purpose of my Master’s Thesis is to investigate a classical fluid mechanics problem
from a computational point of view. A forced-convection laminar boundary-layer flow around
a cylinder is analysed. The thesis is composed of eight main chapters and three appendices.

Chapter One contains the nomenclature. Chapter Two deals with the introduction to the
problem and the applicability of the model. In Chapter Three I derived the governing differen-
tial equations and the boundary conditions for the physical problem. Both Newtonian and non-
Newtonian power-law constitutive equations are described in cylindrical coordinate system. In
Chapter Four — with the use of dimensional analysis — I managed to create the boundary-layer
equations for the Navier-Stokes equations along with the energy equation. The next chapter
focuses on the invariant solution of this boundary value problem (BVP). With the introduction
of one-parameter Lie group of transformations, it turned out that although the differential equa-
tions could be made invariant, the invariant surface condition cannot be fulfilled for the boun-
dary conditions. Therefore I used another transformation which enabled the partial differential
equations to be scaling invariant. In this way, the partial differential equations were reduced to
a nonlinear third order momentum and a linear second order energy equation. Then the third
order ordinary differential equation was further reduced to a second order one plus a quadratu-
re. The sixth chapter is subdivided into four parts and concentrates on the numerical solution
of the BVPs. First, a brief description reviews the fundamental properties of the Chebyshev
polynomials and in the next two sections two kinds of solution methods are constructed. The
first one uses a fictitious point method suitable for multipoint BVPs while the second one relies
on the integrated Chebyshev polynomials. After an interval truncation approach, the discreti-
zed equations are solved by the Levenberg-Marquardt algorithm and the Polynomial Homotopy
Continuation. With the latter one, I proved that exactly two solutions exist for the discrete BVP.
All the programs are written in MATLAB and the profiling revealed that the integration-based
approach resulted in coefficient matrices with lower condition numbers. I justified the conver-
gence of my algorithms numerically with the monotonous decay of the Chebyshev coefficients
and the grid refinement strategy. For some parameters our model did not provide the expected
boundary-layer behaviour. In Chapter Seven I regarded a slightly different model and applied
my codes on it to reproduce the results of the original authors. Moreover, I carried out a si-
mulation with ADINA using similar boundary value prescription and compared the two results.
Conclusions are drawn in the last chapter. After the bibliography, Appendix A provides deeper
insight to the barycentric Lagrange-interpolation as well as the vectorized code while appendi-
ces B and C contain the prepared MATLAB functions. The main aim of the thesis is to develop
efficient codes for the solution of nonlinear BVPs has been reached.
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A. Baricentrikus Lagrange interpolacio

Jelolje a P, a legfeljebb n-edfoku polinomok terét. Az interpoléacids feladat megtaldlni azt

ap € P, polinomot, amely az f fiiggvényt interpoldlja az x; interpoldciés pontokban:

plz;)=f;, 7=0,...,n

A megoldas Lagrange-féle alakban:

17 ]: k? .
li(z) = ————, {li(zp) = Jk=0,...n. (A.1)

H (2; — z1) 0, egyébként,
k=0
k#j

A baricentrikus Lagrange-interpoléacié gyorsasdgardl és numerikus stabilitdsardl ismert [S] €s a

=0 '
@) = SF——— (A2)
>
pard
alakban 4ll el8, ahol f; (j = 0,...,n) az x; pontokban ismert fiiggvényértékek és w; az x;
pontokhoz tartozé sulyok a
1 .
wj = —; , 7=0,....n (A.3)
[T — )
k=0
KA

médon szdmitva. Valasszunk (A.2)-ben z-nek diszkrét értékeket: 20, 2!, ... 2™ és z® # w;
Vj,s esetén. A kdvetkezOkben egy teljesen vektorizdlhaté médszert mutatunk be a p(z°), p(z!),

.., p(z™) interpoldlt fiiggvényértékek kiszdmitdsdra. Legyen

20—zg xl—xg M —x
Wn, W e Wn
20—z, al—z, M —x,
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Az (A.2) szamlal6ja az [fy --- f.]A vektor-matrix szorzassal szamolhatd, mig a nevez$ az A
oszloposszegeibdl tevddik Ossze. Végiil elvégezziik a szamlalod és nevezd vektordnak elemen-
kénti osztasat. Egyes specidlis zg, x1, ..., x,, pontokndl az (A.3) stlyokra egyszer(i formula

szarmaztathaté. Példaul a (6.2)-ben is hasznalt

x; = COS 2l (A.5)
n

Chebyshev-racs esetén a sulyok:

1/2 j=0vagyj=n
1 egyébként '

Altalanos esetben az (A.3)-beli silyok a kivetkezéképpen vektorizalhatSk. Vezessiik be az

:EO IO ... ‘/I;O
Q:l xl ... xl

X=| . (A.6)
xn In ... a’:n

7 2

métrixot, és annak transzponaltjat: Y = X”. A két métrix kiilonbsége, miutdn a f&atlébeli 0

elemeket 1-re valtoztattuk:

1 To— X1 -+ Top— Tp
T — Xo 1 cee X1 — Ty, (A7)

Ty — Ty Ty — Ty -+ 1

A j-edik (0 < j < n) sorban az elemek szorzata éppen az (A.3)-beli w; stly reciprokat adja
meg. A fenti megkozelitéssel és a beépitett bsx fun segitségével a ciklus nélkiili kod 1étrehoz-

hat6 (lasd C fiiggelék). Az interpolacié viselkedését jelzi a Lebesgue-konstans, ami értelmezés

szerint P
U
reciay ISl
ahol || f]| = max] | f| és a P operator az f fiiggvényt a p interpolacids polinomba 1épezi le. A

)

Lebesgue-konstans a Lagrange-polinommal kifejezve:

Ap = max Y |(;(x)] (A.8)
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és /;(z) baricentrikus alakban:

li(r) = ——— (A.9)

Az (A.9) képletben a szamldl6 diszkrét x = [20 z' ... x™| értékekre az (A.4)-beli A matrix
elemeivel, nevezdje pedig annak oszloposszegeivel adhaté meg. Ha tehat a nevez8 sormatrixat
n-szer egymas ald frjuk és A-t elemenként osztjuk az igy kapott matrixszal, akkor /;(x) = B,
jg = 0,...,n, k = 0,...,m vektorizdlva eldéllithat6. Majd B oszloposszegeinek abszolit
értékének maximuma adja A,,-et. Ekkor azonban nem az = € [a,b]-re nézziik (A.8)-at, hanem

csak x;-re. Kisebb a szamitdsigény, ha a Lebesgue-konstanst becsiiljik. Barmely z; (j =

0,...,n) interpolaciés alappontok esetén adhatd alsé korlat [5]:
max |w;|
1 ¢ J
T

2n? min fu;|
Néhdany specidlis interpolacios ponthalmazra 1étezik felsd korlat. A (6.2) Chebyshev-pontok
hasznadlata el6nyos, mert A,, csak logaritmikusan né az interpoldciés pontok szamanak novelé-
sével [16]:

A, < %lg(n +1)+1. (A.10)

A fentebb ismertetett hatékony programozasi mddszert és a Lebesgue-konstansra vonatkozé

szamitdsokat megvalosito MATLAB program a C fliggelékben talalhaté barint néven.

B. MATLAB programok listaja

barint - n alappontra épiil6 baricentrikus Lagrange interpoldciot végez O(n?) miiveletigénnyel.
chebpoly - megadja az els6faji Chebyshev-polinomokat.

chebintegral - kiszdmitja a Chebyshev-polinomok integraljait.

chebintmatrix - meghatirozza a Chebyshev integralé matrixokat.

FDweights - tetszbleges racson kiszdmitja a véges differencia stlyokat.

intmatgen - a chebintmatrix-szel létrehozott integralé matrixokat kiegésziti az integra-
lasi dllanddkat tartalmazé blokkal.

matlab2PHClab - a bemenetet PHClab-bel kompatibilis formatumma alakitja.
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C. MATLAB programok

barint.m
1 function [p x LebesgueConst] = barint2(xj,fj,varargin)
2 S%BARINT Perform barycentric Lagrange—interpolation.
3 0% [P X] = BARINT (XJ,FJ) returns the interpolated function values at the
4 % default points determined by vector X based on the known points (XJ,FJ).
5 0% [P X] = BARINT (XJ,FJ,X) returns the interpolated function values at X
6 % based on the known points (XJ,FJ).
7 % [P X] = BARINT (XJ,FJ,X,...) returns the interpolated function values at
8 % X based on the known points (XJ,FJ) and using properties given below.
9 %

0 % The XJ,FJ pairs, or XJ,FJ,X triples, can be followed by parameter/value

jo
ol

pairs to specify additional properties.

5
o°

Valid property/value pairs include

G
o0 oo

Property Value/{Default} Description

> O
ERIE

isCheb logical scalar {false} XJ forms a Chebyshev-grid

Q
o

Lebesgue none | est {est} Estimation of the Lebesgue-constant

T »
E

If isCheb is true, an explicit algorithm is used to compute the weights.

[
S
o\

If Lebesgue is 'none', the Lebesgue-constant is not estimated. When set

=
o

to 'est', a lower bound is provided and if isCheb is true, then an

N
[
o©

upper bound is also given.

[N}
R 8
o0 o

See also POLYFIT, POLYVAL

[
=N
o°

The algorithm is based on the article

]
=2
o°

Berrut, J.-P. and Trefethen, L. N.: Barycentric Lagrange Interpolation,

SIAM Rev., vol. 46, no. 3, pp. 501-517, 2004

[ SIS Y
O ®
oo e

Zoltéan Csati
2014/04/12

woWw
-
o o

33 % Handle inputs

34 validateclass = @(y)validateattributes(y, {'logical'}, {'scalar'});
35 equiGrid = @(y)linspace (min(y),max(y),2+numel (y));

36 pars = inputParser;

37 pars.addRequired('xj', @isvector);

38 pars.addRequired('fj', @isvector);

39 pars.addOptional ('x', equiGrid(xj), @isvector);

40 pars.addParamValue ('isCheb', false, validateclass);
41 pars.addParamValue ('Lebesgue', 'est', @(y)any(strcmpi(y,{'none','est'})));
42 pars.parse(xj,fj,varargin{:});

43 % Extract the required components from the Results structure
4 x = pars.Results.x;

45 1isCheb = pars.Results.isCheb;

46 Lebesgue = pars.Results.Lebesgue;

47 % Transpose vectors xJj,fj,x if necessary

48 1if size(x,2) == 1 % x is a column vector

49 X = x."'; $ x must be a row vector

50 end

51 if size(fj,2) == 1 % £j is a column vector
52 fj = £3.'; % £j must be a row vector

53 end

54 xj = xj(:); % force xj to be a column vector

55 % Calculate the weights

53




57
58
59
60
61
62
63

65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
9%

if logical(isCheb) % use the Chebyshev-grid

n = numel (£73)-1;

j = (0:n)';
wj = (-1).73; wi(l) = 1/2xwj(1l); wi(n+l) = 1/2xwj(n+l);
else
n = numel (£3);
X = xj(:,ones(l,n)); % same as X = repmat (xj,1,n), but faster
sub = X-X.';
sub (logical (eye(n))) = 1; % change the diagonal entries from 0 to 1

o

wj = prod(sub,2); % take the product along the rows
wij = 1./wj;
end

% Perform barycentric interpolation

A = x(ones(length(xj),1),:); % equivalently, A = repmat (x,length(x7j),1);
A = bsxfun(@minus,A,xJ);

A = bsxfun(Qtimes, 1./A,w]);

counter = fj*A;

denominator = sum(A);

p = counter./denominator;

% If xj and x overlap each other for some data points, the formula divides

ol

by zero and the solution in NaN. It does not affect visualization since

o

% MATLAB ignores NaN values.
NaNoccurred = isnan(p);
if any (NaNoccurred)
warning ('MATLAB:divisionByZero',
'There is(are) %d overlapping data point(s).', sum(NaNoccurred));
end
% Return the Lebesgue constant
n = length (xj);
switch Lebesgue
case 'none'
LebesgueConst = [];
case 'est'

lowerBound = 1/ (2%n”2)*max (abs(wj)) /min (abs(wj));

upperBound = [];
if isCheb
upperBound = 2/pixlog(n+l)+1;
end
LebesgueConst = [lowerBound upperBound];

end

end

chebpoly

B T Y N S

=3

function C = chebpoly (n)
%$CHEBPOLY Chebyshev polynomials of the first kind.
C = CHEBPOLY (N) returns the Chebyshev polynomials of the first kind

o

o

from degree 0 to N

o

o

See also CHEBDERIVATIVE, CHEBINTEGRAL

o

Zoltan Csati

% 2014/03/03

C = cell(n+l,1); % use cell array because of the different matrix sizes
C{l} = 1; $ T_0 =1

c{2} = [1 0]; $ T_1 =x

for k = 3:n+1 $ T_n = 2xXT_n-1 - T_n-2
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15 C{k} = [2%C{k-1} 0] - [0 O C{k-2}1;
16 end

chebintegral

1 function I = chebintegral (n,p)

2 %CHEBINTEGRAL Integrals of the Chebyshev polynomials of the first kind.

3 0% I = CHEBINTEGRAL (N,P) returns the first P integrals of the Chebyshev

4 % polynomials of the first kind from degree 0 to N. The k-th row stores

5 0% the polynomials of degree k-1, the m-th column stores the m-th integral
6 % of the polynomials.

7 %

8 % See also CHEBPOLY, CHEBDERIVATIVE, POLYINT

0 % Zoltén Csati

1n % 2014/03/28

12

13 I = cell(n+l,pt+l);

14 % Calculate the Chebyshev polynomials

15 C = chebpoly(n);
I(:,1) = C;

17 % Calculate the integrals of the Chebyshev polynomials
18 for mColumn = 1l:p+1

19 if mColumn == % integrate the Chebyshev polynomials

20 I(:,2) = integrate_polynomials (C,n);

21 else % integrate the previous column

22 I(:,mColumn) = integrate_polynomials (I (:,mColumn-1),n);
23 end

24 end

25 end

26

27 function I = integrate_polynomials (polynomial,n)

28 % Integrates polynomials of degree n given as a cell array.
29 I = cell(n+l,1);

30 for nRow = l:n+l

31 I{nRow} = polyint (polynomial {nRow});

32 end

33 end

chebintmatrix

1 function I = chebintmatrix(n,p)

2 S$CHEBINTMATRIX creates the Chebyshev integration matrices.

3% I = CHEBINTMATRIX(N,P) creates the integration matrices of order 0 to P
4 % relying on the Chebyshev-grid with N degrees. The k-th column in a fixed
5 0% third dimension stores the k-1-th Chebyshev polynomial evaluated at the
6 % Chebyshev points. The order-th element along the third dimension

7% represents the polynomial integrated order-1-th.

8 %

9 % See also CHEBPOLY, CHEBINTEGRAL

10

1n % Zoltan Csati

2 % 2014/03/28
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14 x = cos(pix(0:n)/n); % zeros of the Chebyshev polynomials
15 % Calculate integrals

16 integral = chebintegral (n,p);

17 % Evaluate them at the Chebyshev points

18 I = zeros(n+l,n+l,p+l);

19 for order = 0:p

20 for k = 1:n+l

21 I(:,k,order+l) = polyval (integral{k,order+l},x);
22 end

23 end

FDweights

function weights = FDweights (maxder,grid, x0)

$SFDWEIGHTS Calculates the finite difference weights on arbitrary grids.

% WEIGHTS = FDDERIVATIVES (MAXDER, GRID,X0) computes the weights in compact
% finite difference formulas for the derivatives from the 0-th to the

% MAXDER-th order at X0 on one-dimensional GRID with arbitrary spacing.
WEIGHTS (K,M,N) returns the N-th weight for the K-th derivative at

X0 based on a subset of GRID.

8 % WEIGHTS (K, end,N) returns the N-th weight for the K-th derivative at

o

DS Y B N VU )

o

9 % X0 based on all points of GRID (recommended) .

0 %

1% The minimum accuracy is of order numel (GRID)-K if one uses the

2 % recommended case.

13 % The algorithm is based on the article

14 % Fornberg, B.: Generation of Finite Difference Formulas on Arbitrary
15 % Spaced Grids, Mathematics of Computation, vol. 51, no. 184, 1988
16

17 % Zoltan Csati

18 % 2014/03/30

19

20 % grid = sym(grid);

21 N = numel (grid)-1;

2 cl =1;

23 weights = zeros (maxder+1,N+1,N+1);
24 weights(1,1,1) = 1;

25 % weights = sym(weights);

26 for n = 1:N

27 c2 = 1;

28 for nu = 0:n-1

29 c3 = grid(n+l) - grid(nu+l);

30 c2 = c2*xc3;

31 if n <= maxder

32 weights (n+l,n+1,nu+l) = 0;

33 end

34 for m = 0:min (n,maxder)

35 if m==

36 weights (m+1,n+l,nu+l) = (grid(n+1l)-x0)*weights (m+1,n,nu+l)/c3;
37 else

38 weights (m+1,n+1,nu+l) = ((grid(n+1l)-x0)+weights (m+1l,n,nu+l) -
39 m*weights (m,n,nu+l)) /c3;

40 end

41 end

42 end

43 for m = 0:min (n,maxder)

44 if m==

56




45 weights (m+1,n+1,n+1) = cl/c2«(-(grid(n)-x0)*weights (m+1l,n,n));
46 else

47 weights (m+1,n+1l,n+1l) = cl/c2« (mxweights (m,n,n) -

48 (grid(n)-x0) *weights (m+1l,n,n));

49 end

50 end

51 cl = c2;

52 end

.

Intmatgen

1 function intmatrices = intmatgen (n,maxder,derivatives)

2 $INTMATGEN extends the integration matrices with the integration constants.
3% INTMATRICES = INTMATGEN (N) amends the integration matrices from order 0
4 % to 2 with the submatrices of the integration constants using N+1

5 % Chebyshev points where maximum order of the derivative occurring in the
6 % differential equation is 2.

7 % INTMATRICES = INTMATGEN (N,MAXDER) amends the integration matrices from
8 % order 0 to MAXDER with the submatrices of the integration constants
9 3 using N+1 Chebyshev points where maximum order of the derivative

0 % occurring in the differential equation is MAXDER.

1 % INTMATRICES = INTMATGEN (N, MAXDER,DERIVATIVES) amends the required
2 % integration matrices given by the vector DERIVATIVES with the

13 % submatrices of the integration constants using N+1 Chebyshev points
14 % where maximum order of the derivative occurring in the differential
15 % equation is MAXDER.

6 %

17 % See also CHEBPOLY, CHEBINTEGRAL, CHEBINTMATRIX

18

9 % Zoltén Csati

20 % 2014/03/28

21

22 % Handle input

23 if nargin < 2

24 maxder = 2;

25 derivatives = [0 1 2];

26 elseif nargin < 3

27 derivatives = 0O:maxder;

28 end

29 % Generate Chebyshev points and the integration matrices

30 I = chebintmatrix (n,maxder);

31 x = cos(pi*(0:n)/n)"';

32 intmatrices = zeros (n+l,n+1,numel (derivatives));

33 for idx = l:numel (derivatives)

34 k = derivatives (idx);

35 ind = 1:k;

36 templ = bsxfun (@power, x,k-ind);

37 temp2 = bsxfun(Qtimes,templ, 1./ (factorial (k-ind)));

38 numpberOfColumns = size (temp2,2);

39 if numberOfColumns ~= 0

40 intmatrices (l:n+l,n+2:n+l+numberOfColumns, idx) = temp2;

41 intmatrices (l:n+1,1:n+1,1idx) = I(:,:,derivatives (idx)+1);

42 else

43 intmatrices (l:n+1,1:n+1,1idx) = I(:,:,1);

44 end

45 end
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matlab2PHClab

DS Y B N VO )

function T = matlab2PHClab (F)
$SMATLAB2PHC converts a system of equations to a PHClab-compatible format.

o

T = MATLAB2PHC (F) converts a system of equations given by a symbolic

o

vector F to a cell array of strings T that can be processed by PHClab.

o

% Example:

% A = rand(3,3);

B x = sym('x"', [3,1]);

% equation = Axx - x.”2 - ones(3,1); % nonlinear system of equations
% s = solve_system(T); % solve_system is a function of PHClab

o

o

See also VPA

o

Description: PHClab is a collection of scripts which call PHCpack from

o

within a MATLAB or Octave session. PHCpack is a software package for

o

Polynomial Homotopy Continuation, to numerically solve systems of

o

polynomial equations.

o

Algorithm: PHClab does not allow divisions and parentheses. They can be

o

removed by evaluating the expression using variable precision arithmetic.

o

Reference:

o

Guan,Y. and Verschelde, J.:
PHClab: A MATLAB/Octave Interface to PHCpack, 2007

oo oo

o\

Zoltéan Csati
2014/03/16

o

% Expand the expression

F = expand(F);
T = cell(size(F));
% Evaluate the expression using variable precision arithmetic and replace
% the possible "x10"(...)" syntax with the scientific notation
for k = 1l:numel (F)

T{k} = vpa(F(k),12); % use 12 significant digits

T{k} = char(T{k});

T{k} = strrep(T{k}, '*', '"%x');

T{k} = strrep(T{k}, "*10xx(","E");

T{k} = strrep(T{k},")","");
end
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