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. X

Kivonat

A digitélis alakzatrekonstrukeié (vagy mérnoki visszafejtés) célja, hogy mért ada-
tok alapjan elkészitsiik egy targy szamitogépes modelljét. Ezt a technologiat szamos
teriileten alkalmazzdk, tobbek kozott régi alkatrészek Gjragyartasira, a gyartasi min6-
ség ellenbrzésére, személyre szabott gydgydszati segédeszkozok (pl. protézisek, fogso-
rok, hallékésziilékek) eléallitdséra, illetve a kulturdlis 6rokség (pl. épiiletek, szobrok)
digitalis megdrzésére.

A legtobb 3D-s rekonstrukcids eljaras egy idedlis modell j6 kozelitését allitja eld.
A pontatlansdg részben a nagyméretii zajos adatokbdl, mésrészt a hatarolo feliiletek
létrehozasakor alkalmazott numerikus mddszerek pontatlansagabol adédik. Jelen dol-
gozat célja, hogy ezeket kikiiszoboljiik, és egy mérnoki értelemben , tokéletes” modellt
készitsink CAD/CAM rendszerek szdméra.

A kiilon-kiilon megillesztett feliiletek altalaban ,, jol” kozelitik az adatpontokat,
de egy tokéletes modell 1étrehozasa megkoveteli, hogy felismerjiik a leginkabb valo-
szinlsithetd geometriai kényszereket, majd ezek figyelembevételével illessziik Ujra az
érintett feliiletcsoportokat. Geometriai kényszerek alkalmazédsa nélkiil a lapok nem
lesznek tokéletesen parhuzamosak, a tengelyek nem lesznek merolegesek, a korok nem
lesznek koncentrikusak, a numerikus értékek pontatlanok lesznek, és igy tovabb.

A mérnoki kényszer-egyenletek figyelembevételével torténé csoportos feliiletillesz-
tés matematikailag jol megfogalmazhat6. Jelen projekt egy kordbban publikélt el-
jardsra épit [2], amelyet egy kereskedelmi forgalomban kaphaté szoftver rendszerben
(Geomagic Studio [1]) is alkalmaznak. A feladat igen nehéz a zajos adatok és a kény-
szerekbdl 4ll6 rendszer komplexitasa miatt. Nagyon sok és sokféle feliilet fordulhat el6,
és a kényszerekbol allé nagy nemlinedris egyenletrendszert hatékonyan és megbizhaté-
an kell megoldani. El6fordulhat, hogy a kényszerek ellentmondanak egymasnak, és egy
prioritéasi sorrendet felallitva el kell donteniink, hogy melyeket kivanjuk érvényesiteni.

Jelen kutatasi projekt két 1j vonatkozasban béviti a meglévo technolégiat. Egy-
részt a valdszintisithet6 kényszereket nem a felhasznaléra bizza, hanem automatiku-
san &llit fel hipotéziseket. Médsrészt a szomszédos feliiletekre, vagy feliiletcsoportok-
ra vonatkozo6 ,lokalis” kényszereken tul, , globdlis” - az egész alkatrészre vonatkozd
- kényszerek felallitasat is megcélozza. Példaul, meghatarozzuk egy teljes alkatrész-
re legjobban illeszkedd, méretezd racs koordindta tengelyeit és racsdllandéjat, vagy
meghatarozzuk egy alkatrész legjobb - teljes vagy részleges - szimmetria tengelyeit.

A dolgozatban bemutatjuk az altaldnos kényszeres illesztés alapjait, majd részle-
tesen ismertetjiik a hipotézisek felallitdsanak és az optimalis, globdlis tulajdonsdgok
meghatdrozasanak algoritmusait. Ezeket az algoritmusokat implementaltuk egy fej-
lesztés alatt allo tesztkornyezetben, egyelére sik-konturok kényszerekkel torténd illesz-
tésére, azonban a matematikai appardatus konnyen kiterjesztheté 3D-re. A vonatkozo
elméleti és numerikus problémékat szamos tesztpélda segitségével illusztraljuk.



1. Bevezetés

1.1. Digitalis alakzatrekonstrukcio

A ma mér egyre szélesebb korben elterjedt 3D-s szkennerek segitségével elérhetévé valt,
hogy fizikai targyakat lemérve elkészitsiik azok szamitégépes modelljét. Ezt a folyamatot
digitdlis alakzatrekonstrukciénak, vagy més néven mérnoki visszafejtésnek nevezziik [15].
A modszernek szamos mérnoki alkalmazdasa ismert tobbek kozott régi alkatrészek ujra-
gyéartdsa, gyartas minoség-ellendrzés. Orvosi alkalmazasok is ismertek, példaul személyre
szabott gyogyaszati segédeszkozok (protézisek, hallékésziilékek sth.) gyartdsdban. Szintén
fontos alkalmazds a kulturdlis orokség (épiiletek, szobrok stb.) digitalis megdrzése.

1étez6 fizikai objektum

3D mérés, szkennelés

nagyméretii ponthalmazok

alakzatrekonstrukecid

szamitégépes modell

alkalmazdasok

1. dbra. A digitalis alakzatrekonstrukcié folyamata

Mérnoki alkalmazasok esetén a szkennelésnek, és a rekonstrukciéonak nagyon pontos-
nak kell lennie. Ebben az esetben digitalis alakzatrekonstrukcié folyamata a kovetkezd
technikai fazisokra tagolhato:

3D-s mérés (szkennelés),

ponthalmazok sziirése és egyesitése,
haromszoghalé 1étrehozasa,

haromszoghdald egyszeriisitése és javitasa,
szegmentalds (tartomédnyokra bontés),
tartomanyok osztalyozasa,

feliiletek illesztése,

osszekoto feliiletek (pl. lekerekitések) illesztése,

© X NSOt W

feliiletek tokéletesitése (kényszerek alkalmazdsa, simitds),
exportalds CAD/CAM rendszerekbe.

—_
e
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1.1.1. Szegmentalas

A szegmentdlds célja, hogy a haromszoghdlét — kiilonboz6 lokélis geometriai jellemzdk
alapjan — kiilonallé tartomanyokra osszuk. Eloszor le kell valasztanunk az er6s gorbiilettel
biré elvdlaszto tartoméanyokat, a megmaradé részeket elsddleges tartomanyoknak hivjuk.
Az elsédleges tartomanyok struktiuraja megfelel a lapok struktirdjanak a végsé CAD mo-
dellben. A szakirodalom a szegmentaciét az alakzatrekonstrukcié legkritikusabb, a végsé
modell mindségét alapvetéen meghatarozé fazisnak tekinti [15].

1.1.2. Klasszifikacio

A tartomdnyok osztdlyozdsa szintén fontos 1épés, ugyanis célunk az eredeti alkatrész fe-
lilleteinek lehetd legtokéletesebb rekonstrukcidéja. Ez nem mindig egyszerii, hiszen zajos
adataink vannak és csak annyit tudunk, hogy egy ismeretlen matematikai feliilet bizonyos
részhalmaza jol kozeliti az adatpontjainkat. Az osztdlyozas altalaban tobb 1épésben tor-
ténik: hipotéziseket allitunk fel, és az osztdlyozast addig folytatjuk, amig a tartoméany ki
nem elégiti a hipotézisben kijelolt feliilettipus geometriai tulajdonsigait. Egyszeri felii-
lettipusokkal indulunk, majd egyre Gsszetettebb feliiletekkel probalkozunk:

1. Sik
2a. Kihuzott feliilet (henger; dltalanos profil) [extrusion]
2b. Ferdén kihtzott feliilet (kip; dltaldnos profil) [drafted extrusion]
Forgésfeliilet (gomb; térusz; altalanos profil)
Allandé profilt soport feliilet [sweeping]
Valtozé profila soport felillet [lofting]

SEAN

Szabadformaju feliilet

1.1.3. Feliiletek illesztése

A Kklasszifikdcié utdn minden egyes régiéhoz meghataroztuk, hogy az milyen tipusi ma-
tematikai feliilettel kozelithet6 a legjobban. Célunk ezekhez a régidkhoz tartozd pont-
felh6khoz megtalalni a legjobban illeszkedd feliiletet. Ezt gyakran méar a klasszifikdcié
soran megkapjuk, hiszen az egyik lehetséges mddszer, hogy megprobaljuk approximalni a
feliiletet egy adott tipussal, és az illesztés végén dontiink, hogy az megfelels-e.

Altaldban nem egy, hanem t6bb feliiletet kell illeszteniink egyidejlileg. Ha a feliileteket
kiilon-kiilon illesztjiik, az illesztés nem lesz pontos (lasd 1.3. fejezet). Legyenek az illeszten-
dé feliiletek {s;}, és a hozzajuk tartozé ponthalmazok {p;;}. A feladatunk minimalizédlni az
egyes illesztendo feliiletcsoport négyzetes tavolsagat a hozzajuk tartozé ponthalmazoktol,
amit egy minimalizal6 f; fiiggvénnyel adunk meg. Az x vektor tartalmazza az illesztend6
s; objektumok paramétereit. A kényszerek nélkiili (kiilon-kiilon) illesztés tehét az

fi(x) = d(pij, )%,
J

fi(x) = min

formédban irhaté. A feladat egyszertibb feliilletek — példaul sik, gémb, henger — esetén
egyszeril sajatértékproblémahoz vezet [5], [14], de bonyolultabb feliilettipusokra — mint
példdul B-Spline feliiletek — is kidolgoztak hatékony médszereket [13].

A tovabbiakban feltételezziik, hogy a szegmentaci6 és klasszifikdcié mar lezajlott, és a
tovabbiakban adottak elsédleges tartoméanyok és a hozzajuk tartozé feliilettipusok.
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1.2. Geometriai kényszerek

A geometriai kényszerek (constraints) megadjak, hogy kiilonbozé hatdrolé és szerkesztSele-
mek hogyan kapcsolédnak egymashoz. A kényszerek kulcsfontossagu szerepet toltenek be a
mérnoki tervezés soran, hiszen ezek hatarozzédk meg a parhuzamossagot és merélegességet,
forgastengelyek illeszkedését, szamszerl értékek pontossagat, az alakzatok szimmetridit,
és még sok minden mast.

2. abra. Egy mérnoki alkatrészt szamos kényszer jellemez

A tervezés sordn leggyakrabban eléforduld, egyszerii 2D-s és 3D-s objektumok (egyene-
sek, korok, sikok, hengerek, kipok, eltoldsos és forgasfeliiletek) kozotti lokdlis kényszerek:

meréleges/parhuzamos gorbék és feliiletek,
koncentrikus gorbék és feliiletek,

egymast érinté gorbék és feliiletek,

adott ponton athaladd gorbék és feliiletek,
kerekitett értékek,

rogzitett értékek.

Kényszerek érvényesiilhetnek akar nagyobb feliiletcsoportok kozott is. Ezeket globdlis
kényszereknek hivjuk, a legfontosabbak a kovetkezok:

e kozOs eltolasos irany,

kozos forgastengely,

globalis szerkezetii racsra valé illeszkedés,
globalis tengelyes szimmetria,

globélis forgdsszimmetria.

A kényszerrendszerek legtobbszor nagyon Osszetettek, és gyakran nem csak szomszédos
feliiletekre, hanem a targy szamos feliiletére vonatkoznak, mint példaul racsra illeszkedés
vagy szimmetridk.

A kényszerekrol a szkennelés sordn nem feltétleniil rendelkeziink informacidkkal, igy a
rekonstrukcié soran magunknak kell ezeket megadni, vagy valamilyen automatikus eljaras
soran kell ezeket felismerni. A fizikai objektum, és a mérés pontatlansigai miatt ez egy
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_/ N\
™~ a = 89.834°

r=0.116

h=0.544

3. dbra. A mért pontokbdl szdrmaztatott geometriai elemek eltérnek az absztrakt modelltél
— pl. kozelité parhuzamos, illetve meroleges élek, pontatlan sugar, stb.

4. dbra. Gyakran taldlkozhatunk globalis forgasszimmetridkkal is

nehéz feladat, hiszen a kényszerek csak valamilyen tolerancidn beliil teljesiilnek, ponto-
san nem. Amennyiben ezeket sikeresen felismertiik, vagy explicite megadtuk, a ponthal-
mazokhoz a matematikai feliileteket a kényszerek teljesiilése mellett kell egyszerre illeszte-
niink, igy a feliileteket és a kényszereket egy rendszerként kell kezelniink. Ezt a folyamatot
kényszeres illesztésnek nevezziik.

A kényszeres illesztés matematikailag kénnyen formalizalhaté. Legyen a minimaliza-
landé fiiggvény az el6zd részben hasznalt jelolésekkel

f(x) = Z Q; Z d(pij, si)*

ahol «; az egyes feliiletekhez rendelt sily, ami fiigghet példaul a felszintél. A cél tehdt f
minimalizaldsa a megadott kényszerek teljesiilése mellett. Fontos hogy a rendszer kezelni
tudja azt, ha a kényszerek egymasnak ellentmondanak, vagy a rendszer tilhatarozott. Sok
numerikus médszer ezekben az esetekben cs6d6t mond, igy kiilon figyelmet kell forditanunk
ezekre az esetekre is.
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A feladatra tobb mddszert is kidolgoztak [17], [12], a dolgozatban ismertetett mddsze-
rek egy mddositott Newton-iteracidt hasznéald algoritmuson alapulnak, amit a 2. fejezetben
részleteziink [2].

1.3. Kényszerek felismerése - a feladat ismertetése

A kényszerek kulcsfontossagu részét képzik a CAD/CAM modelleknek. Ezeket a jelen-
legi digitédlis alakzatrekonstrukciés rendszerekben altalaban a felhasznaléknak kézzel kell
megadniuk. Valgjdban ezek koziil nagyon sok automatikusan is felismerhetd, azaz felallit-
hatunk hipotéziseket a lehetséges kényszerekrol és mindsithetjiik azokat. A 3. fejezetben
egy megoldast adunk a kényszerek automatikus felismerésére, osztalyozasara, amihez az
el6z0 részben emlitett eljarast hasznaljuk fel.

Az 5. fejezetben a ,lokalis”, egyszeriibb feliiletek kozotti kényszereken til, ,, globalis”
kényszerek automatikus felismerésérol lesz sz6. Fontos globdlis tulajdonsag a racsra il-
leszkedés. Ennek lehet oka egyszeriien, hogy az objektumok mérészamai (valamilyen mér-
tékegységben) egészek, de el6fordulhat, hogy a tervezés sordn az alkatrész {6 pontjai egy
nagyobb elére megadott szerkeszté racshoz illeszkednek. A feladat £f6 nehézsége, hogy az
objektum nagy része illeszkedik a récsra, de bizonyos lokélis részek nem. Ez utébbiakat fel
kell ismerniink, és figyelmen kiviil kell hagynunk. Az 4. fejezetben megolddst adunk arra,
hogyan lehet racsra illeszkedést felismerni, ami magaban foglalja a racs orientdciéjanak,
racsallandéjanak meghatarozasat, és a racshoz valé kényszeres illesztést, amire az 5. 4bran
lathatunk példat. Természetesen eléfordulhat, hogy tobb (mds orientaciéji, racsalland6ji)
racs is megtalalhaté a modellen. Ekkor a rendszer t6bb hipotézist allit fel, azokat mindsiti
és rangsorolja.

5. abra. Felismert racs

A mérnoki alkatrészekben nagyon gyakoriak a globdlis szimmetridk, mint példaul ten-
gelyes szimmetria vagy forgdsszimmetria. Gyakran az is eléfordul, hogy az alkatrész csupan
részleges szimmetriat tartalmaz (14sd 2., 16. dbra). A jelen kutatdsunk tengelyes szimmet-
ridk vizsgalatara koncentral. Algoritmust adunk arra, hogyan lehet az objektum tengelyes
szimmetridit felismerni, a felismert szimmetriatengelyeket osztdlyozni (lasd 6. abra).
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6. dbra. Felismert f6bb szimmetriatengelyek

A médszerek demonstraldsdhoz késziilt egy 2D-s tesztkornyezet (6. fejezet), amiben a
kidolgozott algoritmusokat implementaltuk; a program az internetrdl is elérhet6. Az al-
goritmusokat hasznalni lehet digitalis alakzatrekonstrukciéra, elsésorban sikbeli profilgor-
békre és Gsszetett konturokra, de ezek a matematikai médszerek konnyen kiterjesztheték
3D-s objektumokra is.

1.4. A kutatas célja és a dolgozat felépitése

A kiilon-kiilon megillesztett feliilletek altalaban ., jo” kozelitik az adatpontokat, de egy
tokéletes modell létrehozasa megkoveteli, hogy felismerjiik a leginkabb valésziniisithetd
geometriai kényszereket, majd ezek figyelembevételével illessziik tjra az érintett feliilet-
csoportokat. Geometriai kényszerek alkalmazdsa nélkiil a lapok nem lesznek tokéletesen
parhuzamosak, a tengelyek nem lesznek merdlegesek, a korok nem lesznek koncentrikusak,
a numerikus értékek pontatlanok lesznek, és igy tovabb. A kutatas célja, hogy a rekonst-
rualt modellen hipotéziseket allitsunk fel a lehetséges kényszerekrél automatikusan.

Miel6tt ratérnénk a kifejlesztett 0j algoritmusokra, a 2. fejezetben ismertetiink egy
korabban publikalt eljarast. Ez képezi jelen projekt alapjat.

A 3. fejezetben algoritmust adunk egyszeriibb, lokélis geometriai kényszerek felisme-
résére, hipotézisek felallitasara és — ezekkel osszhangban — feliiletcsoportok illesztésére. A
4. fejezetben algoritmust adunk optimélis globdlis racsok meghatarozasara és a vonatkozé
kényszerek érvényesitésére. Az 5. fejezetben pedig megoldédst adunk arra, hogy felismer-
junk és osztalyozzunk globalis szimmetridkat.

Az algoritmusok szemléltetésére készitettem egy Silverlight alapu tesztkornyezetet,
amit a 6. fejezetben ismertetiink.
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2. A kényszeres illesztés alapjai

Miutan az elsOdleges feliiletek tipusat meghataroztuk, és azokat kiilon-kiilon megillesz-
tettiik, sziikkségiink van az alakzatok kozti kényszerekre, hogy egy pontos (mérnoki al-
kalmazésokra hasznalhaté) CAD modellt kapjunk. Mivel mért adatokkal dolgozunk, a
kényszerek csak bizonyos tolerancian beliil teljesiilnek, igy ezeket vagy explicite meg kell
adnunk, vagy egy rendszernek automatikusan fel kell ismernie. Ezutan a feliileteket Gjrail-
lesztjiik, immar a kényszerek érvényesitése mellett. Erre a probléméra mar t6bb megoldéas
is sziiletett, f6ként iterativ vagy genetikus algoritmusokkal [17], [12]. Ebben a fejezetben
egy, az iparban is jél bevélt mddszert mutatunk be [2], amire a dolgozat kés6bbi részeiben
is tamaszkodni fogunk.

A kényszerek igen sokfélék lehetnek, hathatnak egy (pl. kor sugara fix) vagy tébb
objektumra (pl. két egyenes merdleges) is. Gondolnunk kell arra is, hogy az elére meg-
adott kényszerek ellentmonddsosak lehetnek, példaul egyszerre akarjuk, hogy két egyenes
merdleges és parhuzamos legyen. Ennél persze sokkal Gsszetettebb problémék is el6for-
dulhatnak, ahol szamos kényszer ellentmond egymasnak. Ekkor ezt az algoritmusnak fel
kell ismernie, és ki kell vdlasztania (valamilyen prioritdsi sorrend szerint), hogy melyik
kényszerek teljesiiljenek. Hasonléan fontos, hogy az algoritmus felismerje, ha egyes kény-
szerek mar kovetkeznek az el6z6ekbol, igy azok teljesitésével mar ne foglalkozzon, és errdl
tdjékoztassa a felhaszndlét is. A bemutatott algoritmus nagyszerii megoldast nyujt ezekre
a feladatokra is.

A kényszeres illesztés soran kétféle objektumtipust kiillénboztetiink meg. Az elsék az
un. elsddleges (primary) objektumok, azaz gorbék és feliiletek, amelyek ténylegesen illesz-
kednek a mért adatpontokhoz, és a segéd (auxiliary) objektumok amelyek nem illeszked-
nek a mért adatpontokhoz, de kényszerek hathatnak koztiik és az elsédleges objektumok
kozott. A segédobjektumok egyszeriisitik és stabilizaljak az egyenletrendszert, és lehetd-
vé teszik bonyolultabb kényszerek definidldsat is. Az objektumok n paramétere egy n
dimenziés vektorral van megadva, a kényszerek ezen vektorok koordinatai kozott felirt
egyenletek, vagy egyenletrendszerek.

2.1. Egy példa

Vizsgaljuk meg a feladatot el6szor egy példan keresztiil [16]. Nézziik a 7(a). dbran lathatd
forgésfeliilet profiljat. Ez egymas érinté korokbol &ll, ahogy azt a 7(b). dbrén lathatjuk.
Tegyiik fel, hogy felismertiik a forgasfeliiletet, és megkaptuk a profilgérbe diszkrét pontjait
szegmentélva, azaz minden egyes ¢; korhoz tartozik egy {pi;},J € {1,...,n;} ponthalmaz.
Feladatunk tehat minimalizalni a kérok pontoktdl vett négyzetes tavolsagat, azon kény-
szerek mellett, hogy a korok érintik egymast.

A kor egyenlete felirhat6 az aldbbi alakban

F(z,y) = A(2* +y*) + Bx + Cy + D = 0.

Ezekkel a paraméterekkel sziikségiink van még egy normalizalési feltételre is, miszerint a
gradiens egységnyi a koron. Azaz

oF OF\| 1

ox’ oy )|

(242 + B)* 4+ (24y + C)?* =1

amit kifejtve
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(b)

7. abra. (a) Forgasfeliilet; (b) alsé profilgérbe.

amibdl kivonva 4AF (x,y) = 0-t, a
B>+ (C?-4AD =1

normalizalasi kényszert kapjuk.

Legyenek ¢; paraméterei (A4;, B;, C;, D;). Ekkor a minimalizdland6 négyzetes tavolsig
=> d;; Z Z i@+ y2) + By + Ciyi + D).
(]

A tangencidlis kényszerek a korok kozt (pl. 1. és 2. korre):
2A1x + B; = —(2A2x + By),

2A1y + Cy = —(242y + C2).
Ebbdl kovetkezik, hogy

(2A12 + By + 240z + By)? + (2A1y + C1 4+ 242y + C2)> =0
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az egyenlet tovabb egyszeriisithetd a
2A5D1 +2A1Dy — B1By —C1Cy£1=0

alakra.
A kényszereink tehat:

e normalizaldsi kényszerek (B + C? — 44;D; = 1),
e tangencialis kényszerek (szomszédos korokre 2A4,;D;+2A;D; — B;B; —C;C;£1 = 0).

Azaz a feladatunk f(x) minimalizdldsa a kényszeregyenletek fennélldsa mellett. A
kovetkezd fejezetben ismertetjiik, hogyan kezelhet6 mindez altaldnos esetben.

2.2. A feladat numerikus megoldasa

Ebben az alfejezetben ismertetjiik a feladatot megoldé numerikus mddszert, amirdl rész-
letes leirdst talalhatunk a szakirodalomban [2].

Legyenek az illesztendé objektumok (feliiletek, egyenesek, korok stb.) {s;}, és a hozza-
juk tartozé ponthalmazok {p;;}. A feladatunk minimalizalni az egyes illesztendd feliiletek
négyzetes tavolsagat a hozzdjuk tartozé ponthalmazoktdl, amit egy globalis minimalizald f
fiiggvénnyel adunk meg. Az x vektor tartalmazza az Gsszes feliilet 6sszes meghatarozando
paramétereit, ez az ismeretlen. fgy tehat

f(x) = Z a; Z d(pij, si)?

ahol d(p,s) jelolje a p pont s-t6l valé tavolsagéat, «; pedig az objektumokhoz rendelt
sulyt, ami fiigghet példaul pontok szamatol, feliiletek teriiletétol, vagy a felhaszndalo altal
megadott paraméterektol is.
Adottak tovdbba a kényszeregyenletek {c;}, amelyek segitségével felirhaté egy globdlis
egyenletrendszer
c(x) =0.

fgy tehat a feladatunk f minimalizdlasa a ¢ = 0 feltétel mellett.

Az ilyen jellegii minimalizdciés feladatokat tipikusan Lagrange-multiplikatorokkal szok-
tdk megoldani, viszont ez a moddszer nem hasznalhaté, amennyiben a kényszerek nem
fliggetlenek. KésObb genetikus algoritmusokkal probaltak kikiiszobolni ki ezt a problé-
mat, ezeknél azonban a szdmitdsigény jelent6s [17]. Most egy olyan iterdciés médszert
ismertetiink, amelyben ha a kényszerek ellentmondanak egymasnak, prioritdsi sorrenddel
donthetiink a teljesiilésiikrol, és a folyamat soran az is kideriil, ha a rendszer tulhatdrozott.

Legyen c(x) = (¢1(x), ..., cx(x)) ahol a ¢; a legnagyobb ¢ a legkisebb prioritdsi kény-
szer egyenlete. Feladatunk c(x) = 0 megoldédsa f(x) minimalizdldsa mellett. Tegyiik fel,
hogy f és c elegendGen sima. A megoldas médositott Newton-iteracioval torténik. Min-
den 1épésben c-t linedrisan, f-et masodfokian kozelitjiik, és kiszamolunk egy d-t amivel
az éppen adott x; paramétervektorokbdl tovabblépiink. Ehhez el6szor vizsgaljuk meg f és
c Taylor sorat x¢ koriil.

c(xo +d) ~ ¢(xq) + ¢/(x0)d (1)

1
f(xo+d) ~ f(xo0) + f'(x0)d + ide"(Xo)d (2)
Ezek segitségével a feladat kozelitOleg a kovetkezd formaban irhaté:

cd =0, (3)
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d” Ad minimalis, (4)
ahold = (dy, ..., dn, 1), C = [¢/(x0)]c(x0)] és A a kdvetkezd (n41) x (n—+1) méretii méatrix:

[ f(x0) | f'(x0)
A= fx)T [0

Annak érdekében, hogy d-ot kiszamitsuk, el6szor redukaljuk egy alacsonyabb dimenzi-
6s d* vektorra (3) segitségével gy, hogy d* koordinatai mar fiiggetlenek legyenek. Ehhez
kiszamitunk egy M matrixot, amivel d=M d*, és CM = 0. Ekkor d* koordinatainak
szédma megadja hany fiiggetlen valtozobél 41l a rendszer. Ekkor mér csak a d*7 A*d* ki-
fejezést kell minimalizdlnunk (kényszerek nélkiil), ahol A* = MTAM. A kényszer nélkiili
minimalizacié egy egyszeri linearis egyenletrendszer megoldasara vezet.

Most pedig nézziik meg, hogyan szamithatjuk ki M-et. A moddszer nagyon hasonlit a
Gauss-elimindciéra. Eldszor tegyiik fel, hogy a kényszerek egymastdl fiiggetlenek, nincs
ellentmondas, és nem kovetkezik egyik sem a tobbibol. Késébb megnézziik, mi torténik
azokban az esetekben, amikor ez nem teljesiil.

A megoldés soran a C maétrixban sorrdl sorra haladunk. Nézziikk meg, mi torténik
az els6 lépésben. Legyen C; a legnagyobb abszolut értékii egyiitthaté (Cp41-en kiviil).
Val6jaban barmelyiket valaszthatnank, de numerikus stabilitasi okokbdl érdemes a legna-
gyobbat. A Cd = 0 egyenlet elsé sora a kovetkezd alakban frhaté:

Cidy + Cads + ... + Crdp + Crq1 = 0.

Ebbdl atrendezve kapjuk, hogy

d = Cidiv  Caadir Cadin . Can

) v ) ) v )

Ebbdl megkaphatjuk a d= Midq-et, ahol

Tl ... 0 0 0
0 1 0 0

O e
0 0 1 0

L 0 0 0 1

ahol a kiemelt sor az [., és
dl = (dh~"7dl—17dl+17"'7dn7 1)

ami d-nal eggyel kisebb dimenziéju vektor. Ezek utan ezt a 1épést iteraljuk, a masodik
lépésben C Mi-matrixszal és di-el, ahol

(CMy)d; = 0.

Végeredményképpen M = My M,....M;, ahol j a fiiggetlen valtozdk szama.

A 1épések soran el6fordulhat, hogy az eliminécids 1épés nem végezhet( el, azaz hogy az
m-edik 1épésben C; = 0. Mivel C; a legnagyobb abszolit értékii, a tobbi egyiitthaté is 0,
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Chry1-et kivéve. Ha C), 41 is 0, akkor az éppen aktudlis kényszer kovetkezik az el6z6ekbol,
igy ezt a sort atugorhatjuk, és M,,-et valaszthatjuk identitasnak. Ha C; = 0, de C),+1 # 0,
akkor ez azt jelenti, hogy az m-edik kényszeregyenlet ellentmond az eddigieknek, ezért ek-
kor is figyelmen kiviil hagyjuk ezt a sort. Megjegyezziik, hogy vannak kényszerek, amelyek
tobb egyenletbdl allnak, igy ebben az esetben az Gsszes aktualis kényszerhez tartozd 1épést
vissza kell vonnunk, és az 6sszes hozza tartozd egyenletet figyelmen kiviil kell hagynunk.

2.3. Hatékony reprezentacié

Ahogy az el6z6 részben lathattuk a minimalizalashoz sziikségiink van minden egyes ite-
racios lépésben a minimalizalandoé f, azaz a tavolsagfiiggvények silyozott atlaganak els6
és masodik derivaltjara. Ez normdél Euklideszi tavolsagfiiggvénnyel nehéz, és tilsdgosan
szamitasigényes feladat. Ehelyett a tavolsagfiiggvényt kozeliteni lehet, a tavolsagfiiggvény
un. hi (faithful) approximéciéjaval [10]. A tévolsdgfiiggvény approximdcidja hii, ha (i)
pontosan akkor nulla, amikor az eredeti tavolsagfiiggvény is az (azaz csak az objektumon),
és (ii) a derivéltja az objektumon megegyezik az eredeti tévolsdgfiiggvény derivaltjaval.

Célszerii olyan hii tavolsagfiiggvényt valasztani, amivel a szamitdsok oly médon egy-
szerlisodnek, hogy az iteracié el6tt csak egyszer legyen sziikség a pontok el6feldolgozédsara.
Ehhez olyan P és S vektorértéki fiiggvényeket valasztunk, amivel egy p pontra

d(p,x) = S(x)" P(p) = P(p)" S(x)

adddik az elGjeles tavolsagfiiggvényre. Ha ez sikeriil, akkor egy objektumra a tavolsag-
figgvény

e(x) =Y d(p,x)* = S(x)" <Z P(p)P(p)T> S(x).

Ez azért j6, mert ekkor elegendd az iterdcios lépéssorozat elétt az M =} P(p)P(p)T

méatrixot csak egyszer kiszamolni ami csak az adatpontoktol fiigg. Az egyes iteracids
1épések soran csak az objektumok paramétereitél fiiggd S(x)-et kell kiszaimolnunk. Ebben
az esetben a derivaltak szamitdsa a kovetkezo:

¢ =25TMS,
e =2(8"MS" + STMS").

Még egyszeriibb a helyzet, amennyiben olyan paraméterekkel jellemezziik az objektu-
mainkat, hogy S-et vélaszthatjuk identitdsnak, tehat S(x) = (x1,22,...). Ez esetben a
derivaltak

¢ =2Mx,

e =2M

alakot oltik.

Lassunk egy példat. Legyen adott egy egyenes lgx + l1y + lo = 0 egyenlettel. Ekkor
az el6jeles tdvolsdgfiiggvény hili approximécidja a d(p,x) = loxo + liyo + l2, tehdt S(x) =
(lo, l1,12) és P(p) = (20,0, 1).

2.4. Objektumok reprezentacidja

Ahogy azt lathattuk az objektumok hatékony reprezenticiéja fontos feladat. A projekt
jelen alldsaban 2D-s koroket és egyeneseket illesztiink kényszerek figyelembe vételével. A
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késObbiekben 3D-s objektumok is részt vesznek majd a kényszeres illesztésben.
Az egyenesnél a paraméterek (lo,l1,l2), ahol az egyenes egyenlete

lox + iy + 1o =0.

A kor reprezenticidja méar bonyolultabb. Egy p pont kortél vald téavolsdga ||p —o|| —r.
Ez a tavolsagfiiggvény nem tl jé, hiszen egy négyzetgyokos kifejezést tartalmaz, ezért egy
hii approximaéacidjaval helyettesitjiik, azaz

((p—0)* —7?) J2r = (p* — 2(p,0) + 0* —1?) /2r.

Ekkor S(x) = S(0g,0y,7) = (1/2r, —0y /1, —0y /7, (0> — 1%)/27), P(p) = (p*, pus Py, 1).
Ez még mindig nem megfelelé6 ahhoz, hogy az egyenletet az el6z6 fejezetbeli formaban
frhassuk (hiszen S(x) még nem identitas). Ezért a kort inkdbb a

x' = S(x') = (k, 0,0, A)
paraméterekkel jellemezziik, ahol o/ = —2ko0 és A = (0? —r?)/2r. Ezekkel a paraméterekkel
a derivalds leegyszeriisodik a kivant alakra.

Hasonlé értelmezésii jo reprezentacié felirhaté 3D-s feliiletekre is, tovabbi példakat a

szakirodalomban taldlhatunk [2].

2.5. Megvalésitott kényszerek

A geometriai kényszerek az objektumok paraméterei kozott felirt egyenletek vagy egyenlet
rendszerek, és ¢;(x) = 0 formaban adottak. Fontos, hogy az egyenletek azt is jellemezni
tudjak, hogy nem teljesiilés esetén mekkora a hiba, azaz példaul merolegességi kényszernél
¢i(x) monoton fiiggvénye legyen a kilencven foktdl valé eltérésének. Ahogy a numerikus
modszer részleteinél lathattuk, c els6 derivaltjara is sziikség van. Ezt megadhatjuk explicit
modon is, de gyakran dolgozunk a derivalt masodfokd numerikus kozelitésével.

Jelen projektben els6sorban 2D-s kényszerekre Osszpontositottunk, és ezeket imple-
mentaltuk. Ezek koziil néhany:

két egyenes hajldsszoge fix,
kor sugara fix,

kor kozéppontja fix,

két kor koncentrikus,

két kor érinti egymast,

két kor kozéppontja azonos,
egyenes érint egy kort,

egyenes atmegy a kor kozéppontjan.

2.6. Segédobjektumok

Az itt felsorolt kényszereknél gyakran sokkal bonyolultabbakra is sziikségiink lehet, amit
nem, vagy csak nagyon nehezen tudnank egyenletként felirni. Példaul egy c; kort érint
egy | egyenes, és ugyanebben a pontban [ egy maésik ¢y kort is érint. Ez a kényszer
megfogalmazhatd gy is, hogy [ érinti c1-et egy p pontban, és érinti co-t is p-ben. Ekkor p-t,
mint két koordinataval megadott pont objektumot nem rendeltiik mért pontfelh6hoz, csak
azért van a rendszerben, hogy a rendszer egyszerlisddjon. A bonyolultabb kényszereket igy
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egyszeriibb épitékockdkbdl tudjuk sszerakni. Az ilyen objektumokat segéd- (auziliary)
objektumnak hivjuk. Az dltalunk haszndlt segédobjektumok:

egyenes,
kor,

[ ]

[ ]

e szdm,
e pont,
[ ]

pont-vektor.

Az utébbi hdrom csak segédobjektumként haszndlhaté, ezeket nem illesztjiik ponthal-
mazokhoz, a kor és egyenes mind els6dleges, mind segédobjektumként is hasznalhatd. A
segédobjektumok segitségével tobb bonyolultabb kényszer is felirhaté. Ezeket alap épito-
kovekbol, egyszeriibb segédobjektumokat is hasznalé kényszerbol épitjiik fel:

pontok négyzetes tavolsaga egy szam
egyenesek szoge egy szam,

kor sugara egy szam,

egy egyenes atmegy egy ponton,

egy kor atmegy egy ponton,

kor kozéppontja egy pont,

egy pont-vektor meroleges egy egyenesre,
egy pont-vektor merdleges egy korre,

egy pont-vektor illeszkedik egy pontra,

pont illeszkedik racsra.

Lassunk néhany példat. Egy egyszeriibb kényszer, hogy harom egyenes atmegy egy
kozos ponton (ldsd 9. dbra). Ez gyakran el6fordul, gondoljunk csak egy téglatest sarok-
pontjaira. Zajos oldalak esetén a kiilon-kiilon illesztett egyenesek paronként harom eltérd
metszéspontot szolgdltatnak. Ezt a kényszert megadhatnank egyenlettel is, de sokkal
egyszeribb, ha felvesziink egy pontot mint segédobjektumot, és mindharom egyenesnek
megadjuk kényszerként, hogy menjenek at a ponton.

Az el6z6nél joval bonyolultabb példak is hozhatdéak. Példdul harom kor egy kozos
pontban érinti egymadst, és ugyanezen a ponton athalad egy egyenes, és egy negyedik kor.
Ekkor a feladat segédobjektumokkal gy fogalmazhaté meg, hogy a harom kér mind érint
egy pont-vektor tipusi objektumot (azaz dtmennek a ponton, és az orientécids vektor
érint6vektor), és az egyenes és a kor dthalad a pont-vektor pont részén.

A dolgozat kés6bbi részében bemutatott dsszetettebb kényszerekhez (racs, szimmet-
ria) szintén sziikségiink lesz segédobjektumokra, mivel ott a kényszerrendszerek nagyon
Osszetettek is lehetnek.
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3. Kényszerek automatikus felismerése

A kényszereket a legtobb digitdlis alakzatrekonstrukecids rendszerben kézzel kell megad-
nunk. Valdjdban nagyon sok egyszeriibb lokalis kényszer felismerheté a rekonstrukcid
soran. Amellett, hogy ezzel a felhasznalénak segitséget nyujtunk, az automatikusan fel-
allitott, egyszertibb hipotézisek alapjan kévetkeztetni tudunk bonyolultabb globdlis kény-
szerekre is. Ebben a fejezetben bemutatjuk, hogyan ismerhetoek fel, és rangsorolhaték
egyszeriibb geometriai kényszerek. Az Gsszetettebb segédobjektumokat is hasznal6 kény-
szerek felismerése nehezebb feladat, a fejezetben erre is megoldast adunk. A 4. és b.
fejezetekben bemutatott modszerek szintén az itt talalhaté algoritmusokon alapulnak.

A kényszerek altaldban csak valamilyen tolerancidn beliil teljesiilnek mért adatok za-
jossagabol eredden, példaul meréleges sikok hajlasszoge 89,834° (lasd 3. ébra), azonos
sugari korok sugara egy picit eltérhet, vagy tobb egyenes nem halad at kozds ponton,
holott az eredeti CAD objektum tervezésekor ezek feltehetéen fennélltak. Ahhoz tehat,
hogy hipotéziseket allithassunk fel a lehetséges kényszerekre, toleranciaszinteket kell be-
allitanunk. Fontos, hogy a toleranciaszintek (ha nem szogeket jellemeznek) fiiggnek az
éppen vizsgalt adathalmaz méretétdl, ezért gyakran a tolerancidk az objektum hataro-
16 keretének méretétél valé ardannyal vannak megadva. A kutatds soran két mddszert is
megvizsgaltunk a feladat megoldédsara aszerint, hogy a toleranciaszintek vizsgalata mikor
torténik.

1. A kényszerek toleranciavizsgalata az iteracié el6tt, majd kényszeres illesztés.
2. Toleranciavizsgdlat minden iteracios 1épés soran, ekkor a kényszereket dinamikusan
vessziik fel.

Az elsé mbdszer esetében a felismert kényszerekkel valé illesztés utan lehetséges, hogy
uijabb kényszerek keriilnek tolerancidn beliil, igy érdemes lehet a kényszereket djra megvizs-
galni és tjakat felvenni. A masodik mddszer tehat kezeli ezeket az eseteket is, a hatranya
viszont, hogy a rendszert el tudja vinni rossz irdnyba is, ahogyan arra a késébbiekben
lathatunk példakat.

A rendszer kezelésére egy olyan numerikus megoldast adunk, amelyben a 2. fejezet-
ben ismertetett rendszer maga kezeli a toleranciak vizsgalatat, kényszerek felvételét. A
modszer alapotlete, hogy az automatikus felismeréshez az eredeti kényszeregyenleteknek
eqy modositott vdltozatdt haszndljuk, ami csak akkor érvényesiil, ha az adott kényszer
fliggvénye egy felhasznal6 altal megadott tolerancian beliil van.

3.1. Modositott kényszeregyenletek

Legyen c¢(x) = 0 egy egyszerii, két objektum kozott haté kényszeregyenlet. Legyen e
egy elére megadott toleranciaszint. A kényszer akkor van tolerancidn beliil, ha |¢(x)| < ¢,
ekkor ezt a kényszert felvessziik és a kényszeres illesztés soran hasznéljuk, egyébként pedig
figyelmen kiviil hagyjuk. Ezt a kovetkezdképpen valdsitjuk meg: legyen

se@)=4® ha |z| < e
1 0 egyébként.

Ekkor az x +— s.(c(z)) fuggvényt nevezziik a médositott kényszeregyenletnek. Figyel-
jik meg, hogy ha c(x) tolerancidn kiviil esik, s.(c(z)) = 0, és ahogy a 2.2. fejezetben
lathattuk, ekkor a rendszer ezt a kényszert figyelmen kiviil hagyja (rendszer azt jelzi, hogy
a kényszer kovetkezik az el6z6ekbdl). Minden maés altaldanos esetben a fliggvény meg-
egyezik c(z)-el, tehdt a rendszer ugyan gy viselkedik, mintha a c(x) kényszert explicite
felvettiik volna.
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Itt tobb probléma is felvetodik. Az egyik gond, az egyiitt illesztés miatt, az iteracio
soran el6szor minden koordinata kicsit megvaltozik, majd egyszerre stabilizalédnak. Ez
pedig azt okozza, hogy az egyes kényszerek teljesiilésének mértékét maga a kényszeregyen-
let nem feltétleniil tudja jol jellemezni, igy nincs értelme toleranciardl sem beszélni. Erre
megoldas, hogy minden kényszeregyenletet gy kell megadni, hogy azok jél jellemezzék a
valés mennyiséget. Lassunk egy példat.

Legyen ¢, a 'pont rajta van az egyenesen’ kényszer. Legyenek az egyenes Ax+By+C =
0, és a pont (xg,y0). Ahogyan a 2.5. fejezetben lathattuk a pont rajta van az egyenesen
kényszer egyenlete

cpi(x) = Azg+ Byo + C = 0.

Ez tényleg pontosan akkor teljesiil ha a pont az egyenesen van, viszont a pont-egyenes
elojeles tavolsaganak képlete

J (X) _ |Ax0+By0+C|
pl VA + B2

Bér a kényszer fel van véve, miszerint az (A, B) vektor egység norméjd, erre nem
hagyatkozhatunk a mar emlitett iterdcids problémak miatt, tehdt a toleranciavizsgalathoz,
igy az automatikus felismeréshez a c;]l egyenletet kell haszndlnunk.

Tovabbi probléma amire figyelniink kell, hogy a numerikus derivalds soran gond lehet a
nem folytonos egyenletekkel, ezért figyelmet kell forditanunk arra, hogy a numerikus deri-
valaskor tolerancidn beliili esetekben az eredeti fliggvény értékeit hasznéljuk a numerikus
becslésre.

3.2. Automatikus felismerés

Egy naiv mddszer a kényszerek felismerésére, hogy a megadott tolerancidkkal minden egyes
kényszertipushoz felvessziik a médositott valtozatat a rendszerbe, és elvégezziik a kénysze-
res illesztést. Ennek hatranya lehet, hogy nagyon sok kényszerbdl fog allni a rendszer, ami
a futdsid6 karara megy. Kés6bb lathatjuk, hogy bizonyos kényszerek esetén nincs sziikség
felvenni a kényszereket minden objektumpar esetén.

Legyen az objektumok halmaza S = {s;} és a killonb6z6 kényszertipusok c;, ahol ¢;
csak a sémajat irja le a kényszeregyenletnek, azt nem, hogy milyen objektumok kozott
hatnak. Minden kényszerhez meg van hatdrozva, hogy az milyen objektumok kozott hat.
Jeloljiik c(s1, s2)-vel azt a konkrét kényszert ahol ¢ az s; és sg kozott hat. fgy tehat minden
egyes cj-hez felvesszikk a Cj = {s¢,(cj)(s1,52) : 51,82 € S, 51, 5o megfelel§ tipusii} kény-
szerhalmazt a rendszerbe. Amennyiben igy hagyjuk a rendszert, és elinditjuk az iteraciot, a
2. médszert kapjuk, hiszen a kényszerek minden iteracios 1épésben jra kiértékelodnek, igy
a modositott egyenletek esetén a toleranciavizsgdalat is Gjra megtorténik. Az 1. mdédszerhez
a toleranciavizsgdlat utan a teljesiilé kényszereket hozzdadjuk normal kényszeregyenlettel
a rendszerhez. Az algoritmus futasanak eredményét a 8. dbran lathatjuk.

3.3. Osszetett kényszerek

A 2.6. fejezetben bemutattuk, hogy segédobjektumok segitségével Gsszetettebb kénysze-
rek is létrehozhatok. Ezek felismerése nehezebb feladat, hiszen toleranciat vizsgalni csak
egyszeri két objektum kozott hatd kényszerek kozott tudunk, és amig nem vessziik fel az
Osszetettebb kényszereket, segédobjektumaink sincsenek. Sok Gsszetettebb kényszer felis-
meréséhez komolyabb apparatus kell (1dsd 4. és 5. fejezet), de ezek koziil néhanyat igy is
felismerhetiink.
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8. abra. Automatikusan felismert kényszerek: (a) kiindulédllapot; tolerancidk a (b) illetve
(c) esetben, a kiiszob: 10°/10° egyenesek merdlegesek; kiiszob: 10/10 egység egyenes
atmegy a kor kozéppontjan; kiiszob: 15/25 egység egyenes érinti a kort kényszerre.

(a) (b) ()

9. dbra. Harom egyenes atmegy egy kozos ponton: (a) kiindulééllapot; (b) metszéspontok
felvétele segédobjektumos kényszerekkel; és, (c) pontok egybeesnek kényszer felismerése és
érvényesitése.
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Térjiink vissza a mar kordbban ismertetett hdrom egyenes egy ponton meqy keresztiil
kényszerre. Természetesen a kozos pont definicidja is egy tolerancidtdl fiigg. Ehhez a
kényszerhez sziikség van egy pontra, amihez megvan az a harom kényszer, hogy minden
egyes egyenes athalad rajta. A megoldas, hogy barmely két egyenes metszéspontjat fel-
vessziik mint segédobjektumot a megfeleld egyenesre illeszkedési kényszerekkel. Ezek utan
a toleranciat arra adjuk meg, milyen toleranciaszint mellett esik egybe két pont. Ezek
utan, ha a harom metszéspont kozel van egyméshoz, az automatikus illesztés egyberdntja
6ket, igy a hdrom egyenes egy ponton halad majd at (ldsd 9(c). dbra).

Egy maésik egyszeri példa, az egybees6 egyenesek esete. A parhuzamossagi kényszer
felismerése egyszerii, hiszen csak a hajlasszoget kell megvizsgdalni tolerancia szempontjabdl.
Egybeesés esetén ez nem mérvado, hiszen barmely két nem parhuzamos egyenes metszi
egymaést, igy a koordindtak tévolsidga sem lehet mérvadd szempont. A megoldas, hogy
ezekben az esetekben kétlépéses felismerést alkalmazunk, azaz elészor felismerjiik a par-
huzamossagokat, majd az illesztett parhuzamos egyenesek kozott mar megvizsgalhatjuk,
hogy a tavolsdguk tolerancian beliil van-e. Ha igen, a két egyenes azonosnak mondhatjuk.
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4. Globalis racsstruktira meghatarozasa

Az egyszeriibb ,lokalis” kényszerek felismerése mellett sziikségiink lehet ., globalis” kénysze-
rek érvényesiteni is. Ilyenek lehetnek példaul racsra valé illesztés és kiillonb6z6 szimmetriak
felismerése (tengelyes, forgatasos, eltoldsos).

A racsok fontos szerepet toltenek be a kényszeres illesztés témakorében, hiszen alta-
ldban a mérnoki tervezés soran mar a pontok, egyenesek, sikok egy réacsra illeszkednek,
illetve altalaban az objektum mérdszamai is kvantaltak valamilyen mértékegységrendszer
szerint, ami szintén egy racs-strukturat ad. Tovabbi érdekes probléma, hogy bar létezhet
egy jo globalis racs, el6fordulhat, hogy az objektum egyes lokalis részei nem illeszkednek
ra, igy azokat fel kell ismerniink és figyelmen kiviil kell hagynunk.

Ebben a fejezetben megoldast mutatunk arra, hogy hogyan lehet egy globélis récsra
illeszkedést felismerni. Bemutatjuk, hogyan reprezentalhaté a 'racs’ objektum a 2. fejezet-
ben bemutatott egyenletrendszerben, hogyan tudunk a 'racs’-csal kapcsolatos kényszereket
felvenni, azokat automatikusan felismerni, és hogyan tudjuk meghatarozni az optimalis
orientaciot és racsillandét. Az algoritmus a kovetkezd alapvetd 1épésekbdl all:

orientacié meghatirozasa,
megfeleld orientaciéju egyenesek orientacidhoz vald kényszeres illesztése,
optimalis racsallandé meghatarozasa,

Ll e

megfeleld egyenesek racshoz illesztése.

4.1. Racs objektum

Annak érdekében, hogy a raccsal kényszereket készithessiink, és fel tudjuk hasznalni kény-
szeres illesztés sordn, sziikségiink van az objektum egy megfelel6 reprezentacidjara, aho-
gyan azt més objektumok esetében is lathattuk a 2.4. fejezetben. A rdcsot nem illesztjiik
ponthalmazokhoz, hanem csak segédobjektumnak tekintjiik a kényszeres illesztés soran.

Egy récsot az orientdcidja (n egységvektora), origdja (egy p réacspont pozicidja) és a
racsdllanddja (¢ pozitiv valés szdm) hatdrozza meg, azaz a récs egy 5 dimenziés vektorral
megadott objektum, azzal a normalizalasi kényszerrel, hogy az orientacié egységvektor.
Megjegyezziik, hogy ugyanazt a racsot tobbféleképpen is lehet definidlni, hiszen barmely
racspontot megadhatjuk origénak, és az orientaciés vektort is négyféleképpen lehet defini-
alni.

4.2. Kényszerek

Fontos, hogy a 'rdcs’ segitségével is megadhassunk (esetleg felismerhessiink) kényszereket.
Ebbdl vannak egyszerlibbek, mint példdul, hogy egy egyenes parhuzamos/meréleges a
racsra. Ennek a kényszernek az egyenlete ¢(x) = min(|Any — Bna|, |Ang + Bnq|) = 0 azaz
a racs orientacids vektorara meréleges, vagy parhuzamos az egyenes normalvektora. A
pont racsra illeszkedésének kényszere, 1ényegében azt mondja ki, hogy a racs koordindta-
rendszerében az adott pont koordinatéi egészek. Legyen n a racs orientéciés vektora, n+
egy rd merdleges egységvektor, py egy racspont pozicidja, és c¢ a racsillandé. Ekkor a
kényszerek, hogy (p — po,n) /c és <p — po,nL> /c egészek. A tobbi felhasznélt kényszer
ehhez hasonléan keriilt megvalésitéasra.
A legfontosabb réccsal kapcsolatos kényszerek:

e pont illeszkedik a racsra,
e egyenes parhuzamos/meréleges a récsra,
e egyenes illeszkedik a racsra,
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10. abra. Récs felismerése: (a) kiinduléallapot (fiiggetlen illesztések); (b) optimalis orien-
tacid; (c) ujra-illesztett orientélt egyenesek; és (d) djra-illesztés a meghatdrozott récsal-
landéval.

e a ricsallandd egy szam,
e a racs orientacidja fix,
e a racs pozicidja fix.

Altaldnos esetben nem alkalmazhatjuk egyszeriien a 3.2. fejezetben ismertetett mod-
szereket racsokra. Ennek oka, hogy csak akkor kapunk a raccsal jé illesztést, ha a récsot
megfelel6 vektor és racsallanddval inicializaltuk, mert egyéb esetben az els6 iteracié utan
sragadnak” a pontok/egyenesek a megfelel§ racsponthoz/egyeneshez, és a tovébbi iterd-
cios 1épésekben végig hibas lesz az illesztés. Feladatunk tehat megtaldlni a racs egy jé
inicializalasat, amivel mar elvégezheté az automatikus felismerés.

4.3. Orientaci6

Egy objektum koordindtatengelyeinek meghatarozasa nemcsak a racsok esetén fontos. Ne-
hézséget jelenthet, hogy gyakran tobb f6 orientacids iranya is lehet az objektumnalk, illetve
hogy el6fordulhatnak olyan részletek, amelyek lokalisan a f6 orientaciétol eltérd rendszer-
ben vannak definidlva. Az itt bemutatott algoritmussal tobb hipotézist allithatunk fel,
majd rangsorolhatjuk azokat. Az algoritmus azt hasznalja ki, hogy az egyes feliiletek ad-
nak orientacids iranyokat, példaul a sikok normalvektora, a hengerek, a forgasfeliiletek
tengelye, az egyenesek irdnya és igy tovabb. FEzeket az irdnyokat sulyozzuk a hozzajuk
tartoz6 objektum keriiletével (vagy 3D-ben keriiletével), majd ezek kozott végezzik el a
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11. abra. Felismert orientcidk: (a) a legerésebb irdny; (b) a masodik legerésebb irany.

klaszterezést.

Az algoritmust 2D-s esetben mutatjuk be. Feltételezziik, hogy az illesztett egyenesek
mindig egy szakaszhoz tartoznak; legyen az [; egyenes hossza h(l;), az egyenes normélvekto-
ranak argumentuma radidnban arg(l;). Mivel két merdleges egyenes azonos orientéciéhoz
tartozik, igy az argumentumokat modulo 7/2 vizsgaljuk. A megoldds, hogy klaszterezést
végziink az egyenesek argumentumai koézott modulo 7/2, és a klasztereket silyozzuk a
benne levé egyenesek h(l;) hosszaval. A klaszterek mérete egy elére megadott tolerancia-
szinttol fiigg. Az igy megkapott legjobb klaszter a modell egy j6é orientacidjat adja. A
masodik legjobbat gy kaphatjuk, hogy kivessziik az els6hoz tartozé egyeneseket, majd
ismét megkeressiik a legjobb klasztert.

Az eljards 3D-re is konnyen kiterjeszthetd, ott a Gauss gémbon kell klaszterezni a
normalvektorokat, majd kivalaszthatjuk a legjobb klasztert és a ra merdleges sikhoz kozeli
vektorok kozt klaszterezve kapjuk meg a masik két iranyt.

4.4. Racsallandé

Az optimalis orientacié megtaldlasa utan elkezdhetjiikk megkeresni az optimélis racsallan-
dét is (10(b). abra). A récséllandé megkereséséhez elszor a megfeleld orientacidju egye-
neseket kényszeresen illesztjiik a rdcshoz (10(c). dbra), majd az ezek kozotti tavolsdgok
felhasznalasaval keressitk meg a racséllandét (10(d). dbra).

Jeloljiik az orientdcidhoz illesztett egyeneseket {l;}-vel és keressiik a racsallandét egy
elére megadott intervallumban. A kovetkezO 1épés, hogy vessziik ezek kozott az Osszes
parhuzamos egyenespart, és a koztiik 1év6 abszolit tavolsdgokat {d;;}. Ha létezik optimalis
egyenesekre illeszked6 racsallandd, akkor ez tolerancian beliil a tavolsagok legjobb kozos
osztdja, azaz egy olyan szam aminek az atlagos maradéka a szamoktdl kicsi.

Legyen d egy kozelité kozos osztd, és {d;;j} = {m} az Osszes parok tavolsdgainak
halmaza, ekkor

§(d)="> min(n; mod (d),d— (n; mod (d)))
l

az Osszes eltérés. Ennek a minimalizdldsa nem a legjobb, hiszen d(d)-nél §(d/k) elég nagy
k-ra biztosan jobb eredményt ad. A megoldds, hogy az eltérést d ardnyaban nézziik, igy a

6(d)zzmin(nl mod(d),;l—(nl mod(d)))zzminq?z;}’l_{az;})
]

l
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képletet fogjuk alkalmazni, ahol {x} az = tortrésze.

Tehét a célunk 6 minimumhelyének megkeresése egy adott [din, dmaz] iIntervallumban.
Az 12. dbréan lathatéan d-nak nagyon nagy a varidcidja, igy a hagyoményos numerikus
minimumkeresési médszerek megbuknak, és ezért mas eszkozoket kell alkalmaznunk.

12. abra. 6(d) fuggvény a {12.0302,4.9804,3.9998,2.5101,17.0301,18.9502,2.0201} sza-
mokkal; minimum a d = 0.50081-ben

4.1. Allit4s. & a minimumdt valamely ny/k értékben veszi fel valamely nj-re és k pozitiv
egésszel.

Bizonyitds. min ({%} ;1= {%}) lokalisan egy adott d kis kérnyezetében minden egyes
ni-re a F —my vagy 1 — (% — my) alakban frhaté. Figyeljikk meg, hogy az ilyen lokélis
részeken a fiiggvény d-ben monoton, ami azt jelenti, hogy d ott veszi fel a minimumat, ahol
a képlet mar nem érvényes, azaz valamely m; megvaltozik. Ez pontosan akkor kovetkezik
be, ha valamely n; d egész szamu tobbszorose, azaz d = n;/k. O

Tehat a minimumot elég elére meghatarozott helyeken keresni. Ezt olyan n;-re és hoz-
zétartozé k-ra kell elvégezni, ahol n;/dpar < k < ny/dmin, ami dsszesen O(n max; ny/dmin)
darab szdm, § kiszamitasa pedig O(n) 1épés, tehdt a minimumkeresés nagysagrendileg el-
végezhetd O(n? max; n;/dmin) 1épésben.
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5. Szimmetridk felismerése és meghatarozasa

A szimmetridk szintén nagyon fontos szerepet toltenek be a globdlis kényszerek kozott.
Gyakran fordulnak el6 forgasszimmetridk, tengelyes szimmetriak, kozos eltolasos iranyok,
és igy tovabb. A jelen kutatds a tengelyes szimmetridk felismerésére koncentral. Fontos
ismertetniink Langbein és masok [9] munk4jat, ahol ponthalmazokban ismertek fol szim-
metridkat. Masik fontos eredmény [11], ahol modellek lokélis gorbiileti jellemz6i alapjan
keresnek részleges szimmetridkat. A mi kutatdsunk mérnoki objektumok pontos szimmet-
riatengelyeinek meghatarozasa, nem diszkrét pontok vagy geometriai jellemzok alapjan,
hanem illesztett gorbékbdl és feliiletekbdl kiindulva.

A médszer lényege, hogy felvessziik az 6sszes lehetséges szimmetriatengelyt (segédegye-
nesek), amelyek lokdlisan két objektumhoz (pl. egyenespar, pontpér, korok) tartozhatnak.
Ezen segédegyenesek kozott ezutan klaszterezést végziink, és a legjobb klasztereket kiva-
lasztjuk szimmetriatengely jelolteknek, amelyeket ezek utdn mindsitiink. A kivalasztott
legjobb tengelyhez fel lehet venni kényszereket, igy kényszeres illesztéssel a modell tokéle-
tesithetd. Az algoritmus lépései:

1. Gsszes pontpar kozotti szakaszfelezd merOlegesek és az Osszes egyenespar kozotti
mindkét szogfelezd kigylijtése: segédegyenesek,

segédegyenesek kozott klaszterezés,

klaszterek egyeneseinek atlagoldsa: szimmetriatengely jeldltek,

szimmetriatengely jeloltek minésitése,

Gl

legjobb tengely kivalasztasa, és a kényszerek meghatarozasa.

Az algoritmus miikodését a 13. dbra szemlélteti.

5.1. Segédegyenesek, klaszterezés

Feltételezziik, hogy az Gsszes egyenes egy pontsorozathoz van illesztve, amely egy vé-
ges szakaszt reprezentdl. Az illesztés utan meghatdrozhatjuk a szakaszok végpontjait,
legyenek ezek {p;}, az egyenesek {l;}. Legyen L; = {Szakaszfelezo(p;,p;) : i < j} és
Ly = {Szogfelezoy 5(li,1;) : i < j} egyeneshalmazok. A segédegyenesek pedig L = Ly U Lo.

A klaszterezés a segédegyenesek kozott torténik. ElGszor az egyenesek orientécidja ko-
z0tt végzilink klaszterezést, majd az azonos orientacidjui egyenesek origdtdl vald tavolsagat
vizsgaljuk. A klaszterezés kdzben mindig egy elére megadott & hosszi intervallumot kere-
siink, amibe a lehetd legtobb szog, illetve tavolsidg esik. Ezt az intervallumot diszkretizalt
minimumKkereséssel hatarozzuk meg. A igy megkapott K C L klaszterekben 1évd egye-
neseket atlagoljuk, igy megkapjuk az [ egyeneseket. Ezeket hivjuk szimmetriatengely
jelolteknek. Az egyenesek mindsitése klaszterek alapjan nem elégséges, szamos példa mu-
tatja, hogy nagyobb klaszterekhez sokszor gyengébb globalis szimmetriatengely tartozik.

5.2. Szimmetriatengely jel6ltek mindGsitése

A szimmetriatengelyek minésitése a szimmetrikus részek ivhosszanak és az dsszkeriilet aré-
nyaval torténik. Legyen egy szimmetriatengely jelolt [x. Ekkor K segédegyenesei alapjan
informécidkat kapunk arrdl, milyen egyenesek/korok vesznek rész a szimmetriaban. Azok-
kal az egyenesekkel is foglalkoznunk kell, amelyek merélegesek a tengelyre, hiszen a szakasz
onmagaban szimmetrikus lehet az adott tengelyre, hasonléan azokat a koroket is, amelyek
kozéppontjan dtmegy a tengely. Természetesen e két utébbi tulajdonsagot is csak valami-
lyen tolerancian beliil tudjuk eldonteni. Ezek utdn meghatarozzuk az adott egyenesekhez
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13. dbra. Szimmetriatengely felismerése: (a) kiindulééallapot; (b) szimmetriatengely je-
l6ltek; (c) a legerésebb szimmetriatengely (70%); és (d) egy masodik szimmetriatengely
(41%).

vagy egyenesparhoz, korhoz vagy korparhoz tartozé szimmetrikus részek ivhosszat. Az
ivhosszak Gsszege és az Osszkeriilet aranya adja a szimmetriatengely mindségét.

5.3. Szimmetria kényszerek

Amennyiben egy szimmetriatengely jeloltet elfogadtunk, fel kell venniink a hozza tartozé
kényszereket, és elvégezhetjiik az illesztést. A szimmetriatengelyt egy segédobjektumként
felvett egyenes reprezentalja. Természetesen mar hasznalhatjuk az egyenes dtmegy a kor
kozéppontjin és az egyenes merdleges a tengelyre kényszereket. A szimmetridkhoz a ko-
vetkez6 1j kényszerekre van sziikségiink:

e aszimmetriatengely két egyenes szoglelezdje (ebbdl két tipus van mivel két szogfelezd
van),
e a szimmetriatengely egy szakasz (két pont) szogfelezije.

Mindkét kényszer tobb egyszeriibb kényszerbdl all, segédobjektumokkal megvaldsitva.
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6. Keretrendszer

Az algoritmusok szemléltetésére készitettem egy 2D-s keretrendszert, amivel a dolgozat-
ban bemutatott abrak nagy része is késziilt. A program C#-ban irédott Silverlight kor-
nyezetben. A program un. .pcf forméatumu file-okat (last [2]) képes irni/olvasni, ame-
lyek tartalmazzak a mért adathalmazokat, a hozzd tartozo illesztett objektumokat, és
a kényszereket. Az alkalmazds internetrdl is elérhet$ (http://math.bme.hu/ kovacsi/
Constraint2D/constraint2d.html). Egy 3D-s keretrendszer fejlesztése folyamatban van.
A bemutatott dbrdk nagy része szintén a program segitségével késziilt.

A program 2D-s szegmentdlt pontfelhdket kezel. Az illeszthetd gorbék lehetnek egye-
nesek vagy korok. Megvaldsitasra keriilt a projekt alapjat képezo algoritmus kényszeres
illesztésekre, aminek miikodését a 14. dbra szemlélteti. Ahogyan az algoritmus futdsa so-
ran kideriil, a program kijelzi, ha az egyes kényszerek egymadsnak ellentmondanak, vagy
egymasbdl kovetkeznek. A kényszerek kozott megadhatd prioritési sorrend. Szintén fel-
vehetoek segédobjektumok is, amikkel szdmos kényszer megadhaté. Ezt tobb izben is
kiegészitettiik, ahogy az a dolgozatban bemutatéasra keriilt.

A kényszerek automatikus felismeréséhez sziikségiink van a toleranciak megaddaséra.
Ezek megaddsa utdan a program végrehajtja a kényszeres illesztést, és megvizsgalhato,
hogy melyek azok a kényszerek amiket érvényesitettiink (1dsd 15. abra).

A récsok felismerésénél egy paraméter, hogy milyen értékek kozott keressiik a récs-
allandét, és melyik orientaciét fogadjuk el. A program ezek utan elvégzi a kényszeres
illesztést a megfeleld paraméterekkel.

Szimmetridk esetén hipotéziseket kapunk az egyes szimmetria tengelyekre, és megte-
kinthetjiik, hogy mennyire elfogadhatdak ezek a hipotézisek. Ezek utan a kivélasztott
tengelyhez a program felveszi a kényszereket, és elvégzi az illesztést is.



29

Paint clouds: Type:  Constraints: Clouds: Constraint type:
Clear all Bunco ~|[Point _* || Three lines int.: Line 0 Line 11 *| At | X | . FIT
£dd paint cloud | | [llLine 1 Fit init || Cos lines: Line O Line 2 B - Add constraint
TR Buine 2 | up || Circles concentric: Circle 3 Cin | ¢ - ) [Remaove constraint | t€7 |5
Circle 3 Circle tan. circle: Circle 3 Cirel 7| o =
| Remove object || g . | - Down || 4 | ] v 4 x:|0
Be Q
o
L] Ll )
0]
o™ o
.- ‘
& e
3 .\ e
°
— >
o 3
o e
/]
X, (1
@ [
o
o
®
o

| open | Grid | symmetry
leoS2ve )| [“Get orent
GenGride

R E

Button

®, e

Generated constraints:

Fit tolerance

Constraint tolerances:

Circles radius same
Sin lines

Orthogonal lines

Point-point dist.

Wil

=)
]

14. dbra. Kényszeres illesztés explicit médon megadott kényszerekkel
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15. abra. Kényszeres illesztés automatikusan felismert kényszerekkel
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7. Osszefoglalas

Jelen projektben 3D-s mért adatok tokéletesitésével foglalkoztunk. Ha az adott szeg-
mentalt pontfelhSket kiilon-kiilon illesztjiik feliiletekkel, egy ,,pontatlan” CAD modellt
kapunk. Kutatasunk célja ezen pontatlansagok kikiiszobolése volt oly médon, hogy kiilon-
b6z6 geometriai kényszereket vezettiink be, és feliiletcsoportokat illesztettiink egységesen
kényszerek figyelembevételével.

A dolgozatban bemutattunk egy robusztus mddszert kényszeres illesztésre. Kidolgoz-
tunk egy algoritmust, ahol a kényszerek megadasa nem a felhasznal6 feladata, hanem eze-
ket automatikusan fel lehet deriteni. Megoldast adtunk egyszeriibb ,,lokélis” kényszerektol
kezdve az Gsszetettebb, feliiletcsoportok kézott haté ,, globdlis” kényszerek kezelésére.

16. abra. Egy mért adatokbdl szarmazé szegmentdalt objektum

A 16. abra j6l szemlélteti a jovobeli célokat. Az itt lathaté 3D-s objektumnak szadmos
lényegi szimmetridja van, ezek nem teljes szimmetridk, egyes részek ezektol eltérhetnek.
A tovabbi tervek kozott szerepel, hogy az algoritmusainkat 3D-s kdrnyezetben altalano-
sitjuk. Fontos cél, hogy kiterjessziik az algoritmust szabadform4ji gorbékre és feliiletekre.
Szintén fontos lehet tovabbi Gsszetettebb kényszerek vizsgalata és felismerése, mint példaul
forgasszimmetridk, pontmintazatok stb.
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