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Abstract

The concept of a number system can be generalised by increasing the number of bases.
Number systems with more than one base are called simultaneous number systems. There
exist number systems of the Gaussian integers with two bases, and some results are known
about these systems. It is not hard to prove that there is no simultaneous number system
of the Gaussian integers with three bases, however we hope that such systems exist amongst
the algebraic integers of the Q[v/5] quadratic field.

It is possible to decide whether a given digit set and bases form a simultaneous number
system in this structure with the verification of a finite set of number-triplets. The problem
is that in the case of three bases, these sets are too large and checking every element takes
too much time to be practical.

The subject of this paper is the development of software which can check these sets in
acceptable times (parallelization, GPU computing), the description of the used algorithms,
and using the software to verify the existence of simultaneous number systems with three
bases.

The existence of simultaneous number systems with three bases was confirmed by the
finished software for some concrete choices of bases (both with dense and K-type digit sets).

If not the entire set is checked but only a fixed number of elements, we can conjec-
ture whether the examined system forms a simultaneous number system or not. With this
technique it became possible to check a large number of cases and map the results in the
neighbourhood of (0,0). The resulting graph shows similarity with the graph of the norm
function of the structure.



Kivonat

A szamrendszerfogalom egyik lehetséges altalanositasat kapjuk, ha az alapok szémat no-
veljiik. Ezeket a tobb alappal rendelkezd szamrendszereket szimultan szamrendszereknek
nevezziik. A Gauss-egészek korében léteznek szimultan szémrendszerek két alappal, és ezek-
kel kapcsolatban szamos eredmény ismert. Kénnyen beldthato, hogy 3 alappal nem létezik
szimultan szamrendszer a Gauss-egészek korében, azt reméljiik azonban, hogy Q[v/5] kvad-
ratikus test algebrai egészei kozott igen.

Ismert, hogy a vizsgalt strukturaban adott alapok és szamjegyhalmaz esetén egy véges
halmaz Gsszes elemének ellenérzésével eldonthets, hogy a rendszer szdmrendszert alkot-e. A
probléma, hogy 3 alap esetén hidba véges a vizsgalando halmaz, akkora, hogy tul sokaig tart
az ellenGrzése.

A dolgozat targya a vizsgalatot meggyorsité program kifejlesztése (parhuzamositas, GPU
felhasznalasa a szamitasokhoz), a program miikddésének bemutatésa, majd a programot
felhasznalva szamrendszerek létezésének ellenérzése adott alapokkal és szamjegyhalmaz-
konstrukciokkal.

A program segitségével két szamjegyhalmaz-konstrukeio (strid és K-tipust) esetén is si-
keriilt néhany alap-harmashoz tartozo halmazt teljesen atvizsgalni és megbizonyosodni arrol
hogy ezek valoban szimultan szamrendszert alkotnak.

Ha adott alapokhoz tartozo halmazbol véletlenszeriien valasztunk vizsgalandoé elemeket,
akkor a teljes halmaz atvizsgaldsa nélkiil is sejthetjiik, hogy a rendszer szimultdn szamrend-
szert alkot-e vagy sem. FEzen modszer segitségével sikeriilt a szamrendszert alkoté alapok
elhelyezkedését feltérképezni (0,0) kornyezetében, ami kapcsolatot mutat a struktaraban
értelmezett norma fiiggvénnyel.
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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Koszonetnyilvanitas

Ko6szonetet mondok Nagy Gabor témavezetémnek a probléma felvetéséért és témavezetsi
munkéajaért, amellyel lehet6vé tette dolgozatom elkészitését. Koszonet illeti még Vatai Emilt,
aki szamitogépet biztositott az elkésziilt program futtatésahoz.

1.2. Osszefoglalas

Dolgozatomban a Q[v/5] kvadratikus test algebrai egészei korében szimultan szamrendszerek
létezésével foglalkozom. A | hagyoményos” szamrendszerfogalom kiterjeszthets tetszGleges,
nullatol eltérs valos vagy akar komplex alapra is. A szamrendszerfogalom kiterjesztésének
egy masik modja tobb alap bevezetése. Ekkor kapjuk az tgynevezett szimultan szamrend-
szereket. Szamrendszerek nem csak a valos (vagy komplex) szamtestben, hanem szdmos més
struktiraban is értelmezhetsk. Ilyen példaul a Gauss-egészek gyftrtje, vagy a jelen dolgozat-
ban vizsgalt Og, 5 gytirt is (amely a Q[V/5] testbeli algebrai egészek gytirtje). Az altalano-
sitott szamrendszerekhez tobbféle szamjegyhalmaz-konstrukei6 is ismert (lasd példaul [1]),
ezek koziil részletesen a stri és a K-tipusi szdmjegyhalmazzal foglalkozom a dolgozatban.

Ahhoz, hogy egynél tobb alap szimultan szamrendszert alkosson, sziikséges, hogy kiilonb-
ségeik paronként egységek legyenek [1, 18. old.|. Ez kizéarja 3 alappal rendelkezé szimultan
szamrendszerek 1étezését a Gauss-egészek korében, de az Og, 5 gytrtiben nem. Tudjuk (lasd
3.1), hogy ebben a gytirtiben egy adott alap-harmasra és szamjegyhalmaz-konstrukciora veé-
ges sok elem vizsgalataval eldonthetd, hogy szimultan szamrendszert alkotnak-e. Azonban
a vizsgalando elemek szama olyan nagy, hogy eddig nem volt lehetséges egy ilyen halmazt
teljesen atvizsgalni.

A dolgozat keretében elkésziilt programmal lehetévé valt néhany (ha a kapott atvizsga-



land6 halmaz viszonylag kis méretii') esetben a teljes halmaz feldolgozasa. A masik vizsgalt
kérdés a megfelels (azaz szimultan szamrendszert alkot6) alapok elhelyezkedése. Ez esetben
nagy mennyiségl alap-harmast kell végignézni ezért teljes vizsgalatra nem volt lehetSség,
igy véletlenszerten valasztott elemek lettek ellenérizve. Mivel itt minden alap-hdrmasnal
nagy szamu véletlen elemet vizsgaltam, a kapott eredmények viszonylag erds sejtésnek te-
kinthet6k. FEz alapjan sikeriilt a megfelel§ alapok elhelyezkedését feltérképezni az origd
kornyezetében, amely kapcsolatot mutat az OQ[\/B} elemeire értelmezett norma fiiggvénnyel.
A vizsgalt alap-harmasokat tgy kaptam, hogy kivalasztottam az els§ alapot, majd ennek
koordinatait megfelelGen novelve illetve csokkentve allitottam el§ a masik két alapot (igy az
alapok kiilonbsége biztosan egység lesz). Ismert, hogy ha egy alap-harmas egy adott sorrend-
ben szimultan szamrendszert alkot, akkor ezek az alapok barmilyen més sorrendben véve is
szimultan szamrendszert alkotnak (lasd 3. tétel). Mivel igy az alap-harmasokat els6 elemiik
egyértelmtien meghatarozza, lehetévé valt elhelyezkedésiiknek a sikon vald abrazolasa.

A dolgozat 4 {6 részbdl all. Az elsé részben a legfontosabb felhasznalt matematikai
fogalmakat, definiciokat és tételeket ismertetem. Ezek megtalalhatoak a szakirodalomban,
de mivel elengedhetetlenek a dolgozat megértéséhez, ezért itt is megismétlem &ket. Ahol
lehetséges, példakat is adok a leirtak hasznéalatara. A mésodik rész szol a vizsgélt sejtésrdl
és a vizsgalat modszereirdl. A harmadik részben a program felépitését és miikodését mutatom
be. Itt taldlhato a program teljesitményével és helyességével kapcsolatos néhany megjegyzés
is. A negyedik részben az elért eredményeket ismertetem.

La  kis méreti” halmazok elemszama is millidrdos nagysagrendi
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2. fejezet

Fontos definiciok és tételek

2.1. Szamrendszerek egy alappal

A | szokésos” szamrendszer fogalmat formalizalhatjuk az aldbbi modon:

1. Definicidé. Legyen b eqy egynél nagyobb természetes szim. FEkkor tetszdleges t € R
szam felirhato t = i apb®f + i ab™ = (apa,_1...a1a9.c1co. .. )y alakban, ahol ay,c¢; €
{0,1,...,b—=1} (0 %Zz‘ <mn, ll:€1 NT). Ilyenkor b-t a szdmrendszer alapszimdnak (alapjd-

nak), az A ={0,1,... b — 1} halmazt pedig a szamrendszer szamjegyhalmazdinak nevezzik.

1. Példa. Legyen b = 7, a szamjegyhalmaz pedig A = {0,1,2,3,4,5,6}. Ekkor példdul a
11.71 szamot

L7 4474471467245 7°+3- 7' 4+4.7°46-7°45.7"+... =
= (14.4653);
alakban irhatjuk fel hetes szamrendszerben.

Ez a definici6 altaldnosithato. A szamrendszer alapszama nem kell, hogy természetes szam
legyen. Igy kaphatunk szamrendszereket valos ([4], [3]) vagy akér komplex alapszdmmal 5]
is, és az igy felirt szamokkal is el tudjuk végezni a szokasos miveleteket [7]. A szamrend-
szer alapszamatol fliggden a szamjegyhalmazt is valtoztatnunk kell, s6t, el6fordulhat, hogy
tobb szamjegyhalmaz-konstrukcié is megfelel6 egy adott alapszamhoz. Szamjegyhalmaz-
konstrukeciokrol késsbb részletesebben is frok. Szamrendszereket nem csak a valos (vagy
komplex) szamtesten értelmezhetiink, hanem szamos mas struktiaraban is.

2. Példa. Legyen b = —1+1i, a szamjegyhalmaz pedig A = {0,1}. Ekkor példdul a 3 szdmot
1o (=1+0)° +1- (=14 +0- (=144 +1- (=1+4)° =

5



= (1101)_14,
alakban irhatjuk.

Dolgozatomban a Q[\/g] kvadratikus test algebrai egészei altal alkotott gytirtiben foglalko-
zom szamrendszerekkel. A K kvadratikus testben az algebrai egészek gytrtjét Ok jeloli.
Példaul a Gauss-egészek gytirtje is ilyen gytrd (a Q[v/—1] test részgytirtije). Az Qo
strukturarol bévebben 2.4-ben irok. Az ilyen gytirtikben értelmezett szamrendszerdefinicio
is az el6z6 definicié altalanositasa, de mivel itt a gytri elemei egészek, ezért megkoveteljiik,
hogy minden elemnek legyen véges kifejtése.

2. Definicio. A (Z,A) pdrt ahol Z € Ok és A egy teljes maradékrendszer moduld Z szdm-

rendszernek nevezziik, ha minden z € Ok elem felirhaté z = > a;Z7 alakban. Z a szdm-
Jj=0
rendszer alapszama, A pedig a szdmjegyhalmaz.

Itt az alapszam és a szamjegyek is Ok elemei. Dolgozatomban a K = Q[v/5] esettel foglal-
kozom.

1. Megjegyzés. A tovdbbiakban Og /5 elemeit (a,b) jeldlésben irom, azaz az (1,w) bazist!

1+V5
2

haszndlom az elemek felirasira. Ez D =5 esetén az (1, ) bazist jelenti.

3. Példa. Tekintsiik az OQ[\/g] struktirat, az alap legyen (0,3). Az alaphoz tartozo K-tipusi
szamjegyhalmaz a kovetkezd:

A= {(_17 _2)7 (_17 _1)7 (_17 0)7 (07 _1>7 (07 0)7 (0a 1)7 (17 0)7 (17 1)7 (17 2)}
Irjuk fel az (5,2) szdmot ebben a szimrendszerben:

(57 2) = (_17 2) : (073)1 + (_17 _1) : (073)0 = ((_172)<_17 _1))(0,3)

2.2. Szimultan szamrendszerek

A szamrendszerfogalom egy tovabbi lehetséges altalanositasat kapjuk ha egynél tobb alapot
vesziink. FEzek az tgynevezett szimultan szamrendszerek. Az Ok gytrtikben a kévetkezs-
képpen definidlhatunk szimultan szamrendszereket:

3. Definicid. Legyen Zy,... ,Z, € Ox és A C Ok. (Z1,... ,Zy, A) szimultin szamrendszer
n darab alappal ha tetszdleges zq, ... , z, € Ok egészeknek létezik a kovetkezd véges kifejtése:

z1:a0+a1Z1—|—ang+...+aka

LAz algebrai egészekrdl és w definiciojarol lasd a kovetkezd alfejezetet.
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Zn, :a0+a1Zn+agZi+...+aka
ahol a; € A (0 <i < k).
Szimultan szamrendszerekrdl olvashatunk példaul [1]-ben és [8]-ban.

4. Példa. Tekintsik az OQ[\/g] struktirdt. Vilasszunk hdrom alapot, legyenek ezek (—1,3),
(0,3), (0,4). A szdmjegyhalmazt az alapok K-tipusi szamjegyhalmazai alapjian a késébbiekben
leirt modon dllitom eld. A jegyhalmaz nagy méretd (elemszdma az alapok normdinak szor-
zata), ezért az elemeit itt nem sorolom fel. Legyen a hdrom felirandoé szam (—5,2), (1, —4)

és (6,0). FEkkor:
(=5,2) = (0,—1) - (=1,3)" 4 (9,9) - (—1,3)% + (=26, —50) - (—1,3)°+

+(35,59) - (—1,3)* + (18,34) - (—1,3)> + (24,27) - (—1,3)*+
+(25,31) - (=1,3)" + (=38, —64) - (—1,3)"

(1,—4) = (0,—1) - (0,3)" +(9,9) - (0,3)® + (26, —50) - (0,3)°+
+(35,59) - (0,3)* + (18,34) - (0,3)% 4 (24, 27) - (0,3)>+
+(25,31) - (0,3)" + (—38,—64) - (0, 3)"

(6,0) = (0,—1)-(0,4)" +(9,9) - (0,4)® + (—26, —50) - (0,4)°+
+(35,59) - (0,4)* + (18,34) - (0,4)% + (24,27) - (0,4)*+
+(25,31) - (0,4)" + (=38, —64) - (0,4)°

Ldthato, hogy mindhdrom szdmjegysorozat megegyezik, igy sikerilt ebben a (—1,3), (0,3),
(0,4) alapok dltal alkotott rendszerben felirni a vdlasztott szamhdrmast. Ha ez a rendszer
valoban szimultdn szdmrendszer, akkor bdrmely hdrom szamot felirhatjuk az elébbi mddon.
Ennek a kérdésnek az eldontésével a dolgozat késdbbi részében foglalkozom.

1. Tétel. Ha (Zy,...,Z,, A) szimultdn szamrendszer akkor barmely két kilonbozd alap ki-
lonbsége eqység.

A tétel bizonyitasa megtalalhato 1, 18. old.]-ban. Mivel barmely két alap kiilonbsége egység,
igy az alapok paronként relativ primek. Ez alapjan kimondhatjuk a szimultdn szamrendsze-
rek szamjegyhalmazaira vonatkozo kovetkezs tételt:
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2. Tétel. Ha (Zy,...,%Z,, A) szimultin szamrendszer akkor A teljes maradékrendszer mo-
n
i=1
Mivel egy tetszbleges elemhez tartozo teljes maradékrendszer mérete megegyezik az elem
normajanak abszolutértékével, ezért a szamjegyhalmaz mérete az alapok normainak abszo-
lutértékeinek szorzataval fog megegyezni. Tudjuk, hogy a Gauss-egészek korében léteznek
szimultan szamrendszerek két alappal ([1]). Az el6bbi tétel kizarja ketténél tobb alappal
rendelkezd szimultan szamrendszerek létezését a Gauss-egészek koreben, de Og 5 gytirtiben
nem. Egyik célom éppen az ilyen, harom alappal ellatott OQ[ﬁ]—beli szamrendszerek 1étezé-
sének ellenérzése volt. Az ellendrizendd alap-harmasok meghatarozésanal a kovetkezd tétel
is fontos a felesleges szamolas elkeriiléséhez:

3. Tétel. Ha (Zy,...,7Z,, A) szimultan szdmrendszer akkor a Zy, ..., Z, alapok tetszdleges
permutdcidja is szimultdn szamrendszert alkot az A szdmjegyhalmazzal.

Szimultan szamrendszerek esetén felmeriil a megfelel§ szamjegyhalmaz meghatarozasanak
kérdése. Errdl a kovetkez§ alfejezetben irok.

2.3. Szimultan sziAmrendszerek szimjegyhalmazai

Szimultan szamrendszerek esetén a megfelel6 szamjegyhalmaz konstrukcidja nem nyilvan-
valo. To6bb nevezetes szdmjegyhalmaz-konstrukeié is ismert. Ilyen példaul a kanonikus, a
K-tipust [1, 25-28. old.| és a stri szamjegyhalmaz. Egy alap-n-es tobb szamjegyhalmaz-
konstrukcioval is szimultdn szamrendszert alkothat. Dolgozatomban a K-tipusi és a sird
szamjegyhalmaz esetével foglalkozom.

2.3.1. Stri szamjegyhalmaz

Adott Zy, ..., Z, alapokhoz tartozo stiri jegyhalmaz a teljes modulé [] Z; maradékrendszer
i=1
minden maradékosztalyabol azt az elemet tartalmazza, amelynek koordinata-abszolutérték
osszege a legkisebb. Elgallithato példaul ugy, hogy az origobdl (iires szamjegyhalmazzal)
indulva a sikot ,csigavonalban” jarjuk be, és minden lépésben megvizsgaljuk, hogy van-
e mar a szamjegyhalmazban az aktualis elemmel azonos maradékosztalyba tartozd elem
modul6é [] Z;. Ha nincs, akkor az elemet a szamjegyhalmazba helyezziik. Ezt az eljarast
i=1
addig folytatjuk, amig minden maradékosztalynak lesz reprezentansa a szamjegyhalmazban.

5. Péelda. Az Oq 5 gyiraben a (—1,3) alapszamhoz az
A= {(_17 _1)7 (_1’ 0)7 (_17 1)7 (07 _1)7 (07 O)’ (07 1)7 (17 _1)7 (17 O)a (17 1)7 (27 _1)7 (27 O)}
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sturd szamjegyhalmaz tartozik.

2.3.2. K-tipusu szamjegyhalmaz

A K-tipusu jegyhalmazt elGszor minden alapra kiilon-kiilon meghatarozzuk, aztan az igy
kapott jegyhalmazokat ,kombinéaljuk”.

4. Definicié. Legyen Z = a + bw € Ok algebrai 696’522_6’5 t = ||Z]|. Legyen ES’J) azon
d=k+Ilwe Ok (k1 €Z) elemek halmaza, amelyekre dZ = (k + lw)(a + b — bw) = r + sw
teljesiti a kovetkezdket:

(e,0) = (1,1) akkorr,s €] — £, %],
(e,0) = (—1,—1) akkorr,s € [-%, L],
e ha (g,0) = (=1,1) akkorr € [=5, 5[, s €] — £, 1],
(e,0) = (1,—1) akkorr €] — L L] s e [-% L.
Az igy kapott halmazokat nevezziik K-tipusi szdmjegyhalmazoknak.

Ez a definici6 egyben eljarast is ad egy adott elemhez tartozo K-tipusi jegyhalmaz meghaté-
rozasara. A szamjegyhalmaz elGallitasakor (e, d) értéket a négy lehetdség koziil tetszdlegesen
valaszthatjuk meg. FEgy adott z € Ok elemhez kozvetleniil meghatarozhatjuk, hogy mely
K-tipusi jegyhalmazbeli elemmel kongruens modulé Z. Errél 3.2.2-ben irok. K-tipusu szam-
jegyhalmazokrol tovabbi informacié talalhato [1]-ben és [9]-ben.

6. Példa. Az Oq 5 gyidrdben a (—1,3) alapszamhoz, (€,6)=(1,1) vdlasztdssal az
A= {(_17 _2)7 (_17 _1)7 <_17 0)7 (_17 1)7 (07 _1>7 (07 0)7 (07 1)7 (17 _1)7 (17 0)7 (17 1)7 (17 2)}
K-tipusi szamjegyhalmaz tartozik.

Miutan az egyes alapokra meghataroztuk a K-tipusi szamjegyhalmazokat, azokbol a kovet-
kez§ eljarassal allithatjuk el6 a ,kombinalt” szamjegyhalmazt:

5. Definicié. Legyen A, az n-edik alaphoz tartozo K-tipusiu jegyhalmaz. Ekkor az A ,kom-
bindlt” jegyhalmazt az

A(O) = U (A1 + CLZl)

a€Asz

AW = ) (A5 + aZy)
acA0)

2Az algebrai egészekrdl és w definicidjarsl lasd a kovetkezd alfejezetet.
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A = ) (Al +aZ)

aeA(nfii)

A= A2
elydardssal kapjuk meg.
Ha az alapok paronként vett kiilonbségei egységek (ez sziikséges feltétele annak, hogy az
alapok szimultan szamrendszert alkothassanak), az igy kapott szamjegyhalmaz teljes mara-
dékrendszert alkot modulo [] Z; (hiszen az alapok paronként relativ primek), tehat valoban

i=1
megfelel§ elemszami halmazt kaptunk.

2.4. A Q[v5] kvadratikus test és az algebrai egészek gyti-
riije ebben a testben

6. Definicié. Kvadratikus testnek a raciondlis test mdsodfoki bovitéseit mevezziik, azaz a
Q[V/D] testeket ahol D eqytdl kiilonbozé négyzetmentes egész.

7. Definicié. Egy Q[\/ﬁ] kvadratikus testbeli algebrai egészek gyirije az a + bw alaki ele-
VD  ha D=2 wvagy D=3 (mod 4)

kbol dll, ahol a,b € Z és w =
mekbdl dll, ahol a €es w %ﬁ ha D=1 (mod 4)

. A gyirit az

Ogvp) szimbdlummal jeldljik.
4. Tétel. Ha D > 0 akkor az OQ[\/E] gytriben végtelen sok egység van.

A tétel bizonyitasa megtalalhato [12, 64. old.|-ben.

A dolgozat hatralévs részében targyalt gytirtit a D = 5 valasztassal kapjuk (a Gauss-
egészek a D = —1 valasztassal allnak elg). Mas D értékkel kapott gytrtk vizsgalata is
lehetséges lenne (mint tudjuk, a Gauss-egészek korében léteznek szimultan szamrendszerek
[8]), ebben a dolgozatban azonban csak a D = 5 esettel foglalkozom.

8. Definici6. A Z € Oy 5 elem normdja Z 7, melynek jelélése || Z|| vagy N(Z). Az (a,b)
elem normdja igy N((a,b)) = a* + ab —b* € Z lesz.
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20

10

-10

2.1. dbra. Az N(z,y) = 22 + xy — y? norma fiiggvény. Sététebb szinhez nagyobb abszo-
latértékd fiiggvényérték tartozik.

A norma az abszolutérték altalanositasat jelenti. Fontos megjegyezni, hogy ebben a gytiriiben
a norma negativ is lehet. A 4. tétel szerint az Og 5 gy(lriiben végtelen sok egység van.
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3. fejezet

A vizsgalt probléma bemutatasa

3.1. Szimultan szamrendszerek 1étezése harom alappal és
az alap-harmasok elhelyezkedése (9@[ \/g]—ben

Sejtjiik, hogy (’)Q[\/g] gytrtiben léteznek szimultan szdmrendszerek 3 alappal, mind a stird,
mind a K-tipusu szamjegyhalmaz-konstrukci6 esetén. Abban az esetben, ha valoban léteznek
ilyen szamrendszerek, a megfelel (szamrendszert alkotd) alapok elhelyezkedése is érdekes
lehet. Ezeknek a kérdéseknek a vizsgélata a dolgozat targya.

Ha teljesiteni tudjuk a szimultan szdmrendszer definici6jat, azaz barmely 3 elemhez tu-
dunk egy kozos megfelels szamjegysorozatot talalni, akkor az adott alapok és jegyhalmaz
valoban szimultan szamrendszert alkotnak. Tekintsiik a (Z;, Z3, Z3,.A) rendszert. Mivel

3

a szamjegyhalmaz teljes maradékrendszert alkot moduld [] Z;, ezért barmely zj, zo,25 €
i=1
Ogyz) esetén egyértelmten létezik d € A szémjegy, hogy Zi|z1 — d &s Za|ze — d & Zs|z — d

is teljesiil, azaz:

d=z (mod Z;)
d=z (mod Z,)
d=z; (mod Zs)

Ez alapjan definidlhatjuk a J; : Ogr5 — Ogyz leképezéseket a Ji(z) = ”“"Z;id hozzarende-
lési szaballyal (ahol 1 < ¢ < 3). Ezeket a fiiggvényeket iterdlva megkaphatjuk a zq, 29, 23
(Ertelemszerl’ien z1-et Zq alap szerint irjuk fel, igy a J; fliggvény iteracidjaban z; lesz a kez-
déérték. A masik két szamhoz J, illetve J3 fliggvényeket hasznaljuk. A kapott szédmjegyek
(d) az elébb mondottak miatt mindharom fliggvény iteracidja soran meg fognak egyezni.
Belathato, hogy J; palyaja egy id6 utan periodikus lesz (lasd példaul [1, 4-5. old.], |9] vagy
[10]). Ez kétféleképpen lehetséges. Az egyik lehetdség, hogy JF(z;) = 0 valamely k € Nt
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esetén (itt, és a tovabbiakban is JF jeloli J; k-adik iteraltjat). Ilyenkor megkaptuk a megfe-
lels szamjegysorozatot, tehat zi, z9, 23 felirhato a 2y, Z5, Z3 alapok és A szamjegyhalmaz
segitségével. A masik lehetSség, hogy JF(z) = JF(z) # 0 valamely k,t € N* esetben,
azaz talaltunk egy nullatol eltérd periodikus elemet (az iteracios lépések kort alkotnak). A
nullat trividlis periodikus elemnek, a nullatol eltéré periodikus elemeket pedig nemtrivia-
lis periodikus elemnek nevezziik. Ha taldltunk egy nemtrivialis periodikus elemet, akkor
(Zy,Zy, Z3, A) nem szimultan szamrendszer, hiszen a vizsgalt szamharmasnak nincs olyan
soha nem éri el a nullat).

Latszik tehat, hogy annak eldontéséhez, hogy adott (Z;,Zs, Z3, A) rendszer valoban
szimultan szamrendszert alkot-e, minden zy, 29, z3 szamhérmast meg kellene vizsgalnunk,
hogy nem fordul-e el6 nemtrivialis periodikus elem az iteracié sordan. Ez végtelen sok eset
vizsgalatat jelentené. Szerencsére egy, a késSbbiekben ismertetett becslés miatt sok eset-
ben elég csak egy véges halmazt atvizsgalni. Néhany esetben a becslés nem hasznalhato,
ilyenkor nem tudjuk egy véges halmaz vizsgalataval megallapitani, hogy az adott rend-
szer valoban szamrendszer-e (arra van esélyiink, hogy megéallapitsuk, hogy az adott rend-
szer nem szamrendszer, hiszen ehhez elég egyetlen nemtrivialis periodikus elemet talalni).
A becsléssel a lehetséges periodikus elemek koordinatainak maximalis abszolutértékét ha-
tarozhatjuk meg!. Az elkésziilt program is az ezen korlatok altal meghatarozott halmaz
elemeit ellenérzi. Példaul ha az elsé két koordinatara kapott becslés 40, a masodik ketts-
re kapott becslés 60, az utolso kettére pedig 50, akkor a vizsgaland6 szamharmasok szama
81-81-121-121-101-101 = 1183550 343 921 (az els6 két koordinata —40 és 40 kozott valtozhat
stb.). Ha minden ilyen szamhéarmast sikeriilt felirni a rendszerben és nem talaltunk nem-
trivialis periodikus elemet akkor a vizsgalt rendszer valoban szimultan szdmrendszert alkot.
Lathato, hogy az atvizsgaland6 halmazok mérete igen nagy, ezért eddig nem volt megfeleld
program amely elfogadhat6 id6 alatt végig tudott volna ellendrizni egy ilyen halmazt. Az
egyik célom volt egy ilyen program elkészitése.

A vizsgélandd halmaz méretét a most kévetkezs eljarassal tudjuk meghatarozni adott
alapok és szamjegyhalmaz esetén:

Egy becslés segitségével meghatarozhatjuk a maximalis koordinata-abszolutértéket amely
J; fiiggvény iteracioja soran eléfordulhat. Legyen a vizsgalt alap Z; = (21, 2i2), az el6z6
iteracios lépés eredményét jelolje (aq, by ), az adott iteracios 1épéshez tartozo szamjegy legyen
(dy,ds), és legyen J;((a1,b1)) = (ag, by). Ekkor:

1 D 1 D 1 D
aq +Z)1+T\/_ = d1 +d2%_ + (CLQ‘FbQi—) 'Z1

2
1+vVD  a—di+ (b — do) =2

1+vD

as + bg
2 Zil T Zig—5

!'Harom alap esetén szamharmasokat vizsgalunk, igy Gsszesen 6 koordinita van.
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Zz’l—f—%ﬂL%\/ﬁ 21;1—1‘%2—%\/5

(al N dl)zil + (a1—g1)zz‘2 + (b1—d2)zi1  (bi—do)ziz (b1—Zz)2i2D

2 4
- 2 2'22 2 D +
zZi + j “+ Zi1%i2 — Zioq

(b1—d2)zi1 + (b1—do)ziz  (a1—di)ziz _ (b1—d2)zi2

2 4 2 4
P IZ]
(a1 —dy)zn + (a1 — dy)zio + (bl_f)zﬂ — (bl_ZZ)mD N VD41 (by —dy)zi — (a1 — dy)ziz
|1 Zi|] 2 1 Zi|]
Jelolje K a szamjegyek koordinatainak abszolatértékeinek maximumét (igy dy,dy €
[—K, K]), ¢ tegyiik fel, hogy a1,b1 € [—L,L]. Az O 5 gytrtt vizsgaljuk, tehat D = 5.
Ezeket a fentiekbe beirva a kovetkezdket kapjuk:

(K + L)|zi| + (K + L)|zin| + (K + L)z
11 Zil|]

I —

illetve
K+ L)|zal + (K 4 L)|zg|

(
I —
1 Zi]|]

Ezek megoldésai
K(|zin| + 2]22])

L, =
1 Zill] = |zi1] — 2|z
I_ K(|zin] + |2i2])
, =
N Zilll = |zi1] — |22

Legyen M = max{|L|,|Ls|}. Ekkor M-nél nagyobb koordinata nem fordulhat el6 a J; itera-
ci6 soran, periodikus elem koordinatajanak abszolutértéke pedig nem lehet nagyobb mint M.
Igy véges szamu elem vizsgalataval eldonthetd, hogy van-e nemtrivialis periodikus elem, azaz
szamrendszert alkot-e a vizsgélt rendszer. Két esetben azonban nem hasznélhat6 az elébbi
becslés. Az egyik lehetGség, hogy L vagy Lo meghatarozasakor a nevezében nullat kapunk,
és igy nem lehet M-et meghatarozni. Ilyenkor nem tudjuk egy véges halmaz vizsgalataval
eldonteni, hogy az adott rendszer szamrendszert alkot-e. (Persze nemtrivialis periodikus ele-
met talalhatunk, ekkor a rendszer biztosan nem alkot szamrendszert). A mésik problémaés
eset, amikor a nevezében negativ szamot kapunk. Ilyenkor ugyan ki tudjuk szamolni M-et,
de az eredmény nem lesz hasznélhato, el6fordulhat, hogy az iteracié elhagyja az igy kapott
vizsgaland6 halmazt.

Egy masik vizsgalt probléma az, hogy ha valéban léteznek szimultan szamrendszerek,
akkor a szamrendszert alkoto alapok hol helyezkednek el a sikon és van-e valami szabalyossag
az elhelyezkedésiikben. A kovetkezs alap-harmas konstrukcidkat vizsgaltam:
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a,b), (a+1,b), (a+1,b+1
a+1,b+1
3.

S

(a,0), ( ) ( )
(a,b), (a,b+1), ( )
(a,b), (a—1,b), (a—1,b+1)
4. (a,b), (a,b+1), (a—1,b+1)

Az els6 alap egyértelmiien meghatarozza a méasik kett6t, igy lehetséges az alapok elhelyezke-
désének két dimenzios sikon vald dbrézolésa egy hat dimenzios tér helyett. Mivel itt nagyon
sok alap-harmast kell megvizsgéalni, még a viszonylag gyors ellenérzéprogrammal sem volt
lehetséges minden esetben a teljes halmazt végignézni (és persze bizonyos esetekben nem
is tudunk a vizsgaland6 halmazra korlatokat meghatéarozni). Ezért itt minden halmazbdl
viszonylag nagy szamu, véletlenszertien valasztott elemet vizsgaltam. Amikor lehetséges volt
a becslést meghatarozni, akkor a becslés altal megadott halmazbol valasztottam az eleme-
ket, amikor nem, akkor véletlenszerti koordinatakat vettem. Ha a becslés hasznalhaté (azaz
nem all fenn az eléz6 alfejezetben irt két problémés egyike sem), akkor az iteracio addig
folytatodik, amig periodikus elemet nem talal a program. Ha a talalt periodikus elem nem
nulla, akkor tudjuk, hogy az adott rendszer nem alkot szamrendszert. Ha a becslés nem
hasznalhato, akkor elfordulhat, hogy az iteracié nagy szamu lépés utén sem all le, de is-
métléds elemet sem taldlunk. Ilyenkor egy adott 1épésszam utan a program megszakitja
az iteraciot, és ezt jelzi az eredmények kiirasakor (ezekben az esetekben valdszintleg nem
kapunk szamrendszert). Ha minden véletlenszerten valasztott vizsgalt elemet sikeriilt felirni
probléma nélkiil, akkor sejthetjiik, hogy a rendszer nagy valoszintiséggel szamrendszert alkot,
de biztosan nem allithatjuk ezt (hiszen ahhoz a teljes halmaz atvizsgalasa lenne sziikséges).

3.2. A hasznalt modszerek és algoritmusok bemutatasa

3.2.1. A szadmharmasok ellenérzésére hasznalt algoritmus

Az el6z6 fejezetekben leirtaknak megfelelGen a {6 feladat egy szamharmas adott alapok sze-
rinti felirdsanak minél gyorsabban Valc’) Végrehajtésa volt, kézben persze a nemtriviélis pe-

c stz

miikodik. Az iteraciod mlnden lépésében a
d=z (mod Z;)

d=z (mod Z)
d=z3 (mod Z3)
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kongruencia-rendszer megoldasahoz atlagosan % darab A-beli elemet kellene végigprobélni
(a szamjegyhalmaz minden elemét kiprobaljuk, amig meg nem talaljuk a megoldast), ami
jelentdsen lassitana az ellenérzést. Ezt elkeriilendd, gyorsabb ha a

di =2z (mod Z)

dy = 2z (mod Zy)
ds = z3 (mod Z3)

kongruencidkat oldjuk meg, tgy, hogy d; egy Z; szerinti teljes maradékrendszer egy ele-
me, dy és d3 pedig hasonléan 7y és Z3 szerinti teljes maradékrendszerek elemei. Z;, Z, és
Z3 paronként relativ primek, ezért di, do és dz egyértelmien meghatarozza A keresett ele-
mét (d-t). Mivel a Z; szerinti teljes maradékrendszer elemszama ||Z;||, mig A elemszama

1 Z1]] - || Z2]| - || Z3]||, igy jelentSs sebességnovekedés érhetd el, hiszen atlagosan |W|

elem végigprobalasa helyett eleg csupan |12 4 |12 | 120} elemet vegigprobalni. Mivel
még a vizsgélat elkezdése el6tt meg tudjuk hatarozni A-t és 7y, Z, illetve Z3 szerinti teljes
maradékrendszereket is (példaul az alapokhoz tartozo K-tipusu jegyhalmazok megfelelnek),
ezért tudunk olyan programkoédot generédlni, amely mér forditas el6tt rogzitve tartalmazza
azt, hogy egy adott di, ds, d3 harmashoz mely A-beli elem tartozik. Ez a megoldas barmi-
lyen szamjegyhalmaz-konstrukcié esetén miikddik. Elénye a szamitasok nagy sebessége és a
viszonylag egyszerd implementacio, hatranya az, hogy a szamjegyhalmaz-konstrukcioé vagy
alapok valtoztatdsdhoz a programot is tjra kell forditani. Errél részletesebben a 4.3.1. és

4.3.2 szakaszokban irok. Az implementaci6 egyszertisége miatt ez az algoritmus CPU-n és
GPU-n is hasznalhato.

3.2.2. Tovabbi optimizacié6 K-tipusi szamjegyhalmaz-konstrukcié
esetén

K-tipusi jegyhalmaz esetén dy, ds és d3 meghatarozasara kozvetlen modszert is ismeriink, ez
az alabbi:

Legyen D = 1+2*/5, Z; = (21, 2i2) = 21 + 22D (ekkor Z = 2z + zip — 2isD). Az a =

(a1,a9) = ay + as D szamhoz tartozé d = (dy, dy) = dy + do D K-tipusu jegyet keressiik.

ay + G,QD = (bl + sz)Z -+ dl + d2D

(a1 -+ GQD)Z = (bl + bQD)Z? + (dl + dQD)?
((Zl + UJQD)(Z“ + Zijg — ZZ'2D) = (bl + b2D>Z7 + (dl + ng)?

—01Zig + A22i1 + Q2Ziz A2Zi2 Dagzio N

5( Q221 | Q2% (2% (A1Z2  A2%2
2 4 4

2 2 4 2 4

) =

a1zi1ta1zip+
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bgt S th S

— bt + 2 2 520 2

it o V(4 )

Ebbél: ot
a1 z; a9 Z; S
122 221—(1221‘2:b1t+%+?"+§

a1z;1 +
és
A92;1 — A1%2;9 = bgt + s
A maésodik egyenletbdl azt kapjuk, hogy asz;1 — aj z;0-t t-vel maradékosan osztva (a maradék

5 és L kozotti) a hanyados by, a maradék pedig s. Az elsét atrendezve az

122 Q2% bot s
a1z + —Q92ig — — — = =bit+7r
1#41 92 9 2442 92 9 1
egyenletet kapjuk, ami alapjan a;2;; + 52 + “2% — agzi — % — 5-nek t-vel val6 maradékos

osztésa (a maradék _7’5 és % k6zotti) esetén a hanyados by a maradék pedig r. Ezek alapjan
méar meghatarozhatjuk di-et és do-t:

d1 + ng =a; + CLQD — (bl + bgD)Z

[lyenkor az el6z6 megoldés helyett gyorsabb az, hogy ha az el6bbi modszerrel kdzvetleniil
kiszamoljuk dy, dy és ds értékét, majd egy elére generédlt hash tablaban megkeressiik, hogy
az adott dy, do, d3 szdmokhoz mely A-beli érték tartozik. Itt fontos, hogy a hash tablaban
valo keresés nagyon gyors legyen, ezért egy tgynevezett tokéletes hash fiiggvényt ([2], [13])
hasznéalok, amelynek programkodjat a GNU gperf? program segitségével generdlom. Ez a
megoldés azért lehetséges, mert elére ismerjiik a vizsgalt alap-harmast és szamjegyhalmazt,
és ezek a vizsgélat sordn sem fognak valtozni. Sajnos az elére generalt kddrészek miatt az
alapok vagy szémjegyhalmaz-konstrukcio valtoztatasa esetén ebben az esetben is djra kell
forditani a programot, tovibba mivel a gperf nem tamogatja a GPU-ra valé kodgeneralést,
ez az optimizacié csak akkor miikddik ha a CPU-n futtatjuk a szamitasokat.

3.2.3. Nagy szamu alap részleges ellen6rzése véletlenszeri elemva-
lasztassal

Meg szeretnénk vizsgalni, hogy (0, 0) kdrnyezetében hol helyezkednek el azok az (a, b) szamok,
amelyek az 5.3-beli négy alap-harmas-konstrukci6 valamelyikével szimultan szamrendszert al-
kotnak. A vizsgalat modja megegyezik az el6bb ismertett algoritmussal, de mivel itt nem
egy alaphoz tartoz6 nagy mennyiségii szamharmast kell ellenérizni, hanem sok alap-harmas
esetén kell véletlenszertien valasztott, alap-harmasonként viszonylag kevés elemet ellenérizni,

Zhttps://www.gnu.org/software/gperf/
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igy a program tujraforditasa minden alap-harmas valtdsnal nem megoldhat6. Emiatt imple-
mentalni kellett az el6z6 algoritmust kodgeneralés nélkiil, futédsidében felépitett adatszerke-
zeteket hasznalva. Fz ugyan csokkentette az ellenérzés sebességét, de mivel itt az ellenérzott
elemek szama Osszességében joval kisebb volt ezért ez nem okozott problémat. Az origotol
tavolodva a szdmjegyhalmazok elemszéama azonban gyorsan né (hiszen a harom alap nor-
méainak szorzata adja meg a szamjegyhalmaz méretét), és ezzel egyiitt az eldallitasukhoz
sziikséges id6 és a tarolasukhoz sziikséges memoria is viszonylag hamar eléri azt a szintet
ahonnan mar nem volt lehetséges folytatni a szdmitasokat a rendelkezésre allo eréforrasokkal.
K-tipusi szamjegyhalmaz esetén a vizsgalt alap-hédrmasok szama ezres nagysagrendi, stird
jegyhalmaz esetén ennél is kevesebb. Ennek ellenére igy, viszonylag kevés adatbol is sikertilt
képet kapni a valdszintileg szimultan szamrendszert alkoto alapok elhelyezkedésérsl. A vizs-
galt (a,b) parokat az origobol indulva, ,csigavonalban” haladva kaptam, igy nagyjabol egy
origo koriili négyzetet sikeriilt feltérképezni. Célszert volt ezzel a modszerrel végighaladni az
alap-harmasokon, hiszen igy nagyjabol elmondhato, hogy a kisebb méret szamjegyhalmazo-
kat generalo alap-harmasok lesznek el6bb megvizsgalva (mert (0, 0)-t6l tavolodva az elemek
normaja tobbnyire névekszik, bar ez nem minden esetben van igy, lasd 8.), tehat igy tudtam
a lehetd legtobb alap-harmast megvizsgalni, illetve a vizsgalat altal lefedett teriiletben sem
voltak ,lyukak”.
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4. fejezet

A program tervezése, implementacidja és
hasznalata

4.1. A program tervezése, felhasznalt technologiak

A kittizott probléménak megfelelen az elkésziilt program két {6 feladata egy megadott hal-
maz minden elemének atvizsgalasa (itt az alapok és a szamjegyhalmaz rogzitett), illetve alap-
harmasok és a hozzajuk tartozo szamjegyhalmazok generdlasa, majd a vizsgalandé halmazok
meghatarozasa és adott szamu (a halmazokbol véletlenszertien valasztott) elem vizsgalata.

A program C-+-+ nyelven késziilt (a C++11 szabvany lehetGségeit kihasznalva). Az imp-
lementaciohoz a C++ nyelvet valasztottam, mert fontos volt, hogy az elkésziilt program
gyors legyen és akar alacsony szintd optimizéaciokra is legyen lehetéség. A C++411 szab-
vany lehetGségeit kihasznalva (példaul tobbszalusitas beépitett tamogatéasa) sikeriilt kiilss
fliggvénykonyvtarak hasznalata nélkiil elkésziteni a programot, igy nincs egy adott rendszer-
hez vagy kornyezethez kotve. A C-++ nyelv hasznalatanak héatranya volt, hogy a vizsgalt
gytirt elemeire vonatkozo miiveleteket (és az elemek abrazolasat is) az alapoktol kellett meg-
irni, szemben példaul egy matematikai programcsomag hasznalataval ahol ezekre beépitett
tamogatés talalhato. Ebbdl adoddéan azonban lehetdség volt kifejezetten a vizsgalt matema-
tikai struktirara optimizalni a miveleteket, és az igy elért gyorsulés fontosabb volt mint az
implementacié megkonnyitése.

Opcionalisan a GPU is felhasznalhato a szamitasokhoz, ennek a tAmogatasa az OpenCL!
szabvany segitségével lett megvalositva. Az OpenCL multiplatformos és gyértofiiggetlen,
ezért esett T4 a valasztas az NVIDIA CUDA? vagy mas gyartok hasonlé megoldésai helyett.

A nagyobb szamitasi teljesitmény érdekében a legtébb konfiguracios lehetéség forditési
id6ben allithato (C++ preprocesszor makrok segitségével), illetve a program ujraforditasa

Thttps:/ /www.khronos.org/opencl/
http://www.nvidia.com/object /cuda_home new.html
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sziikséges ha a vizsgalt alapokat vagy szamjegyhalmaz-konstrukciot valtoztatni szeretnénk
(részletekért lasd 4.3.1). Ez a program hasznélatdban kényelmetlenséget jelent, de bizonyos
esetekben jelentGsen noveli az elérhetd szamitési sebességet.

A K-tipustu jegyhalmaz esetén bekapcsolhaté optimizalt szamitasi mod hasznélatéhoz a
GNU gperf® segédprogramra is sziikség van a program forditasa soran.

A program parancssorban futtathato, a felhasznalé parancssori paraméterek formajéaban
adja meg a bemeneti adatokat (interaktiv mod nincs), az eredmények pedig a standard
kimenetre ir6dnak.

A program nem csak a fent emlitett két feladat elvégzésére hasznalhatd, hanem ehhez
kapcsolodoan képes az Og 5-beli, (1, 1*‘/5) bazisban felirt elemeket 6sszeadni, kivonni, szo-

2
rozni, oszthatosagot ellendrizni, osztani, normat szamolni, az (1, %5) és (1,1) bazisokbe-
li reprezentéaciok kozott valtani (lasd 4.3.2). Tovabba képes egy adott alap-harmashoz és
szamjegyhalmaz-konstrukciohoz meghatarozni a vizsgaland6 halmazt és a szamitasok soran
el6fordul6 miniméalis és maximalis értékeket is (lasd 3.1, 4.3.2), illetve kodgeneralasra bizo-
nyos optimizaciokhoz (lasd 4.3.1).

A program forraskodja elérhetd a https://github.com/prkc/tdk2014 cimen.

4.2. A program szerkezete

A program 5 nagy részre oszthato. A kovetkezs tablazatban talalhato a részek lefrasa és a
hozzajuk tartozé forrastijlok neve.

Programrész Forrasfajlok
Féprogram, input paraméterek feldolgo- | main.cpp

zéasa

Szaméabrazolas és miiveletek i s5.h, i sb.cpp

Szamjegyhalmazokhoz kapcsolodé mive- | digits s5.h, digits sb.cpp
letek

Szamok szamrendszerben valo felithatosé- | check 3base.h, check 3base.cpp,
ganak ellendrzése (CPU és GPU) check 3base.kernel,

check 3base rand.kernel,

check 3base.incl, check 3base gpu.incl,
perfect hash.h, perfect hash.cpp
Segédfiiggvények utils.h

4.1. tablazat. A program f6 részei

Ezen feliil a utils mappéban talalhatd az OpenCLInfo.cpp segédprogram, amely az adott
rendszeren az OpenCL-en keresztiil elérhetd hardverekrdl ad informaciot (ez az OpenCL-hez

3https://www.gnu.org/software /gperf/
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kapcsolodo konfiguracional lehet hasznos, lasd 4.3.1). Ez a program az ,OpenCL Program-
ming Guide” cimii konyvbdl [14] szarmazik, a kod lényegi valtoztatéas nélkiil lett atvéve). Az
alfejezet hatralévg részében a program el6bb felsorolt 5 részének felépitését ismertetem.

4.2.1. Féprogram, input paraméterek feldolgozasa

Itt talalhaté a main fiiggvény, amely a parancssori paraméterek feldolgozasat és a megfelels
szamitasok elinditasat majd az eredmények kiirasat végzi. Ezenkiviil még 3 darab segéd-
fiiggvény is ebben a részben talalhaté: a check és check_gpu fiiggvények méar kozvetleniil
a tényleges szamitast végzs fiiggvényekkel kommunikéilnak, a split_limits fiiggvény pedig
az atvizsgalando tartomanyt osztja fel részekre. Itt torténik a szamitéasok tobb szalra osztésa
is: n darab szal hasznalata esetén az atvizsgdland6 tartomanyt a split_limits fliggvény
n darab részre osztja (lehetGség szerint nagyjabol egyenld részekre), minden szal egy ilyen
részt vizsgal at. A szalakat a check és check_gpu fiiggvények inditjak el és kezelik, és vé-
giil ezek gytijtik Ossze a szalak eredményeit és irjak ki az Gsszesitett eredményt (és az eltelt
id6t). Ha a CPU-n futnak a szamitasok akkor a check fliggvényt hasznalja a program, GPU
esetén pedig a check_gpu fiiggvényt. Ezen két fiiggvény miikddése nagyjabol megegyezik,
abban térnek el, hogy GPU hasznalata esetén nem hagyomanyos szalak (thread), hanem
ugynevezett ,work-item”™-ek futnak, amelyek kezelését nem a program, hanem maga a GPU
végzi.

4.2.2. Szamabrazolas és miiveletek

A program két tipust hasznél O@[ 5 elemeinek abréazolasara. Az i_sb tipus egy (1, %‘F’)
bézisban felirt elemet tarol, ez egy egész szamokbol allo rendezett parként van megvalo-
sitva. A q_sb tipus ettSl annyiban tér el, hogy (1,1) béazisban téarolja az elemeket (valos
szamok rendezett parjaként (lebeg&pontos szamabrazolassal)). A szamitasok az i_s5 tipust
hasznaljak. Ennek oka az, hogy a szakirodalom alapjan az egészekkel végzett miiveletek
jelentGsen gyorsabbak mint a lebeg&pontos szamokkal végzettek (ez CPU és GPU esetén is
igaz, amit a sajat méréseim is megerdsitettek). Emiatt a programban ahol csak lehet egész
tipust hasznalok a szamitasokhoz (a GPU-n fut6 kodban is). Az egész tipus hasznalatanak
egyetlen hatranya, hogy osztas el6tt minden esetben ellendrizni kell, hogy az osztés valoban
elvégezhetd-e (az osztas eredménye is egész-¢), de ez a hasznélt algoritmusok megvalositasa
soran nem okoz problémat (ha nem tennénk meg az ellenérzést akkor a kerekités miatt hibas
eredményt kaphatnank).

Ezekben a fajlokban vannak megvalositva az Osszeadas, kivonas, szorzés, oszthatosig
ellendrzése (is_divisible), osztéas és norma meghatarozasa miveletek. A szamokat kiiro és

1+V5

az (1,~5%) és (1, 1) bazisok kozti atvaltast végzo fiiggvények is itt talalhatok.
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4.2.3. Szamjegyhalmazokhoz kapcsol6odé miiveletek

Itt taldlhatoak a szdmjegyhalmazok elGallitasara szolgdld fliggvények. A dense és a
k_type_combined nevi fiiggvények a stird illetve a K-tipusi kombinalt szdmjegyhalmazt
allitjak el6 tetszGleges szamu alapra. A k_type fliggvény egy alapra hatarozza meg a K-
tipust szamjegyhalmazt (a k_type_combined fiiggvény ezt a fiiggvényt hivja minden beme-
netként kapott alapra majd kombinélja az eredményeket). A szdmjegyhalmazok definicioja
és elgallitasuk leirasa megtalalhato a 2.3. részben.

A generate_bases fiiggvény a megadott kezdSpontbdl indulva, a sikot csigavonalban
bejarva elgallitja a forditaskor meghatarozott alaka alap-harmasokat (lasd 4.3.1.). A fiigg-
vény addig fut amig az elGéllitott alap-harmasok szama el nem éri a paraméterként megadott
mennyiséget,.

A digit_map_3base és a digit_map_3base_2 fiiggvények csak a visszatérési értékként
hasznalt adatszerkezet felépitésében kiilonboznek, mindkét fiiggvény ugyanazt a szamitast
végzi. Egy megadott tipusi szamjegyhalmazhoz és 3 alaphoz kiszamolnak egy 3 dimenzios
tablat, ahol a 3 alaphoz tartozo ,nagy” szamjegyhalmaz minden eleméhez az egyes alapok
szerinti K-tipusi szamjegyhalmazok megfelel6 elemei vannak rendelve. Azaz a kombinalt
szamjegyhalmaz minden elemét egy szdmharmas azonositja, ahol az els§ szadm az elsé alap
K-tipust jegyhalmazabol valasztott megfelels elem, a masodik szam a mésodik alap K-tipusi
jegyhalmazabol valasztott megfelel§ elem és igy tovabb. Lasd még 3.2.1.

4.2.4. Szamok felirhatésaganak ellendrzése

Ez a rész 4 fliggvénybdl all. Az egyes elemek felirhatosaganak tényleges ellendrzését a
check_3base, check_3base_gpu és a check_3base_multiple_bases fiiggvények végzik.

A get_limits fiiggvény egy adott alap-harmashoz és szamjegyhalmaz-konstrukciohoz
tartozo atvizsgalandoé halmaz korlatait (lasd 3.1) és a szamitasok soran lehetséges el6fordulo
minimalis és maximalis értékeket hatarozza meg. Ha ezek nem meghatarozhatok akkor tires
listaval tér vissza.

A check_3base, check_3base_gpu fliggvények ugyanazt a feladatot végzik (egy meg-
adott halmaz elemeinek felirhatosaganak ellendrzését), az elsé fiiggvény a CPU-t a masodik
a GPU-t hasznélja a szamitasokhoz. Egy elem vizsgilata a 3.2.1-ben leirtaknak megfelelGen
torténik. Ha az iteracio lépésszama meghalad egy kiiszobértéket (vagy nemtrivialis periodi-
kus elemet taldlunk), akkor a vizsgalt elem az eredményhalmazba keriil. Ures eredményhal-
maz esetén az Osszes vizsgalt elem felirhaté az adott rendszerben. A program futésa végén
kiirja a kapott eredményhalmazt. Bizonyos, ezekhez a fliggvényekhez kapcsolodo beallitasok
csak CPU hasznélatakor érhetsk el. Ezek a kovetkezdsk:

e Vizsgalandé elemek fajlbol vald beolvasésa.
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e Az iteraci6 csak akkor érjen véget ha elértiik a nullat vagy talaltunk egy nemtrivialis
periodikus elemet (azaz nincs kiiszobérték a lépésszamra).

e Minden iteracids 1épés részletes kiirasa.
e K-tipust szamjegyhalmaz esetén tovabbi optimizacio (gperf sziikséges).
A kovetkezs beallitasok CPU-ra és GPU-ra is elérhetdk:

e A teljes halmaz helyett csak megadott szamu, a halmazbol véletlenszertien valasztott
elem vizsgalata.

e Az eredményhalmaz méretének korlatozéasa (ha az eredményhalmaz mérete meghaladja
a korlatot, a program futésa megszakad).

A check_3base és check_3base_gpu fiiggvényekben  keriilnek  felhaszna-
lasra a check_3base.incl, check_3base_gpu.incl, check_3base.kernel,
check_3base_rand.kernel fajlok is. Az .incl Kkiterjesztési fajlok egy adott alap-
harmashoz és szamjegyhalmazhoz generalt kodot tartalmaznak és a forditas soréan keriilnek
besztréasra a megfelels fiiggvények torzsébe (ez az optimizéacié miatt sziikséges, lasd 3.2.1.).
Az .incl kiterjesztést fajlok pedig a kozvetleniil a GPU-n futo kodot tartalmazzék (ezek
nem C-+-+, hanem OpenCL C* nyelven vannak irva, és nem a programmal egyiitt, hanem
kézvetlenill a szamitasok elinditasa el6tt, a GPU-n fordulnak).

A check_3base_multiple_bases fliggvény bemenetként az ellenérizendd alap-harmasok
szamat, a szamjegyhalmaz-konstrukcio tipusat és a véletlenszertien vizsgalt elemek szamat
kapja. Opcionalisan megadhatjuk, hogy mely alap-harmastol kezdje a vizsgalatot (hasznos
ha valamiért megszakadt a vizsgalat és folytatni szeretnénk). A fliggvény futésa soran a
generate_bases (lasd 4.2.3.) fliggvény segitségével eldallit megadott szamu alap-harmast,
majd minden alap-harmashoz elGéllitja a hozzé tartozo szamjegyhalmazt is. Tovabba minden
ilyen rendszerhez kiszdmolja a vizsgalandé halmaz méretét (ha ez meghatérozhato). Ezutéan
vesz megadott szamu véletlenszertien valasztott elemet a vizsgidlandé halmazbol (vagy ha
a halmaz nem meghatarozhat6 akkor véletlenszertien generalt elemeket) és elvégzi ezekre a
vizsgalatot. Ha talal olyan elemet, amely nem irhato fel ezekkel az alapokkal és jegyhalmaz-
zal, akkor a kovetkezd forméaja sort irja ki:
abcfalsedefghijklm
ahol a, b, ¢ a vizsgalt alap-héarmas, d, e, f az a hdrom szdm amit nem sikeriilt felirni a
rendszerben, g, h, ¢ pedig az iterdcié megszakitasa el6tt kapott utolsé szamharmas. 7 0 vagy
1 lehet attol fliggGen, hogy az iterdcié azért szakadt meg mert nemtrivialis periodikus elemet
talaltunk (0) vagy mert az iteraci6 soran tulléptiink egy elére megadott 1épésszamot (1). Ha
7 értéke 0, akkor g, h, i a talalt nemtrividlis periodikus elem. Az utolsé harom szém pedig a

4https:/ /www.khronos.org/registry /cl/specs/opencl-2.0-openclc.pdf
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vizsgalt halmazt meghatarozo becslés eredményei az 1.-2., 3.-4. és 5.-6. koordinatékra (lasd
3.1.). Ha a becslés nem hatarozhaté meg (mert nulléaval kellene osztani a képletben), akkor
az utols6 harom szam helyett a program a no_limit sztringet irja a sor végére. Ha minden
elemet sikeriilt felirni (tehat gy tinik a rendszer valoban szamrendszert alkot), akkor a
kimenet

abctruedef

forméaju ahol a, b, ¢ a vizsgélt alap-harmas, d, e és f pedig a becslés eredménye az el6zGek-
ben leirtaknak megfelelsen. Igy tehat ha Gsszesen n darab alapot vizsgalunk, a kimenet n
soros lesz, ahol minden sor az el6z6 két valtozat valamelyike. Ez a fliggvény csak CPU-n és
csak egy szalon hasznalhaté. A fliggvény miikodésének elméleti hattere a 3.2.3. szakaszban
talalhato.

4.2.5. Segédfiiggvények

Egyetlen forrasfajl, a utils.h tartozik ide. Ebben a Timer osztéily definicija talalhato,
amelyet a program a szamitasok elinditasa és befejezése kozt eltelt id6 méréséhez hasznal. Az
eltelt id6 nagy pontossagi mérését a C++11-ben tjdonsagként megjelent <chrono> header
teszi lehetdve.

4.3. A program forditasa és hasznalata

A kovetkezS részben bemutatom a program forditdsanak modjat és a leforditott prog-
ram lehetséges paraméterezéseit. Egy adott paraméterezéssel ugy futtathatjuk a prog-
ramot, hogy a végrehajtdo &allomanyt tartalmazé konyvtarba lépiink, majd kiadjuk a
W4 sael-salinia VM LRl ANANd vagy mas rendszereken az ezzel ekvivalens parancsot.

4.3.1. Forditas

Forditas el6tt érdemes modositani a program futésat befolyésoldo opcidkat, ezek a
check_3base.h fajlban talalhatok. Az opcidkat a megfelel6 sor kikommentezésé-
vel lehet letiltani, illetve a kommentjelek eltavolitasaval tjra engedélyezni. Ha
az opcid neve utan egy szam 4all, akkor ott csak a szam modositdsdra van le-
het6ség, az opci6 nem letilthatdo (ne kommentezziik kil). A leforditott program-
ban ezek az értékek méar nem valtoztathatok, a valtoztatasukhoz a program tjra-
forditasa sziikséges. A hasznalhat6 opcidkat a kovetkezs tablazat foglalja Gssze:
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Opci6 neve

Magyarazat

MAX_ITERATION_STEPS N

Egy elem vizsgalata soran az iterdcié maximalis 1épésszama. Ha NV
iteracios lépés utan sem nulla az eredmény, az elem hozzaadodik az
eredményhalmazhoz és a kivetkezs elem vizsgalataval folytatodik
a program futésa.

MAX_RESULT_SIZE N

Az eredményhalmaz maximéalis megengedett elemszama.

GPU_WORKITEM_COUNT N

A GPU-n parhuzamosan futé ,work-item”-ek szama. Optimaélis
értéke a hasznalt GPU tipusatol fiigg.

K_TYPE_OPTIMIZATION

K-tipusu szdmjegyhalmaz hasznélata esetén bekapcsolhatd extra
optimizéacié (lasd 3.2.2). Ha be van kapcsolva, a leforditott prog-
ram csak K-tipustu jegyhalmazokkal tud majd dolgozni. Csak a
CPU-t hasznal6 szamitasokra van hatéssal.

PRINT_ITERATION_STEPS

Minden iteracios 1épés kiirasa minden elemre. Csak a CPU-t hasz-
nalé szamitasokra van hatéassal.

FULL_CHECK

Ha engedélyezve van, az iteracié csak akkor szakad meg ha peri-
odikus elemet talaltunk (nincs korlat a maximalis lépésszamra).
Csak a CPU-t hasznalo szamitasokra van hatéassal.

ENABLE_RANDOM

Nem a teljes halmazt vizsgélja, hanem el6ére megadott szami,
a halmazbol véletlenszertien valasztott elemet. Ha engedélyezve
van, a leforditott program csak ilyen moédban képes futni, a teljes
halmaz &atvizsgalasara nincs lehetdség. Nem hasznéalhato egyiitt
az ENABLE_INPUT_FILE beallitassal.

ENABLE_INPUT_FILE

A vizsgalando elemeket fajlbol olvassa be. Csak a CPU-t hasz-
nalé szdmitasokra van hatassal. Nem hasznalhato egylitt az
ENABLE_RANDOM beéllitassal.

ENABLE_GPU

A GPU hasznalatanak engedélyezése. Ha engedélyezve van, a
program forditasahoz sziikséges, hogy a rendszer tamogassa az
OpenCL-t (és a megfelel6 OpenCL header fajlok megtalalhatoak
legyenek).

CHECK_MAX_RESULT_SIZE

Ha engedélyezve van, a program minden elem vizsgalata utan el-
lenérzi, hogy elérte-e az eredményhalmaz a maximalis elemsza-
mot, és ha igen akkor a futds megszakad. Ha nincs engedélyezve,
a MAX_RESULT_SIZE beallitasnak sincs hatéasa.

BASE_TYPE N

N értéke 0, 1, 2 vagy 3 lehet. Meghatarozza, hogy az alap-
harmasok generéalasakor mely alap-harmas konstrukciét hasznalja
a program (lasd 3.1., a 0, 1, 2, 3 értékek az ottani 1-es, 2-es, 3-as
és 4-es konstrukcioknak felelnek meg).

4.2. tablazat. Forditasi opcidk
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A konfiguréici6é utéan a program kényvtaraba lépve a

-Wno-missing-field-initializers -Wno-write-strings -o programneve
vagy ekvivalens paranccsal lefordithaté a program. Az -10penCL kapcsold csak akkor sziik-
séges, ha az ENABLE_GPU opci6 engedélyezve van. Az igy kapott program legtébb funkcidja
még nem hasznélhato, ahhoz tovabbi fajlok generalasa majd a program tujraforditasa sziik-
séges. Ha sem a GPU hasznalatat, sem a K-tipust jegyhalmazokhoz val6 extra optimizaciot
nem engedélyeztiik, akkor a

./programneve generate_digit_check digil_type --base a; as

--base b; by --base c¢; ¢ > check_3base.incl
parancs kiadasara van sziikség. Itt digit type lehet k_type vagy dense. Harom --base
paraméter megadasa sziikséges, ahol (a1, az), (b1, bs), (c1,¢c2) a harom alapot jelenti (1, %5)
bézisban felirva. Ha a GPU hasznalata engedélyezve lett, akkor még egy

./programneve generate_digit_check_gpu digit_type --base a; as

--base b; by --base c¢; ¢y > check_3base_gpu.incl
parancs kiadéasara is sziikség van, ahol a paraméterezés az el6z6 parancséval egyezik meg.
Ha még a K-tipusu jegyhalmazhoz tartozé extra optimizaciot is engedélyeztiik (lasd 3.2.2.)
akkor sziikséges még a gperf segédprogram hasznalata is. Ehhez elGszor ki kell adni a
./programneve generate_gperf_k_type_input digit_type --base a; a

--base b; by --base c; ¢z > input.txt

parancsot. A paraméterezés itt is az el6bbi hasonlé parancsokéval egyezik meg. Ezt koveti
a gperf futtatasa:

Az igy  kapott output.txt fajlban  taldlhat6 a Perfect_Hash::hash és
Perfect_Hash::in_word_set filiggvények definicioja. A két fiiggvénydefiniciot moz-
gassuk a perfect_hash.cpp fajlba (irjuk feliil a mar esetlegesen ottlévd ugyanilyen nevi
fiiggvénydefiniciokat). A kimeneti fajl maradék részét (a deklardciokat) pedig mozgas-
suk a perfect_hash.h fajlba (szintén irjuk feliil az esetlegesen mar ott talalhato, régi
deklaraciokat).

Ezek utéan a program 1jboli leforditasaval (a forditoprogram paraméterezése ugyanaz mint
az el6bb) méar egy teljes értéki, miikods programot kapunk. Azonban szamjegyhalmaz vagy
alap-harmas valtéasakor ezeket a lépéseket tjra el kell végezni, a programot pedig tjra kell
forditani. Erre a bonyolult forditési folyamatra a szamitasi sebesség maximalizalédsa érde-
kében van sziikség. Sokkal gyorsabb kodot eredményez, ha bizonyos értékeket (példaul az
alapokat és a szamjegyhalmazt) mar forditas el6tt ismeriink.
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4.3.2. Hasznalat

A program futtatasahoz sziikséges RAM mennyisége az éppen hasznalt szamjegyhalmaz
méretétdl fiigg. Ez lehet par megabajt vagy akar tobb gigabdjt is.

Alapmiiveletek (’)@[ v5) elemeivel

Az (a,b) és (c,d), (1, 1+2\/5) bazisban felirt elemek osszegének meghatarozasa a program ko-

vetkez6 paraméterezésével lehetséges:

A kivonés, szorzas, oszthatésag ellendrzése és osztas miveletek is ennek megfelelGen mi-
kodnek, a fenti paraméterezésben az add helyére rendre a sub, mul, is_divisible és div
utasitasok keriilnek. A norma és a bazisok kozti atvaltas csak egy szamot var paraméterként,
azaz példaul az (a,b) szdmot (1, #) béazisbol (1,1) bazisba a

paraméterezéssel valthatjuk. A forditott iranya valtés az i_s5_to_q_sb utasitassal lehetsé-
ges, a norma a norm utasitassal szamolhato.

Jegyhalmazok generalasa

Szamjegyhalmazok a kovetkezs paraméterezéssel hatarozhatok meg:
digits digit_type --base a b --base c d

[tt a --base paraméterek szama tetszéleges lehet, és minden ilyen paraméter egy (a,b)
koordinataju, (1, 1+2\/5) bazisbeli alapot jelol. digit_type helyére k_type, k_type_combined
vagy dense keriilhet. Az elsG esetben minden alaphoz kiilon szdmolodik K-tipusi jegyhalmaz,
a mésodik esetben csak az alapokhoz tartozé kombinalt K-tipust jegyhalmaz lesz kiszamolva,

a harmadik esetben pedig az alapokhoz tartozo stri jegyhalmaz keriil meghatarozasra.

Egy alap-harmas halmazanak teljes ellenérzése

Egy alap-harmas halmazanak teljes ellenérzése a
check digit_type --base a; as

a9 +1

min “<mazx

--base b; by --base ¢; ¢ --1limit a,
--limit b

--limit ¢

a1,,,,+1 --limit as

min

+1 ——11H11t me;’n b2mu..l'+1

min  °lmaz
in Clpas ¥l --limit cg , ¢9,,..71 -cpu-threads n

tehets meg, ahol digit type értéke lehet k_type vagy dense (ezt meghatarozza az, hogy mi-
lyen beallitasokkal forditottuk a programot). A 3 darab --base paraméter az alapokat adja
meg az el6zGekben leirtakkal azonos moédon, a 6 darab --1limit paraméter pedig a vizsga-
lando6 halmazt hatérozza meg (lasd 3.1). Az els6 --1imit paraméter az els§ alaphoz tartozo

els6 koordinatara vonatkozik, a masodik az els§ alap mésodik koordinatajara, a harmadik
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a masodik alap els6 koordinatajara és igy tovabb. A limitek megadasanal figyeljiink arra,
hogy maximumként a kivant értéknél eggyel nagyobb szamot kell megadni (mint ahogy az
a fenti paraméterezésben is lathato). Ha a szamitasokhoz a GPU-t szeretnénk hasznélni (és
ez a forditas soran engedélyezve lett), check helyett check_gpu irand6 a fenti parancsba.
[lyenkor a --cpu-threads paraméter elhagyhato. Az atvizsgalando halmazt leiré korlatokat
(ha meghatéarozhatok, lasd 3.1.) és a szamjegyek illetve alapok koordinatainak abszolutérté-
keinek maximumat a

get_limits digit_type --base a; ay --base b; by --base c¢; ¢

paraméterezéssel kaphatjuk meg. Itt digit type értékét az el6zGekben leirtak szerint kell
megadni. Ezen értékek ismeretében el tudjuk dénteni, hogy a hasznalt adattipusban minden
eredmény abrazolhato-e, és igy elkeriilhetjiik a tul- vagy alulcsordulas veszélyét (lasd 5.1.).
Ha a korlatok nem meghatarozhatok, akkor a kimenet iires lesz.

Ha a szamitasokhoz a CPU-t hasznéaljuk, és forditaskor bekapcsoltuk a fajlbol valo beolvasést,
akkor még egy --input-filename fajlneve paramétert is meg kell adni. Ha forditaskor en-
gedélyeztiik az ENABLE_RANDOM opci6t, akkor meg kell adni egy --random n paramétert is,
ahol n az ellenérizendd elemek szédmat jelenti. Ezen forditasi opcidk engedélyezése esetén a
paraméterek megadasara mindenképp sziikség van, a program kizarolag bemeneti fajllal illet-
ve véletlenszerd elemek vizsgalataval tud miikodni, egy korlatokkal megadott teljes halmaz
atvizsgalasara nincs lehetéség, ahhoz a program ujraforditasa sziikséges.

A program az ellenérzés soran nem fog kimenetet adni, az eredményhalmaz elemeit (azaz a
rendszerben nem felirhat6 szamharmasokat) egyszerre, a vizsgalat végén irja ki a vizsgalat
kezdete és vége kozt eltelt idGvel egyiitt.

To6bb alap-harmas ellenérzése (véletlenszeri elemvalasztas)

A sziikséges paraméterezés:

check_multiple digit_type --random n --base-count m

ahol digit_type helyére k_type vagy dense kertilhet, n megadja hogy az egyes alap-
harmasok vizsgalatakor hany véletlenszerten valasztott elemet kell ellenérizni, m pedig a
vizsgalt alap-harmasok szamat hatérozza meg. A vizsgalt alap-hdrmasok (0, 0)-t6l indulva
a 3.2.3. részben leirtak szerint lesznek meghatarozva. Ha a program futésa valamiért meg-
szakadt, és az utolso kiirt alap-harmas els6 alapja (a, b) volt, akkor a

check_multiple digit_type --random n --base-count m --continue a b
paraméterezéssel folytathatd a vizsgalat.

Egyéb funkciok

Adott halmaz feldarabolasa n egyenld részre a kovetkezd paraméterezéssel lehetséges:
split_limits --limit a3 ay,,.Tl--1limit a9 +1 --cpu-threads n

max “min

a9

mazx

min

[tt nem muszaj pont kettd darab korlatot megadni, a korlatok szama tetszéleges lehet (de
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legalabb egy). Példaul harom alap esetén a vizsgalt halmazt hat korlat adja meg (a hat
koordinatara). Fontos, hogy a program csak akkor tudja n részre osztani a halmazt, ha a
korlatok kozott van legalabb egy olyan, hogy a maximum és minimum kiilénbsége legalabb
n.

4.4. Tesztelés, helyesség

A szokésos tesztelésen és hibajavitasokon kiviil a program jellegébdl adéddan néhany tovabbi
fontos kérdésre is valaszt kellett adni az éles hasznalat el6tt. Ezek a kovetkezdk:

e A programban végzett szamitasok eredménye valoban minden esetben helyes-e?

e Képes-e a program napokig vagy akar hetekig futni hibak és névekvé memoriahasznélat
nélkiil?

o A futasidd valoban a kittizott szamitasokkal telik, nem tolt el id6t feleslegesen mas
dolgokkal a program?

A helyességet két szempontbdl is vizsgaltam: a képletek jol vannak-e leprogramozva és jo
eredményeket adnak-e, illetve torténhet-e hibas eredményre vezets til- vagy alulcsordulas a
szamitasok soran. A képletek és szamitasok helyességét konkrét példak végigszamolasaval és
az eredmények Osszevetésével ellendriztem, a tilcsordulas ellenérzése azonban mar nehezebb.
Ha a programban beépitett ellenérzések lennének, amelyek még a miiveletek végrehajtésa
el6tt megallapitjak, hogy torténhet-e tulcsordulas akkor a szamitasi sebesség jelentGsen csok-
kenne. Szerencsére pontosan ismert, hogy a program milyen miiveleteket végez a bemene-
tekkel és az ellenérzé algoritmus minden lépésének eredményének koordinatéira is tudunk
felss korlatot adni (lasd 3.1.), igy minden bemenethez kiszamolhat6, hogy a mitiveletek so-
ran melyik a minimalis és maximalis érték ami még megjelenhet a programban. Ha ezeket
az értékeket el tudjuk tarolni a hasznalt adattipusban (alapértelmezetten int) akkor nem
fordul el6 tul- vagy alulcsorduléds. A maximaélis és minimélis érték meghatarozasahoz az 5.
fejezetben talalhatok becslések.

A maésodik kérdés megvalaszolasahoz meg kellett vizsgalni, hogy nem torténik-e memoriaszi-
vargés a program futasa soran. Mivel a pointerek hasznalatat az implementacié sordn ahol
csak lehet keriiltem, igy a Valgrind® segitségével nem volt nehéz meggy6zédni arrél, hogy
valéban nincs memoriaszivargas. Ezt kés6bb a program hosszabb ideig torténd futtatasa is
megerdsitette.

A harmadik kérdés eldontéséhez a Callgrind® nevd Valgrind modult hasznéaltam, amely a
program futasa kézben gytijt informaciot arrol, hogy melyik fiiggvény végrehajtésaval mennyi

Shttp://valgrind.org/
Shttp://valgrind.org/docs/manual /cl-manual.html
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id6t tolt a program. A program az elvardsoknak megfelelen a futasidé majdnem” egészét
szamitasokkal toltotte. Ez az eszkdz a szamitasok optimizalasahoz is segitséget nytujt, mert
konnyen kideritheté hogy mely miiveletek igénylik a legtobb id6t (ezeket érdemes optimizal-
ni).

4.5. Tapasztalatok

Ebben a szakaszban konkrét futasidék és mérési eredmények szerepelnek. Minden eredményt
egy Intel Core 2 Quad Q9505 (2.83GHz) négy magos processzorral és 8 GB RAM-mal ellatott
gépen mértem. A szamitédsokat a CPU-n futtattam, 4 szal hasznalatéaval. A programot gec
4.9.1-gyel, -02 optimizacios beéllitassal forditottam. A GPU-n futtatott szamitasokhoz egy
NVIDIA GeForce GTX 660 grafikus kartyat hasznaltam. Ahol ezektdl eltértem, azt kilon
jelzem.

Mivel a sebességet jelentGsen befolyasolja az alapok és a szamjegyhalmaz-konstrukcié va-
lasztéasa, tovabba a hasznalt hardver és a forditoprogram paraméterezése is, ezért a most
kovetkez6 adatok inkabb csak arra szolgalnak, hogy képet kapjunk egy ,atlagos” esetrdl,
pontos mérésnek ezek nem tekinthetdk (a valos értékek minden inputra véaltoznak).

4.5.1. Szamitasok sebessége

Alap algoritmus | Optimizacié K-tipusa jegyhalmazra
CPU ~ 3,3 millio 2,3-3,4 milli6
GPU ~ 3,4 millio Nem tamogatott
CPU és GPU | 2,1-3,5 millio Nem tamogatott

4.3. tablazat. Egy masodperc alatt ellenérzott szamharmasok szama, 4 szal (CPU) / 5120
work-item (GPU)

A szamitéasok sebessége fiigg a szamjegyhalmaztol és az alapoktol is. A fenti méréseket ezért
azonos szamjegyhalmazokkal és alapokkal végeztem, néhany tipikus vizsgalt esetet vettem
alapul.

A hasznélt konfiguracioval a GPU valamivel gyorsabbnak bizonyult a processzornél, de az
eltérés nem elég nagy ahhoz, hogy érdemes legyen kizarolag a GPU-t hasznalni (a GPU
hasznalata nehézkesebb, és par bedllités illetve a K-tipusa szamjegyhalmaz esetén hasznalt
extra optimizaci6 csak CPU-ra érhets el: lasd 4.3.1. és 3.2.2.). Nagyobb teljesitmény
vagy tobb videokartya esetén azonban lehetséges, hogy érdemesebb GPU-t hasznalni CPU
helyett. A CPU és GPU egyszerre torténé hasznalatat nem tamogatja a program, dm ez
kikeriilheté ha az inputot megfelezziik, majd a programot két példényban inditjuk el, ahol
az egyik példany a CPU-t a masik a GPU-t hasznalja (a fenti tablazathoz is ezt a modszert
hasznéltam).

"Az inicializalast és 1/O-t leszdmitva
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A K-tipusi jegyhalmaz esetén hasznalt optimizacié hatékonysiga nagy mértékben fiigg a
szamjegyhalmaz méretétsl. Minél nagyobb a szamjegyhalmaz, annal hatékonyabb ezt hasz-
nalni az alap algoritmus helyett.

A CPU és GPU péarhuzamos hasznélatakor a programot két példanyban kell inditani. Az
egyik példiny a CPU-t, a masik a GPU-t hasznalja. Mivel a GPU-t hasznalé példanynak
is sziiksége van CPU erdforrasokra (a GPU hasznéalatanak iitemezéséhez), ezért a CPU-t
hasznalé példany kevesebb eréforrashoz jut, s igy lassabb lesz. Osszeségében a két példany
parhuzamos futtatésaval elérhets sebességnovekedés nem jelentds.

Sok alap-harmas részleges ellenérzésekor a futésidét nagyban befolyasolja, hogy az ellenérzott
alap-harmasokhoz mekkora szamjegyhalmazok tartoznak. Az els6 ezer darab alap-harmas
ellendrzéséhez (a kordbban ismertetett alap-harmas konstrukciokkal, minden alap-harmas
esetén tizezer, véletlenszertien vélasztott elemmel) koriilbelil 24-36 ora sziikséges K-tipust
jegyhalmaz-konstrukcié hasznalata esetén. Ugyanennyi idé alatt nagyjabol 180 darab alap-
harmas ellenérizhetd, ha a stird jegyhalmaz-konstrukciot hasznéljuk. Ezen szamitasok soran
a legnagyobb el6fordulé memoria-hasznélat koriilbeliil 6-7 gigabéjt volt.

4.5.2. A program teljesitménye kiilonb6zé forditéprogramok és for-
ditasi beallitasok mellett

A fejlesztés soran észrevettem, hogy a hasznalt forditoprogram és a fordito-
program paraméterezése jelentGsen befolyasolhatja a program futasi idejét. Er-
dekességképpen az alabbi tabldzatban foglaltam 6ssze néhany mérési eredményt:

g++ 4.9.1 | clang++ 3.5.0
-00 | 396s 393s
-01 | 84s 218s
-02 | 76s 66s
-03 | 75s 61s

4.4. tablazat. Futasidsk kiilonbozd forditoprogramok és forditasi beallitasok mellett, 4
szal, 64 milli6 elem vizsgalata, egy ,atlagosnak” tekinthets alap-harmas és szamjegyhal-
maz vélasztas esetén

4.6. Lehet6ségek tovabbfejlesztésre

e ToObbszala futas esetén a végzett miiveletek részletes kiirasa nem miikodik megfelelGen
(a szalak nem koordinaltan hasznaljak a standard kimenetet és ezért keverednek az
egyes szalakbol szarmazo tizenetek).

e Elsfordulhat, hogy egy szél futasa el6bb ér véget mint a tébbié. Ilyenkor érdemes lehet
egy 1j szalat inditani, a tobbi szal altal atvizsgalandé mennyiséget pedig csokkenteni.

31



A program hasznalatat megkonnyitené ha kevesebbszer kellene tujraforditani, illetve ha
nem lenne sziikséges minden 1j bemenethez Gjrageneralni a program bizonyos részeit.
Erdemes lehet megvizsgalni, hogy hogyan lehetne sebességesokkenés nélkiil ezeket a
problémakat megoldani.

Az algoritmusok és szamitasok altalanositasa, hogy ne csak OQ[ NG gytriiben, hanem
més struktarakban is mikddjenek. Itt azonban figyelni kell arra, hogy ekozben ne
csokkenjen a szamitasi sebesség.

Egyszerre t6bb OpenCL eszkéz (GPU) hasznélata parhuzamosan.

CPU és GPU egyszerre valo hasznéalatanak tamogatasa (ez a probléma kikertilhets a
program két példanyanak futtatasaval és a bemenet megfelezésével).

Azon beallitasok is elérhetéek legyenek GPU hasznalatkor amelyek most csak CPU-val
hasznalhatok.
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5. fejezet

Eredmények

5.1. Becslések a szamitasok soran el6fordulé minimalis és
maximalis értékekre

Az alap-harmasok és a szamjegyhalmaz ismeretében a 3.1-ben leirtak segitségével megha-
tarozhatjuk az iteracié soran a J; fliggvények eredményeként kapott értékek koordinatainak
maximalis abszolutértékeit. Ez alapjan becsléseket tudunk adni a szamitasok soran eléfordu-
16 legkisebb és legnagyobb tarolando értékekre, és igy elkeriilhetjiik a tul- vagy alulcsordulas
miatti hibas eredményeket (hiszen csak olyan adattipust kell valasztani a szamitasokhoz ami-
vel abrazolhatd a most kovetkezd becslések alapjan meghatarozott minimaélis és maximalis
érték). Igy még a program futtatasa el6tt kizarhatjuk a til- vagy alulesordulas lehetdségét.
Ez természetesen csak akkor érvényes, ha a 3.1-ben leirtak alkalmazhatok (nem fordul els
nullaval osztas vagy mas problémaés eset a 3.1-beli képletekben). Ha a 3.1-beli becslés nem
miikodik, akkor a tul- vagy alulcsordulés lehet&sége nem kizérhat6. Ez azonban a vizsgalt
esetekben nem okoz problémat, hiszen ahhoz, hogy egy véges halmaz ellenérzésével eldont-
hessiik egy rendszerrdl, hogy valoban szamrendszer-e mindenképp sziikséges, hogy a 3.1-beli
becslés kiszamithato és hasznalhato legyen (kiilonben a vizsgalandé halmazt sem tudnéank
meghatéarozni).

Legyen a = (aj,az) vizsgalando halmaz egy tetszéleges eleme, és J;(a) = (by,by), ekkor
3.1 alapjan (b1,by) is a vizsgdlandé halmazba esik. Ha 3.1 alapjan azt kaptuk, hogy a
vizsgaland6 halmaz elemeinek koordinatainak abszolutértékei kisebbek, mint M € NT és M
abrazolhato a hasznalt adattipussal, akkor mér csak J; kiszdmitasa soran fordulhat el§ tul-

vagy alulcsordulés. Mivel
—d
J, = “Z' (d = (dy, dy) € A)
ezért csak a kivonas, majd az osztas soran tarolt értékekre kell also és fels§ becslést adni.
Jelolje D az A-ban el6fordul6 legnagyobb koordinata abszolutértékét és B az alapok kozott
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eléfordulé legnagyobb koordinata abszolutértékét. Ekkor az a — d kiilonbségre
—(M+D) S(Il—dl,ag—dg S M—f-D

az alapok normajara pedig
—2B% < ||Zi|| < 2B?

igaz. Az osztas képlete a kovetkezd:

ko (ki ks) (klll + kily — kaoly koly — kllg)

L () 1] -l

A képlet és az el6z6 két becslés alapjan:

—3(M + D)B S (a1 — dl)zil + (a1 - d1)2i2 - (CLQ - dg)ZiQ S 3(M + D)B

és

—2(M + D)B S (0/2 — dQ)Zl‘l — (CLl — dl)Zi2 S 2(M + D)B
To6bb becslés megadasara nincs sziikség, hiszen tudjuk, hogy az osztas eredménye mér a
vizsgalando halmaz eleme lesz, ezért annak koordinatait M-mel becsiilhetjiik. Igy lathato,
hogy ha +max{2B?% 3(M + D)B} abrazolhat6 a hasznalt adattipussal, akkor nem fog a
szamitasok soran til- vagy alulcsordulas torténni.
A GPU hasznélata esetén sziikséges még, hogy +(2K + 2)3 is dbrazolhat6 legyen, ez azon-
ban csupan az implementécio limitacioja, ettdl eltekintve a hasznalt algoritmus és emiatt a
becslések is megegyeznek a CPU esetén latottakkal.

5.2. Szimultan szaAmrendszerek 1étezése 3 alappal az (9@[ V3]
gytirtiben

Mind a stiri, mind a K-tipust szamjegyhalmaz-konstrukcié esetén sikeriilt néhény alap-
harmasra elvégezni a teljes (az ismertetett becslés altal kapott) halmaz vizsgalatat, tehat
elmondhatjuk, hogy val6ban léteznek szimultan szamrendszerek 3 alappal Og,/5-ben. Az
ellendrizendd alap-harmasok kivéalasztasanél természetesen a vizsgalandé halmaz mérete volt
a legfontosabb szempont. Ezenkiviil még figyelni kellett arra is, hogy a szamitasok soran
el6fordulo miniméalis és maximaélis érték abrazolhaté legyen a hasznalt adattipusban (ne
fordulhasson el6 ttl- vagy alulcsordulas). Az eredményeket a kovetkezd tablazatban foglalom
Ossze:
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Alap-harmas Szamjegyhalmaz-konstrukcié | EllenSrzott szamharmasok | Futasidé | Max. érték
(-1,3), (0,3), (0,4) strd (1584 szamjegy) 42487515625 darab 16 ora 864
(—1,4), (0,4), (0,5) strd (7600 szamjegy) 379205 945 209 darab 70 6ra 2265
(—5,0), (—4,0), (—4,1) K-tipusa (4400 szamjegy) 24008 572 809 darab 4 ora 1875
(—6,0), (—5,0), (—5,1) K-tipusu (17100 szamjegy) 31739204 025 darab 8 ora 2592
(—6,0), (—6,1), (—5,1) K-tipusu (19 836 szamjegy) 412853796 369 darab 28 ora 3438
(=5,-1), (—5,0), (—6,0) K-tipusu (26 100 szamjegy) 23 315152249 darab 7 ora 2484
(—=6,-1), (—6,0), (—5,0) K-tipusu (36 900 szamjegy) 64650690 225 darab 27 6ra 3078
(6,0), (5,0), (5,1) K-tipusu (26 100 szamjegy) 26 629 344 225 darab 8 ora 3556
(5,0), (6,0), (6,1) stird (36 900 szamjegy) 13509180441 darab 6 ora 2358
(—6,0), (—5,0), (—5,1) stird (17100 szamjegy) 9957844 521 darab 4 ora 2124
(—5,0), (—6,0), (—6,1) K-tipusa (26 100 szamjegy) 60908 759 209 darab 22 éra 2898
(—6,—1), (=5,—1), (—5,0) | strd (29 725 szamjegy) 34784861049 darab 12 ora 2538
(5,0), (5,1), (6,1) strd (29 725 szamjegy) 34784861049 darab 13 6ra 2538
(6,0), (5,0), (5,1) stird (26 100 szamjegy) 9006 959 025 darab 3 ora 2124
(=5, —1), (—5,0), (—6,0) strd (26 100 szamjegy) 9006 959 025 darab 5 ora 2124
(6,—1), (6,0), (5,0) strd (26 100 szamjegy) 13198563225 darab 7 ora 2232

5.1. tablazat. Szimultan szamrendszerek OQ[\/g]-ben, Az utolso6 oszlopban az el6z6 alfeje-

zetben leirt médon meghatarozott, a szamitasok soran eléfordulé maximalis abrazolandé
érték talalhato (a minimalis érték ennek —1-szerese). Eszrevehetd, hogy a futasidé nem
aranyos az atvizsgalt elemek szamaval. Ezt az okozza, hogy a szamjegyhalmazok elem-
szama is valtozik. Minél nagyobb a szamjegyhalmaz, annél tovabb tart egy sz&mhéarmas
vizsgalata (illetve a futtatasi kornyezet valtozasai is befolyasoljak a mért idsket).

5.3. A szimultan szadmrendszert alkot6é alap-harmasok el-
helyezkedése és kapcsolata a norma-fiiggvénnyel

Ahhoz, hogy egy alap-harmasrol és szamjegyhalmaz-konstrukeciorol teljes biztonsaggal allit-
hassuk, hogy szimultan szamrendszert alkotnak, nagyon nagy szamu szamharmas ellenérzése
sziikséges (ha egyaltalan az adott esetben véges szamu szamharmas ellenérzésével eldonthets
a kérdés). Emiatt ezzel a modszerrel nem tudunk képet kapni a szamrendszert alkotod alap-
harmasok elhelyezkedésérsl, mert a rendelkezésre 4llo id6 alatt teljesen ellenérizhetd alap-
harmasok szdma tul kicsi ehhez. Azonban ha nem a teljes halmazt, hanem csak viszonylag
nagy szamu, véletlenszertien valasztott elemet ellenérziink, akkor is nagy valoszintiséggel meg
tudjuk mondani, hogy az adott rendszer valoban szamrendszer-e, még ha teljes biztonsaggal
nem is allithatjuk ezt. Ha nemtrivialis periodikus elemet talalunk, akkor persze rogton tud-
juk, hogy a vizsgalt rendszer nem alkothat szdmrendszert. Ha a 3.1-beli becslés hasznélhato
az atvizsgalando halmaz meghatéarozaséara, akkor érdemes ebbdl a halmazbol véletlenszerten
valasztani a vizsgalando6 elemeket. Ha a becslés nem hasznélhato, akkor megkotések nélkiil
valasztunk tetszéleges gyitirtibeli elemet a vizsgalathoz. A megvalositas technikai részleteirsl
lasd még a 3.2.3. alfejezetet.

K-tipusi jegyhalmazzal 1000 darab, siirt jegyhalmazzal 180 darab alap-harmast vizsgaltam
mind a négy hasznalt alap-hédrmas konstrukcié esetén. A rendelkezésre allo eréforrasokkal
ennél lényegesen tobb alap-hédrmas vizsgalatara nem volt lehetGség, mert az alap-harmasok
koordinatainak novekedésével mind a szamjegyhalmaz mérete, mind a szamjegyhalmaz ki-
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szamitasdhoz sziikséges id6 gyorsan nd. Az alap-harmasokat gy kaptam, hogy az origoboél
indulva, a sikot ,csigavonalban” bejarva, az aktuélis koordinatakat vettem az elsé alapnak,
majd ebbdl hataroztam meg a masodik és harmadik alapot. A masodik és harmadik alap
meghatarozasara négyféle konstrukciot hasznaltam, ezek a kévetkezdk:

a,b), (a+1,b), (a+1,b+1

- (a,0), ( ) ( )
2. (a,b), (a,b+1), (a+1,0+1)
. (a,b), (a—1,b), (a—1,b0+1)
(a,b), (a,0+1), ( )

4. a—1,b+1

Minden egyes alap-hdrmas esetén 10000 darab, a fentebb irtak szerinti médon vélasztott
szamharmas felirhatosdgat ellenériztem, majd a kapott eredményeket grafikonon &brazol-
tam (elég csak az els§ alapot jelolni, hiszen az egyértelmiien meghatarozza a masodikat és
harmadikat is, igy az abrazolashoz egy két dimenzidés koordinatarendszer is megfelel). A gra-
fikonokon minden vizsgélt pontot voros vagy fekete szinnel jelolok. Az alabbi grafikonokon
voros szinnel jelolom azoknak az alap-harmasoknak az elsé alapjait amelyek valdsziniileg
szimultan szamrendszert alkotnak, mig a feketével a szimultan szdmrendszert nem alkoto
alap-harmasok els6 alapjait jelzem. Lathato, hogy az origé kozvetlen kornyezetében egy
Lyuk” van a grafikonokon. A hidanyzo alap-harmasokat nem vizsgaltam, ugyanis ezek egyik
eleme (0,0), amely nyilvanvaléan nem lehet szamrendszer alapszéma (s igy szimultdn szam-
rendszer alapja sem).

T
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5.1. abra. Alap-harmasok els§ alapjainak elhelyez- 5.2. abra. Alap-harmasok els§ alapjainak elhelyez-
kedése a sikon. K-tipust szamjegyhalmaz, 1. alap- kedése a sikon. Sird szamjegyhalmaz, 1. alap-
harmas-konstrukcio. harmas-konstrukcié.
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A grafikonok nagy méreti véltozatai, illetve a masik 3 alap-harmas-konstrukci6 grafikonjai
a fliggelékben talalhatok.

Latszik, hogy az alap-harmas konstrukcié vagy szédmjegyhalmaz-konstrukcié valtoztatéasa
nem befolyésolja a kapott eredmények jellegét, az egyes grafikonok kozti eltérések nem jelen-
tGsek. Emiatt a fejezet tovabbi részében nem fontos, hogy pontosan melyik szamjegyhalmaz-
és alap-konstrukciot hasznéljuk, az eredmények jellegére vonatkozd megallapitasok minden
esetben érvényesek maradnak. A | fekete” (azaz valoszintileg szimultdn szamrendszert nem
alkotd) esetekben sem tudjuk mindig biztosan, hogy az adott alapok valéban nem alkotnak
szimultan szamrendszert. El6fordul olyan eset, amikor egy szamharmas adott alapokkal vald
felirhatosdganak vizsgalata sordn az iteracié nagy szamu' lépés utan sem 4ll le (azaz ennyi
lépésben sem talaltunk periodikus elemet). Ezek pontosan azok az alap-harmasok amelyek-
re ugyan meg tudjuk hatarozni a vizsgaland6 halmazt megaddé becslés értékét, de az érték
nem hasznalhato (részletekért lasd 3.1.). Ilyenkor azt sejtjik, hogy a vizsgalt alap-harmas
nem alkot szimultan szamrendszert, am ezt biztosan nem allithatjuk. A  fekete” esetek nagy
részében azonban nem ez a helyzet. Tobbnyire talalunk nemtrividlis periodikus elemet, és
ekkor biztosan allithatjuk, hogy a vizsgélt rendszer nem szimultan szamrendszer. Mivel
nagy szamu ilyen eset van, ezért ezeket itt most hely hidnyaban nem sorolom fel, a fiigge-
lékben megtalalhato ezen alap-harmasok listdja (minden alap-hdrmashoz egy nemtriviélis
periodikus elemet is megadok).

A fenti grafikonokat nézve feltiinhet a gytiriihoéz tartozé norma fiiggvénnyel val6é hasonlosag:

15 ¢

20

10 ¢

10

-10 100

-20

-15 -10 -5 0 & 10 15

-20 -10 a 10 20

5.4. dbra. Alap-harmasok els6 alapjainak elhelyez-

5.3. abra. Az N(z,y) = 22 + zy — y? norma fiigg- kedése a sikon. Voros pontok jelolik a valészintleg
vény (a grafikonon nagyobb abszolutértéki fiigg- szimultan szadmrendszert alkoté alap-harmasok el-
vényértékhez sotétebb szin tartozik). s6 alapjait, a fekete pontok a szamrendszert nem

alkot6 alap-harmasok els alapjaihoz tartoznak.

Lathato, hogy a kis normaja alapok tobbnyire nem alkotnak szimultan szamrendszert, mig

LA program futésa soran 1024 volt a maximéalis 1épésszam az iteracié megszakitasa el6tt.
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egy bizonyos értéknél nagyobb normaju alapok mind szimultan szamrendszert alkotnak. A
kapcsolat azonban nem nyilvanvald, mert a ,fekete” és ,y6ros” alapok hatara nem egyértelm
(ez a grafikonon is jol latszik, a ,yoros” és ,fekete” teriiletek hatara nem egyenletes, vannak
kilogd” pontok). Elsfordulnak esetek, amikor egy kisebb normaju alap szamrendszert alkot,
de egy hozzéa kozeli, nagyobb norméju alap nem. FEzen megfigyelések alapjan sejthetjiik,
hogy létezik valamilyen konnyen ellenérizhets feltétel, amellyel tetszéleges alap-harmasra
eldonthets, hogy szimultan szamrendszert alkot-e vagy sem, s ez a feltétel kapcsolatban all az
alap-harmasok normajanak abszolutértékének nagysigaval. Mindazonaltal ilyen Gsszefiiggés
jelenleg nem ismert, s igy a norma fliggvény és a megfelel§ alap-harmasok elhelyezkedésének
kapcsolata nem teljesen vildgos. A konkrét kapcsolat megallapitasa, vagy legaldbbis az el6bb
leirtak pontositasa tovabbi kutatédsok témaja lehet.
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6. fejezet

Az eredmények rovid osszefoglalasa

Az elkésziilt program segitségével sikeriilt megbizonyosodni arrél, hogy K-tipusi és strt jegy-
halmazkonstrukcié hasznalata esetén is léteznek szimultan szamrendszerek az (’)Q[\/g] gydri-
ben. Becslés segitségével garantalhato, hogy az ehhez elvégzett szamitasok soran nem tortént
tul- vagy alulcsordulas. Nagy szamu alap-harmas részleges vizsgalataval sikeriilt képet kapni
a szamrendszert alkoto alap-harmasok elhelyezkedésérdl (stri és K-tipusu szamjegyhalmaz
esetén is). A kapott adatokbol lathato, hogy kapesolat van a szamrendszert alkoto alap-
harmasok és a gytriihoz tartozé norma fliggvény kozott. Tovabbi vizsgalatok célja lehet még
tobb alap-harmas teljes ellenérzése, 1j alap-harmas vagy szamjegyhalmaz-konstrukciok kere-
sése, illetve a szamrendszert alkot6 alap-harmasok elhelyezkedésének még nagyobb teriileten
valo feltérképezése, és a norma fiiggvénnyel valamilyen konkrét kapcsolat megéllapitésa. Fz
a probléma maés strukturakban is érdekes lehet (létezik-e szimultan szamrendszer 4 vagy tobb
alappal?).
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8. fejezet

Fuggelékek

Azok az alap-harmasok, ahol valamely alap norméja 0 vagy 1 (és igy a hozza tartozo szam-
jegyhalmaz elemszama is 0 vagy 1) nem alkothatnak szimultan szamrendszert. Ezek trivialis
esetnek tekinthetsk ezért nem szerepelnek az alabbi tablazatokban, de itt felsorolom a vizs-
galt tartoméanyba esé ilyen alapokat:

(07 0)7 <_17 0)7 (17 0)7 (_27 1)7 (_17 1>7 (07 1>7 (17 1>7 <_37 2)? (17 2)? (_57 3)7 (27 3)7 <_87 5)7
(3,5), (—13,8), (5,8), (8,13).

A. K-tipust jegyhalmazzal szimrendszert nem alkotd6
alap-harmasok

A.1. Az (a,b), (a+1,b), (a+ 1,0+ 1) alap-harmas-konstrukci6 esete

Alap-harmas Nemtrivialis periodikus elem
(=15,6), (—14,6), (—14,7 127, 84), (—134, 90), (—126, 92)
(—15,7), (—14,7), (—14,8 16, 27), (—49, 28), (—77, —21)
15,10), (—14,10), (—14, 55,20), (—52,30), (—50, 30)
14, 213, —144), (225, —147), (220, —141)
7 114, —72), (121, —77), (114, —78)
198, 331), (201, 342), (213, 357)

7)
1.8)

11)
12)

(=
(=
(=
15,11), (—14,11), (— (
14,6), (—13,6), (—13, (
13,—15), (—12,-15), (—12,-14) | (
13,5), (—12,5), (—12,6) (=91, 60), (—97,65), (—90,67)
13,9), (—12,9), (—12,10) (102, —55), (105, —62), (101, —61)
12, —15), (11, —15), (—11, —14) | (—120, —190), (—126, —194), (—130, —205)
(=
(=
(30
(
(
(
(
(=
(

12,—13), (—11,—13), (—11, —12) 256, —406), (—266, —418), (—279, —442)
12,4), (—11,4), (—11,5) 70 50) (—75,55), (—68, 58)
2,5), (—11,5), (—11,6) 20), (32, —22), (25, —30)
162, 263) (166, 272), (176, 286)
144, 237), (147, 246), (157, 259)
126,213), (128,222), (138,234)
10, —21), (44, —22), (46, —14)
14, —76), (—42, —81), (—48, —84)
88, 154), (89, 162), (98, 172)

1
1 714) (=10, 714),
13), (10, —13), (—10, —12)
1

(=10, —13)

(=
12), (=10, —12), (—10, —11)

5

14) (—10,4), (-1
0—12) (—9,—12),
10), (=9, —10),

0

(=
(=
(=
(=
(=
(=
(=
(=
(=
(=
(=
(-1
(-1
(=
(=
(=

K )
(=9,—-11)
(=9,-9)
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Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(—10,3), (—9,3), (—9,4) (44, —32), (48, —36), (42, —39)
(=10,7), (=9,7), (=9,8) (=94, 62), (—102, 64), (—98,61)

(=9, —14), (-8, —14), (-8, —13) (—16419, —9363), (27217, —31821), (17238, —12457)
(=9, —13), (-8, —13), (-8, —12) (—1417, 71187) (80, 172), (—124, 351)
(=9, —11), (—8, —11), (-8, —10) (=122, —196), (—130, —202), (—136, —218)
(=9, —10), (-8, —10), (-8, —9) (—84, —139), (—86, —146), (—94, —156)
(=9,2), (-8,2), (—8,3) (29, —26), (32, —30), (26, —34)

(=9,3), (—8,3), (—8,4) (24, —13), (27, —14), (29, —7)

(=8,—15), (—7,—15), (-7, —14) (62,106), (66,108), (69, 114)

(=8,—-13), (—7,—13), (-7, —12) (2144, —2331), (12074, 17789), (— 12430, —9947)
(—8,-9), (—7,—9), (-7, —8) (=66, —108), (—68, —114), (—75, —123)
(—8,—8), (—7,—8), (=7, —17) - 92 —146) (—98,—153), (=106, —168)
(_87_7)7 (_77_7)7 (_77 _6) ( ) ( 84)7 (_497 _91)
(=8,1), (—-7,1), (-7,2) (16, —22), (18, 726) (12, —31)

(=8,2), (—-7,2), (—=7,3) (—18, 6) (—21,6), (—24,-2)

(=8,6), (—7,6), (=7,7) (=18, 26), (—24,21), (—24, 18)

(=7,—15), (—6, —15), (—6, —14) (—259, —413), (—266, —427), (—281, —450)
(—7,—14), (—6, —14), (=6, —13) (140, 231), (146, 238), (154, 252)
(—7,—13), (=6, —13), (=6, —12) (96, 141), (93, 150), (99, 159)

(=7,-8), (—6,-8), (=6,-7) (57,93), (54, 102), (66, 108)

(=7,=7), (—=6,—7), (=6, —6) (40, 67), (41,72), (47,79)

(=7,-5), (—6,—5), (=6, —4) (20,45), (19, 50), (25, 55)

(=7,1), (=6,1), (=6,2) (13,—14), (15, —17), (10, —21)

(_77 2)7 (_67 2)7 (_673) (57_2) ( ) (14 12)

(=7,5), (—6,5), (—6,6) (=36, 723) (—19,8), (—17,9)

(=6, —14), (—5, —14), (-5, —13) (=218, —344), (—224, —357), (—238, —378)
(=6,—13), (—5,—13), (-5, —12) (=192, —306), (—198, —318), (—211, —338)
(=6,—12), (-5, —12), (=5, —11) (=168, —270), (—174, —281), (—186, —300)
(=6, —-9), (=5, —9), (—5, —8) (—4950, —3670), (5214, 77), (—2903, 3109)
(=6, —8), (=5, —8), (=5, —7) (53, —283), (103, 182), (0, 351)

(=6,—-6), (—5,—6), (-5, —5) (28,46, (29,50), (34, 56)

(=6,-5), (—5,—5), (=5, —4) (20, 36), (20, 40), (25, 45)

(=6,-3), (—5,-3), (=5, -2) , 22) (2,26), (7,29)

(—6,-1), (—5,-1), (—5,0) (—4, —20), (-4, —24), (—10, —31)

(=6,1), (—5,1), (-5,2) (=8,2), (—10,2), (—13, —5)

(=5, —13), (—4, —13), (-4, —12) (—181, —281), (—186, —293), (—199, —312)
(=5, —12), (—4, —12), (-4, —11) (157, 247), (162, 258), (174, 276)

(=5, —11), (—4, —11), (-4, —10) (55, 80), (55, 85), (60, 91)

(=5, —10), (—4, —10), (—4, —9) (135, 210), (138, 222), (150, 240)

(=5, —8), (-4, —8), (—4,—7) (1229, —366), (3276, —7304), (—2011, 2934)
(=5, —4), (—4, —4), (—4,—3) (=9, —12), (=12, —12), (—12, —16)

(=5, —3), (—4,—-3), (—4,—2) (=15, —21), (—18,—23), (—21, —30)
(=5,—2), (—4,-2), (-4, —1) (11, 11), (14, 12), (16, 18)

(—5,-1), (—4,-1), (—4,0) (9,3), (12,3), (13,8)

(—5,4), (—4,4), (-4,5) (20, —5), (20, —10), (18, —10)

(=4, —11), (=3, —11), (-3, —10) (=126, —194), (—130, —204), (—141, —220)
(—4,-10), (—3,—10), (—3,-9) (106, 166), (110, 175), (120, 190)

(—4,-9), (—3,-9), (—3,-9) (—88, —140), (—92, —148), (—101, —162)
(—4,—6), (—3,—6), (—3,—5) (—48,182), (781, 171), (—410, —472)
(—4,—-5), (—3,-5), (—3,—4) (145 —124), (—42, —5), (—48,91)
(_4a_3)u (_37_3)1 (_3>_2) ( ) ( 12 _6) ( 97_12)

(_47_2)7 (_37_2)1 (_37_1) ( 6) ( ) (4 10)

(—4,-1), (-3,-1), (3,0 2,—1), (4,-6), (1,—7)

(_47 0)7 (_37 0)7 (_3?1) ( 4, ) ( )7 (_127_12)

(=3,-9), (—2,-9), (-2, -8) (81, —123), (=84, —131), (=93, —144)
(=3,-8), (—2,-8), (—=2,-7) (29, 36) (28, 40), (32, 44)

(=3,-7), (=2,-7), (—2,-6) (=21, —30), (—21,—33), (—24, —37)
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Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(=3, -5), (-2, (39, 370), (473,654), (—411, 123)
(=3, —4), (-2, 249, 93), (121, 245), (2, 82)
(=3,-3), (-2, — 348, —484), (108, 781), (—989, —444)
( 3,— 1)7( 2,— 1,- ) ( 1,- ) ( 4777)
(7373)7( 273)7( 274 8) ( 1 6) ( )

(=2,-6), (—1,— ,34), (21, 36), (24 42)
(=2,-5), (-1, — 2,-16), (—8, —14), (=9, —17)
(—=2,-3), (-1, — 58, —57), (220, —21), (1, 23)
(—2,—-2), (-1, 248, —706), (—44, —447), (—288,831)
(_272)7 (_172)7 -1 079) ( 5, 6) ( )

(=1, —6), (0,—6), (0, 31, 41), (32, 46), (38 51)

(_17_4)7 (07 _4) (0? 776) ( ) (8 10)

(=1, —2), (0,—2), (0, 949 278) (301, 144), (588, 630)
(7172)7 (072) (073) 575) ( ) (3 1)

(0,-5), (1,— ,—4) 13, 4) (=12, -7), (—16, —11)
(0’73)7 (197 772) 2,—- ) ( 3,— ) (767710)
(0,—2), (1, — —1) 425, 213), (446, —125), (—508, 78)
(0,4), (1,4), 10, 14), (11,11), (8,10)

(17_3)7 (27_ ’_2) _4) ( )7 (6>_2)

(1,-2), (2,— —1) 149 355) (266, —135), (838, 788)
(175)7 (275)7 ’ ) (12 _3) (3 2)

(,7), (2,7), 29,36), (31, 31), (26, 29)

(2,—4), (3,— . —3) 15,10), (—12,8), (—15,7)

(2,-3), (3,— . —2) 909, —84), (—9, —117), (279, —899)
(2,-2), (3,— —1) 475,709), (435, 98), (216, —114)
(2,—1), (3,— 0) 281, —853), (567, 420), (—287, —52)
(2’0)» ’ )’ ) ( 1,- ) (0 72)

:4), (0,2), (=1,2)

2.
44 ~72), (=40, —68), (=37, =61

O ===~ =l === ol vl vl w == o= = =|"—=

(37_5)7 (4’_ 5_4) 8 )7 (5 _12) (3a_18)

(3,-2), (4,— —1) 1,—15), (—9,75), (—1,35)

(37_1)7 (47_ 70) 6 3) ( ) (3 _1)

(3,0), (4,0), 9,-3). (=6, -2), (=6,0)

3,1), (4,1), 0,-11), (—1,-8), (L,—7)

(3,2), (4,2), 6,—15), (—6, —12), (—4, —10)

(3,3), (4,3), 9,-12), (-7, —11), (—6,-9)

(3,9), (4,9), ) 0,115), (65, 110), (61,101)

(4,-5), (5,-5), (5, —4) 0,—2), (10,0), (20, 15)

(4,—4), (5,—4), (5, —3) 103, —430), (—616,491), (—72, 142)
(4,-3), (5,—3), (5,—-2) 28, —14), (1, 14), (— 34,—14)

(4,-1), (5,— 5,0) 4,12), (—4,8), (—6,7)

(4,0), (5,0), ) 4,-20), (=3, —15), (0, 12)

(4,1), (5,1), ) 14, -32), (—12, —26),( ,—21)

(47 2)7 (572)7 ) 47_22) ( )7 (_27_ )

(4,3), (5,3), ) 12,28), (12, 24) (9 21)

(4,4), (5,4, (5,5) 36, —56), (—32, —51), (—28, —4d)

(4, 10), (5, 10), 56, 90) (55, 85), (50,80)

(4,11), (5,11), 102, —168), (—96, —162), (—91, —151)
(5, —3), (6, 492 —018), (—742,959), (—483, —776)
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), (6,—3)
(5,—2), (6,—2), (6,1 —1), (—10,2), (—10,4)
(5,-1), (6,—1), (6,0) 25 5), (—20,5), (—21,8)
(5,0), (6,0), (6,1) 25, —5), (—20, —4), (—20,0)
(5,1), (6,1), (6,2) 27 —17) (=22, —15), (—21, —10)
(5,2), (6,2), (6,3) 31), (— 26,—28)7 (—24, —22)
(5,3), (6,3), (6,4) 10, 37) (11, 32), (7,29)
(5,4), (6,4), (6,5) 45,65), (40, 60), (36,52)
(5,5), (6,5), (6,6) 30,55), (29, 50), (25, 45)

44




Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(5,6), (6,6), (6,7)

(27,40), (24, 38), (22, 34)

(5,12), (6,12), (6,13)

126, 205), (120, 198), (114, 186)

(5,14), (6,14), (6,15) 154, —259), (—146, —252), (—140, —238)
(6,-6), (7,—6), (7,—5) 14,8), (—13,7), (—22,—6)

(6,-3), (,=3), (1.=2) 6,12), (—5,0), (—9,6)

(6, -1), (7,-1), (7,0) 5,-30). (6, —24), (10, —21)

6.9, (7,47, (7.5) 56, —74), (—50, —69), (—46, —60)

(6,5), (7,5), (7,6) 66, —96), (—60, —90), (—55, —80)
(6,6), (7,6), (7,7) 78, —120), (—72, —113), (—66, —102)

6,7), (7,7), (7,8) 92 ——146) (—86, —138), (—79, —126)

(6,8), (7,8), (7,9) 18), (—30, —48), (—28, —44)
(6,13), (7,13), (7, 14) uﬂlsm (80, 190), (100, 165)

(6,14), (7,14), (7, 15) 168, —274), (—161, —266), (—154, —252)
(7,—6), (8,—6), (8,—5) 995, —324), (—34, 742), (398, 449)
(7,-5), (8,-5), (8, —4) 809, —207), (—215, —77), (807, —633)
(7,-3), (8,-3), (8,—2) 26,3), (—21,6), (—21,9)

(7,-2), (8,-2), (8,—1) 19, —32), (18, —26), (22, —24)

(7,6), (8,6), (8,7) 0T, —133), (=84, —126), (78, —114)
(7,7, (8,7), (8,8) 105, 161), (98, 153), (91, 140)

(7,8), (8,8), (8,9) 70, —121), (—68, —114), (—62, —106)
(7,9), (8,9), (8,10 139, —223), (—132, —213), (—123, —198)
(7,15), (8, 15), (8, 16) 198, 321), (191, 312), (183,297)
(8,=5), (9, —5), (9, —4) 585, —B87), (—561, —1098), (177, 311)
(8,—4), (9,—4), (9,—-3) 12, —20), (14, —13), (16, —12)

(8,7, 9,7, (9,8) 56, 120), (56, 112), (49, 105)

(8,8), (9,8), (9,9) 136, —208), (—128, —199), (—120, —184)
(8,9), (9,9), (9,10) 154, —242), (—146, —232), (—137, —216)
(8,10), (9, 10), (9, 11) 104, 174), (101, 166), (94, 156)

(8,11), (9,11), (9,12) 76, —120), (—72, —116), (—68, —109)

(9, -8), (10,-8), (10, -7)

(9,9), (10,9), (10, 10) 71,261), (162,251), (153,234)

(9,10), (10, 10

191, —299), (—182, —288), (—172, —270)

313, —339), (=204, —327), (193, —308)

(
)
(9,11), (10, 11)
), (10.13)

237, 381), (228, 368), (216, 348)

132, —84), (124, —80), (126, —87)

(

(

(

(10, ~9), (11, -9), (I, )

(10,—5), (11, —5), (11, —4)
)

50, 20) (—44, 22), (—45, 25)

(10, —4), (11, —4), (11, —3)

51), (55, —47), (60, —46)

(10,11), (11, 11), (11,12)

232, -362), (222, —350), (211, —330)

256, 406), (246, 393), (234, 372)

(10,13), (11, 13), (11, 14)

)

170, —282), (—166, —272), (—157, —259)

), (
(10,12), (11,12), (11,13)

)

N

(10, 14), (11, 14), (11, 15)

70, 120), (70, 115), (66, 110)

(11, —6), (12,—6), (12, —5)

31, -29), (32, —22), (34, —22)

(11, 12), (12, 12), (12,13)

277, —431), (—266, —418), (—254, —396)

(11,13), (12,13), (12, 14)

308, —479), (=202, —465), (=279, —442)

331, 529), (320, 514), (306, 490)

(11, 15), (12, 15), (12, 16)

361, —581), (—350, —565), (—335, —540)

), (
) ), (

(11, 14), (12,14), (12, 15)
) ) E

(11, 16), (12, 16), (12,17)

0T, —151), (—90, —146), (86, —140)

(12,—-10), (13, —10), (13,—-9)

176, 110), (—167, 105), (—170, 112)

(12,-9), (13,-9), (13, —8)

4214, 5918), (5824, —2749), (2429,1792)

(12, -8), (13,-8), (13,—7)

211, 276), (—52, 54), (1089, 82)

(12, 14), (13, 14), (13, 15) 354, 558), (342, 543), (328, 518)
(12,15), (13,15), (13, 16) 384,612), (372,596), (357, 570)
(12,16), (13,16), (13,17) 116, —668), (—404, —651), (—388, —624)

(13, —11), (14, —11), (14, —10)

205, —130), (195, —125), (198, —133)

(13,-8), (14,-8), (14,-7)

694, 1665), (—1719, —3414), (—1871, 2673)

(13,-7), (14,-7), (14, —6)

127, —84), (121, —77), (126, —79)

(13,—6), (14, —6), (14, —5)
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113, —86), (108, —78), (114, —78)
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Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(13, 16), (14, 16), (14, 17)

441, —701), (—428, —684), (—412, —656)

(14, —11), (15, —11), (15, —10)

54, 32), (—52, 30), (—62, 17)

(14, -8), (15,—8), (15,-7)

70,0), (—49, 28), (—50, 30)

(15, —12), (16, —12), (16, —11)

259, —162), (248, —156), (252, —164)

(15, —8), (16, —8), (16, —7)

(15,—7), (16,—7), (16, —6)

153, —114), (147, —105), (154, —105)

(16, —13), (17, —13), (17, —12)

294, —186), (282, —180), (286, —189)

(16, —-9), (17,-9), (17, —8)

56, —16), (48, —24), (48, —27)

(16, —8), (17,-8), (17,—7)

(=
(=
=
(—112,57), (—104,58), (—106,62)
(
(
(
(

184, —128), (177, —119), (184, —120)

A.2. Az (a,b), (a,b+ 1), (a+ 1,b+ 1) alap-harmas-konstrukci6 esete

Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(=15, 7), (—15,8), (—14, 8) (=80, 50), (—77,49), (—70, 70)

(=15, 10), (—15, 11), (—14, 11) (—62,17), (—52, 30), (—54,32)

(—14,5), (—14,6), (—13,6) (—114,78), (—108,78), (—113, 86)
(—14,6), (—14,7), (—13,7) (=79, 47), (—77,44), (—84, 43)

(—14,7), (—14,8), (—13,8) (—2781, 1436), (6739, —2127), (—2481, —778)
(12,10, (=14, 11), (—13,11) (=133,65), (—125,70), (—130, 75)

(=13, —15), (—13, —14), (—12, —14) | (—328, —518), (—342, —543), (—354, —558)
(—13,7), (—13,8), (—12,8) (—1904, 1807), (125, 88), (—254, 223)
(—13,8), (—13,9), (—12,9) (2943, —438), (6972, —3267), (5940, —5820)
(=13,9), (—13,10), (—12, 10) (170, —112), (167, —105), (176, —110)

= 12, —15) (=12, —14), (—11, —14) | (306,490), (320,514), (331, 529)

(=12, —14), (=12, —13), (—11,—13) | (=163, —279), (—173, —292), (—176, —303)
(- 12 5) (—12,6), (—11,6) (—34,22), (—32,22), (—31, 29)

= 11 —1 ), (—11,—14), (—10, —14) | (=66, —110), (—70, —115), (—70, —120)
(—11, —14), (—11, —13), (—10, —13) | (—157, —259), (—166, —272), (—170, —282)
(=11, —13), (—11, —12), (—10,—12) | (—234, —372), (—246, —393), (—256, —406)
= 11 712) (=11, —11), (—10, —11) | (—211, —330), (—222, —350), (—232, —362)
(—11,3), (—11,4), (—10,4) (60, —46), (55, —47), (58, —54)

(—11,4), (—11,5), (—10,5) (—45, 25), (—44, 22), (—50, 20)

(—11,8), (—11,9), (—10,9) (=126, 87), (—124, 80), (—132, 84)

(=10, —13), (=10, —12), (-9, —12) | (=132, —216), (—140, —228), (—144, —237)
(=10, —12), (=10, —11), (-9, —11) | (=193, —308), (—204, —327), (—213, —339)
(=10, —11), (=10, —10), (—9, —10) | (—172, —270), (—182, —288), (—191, —299)
(=10, —10), (—10, —9), (-9, —9) (153, 234), (162, 251), (171, 261)

(C10,7), (=10,8), (=9,8) (36,2), (26, —12), (27, —14)

(=9, —14), (—9, —13), (-8, —13) (6497, —11190), (—17984, —39487), (—2934, —9836)
(=9,—12), (-9, —11), (-8, —11) (41, 68), (44, 72), (44, 76)

(=9, —11), (—9, —10), (-8, —10) (=156, —250), (—166, —267), (—174, —278)
(=9, —10), (—9,-9), (=8, —9) (=79, —137), (—86, —146), (—88, —154)
(=9,-9), (—9,—8), (-8, —8) (=120, —184), (—128, —199), (—136, —208)
(=9, —8), (—9,—7), (=8, —7) (=105, —154), (—112, —168), (—120, —176)
(=9,2), (=9,3), (-8,3) (36, —29), (32, —30), (34, —36)

(=9,3), (—9,4), (—8,4) (=16, 12), (—14, 13), (—12, 20)

(=9,4), (—9,5), (—8,5) (—589, —73), (160, 326), (358, —507)
(—8,—14), (-8, —13), (-7, —13) (837, 702), (—430, 38), (—176, —352)
(—8,—13), (-8, —12), (-7, —12) (—8822, —9273), (12700, —3945), (—10502, 13350)
(=8,—10), (=8,—9), (—7,—9) (27,48), (30,51), (29,55)

(—8,-9), (—8,—8), (-7, —8) (106, 168), (114, 182), (121, 191)
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Alap-harmas Nemtrivialis periodikus elem
(—8,-8), (—8,-7), (=7,-7) (91, 140), (98, 153), (105,161)
(—8,-7), (—8,—6), (=7,—6) (—78,—114), (—84,—126), (—91,—133)
(-8,1), (—=8,2), (-7,2) (—22,24), (—18,26), (—19,32)

(-8,2), (—8,3), (-7,3) (21, -9), (21,-6), (26, —3)

(—8,4), (—8,5), (—7,5) (—657,162), (65, —452), (—284,659)
(—8,5), (—8,6), (—7,6) (901, 178), (—725,109), (533, —124)
(=7,-15), (—7,—14), (—6,—14) (—154, —252), (—161, —266), (—168, —274)
(—=7,-14), (—-7,—13), (—6,—13) (—165, —265), (—190, —270), (—180, —290)
(-7,-9), (—7,—8), (—6,—8) (—16,—28), (—18,—30), (—12, —36)
(=7,-8), (=7,—-7), (—6,—7) (—47,—79), (—52,—86), (—54, —92)
(=7,-7), (—=7,—6), (—6,—6) (66, 102), (72,113), (78,120)

(=7,-6), (—7,—5), (—6,—5) (25, 55), (30,60), (30,66)

(=7,-5), (—=7,—4), (—6,—4) (—46, —60), (—50,—69), (—56, —74)
(=7,0), (—7,1), (—6,1) (-10,21), (—6,24), (-6, 30)

(-7,2), (-7,3), (—6,3) (9,-6), (8,—6), (6,—12)

(=7,5), (=7,6), (—6,6) (—22,-6), (—13,7), (—14,8)
(—6,—15), (—6,—14), (—5,—14) (140, 238), (146, 252), (154, 259)
(—6,—-13), (—6,—12), (—5,—12) (—72,—114), (—78,—120), (—79,—126)
(—6,-9), (—6,—8), (—5,—8) (231,2708), (— 629 —7153)7 (530, 2806)
(—6,-7), (—6,—6), (—5,—6) (—44,—68), (—4 76), (—54, —80)
(=6,—6), (—6,—5), (-5, —5) (=25, —45), (— 29 —50) (=30, —55)
(=6,—5), (—6,—4), (=5, —4) (=16, —36), (—20, —40), (—20, —45)
(=6, —4), (—6,-3), (=5, -3) (29,36), (32, 43), (37,47)

(=6,-3), (—6,-2), (-5, —-2) (24,22), (26,28), (31,31)

(=6, —2), (—=6,—1), (=5, -1 (=11, 21), (=7, 22), (—10,27)

(=6,0), (—6,1), (—5,1) (—21,8), (—20,5), (—25,5)

(=6,1), (—6,2), (—5,2) (10, —4), (10, —2), (14,1)

(=6,2), (—6,3), (—5,3) (=978, 396), (683, —656), (—238, —198)
(=5, —12), (=5, —11), (-4, —11) (91, 151), (96, 162), (102, 163)

(=5, —11), (=5, —10), (—4, —10) (100, 160), (110, 170), (112, 180)

(=5, -9), (-5, —8), (—4, —8) (245, —111), (119, —77), (—434, —231)
(=5,—-8), (=5, —7), (—4,—7) (974, —2034), (1665, —3676), (—2470, —2175)
(=5,-5), (=5, —4), (—4, —4) (16, 28), (19, 32), (20, 36)

(=5, —4), (—5,—3), (-4, —3) (=9, —21), (—12, —24), (—12, —28)

(=5, -3), (—5,—2), (—4,-2) (=16, —18), (—18, —23), (—22, —26)
(=5, —2), (=5, 1), (—4, —1) (—13,-8), (—14, —12), (—18, —14)

(=5, 1), (=5,0), (—4,0) (—12,0), (—12,-3), (—16, —4)

(=5,0), (—5,1), (—4,1) (=7,-1), (=8, —4), (—12,—8)

(=5,2), (=5,3), (—4,3) (5,—86), (21, —16), (—36,3)
(=5,3), (=5,4), (—4,4) (=152, —66), (355, 170), (—61, —74)
(=4, -10), (=4, =9), (-3, —9) (101, 162), (110, 175), (115, 185)
(—1,—-6), (—4,—-5), (-3, -5) (=257, —245), (—52, —1590), (—11, 546)
(=4, —1), (—4,-3), (=3,-3) (6,12), (8,14), (6,18)

(—1,-3), (—4,-2), (-3,-2) (10, 14), (12, 18), (15, 21)

(—4,-2), (—4,-1), (—3,-1) T,—7), (—1,-8), (0, —11)

( 4771)7 (7470)7 7370) (767 0) ( ) ( 9, 73)

( 47 0)7 (747 1)7 (7371) (377 ) (37 ) (6 3)

(—4,1), (—4,2), (—3,2) (28, —50), (—33,67), (—2,33)

(—4,4), (—4,5), (—3,5) (—3,18), (=5, 12), (—8,12)

(=3,-8), (=3,-7), (=2, -7 (—37,—61), (—40, —68), (—44, —72)
(—3,-6), (—3,-5), (—2, —5) (758, —390), (502, —951), (670, —794)
(=3,-5), (—3,-4), (-2, 1) (=75, 192), (—419, —38), (392, 204)
(=3,—4), (—3,-3), (-2, -3) (=493, —986), (616,91), (986, 721)

( 3, _2)7 (_37 _1)7 (_27 _1) (_17 _3)7 (_27 _4)7 (_27 _6)

( 37_1)7 (_370)? (_270) (072)7 (173)? (27 6)

(=3,0), (—=3,1), (—=2,1) (=928, 286), (306, 124), (—562, 303)
(=3,1), (—3,2), (-2,2) (92, —632), (—369, 920), (—729, 353)
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>

lap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(=3,2), (—3,3), (—2,3) (=56, 946), (19, 233), (—598, —65)
(=3,3), (—3,4), (—2,4) (15, —7), (12, —8), (15, —10)
(—=2,—-7), (—=2,—6), (—1,— (18,24), (22, 26), (21, 30)

(72776)7 (727 75)7 (71 (577)7 (97 6)7 (67 9)

(=2, —4), (=2, -3), (-1 (—28,—5), (1, 3), (—85, —88)

(=2, -3), (=2, -2), (-1 (—986,908), (—41,64), (—32, 353)
(—2,-2), (=2, -1), (-1 (699, 710), (—102, 203), (—674, —534)
(—2,-1), (—2,0), (-1,0) (—455,972), (—684, —336), (—103, 870)
(—=2,1), (=2,2), (—1,2) (33,224), (—890, —192), (440, 440)
(_272)7 (_213)1 (_173) (67 7)7 (17_1)1 (17_1)

(=2,3), (—=2,4), (—1,4) (11, —1), (8, —3), (10, —5)

(—1,—5), (—1,—4), (0, (=10, —18), (—11, —22), (—14, —24)
(—1,-3), (—1,-2), (0, (9, —276), (518, 879), (539, —643)
(—=1,-2), (-1, —1), (0, (783, —529), (246, —315), (—872, 163)
(=1,0), (—1,1), (0,1) (565, 272), (356, 447), (—147,71)
(=1,1), (=1, 2), (0,2) (=655, 55), (735, —188), (—936, —267)
(=1,2), (=1, 3), (0,3) (6,10), (3,5), (2,4)

(0’ _4)7 (07 _3)’ (17 _3) (37 _6)7 (67 _9)7 (1’ _7)

(0’_3)7 (07_2)’ (17_2) (07_1)7 (17_3)> (_27_4)

(0,—2), (0,—1), (1, —1) (665, 980), (461,802), (—268, 220)
(0,1), (0,2), (1,2) (885, —820), (105, —709), (331, —878)
(0,3), (0,4), (1,4) (18,29), (13,21), (11, 18)

(0,5), (0,6), (1,6) (25, 29), (20, 23), (20, 19)

(17 _4)7 (17_3)7 (27 _3) (_67 3)7 (_873)7 (_77 0)

(17 73)7 (17 72)7 (27 72) (7372)7 (74’ 2)7 (757 72)

(1,-2), (1,-1), (2,—1) (490, —57), (—964, —90), (—470,719)
(1,-1), (1,0), (2,0) (135, —343), (663, 459), (—360, —833)
(1,0, (1,1), (2,1) (378, 401), (725, 599), (—644, —120)
(1,1), (1,2), (2,2) (=539, —128), (927, —74), (—893, 585)
(1,2), (1,3), (2,3) (58, —23), (—165, 22), (38, 37)

(1.4, (1,5), (2,5) (5.7), (4.6), (6,4)

(1,5), (1,6), (2,6) (—18,—24), (=15, —21), (—16, —18)
(27 _4)7 (27_3)7 (37 _3) (_174)7 (_176)7 (278)

(2,-3), (2,-2), (3,-2) (824,279), (126, 667), (—496, 631)
(2,-2), (2,-1), (3,—1) (=144, 207), (—200, 608), (—184, 381)
(27 71)7 (270)7 (370) (727 75)7 (1»0)7 (2» 2)

(2’ 0)’ (27 1)’ (37 1) (727 76)7 (2» 74)7 (07 72)

(2,2), (2,3), (3,3) (—264, —47), (—27, 835), (819, —785)
(2,3), (2,4), (3,4) (301, 153), (26, 211), (—38, 583)
(2,4), (2,5), (3,5) (559, 683), (453,808), (316, 548)
(2,6), (2,7), (3,7) (=13, —24), (—12, —21), (=9, —21)
(2,8), (2,9), (3,9) (—93, —144), (—84, —131), (—81, —123)
(3,-3), (3,-2), (4,-2) (—969, —776), (—203, —143), (—557, —212)
(3,-2), (3,—1), (4,-1) (158, 208), (109, 934), (316, —805)
(3,-1), (3,0), (4,0) (6,6), (3,0), (2,0)

(3,0), (3,1), (4,1) (=7,-6), (—6,—2), (—4,-2)

(3,1), (3,2), (4,2) (4,10), (1,8), (2,6)

(3,2), (3,3), (4,3) (—6,—12), (0,—-12), (—4,—8)

(3,4), (3,5), (4,5) (53,31), (—8,—24), (28, —21)

(3,5), (3,6), (4,6) (—875,—950), (136, —455), (—651, —416)
(3,8), (3,9), (4,9) (—61,—-101), (—56,—92), (—52, —88)
(3,9), (3,10), (4,10) (120,190), (110,175), (106, 166)
(3,10), (3,11), (4,11) (141, 220), (130,204), (126,194)
(4,—-4), (4,-3), (5,—3) (—52,—18), (—142,-102), (26, —7)
(4,-1), (4,0), (5,0) (0,—12), (4,-8), (3, —6)

(4,0), (4,1), (5,1) (13,8), (12,3), (9,3)

(4,1), (4,2), (5,2) (—16,—18), (—14,—12), (—11,—11)
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Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(4,2), (4,3), (5,3)

(—21, —30), (—18, —23), (—15, —21)

4,3), (4,4), (5,4) (—4,-12), (0,—12), (—3,-9)
4,7), (4,8), (5,8) (2070, 524), (4407, —7851), (—2507,1074)
4,9), (4,10), (5,10) (20, 30), (18,28), (20,25)
4,10), (4,11), (5,11) (—91,—151), (—85, —140), (—80, —135)
,11), (4,12), (5,12) (174,276), (162,258), (157,247)
,12), (4,13), (5,13) (199, 312), (186,293), (181,281)
,—4), (5,—-3), (6,—3) (—53,183), (—176, —28), (—867, —965)
-3), (5,—2), (6,—2) (41, —53), (628,244), (54, —110)
,—2), (5,—1), (6,—1) (13,5), (10, —2), (8,—2)
,—1), (5,0), (6,0) (0,—20), (5,—15), (4,—12)
,0), (5,1), (6,1) (10, 31), (4,24), (4,20)
,2), (5,3), (6,3) (7,29), (2,26), (4,22)
,3), (5,4), (6,4) (36,52), (32,43), (28,40)
,4), (5,5), (6,5) (25,45), (20,40), (20, 36)
,5), (5,6), (6,6) (—34,—-56), (—29, —50), (—28, —46)
,7), (5,8), (6,8) (—350, 280), (99, 157), (202, —21)
,8), (5,9), (6,9) (—2684, 2542), (2925, —2239), (—96, —3189)
,11), (5,12), (6,12) (—42,—-72), (—40,—67), (—36, —66)
,12), (5,13), (6,13) (—211,—338), (—198, —318), (—192, —306)
,13), (5,14), (6, 14) (238, 378), (224,357), (218, 344)
,—6), (6,—5), (7,—5) (17,-9), (19, -8), (36,23)
,—3), (6,-2), (7,—2) (—28,—-24), (—12,4), (—10,4)
,—2), (6,-1), (7,—-1) (10, —21), (15,—17), (13,—14)
,—1), (6,0), (7,0) (0, —30), (6,—24), (5,—20)
,4), (6,5), (7,5) (25,55), (19, 50), (20,45)
,5), (6,6), (7,6) (—66,—102), (—60, —90), (—55, —85)
,6), (6,7), (7,7) (=79, —-126), (—72,—113), (—67, —107)
,7), (6,8), (7,8) (—56, —88), (—64, —72), (—48,—76)
12), (6,13), (7,13) (—60,—99), (—57,—93), (—45, —96)
,13), (6,14), (7,14) (154,252), (146, 238), (140, 231)
14), (6,15), (7,15) (281,450), (266,427), (259,413)
,15), (6,16), (7,16) (—312,—496), (—296, —472), (—289, —457)

A A A A A A A A A
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,—6), (7,-5), (8, —5) (1041, —896), (1041, —580), (—370, 45)
.—3), (7,-2), (8,—-2) (24,2), (21, —6), (18, —6)

. —2), (7,—1), (8, —1) (=31, —19), (—26,—8), (—22, —6)

6), (7,7), (3,7) (—49, —901), (—42, —84), (—42, —78)

.7), (7,8), (8,8) (=62, —106), (—55, —98), (—b4, —92)

8), (7,9), (8,9) (75, 123), (68, 114), (66, 108)

112), (7,13), (8,13) (1527, 2194), (6278, 17575), (5053, 7753)
14), (7,15), (8,15) (=166, —268), (—157, —254), (—152, —246)
.15), (7,16), (8,16) (=200, —328), (—191, —312), (—184, —304)
16), (7,17), (8,17) (361,578), (344, 552), (336, 536)

,—6), (8,-5), (9, —5) (513, —246), (6, 437), (623, —588)

.—5), (8,—4), (9, —4) (=979, 546), (544, 419), (560, —290)

.—4), (8,-3), (9, -3) (=29,7), (—27, 14), (—24, 13)

—3), (8,—2), (9,—2) (26, —34), (32, —30), (29, —26)

.7, (8,8), (9,8) (=64, —120), (—56, —112), (—56, —105)
%), (8,9), (9,9) (79, 137), (71, 128), (70, 121)

19), (8,10), (9, 10) (=94, —156), (—86, —146), (—84, —139)
10), (8,11), (9, 11) (68, 109), (65, 101), (61,98)

12), (8,13), (9,13) (=386, —837), (359, —79), (733, 393)

13), (8,14), (9, 14) (—9816, 10150), (28755, —30913), (—11519, 1354)
.16), (8,17), (9,17) (=233, —379), (—223, —362), (—216, —353)
.—8), (9,—7), (10, —7) (=24, 13), (—26, 12), (=30, 2)

_—4), (9,-3), (10, —3) (39, —3), (36, —12), (32, —12)

19), (9,10), (10, 10) (98,172), (89, 162), (88, 154)
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Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(9,10), (9, 11), (10, 11)

(—115, —193), (—106, —182), (—104, —174)

9,11), (9,12), (10, 12)

(132, 216), (123, 204), (120, 196)

10, —5), (10, —4), (11, —4)

(46, —14), (44, —22), (40, —21)

10,11), (10,12), (11, 12)

(—138, —234), (—128, —222), (—126, —213)

(157, 259), (147, 246), (144, 237)

(
10,12), (10,13), (11,13)
(

(110, 176), (106, 166), (101, 162)

~10), (11, -9), (12, —9)

(144, —93), (148, —98), (138, —96)

I, .—6), (11, —5), (12, —5)

(—25,30), (—32, 22), (—30, 20)

(
(
{
(10, 13), (10, 14), (11, 14)
(11
(
a

1,-5), (11,—4), (12, —4)

(—68,58), (—75,55), (—70,50)

(11,12), (11, 13), (12,13)

(163, 279), (152, 266), (150, 256)

(11,13), (11, 14), (12, 14)

(=184, —306), (—173, —292), (—170, —282)

(11, 14), (11, 15), (12, 15)

(=205, —335), (—194, —320), (—190, —310)

)
11,15), (11,16), (12, 16)

(
(=280, —452), (—270, —430), (—260, —420)

—10), (12,-9), (13,-9)

(—162,101), (—167, 105), (—157, 102)

(—133,3313), (—2406, —4250), (1199, 848)

13,9, (12, %), (13, 8)
)

(90, —67), (97, —65), (91, —60)

12, 14), (12,15), (13, 15)
12,1

(=213, —357), (—201, —342), (—198, —331)

(—388, —624), (—372, —596), (—361, —581)

(
(12
(
(12,-6), (12, -5), (13, —5)
(
(
(

(
5), (12,16), (13, 16)
12,16), (12,17), (13,17)

(—421, —680), (—404, —651), (—393, —635)

(13,-9), (13,-8), (14, —8)

(86, —576), (—87, 124), (139, —494)

(13,-8), (13,—7), (14,-7)

(1098, 442), (—2154, —11726), (—1312, 898)

(13,—7), (13, —6), (14, —6)

(114, —78), (121, —77), (114, —72)

13,16), (13,17), (14, 17)

(176, 269), (172, 256), (164, 252)

14, —12), (14, —11), (15, —11)

(=220, 141), (—225, 147), (—213, 144)

14, —11), (14, —10), (15, —10)

(—130,80), (—134, 82), (—130, 75)

14,-8), (14, -7), (15, —-7)

(=77, —21), (—49, 28), (—46, 27)

(
(
(
(
(14, -7
(
(
(16

), (14,—6), (15, —6) (—126,92), (—134, 90), (—127, 84)
15, —8), (15, —7), (16, —7) (=154, 105), (—162, 104), (—154, 93)
16, —9), (16, —8), (17, —8) (=120, 64), (—120,72), (—114, 69)

=8), (16, —7), (17, —7) (—121,47), (—119,58), (—112,57)

A.3. Az (a,b), (a —1,b), (a —1,b+ 1) alap-harmas-konstrukcié esete

Alap-harmas

Nemtriviélis periodikus elem

(=15,7), (—16,7), (—16,8) (112, —57), (105, —56), (105, —49)
(—15,8), (—16,8), (—16,9) (114, —69), (108, —66), (106, —62)
(—15,11), (—16, 11), (—16,12) (162, —97), (157, —90), (151, —91)
14,7, (=15.7), (=15.8) (—98,56), (—92,54), (—91,49)

(—14,10), (—15, 10), (—15,11) (54, —32), (55, —25), (50, —30)

(=13,6), (—14,6), (—14,7) (127, 84) (120, —78), (114, —78)
(=13,7), (—14,7), (—14,8) (66, —40), (62, —38), (64, —30)

(—13,8), (—14,8), (—14,9) (1664 —1504), (2305, —785), (—328, 1908)
(=12, —15), (—13, —15), (—13,—14) | (—354, —558), (—342, —5d4), (—357, —570)
(=12,6), (—13,6), (—13,7) (=114, 72), (—107, 67), (—102, 66)
(=12,7), (—13,7), (—13,8) (—1174, 18), (3923, 26944), (915, 488)
(—12,8), (—13,8), (—13,9) (=196, —344), (—43, —83), (100, 408)
(—12,9), (—183,9), (—13,10) (=110, 66), (—106, 60), (—101,61)
(=11, —15), (— 12,—15), (=12, —14) | (=198, —331), (—195, —320), (—205, —335)
(11, —14), (=12, —14), (—12, —13) | (303, 479), (202, 466), (306, 490)

(=11, —13), (—12, —13), (—12,—12) | (—277,—431), (—266, —419), (—279, —442)
(—11,5), (—12,5), (—12,6) (60, —31), (55, —30), (55, —25)
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Alap-harmas Nemtrivialis periodikus elem
(—10,—14), (—11,—14), (—11,-13) | (58,112), (62,105), (66,110)

(— 10 —13) (— 11,—13)7 (—11,-12) | (—150,—256), (—148, —246), (—157, —259)
(-1 12), (—-11,-12), (—11,—-11) | (232, 362) (222, 351), (234,372)

(— 10 4) (—11 4) (—11,5) (50, —20), (45, —20), (46, —14)

(—10, 5) (—11,5), (—11,6) (30 720) (28, —18), (25, —20)

(-9, —12), (—10, 712) (—10,—11) (126,213), (124,204), (132,216)

(-9, -10), (—10,—-10), (—10,-9) (—171,-261), (—162, —252), (—172,—270)
(-9, -9), (—10,—-9), (—10, —8) (153,225), (144,217), (153,234)

(—9,4), (-10,4), (—10,5) (—40,21), (—36,20), (—36,16)

(=9,7), (—10,7), (—10,8) (—68,41), (—65,36), (—61,37)

(—8,—13), (-9, —13), ( 9,—12) (7396, 12436), (—38420, —170), (—5354, —25)
(—8,—-11), (-9, —11),( 9,—10) (—34,—-70), (—38,—64), (—41, —68)
(—8,-10), (=9, —10), (—9,-9) (—88,—154), (—87,—146), (—94, —156)
(—8,-9), (-9, 79),( 9,—8) (=72,-136), (—72,—128), (—79,—137)
(—8,—7), (—9,—7), (—9,—6) (—106, 7146) (— 98 —140), (—105, —154)
( 8, 3)7( 973)7( 974) ( ) (28 ) (29777)

(—8,5), (—9,5), (—9,6) (398 7565) (1247,1460), (935, 526)
(=7,-14), (—8,—14), (—8,—13) (—18573,—2983), (—610,2068), (—14557, —445)
(=7,—13), (—8,—13), (—8,—12) (—315,213), (—134,9), (—488,115)
(=7,-9), (-8,-9), (—8,—-8) (—19, —51), (—24,—45), (—27,—48)
(—7,—8), (—8,—8), (—8,-7) (—105,—161), (—98,—154), (—106, —168)
(=7,-7), (—8,-7), (—8,—6) (—42, —91) (—43,—84), (—49,—-91)
(=7,-6), (—8,—6), (—8,—5) (=79,-107), (—=72,-102), (—78,—114)
(-7,2), (-8,2), (—8,3) (29, —26), (26,—22), (22, —24)

(=7,3), (—8,3), (—8,4) (24, -13), (21,—-12), (21, -9)

(—7,4), (-8,4), (—8,5) (129, 338), (832,220), (—159,—47)
(—7,5), (—8,5), (—8,6) (758, —82), (—942, —285), (—847,—128)
(=7,6), (—8,6), (—8,7) (48, —27), (46, —22), (42, —24)

(—=6,—15), (—7,—15), (—=7,—14) (—168,—274), (—162, —266), (—169, —281)
(—6,—14), (—=7,—14), (=7,—13) (88,144), (84,140), (56, 168)

(—6,—8), (=7,-8), (=7,-7) (—12,44), (14,26), (16, 28)

(—=6,-7), (=7,-7), (—=7,—6) (— 42 —78) (—42,-72), (—47,-79)
(—=6,-5), (—=7,-5), (-7,—4) (-1 56), (—20, —50), (—25, —55)
(—=6,—4), (—7,—4), (-7,-3) (—4 54), (—42, —51), (—46,—60)
(-6,1), (-7,1), (—7,2) (16, 722) (14, 718) (10, —21)

(-6,2), (-7,2), (—7,3) (—18,6), (—15,6), (—16,2)

(=6,5), (=7,5), (=7,6) (8,—6), (2,—-14), (7, —5)

(—5,—14), (—6,—14), (—6,—13) (140 231), (134,224), (140, 238)
(—5,-13), (—6,—13), (—6,—12) (—126,—205), (—121,—-198), (—127,—211)
(=5, —8), (—6,—8), (—6,—7) (3527, —380), (7179,81), (7672, 4569)

(=5, —6), (—6,—6), (—6,—5) (5,25), (10,20), (12,22)

(—5,-5), (—6,—5), (—6,—4) (20,45), (21,40), (25,45)

(—=5,—-4), (—6,—4), (—6,—3) (37,47), (32,44), (36, 52)

(—=5,-3), (—6,-3), (—6,—2) (0,31), (3,26), (7,29)

(=5,-2), (—6,-2), (—6,—1) (—27,-17), (—22,—16), (—24, —22)
(=5,-1), (=6,-1), (—6,0) (25,5), (20,5), (21,10)

(=5,1), (—6,1), (—6,2) (14,1), (11,0), (13,5)

( o, 2)7 ( 672)7 (7673) (5 72) (4 72) (672)

(—5,3), (—6,3), (—6,4) (—52,557), (697, —305), (973, —662)
(—4,-14), (—5,—14), (-5,—13) (218, 344), (212, 331), (226, 350)
(—4,-12), (-=5,—12), (=5, —11) (102, 168), (97,162), (102,174)

(—4,-11), (-=5,—11), (—5,—10) (34,56), (32,54), (31,60)

(—4,-9), (—5,-9), (—5,—8) (1333, —3990), (—2497,4238), (2414,2128)
(—4,-8), (—5,-8), (—5,—7) (—143,—498), (—42,1), (83,—123)
(—4,-4), (—5,—4), (-5,-3) (12 28) (13,24), (16,28)

(—4,-3), (—5,-3), (—5,—2) (—22,-26), (—18,—24), (—21,—-30)
(—4,-2), (-5,-2), (—5,—-1) (18, 14) (14, 13), (16,18)
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Alap-harmas Nemtrivialis periodikus elem
(—4,—1), (=5, 1), (=5,0) (4,20), (4,16), (8,21)

(=1,0), (=5,0), (=5, 1) (=16,4), (—12,3), (—12,0)

(_471)7 (_571)? (_572) ( ) ( 6 2) ( 77_1)

(—4,2), (=5,2), (—5,3) (= o5, 76), (44, 151), (29, —23)

(—4,3), (=5.3), (—5,4) (—1 31) (—17,9), (60, —12)

(—4,4), (—5,4), (—5,5) (22, —12), (21, —8), (18, —10)
(—3,—13), (—4, —13), (—4, —12) (—181, —281), (—176, —269), (—189, —286)
(—3,-12), (—4, —12), (—4, —11) (157, 247), (152, 236), (164, 252)
(=3,-10), (—4,—10), (—4, —9) (=45, —70), (—44, —66), (—50, —70)
(=3,-5), (—4,—5), (—4, —4) (29, 346), (1871, —427), (—1216, —920)
(=3,-3), (—4,-3), (—4,-2) (=6, —15), (—7,—12), (-9, —15)
(=3,-2), (—4,-2), (—4,—-1) (11, 11), (8, 10), (10, 14)

(_37 _1)7 (_47 _1)7 (_47 0) ( ) (37 6)7 ( )

(737 0)7 (7470)7 (7471) ( ) ( 2 4) ( )

(=3,2), (—4,2), (—4,3) (44 —3), (73, 25), (79 —86)

(=2, —11), (=3, —11), (=3, —10) (=126, —194), (—122, —184), (—133, —198)
(—2,-9), (—3,-9), (-3, -98) (52, 88), (48,84), (51,93)

(—2,-8), (—3,-8), (=3,—17) (=16, —28), (—14, —27), (—12, —32)
(—2,-6), (—3,-6), (—3,—5) (=508, 64), (55, —466), (118, 38)
(=2,-5), (—=3,-5), (-3, —4) (=55, —70), (—15,49), (70, 55)
(=2,-3), (—3,-3), (—3,-2) (=418, —285), (—666, 440), (—26, 84)
(_27_1)7 (_37_1)7 (_370) ( ) (0 _2) ( 1 _3)

(_270)7 (_370)? (_371) ( ) ( 2, 1) ( )

(=2,1), (=3,1), (=3,2) (137, —935), (358, —783), (—834,—79)
(=2,2), (=3,2), (—3,3) (=270, 20), (—355, 532), (952, 425)
(—1,-9), (—2,-9), (-2, -8) (81,123), (78, 115), (87, 126)

(=1,—7), (=2,-7), (—2,—6) (30, 51), (27, 48), (29, 55)

(—1,—6), (—2,-6), (—2,—5) (3,6), (2,6), (—6,12)

(—1,-1), (—2,-4), (—2,-3) (—875, —1088), (—439, 187), (216, —99)
(—1,-3), (—2,-3), (—2,-2) (—980, —443), (700, —174), (964, —345)
(—1,-2), (—2,—2), (=2, 1) (983 —269), (925,433), (—127, —675)
(_17 _1)7 (_2= _1)7 (_270) ( ) ( 4, _15) (67 _5)

(=1,0), (=2,0), (—=2,1) (=393, —791), (—933, —072), (=840, 439)
(=1,1), (=2,1), (=2,2) (913, —233), (359, 474), (383, —799)
(7172)7 (727 2)7 (7273) (3 0) (6 6) (2 0)

(0,—6), (—1,—6), (—1,—5) (18, 34), (15, 32), (16, 38)

(0, —5), (=1, —5), (—1, —4) (14 24), (12,22), (13,27)

(0,-3), (-1, -3), (-1, —2) (=8, 2), (160, —19), (56, —26)

(0,-2), (-1, -2), (—1,-1) (500, 184), (908, 963), (—604, 747)
0,-1), (-1, -1), (—-1,0) (839, 542), (646, —592), (267, —544)
0,1), (—-1,1), (-1,2) (=811, —544), (—897, 522), (546, 813)
(072)7 (_172)7 (_173) (2 _3) ( 1 _1) ( 1 _1)

(073)7 (_173)7 (_174) (77 O) (6 3) (4 1)

(1,—14), (0, —4), (0, —3) (6,13), (4,12), (4 16)

(1773)7 (0773)7 (07 72) (173) (0 3) ( )

(1,—2), (0,—2), (0,—1) (=909, —615), (558 —269), (944, —920)
(1,1), (0,1), (0,2) (—898, 939), (—200, 793), (—651,471)
(1,2), (0,2), (0,3) (—836,577), (270, —875), (986, —715)
(1,4), (0,4), (0,5) (13,8), (10,12), (8,10)

(27_3)’ (1’_3)7 (1,_2) ( 4,— ) ( 3, 4)7 (_6’_8)

(2,—-2), (1,-2), (1,-1) (—915, —54), (—662, —857), (412, 8)
(2,—1), (1,-1), (1,0) (449, —231), (—577, 668), (—697, 443)
(2,0), (1,0), (1,1) (343, 630), (944, 882), (606, 42)

@,1), (1,1), (1,2) (17,8), (=5, 4), (0,5)

(2,2), (1,2), (1,3) (=146, 179), (—16,90), (—158, —342)
(2,3), (1,3), (1,4) (=29, 65) (=181, 352), (—306, —7)
(2,5), (1,5), (1,6) (=10, 30), (10, 20), (9, 17)
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Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(3,-3), (2,-3), (2,—-2)

) ( 573)7 (_674)

(—4
(3,-2), (2,-2), (2,-1) (696 443), (152, —650), (—28, —209)
(3,-1), (2,—1), (2,0 (=329, 681) (=319, 829), (—209, —291)
(370)7 (270)7 (271) ( 2, 73) ( 76)7 (72772)
(3,2), (2,2), (2,3) (=96, —516), (898,7755), (=193, —139)
(3,3), (2,3), (2,4) (=343, —979), (—277, —145), (998, 809)
(3,5), (2,5), (2,6) (353,321), (1119, 815), (1221, —177)
(3,7), (2,7), (2,8) (=65, —101), (—68, —109), (—61, —98)
(3,9), (2,9), (2,10) (=99, —147), (—102, —157), (—93, —144)
(47 _4)7 (31 _4)7 (37_3) ( ) (6 7)7 (47 _12)
(4,-3), (3,-3), (3,—2) (=722, —383), (307, —57), (—967, —825)
4,-2), (3,-2), (3,—1) (86, 827) (750, —860), (—668, 149)
(47_1)7 (37_1)?(370) ( 2, ) ( 4,— ) ( 371)
(3,0), (3,0), (3, 1) (-4, =2), (6,-3), (6.0
@1, (3,1), (3.2 (2.6), (2,8), (-L,7)
,2), (3,2), (3,3) (6,8), (8,9), (14,2)
(4,4), (3,4), (3,5) (305, —326), (—166, —746), (459, 8)
(4,5), (3,5), (3,6) (357,914), (—203, —785), (238,997)
(4,9), (3,9), (3,10) (60, 106), (66, 110), (61, 101)
(4,11), (3,11), (3,12) (—148, —224), (—152, —236), (—141, —220)
(5,—5), (4,—5), (4, —4) (8, —12), (11, —12), (11, —16)
(5,—-3), (4,-3), (4, —2) (=73,—62), (65, —128), (—116, —109)
(57_1)7 (47_1)? (470) ( ) ) ( 3 9)7 (_6 7)
(5,0, (4,0), (4,1) (—3,-12), (-4, -16), (0, —12)
5,1), (4,1), (4,2) (0,11), (-1, 14) ( 5,13)
5,2), (4,2), (4,3) (=15, —21), (—18, —24), (—16, —18)
(5,3), (4,3), (4,4) (9,12), (11,13), (12 9)
(5,8), (4,8), (4,9) (—3447,—2791), (5670, 566), (—2249, 7404)
(5,10), (4,10), (4,11) (55,80), (54, 86), (50, 80)
(5,12), (4,12), (4,13) (—181, —281), (—186, —294), (—174, —276)
(5,13), (4,13), (4, 14) (207, 317), (212, 331), (199, 312)
(6,—5), (5,—5), (5,—4) (=12,10), (—14,10), (—13, 14)
(6,—1), (5,—4), (5,—3) (90, —276), (—637, —767), (211, 146)
(6,—3), (5,-3), (5,—2) (=875,39), (324, —572), (=210, 176)
(6772)7 (57 72)7 (5771) ( ) ( 1170)? (71074)
(6,—-1), (5,—1), (5,0) (— 7, 12), (—4,16), (—8,13)
(6,3), (5,3), (5,4) (12, 28), (12, 32), (7, 29)
(6,4), (5,4), (5,5) (=36, —56), (—40, —61), (—36, —52)
(6,5), (5,5), (5,6) (10, 18), (10, 20), (5, 20)
(6,7), (5,7), (5,8) (4750, 1499), (— 1182, —3223), (—2575, 2556)
(6,8), (5,8), (5,9) (—143,61), (=59, —111), (165, 430)
(6,12), (5,12), (5,13) (=114, —192), (—121, —198), (—114, —186)
(6,14), (5, 14), (5, 15) (746, 389), (252, 399), (238,378)
(77 _3)7 (67 _3)? (67 _2) ( ) (6 _9)7 (97_6)
(7,-2), (6,—-2), (6,-1) (—14, —1), (=18, —4), (—16,2)
(7,5), (6,5), (6,6) (30, 55), (31, 60), (25, 55)
(7,6), (6,6), (6,7) (=67, —107), (—72, —114), (—66, —102)
(777)7 (677)7 (678) (5 7) ( 7) (19772)
(7,13), (6,13), (6,14) (21, —77) (—28, —49), (—27, —46)
(7,14), (6,14), (6,15) (154, 259), (162, 266), (154, 252)
(7,16), (6,16), (6,17) (321,503), (328, 520), (312, 496)
(8,—6), (7,—6), (7, —5) (—14,8), (—15,9), (—18,6)
(8,—5), (7,—5), (7, —4) (410, —143), (1409, 1166), (549, 762)
(8,—-3), (7,-3), (7,—2) (24, —18), (26, —22), (30, —21)
8,7, (7,7, (7,8) (=54, —92), (=56, —98), (—49, —91)
(8,8), (7,8), (7,9) (66, 108), (69, 114), (62, 106)
(8,13), (7,13), (7, 14) (—6144, —3206), (3618, —12558), (5603, —4764)
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Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(8,15), (7,15), (7, 16)

(64,120), (72,120), (69, 114)

9 —7) @, 7) (8,-6)

18, —27), (51, —30), (55, —29)

(8)

983,423), (368, —724), (—962, —93)

219, 767), (585, 252), (—536, —897)

24,13), (—28,12), (—28, 16)

26, —3), (31,0), (29, —7)

70, —121), (—72, —128), (—64, —120)

139, —223), (—146, —233), (—137, —216)

37,61), (38,64), (32, 62)

18179, —28284), (—27196, —19946), (—4239, —3446)

304, —1512), (108, —159), (—419, 305)

—3)

12, —20), (10, —27), (16, —20)

104, —174), (—107, —182), (—98, —172)

10)7 0, 10),
)

(
9,11)
0,11), (9,11), (9

y12)

76,120), (80, 124), (78, 115)

, (10,—7)

27, 14) (=28, 16) (—32,12)

1, 78) (10, -8
—5

~5), (10, (10, —4)

21), (45, —20), (45, —25)

. (10, 12),210,13)
(10, 13), (10, 14)

)

162, —263), (—167, —272), (—157, —259)

84, 48), (—88,52), (—93,51)

NGRS

20, 10),( 25,5), (—22, 12)

20), (56, —18), (55, —25)

12,13), (11,13), (11, 14)

Tad, 237) (148, 246), (138, 234)
1

70, 282) (174,292), (163, 279)

12,14), (11, 14), (11, 15)

120, —190), (—125, —195), (—122, —184)

12,15), (11,15), (11, 16)

360, 420), (268, 432), (260, 410)

13, —8), (12, -8), (12, —7)

28, —56), (—4845, 3111), (2026, 1997)

13,-6), (12, -6), (12, —5)

60, 31), (—66, 30), (—66, 36)

13,12), (12, 12), 12,13)

277, —431), (—288, —444), (—276, —420)

220, —361), (—225, —372), (—213, —357)

(
13,15), (12, 15), (12,16)
(

13, 16) (12,16), (12,17)

242, 393), (248, 404), (236, 388)

10), (13, -10), (13, —9)

44, —22), (45, —25), (50, —20)

2369, 1041), (1994, —1438), (412, 2474)

8), (13, —8), (13,—7)

3,—351), (70, —5), (—1711, —654)

—1
12, -9), (13,-9), (13,-8)
14, )
14,—7), (13, —7), (13, —6)

72,42), (—78,42), (—79, 47)

14,14), (13, 14), (13, 15)

354, —558), (—366, —573), (—352, —546)

15, —11), (14, —11), (14, —10)

130, —75), (135, —80), (141, —79)

15, —8), (14, —8), (14, —7)

93,59), (—86,82), (—102, 64)

15,—7), (14, —7), (14, —6)

84, —43), (91, —42), (91, —49)

9,
9,
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(11
(
(
E
(12, -5), (1L, 5), (1L, )
(
(
(
(
(
(
(
(
(14
(
(
(
(
(
E
(16, _11), (i5,_11), (15, -10)
(

(
(=
(
(=
(
(=
(=
(
(=
(=
(
(=
(
(=
(40
(
(=
(=
(=
(50
(
(=
(
(=
(=
(=
(=
(
(
(
(=
(=
(=
(
(=
(
(
(=

(=
), (

86, —54), (90, —56), (91, —60)
), (=

16, —8), (15, —8), (15, —7)

98,56), (—105, 56), (—106, 62)

A.4. Az (a,b), (a,b+ 1), (a —1,

b+ 1) alap-harmas-konstrukcié esete

Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

—15,7), (—15,8), (—16, 8)

(=106, 62), (—105,56), (—98, 56)

—15, 10), (=15, 11), (—16,11)

(60, —31), (56, —34), (54, —32)

—14,7), (—14,8), (—15,8)

(=102, 64), (—86, 82), (—93,59)

220, 141), (—215, 135), (—205, 130)

13, -15), (—13, —14), (—14, —14)

352, —546), (—366, —573), (—354, —553)

—13,6), (—13,7), (—14,7)

15) (36, —6), (30, —12)

(
E
(=14, 10), (—14, 11), (—15, 11)
E
(=13,7), (—13,8), (—14,8)

(

=
=
(32,
(—1216, —1444), (43, —151), (—365, 331)
=

—13,8), (—13,9), (—14,9)

2131, —1708), (—3945, —3339), (3702, —2839)
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Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(—13,9), (—13, 10), (—14, 10) (70, —50), (70, —45), (66, —44)

(—12,7), (—12,8), (—13,8) (—1780, —2121), (—1060, 5796), (1072, —556)
(= 11 . —15), (— 11 —14), (—12,—14) | (—122,—184), (—125, —195), (—120, —190)
(—11, —14), (=11, —13), (=12, —13) | (279, 442) (292, 466), (282, 452)

(- 11 4, (—11 5) (—12,5) (=80,55), (—74,56), (—70, 50)

(—11,5), (—11,6), (—12,6) (22 12) (25, —5), (20, —10)

(—11,8), (—11,9), (—12,9) (144 93), (140, —88), (132, —84)

(=10, —14), (=10, —13), (—11, —13) | (=157, —259), (—167, —272), (—162, —263)
(=10, —13), (=10, —12), (—11, —12) | (234,372), (246,394), (237, 381)

(=10, 4), (—10,5), (—11,5) (45, —25), (45, —20), (40, —21)

(=10,7), (—=10,8), (—11,38) (32, —12), (28,—16), (27, —14)

(- 9,—12),( 9,—11), (—10, —11) (- 115 —193), (—124, —204), (—120, —196)
(—9,—11), (-9, —10), (—10, —10) (—98, —172), (—107, —182), (—104, —174)
(—9,-8), (-9, —7), (—10,—7) (- 121 ,—168), (—128, —184), (—120, —176)
(=9,3), (=9,4), (—10,4) (52, 736) (47, =37), (44, —32)

(=8, —14), (=8, —13), (—9, —13) (141, —1019), (155, —416), (—406, —930)
(=8, —13), (=8, —12), (=9, —12) (16, —359), (3538, 20154), (—11780, —1852)
(=8, —11), (—8,—10), (=9, —10) (—64, —124), (—76, —128), (—74, —122)
(=8, —10), (=8, —-9), (-9, —9) (=137, —216), (—146, —233), (—139, —223)
(=8,2), (=8,3), (—9,3) (=29,7), (—=31,0), (—26,3)

(=8,3), (=8,4), (—9,4) (—28,16), (—28,12), (—24,13)

(=8,4), (—8,5), (—9,5) (208, —674), (—944, 646), (580, —581)
(=8,5), (—8,6), (—9,6) (=833, —970), (862, 641), (—590, 232)
(=8,6), (—8,7), (—=9,7) (29, —26) (30, —21), (27, —21)

(—7,—14), (=7, —13), (-8, —13) (4247, —19489), (—13574, 12136), (3954, 6368)
(—=7,-9), (-7, —8), (—8, —8) (62,106), (69, 114), (66, 108)

(—=7,=8), (=7, —7), (—8,—7) (—49, —91), (—56, —98), (—54, —92)
(—=7,2), (=7,3), (=8,3) (=30, 21), (=26, 22), (—24, 18)
(=7,4), (—7,5), (—8,5) (—415, 616), (—86, —1261), (517, 542)
(=7,5), (=7,6), (=8,6) (=18,6), (=15,9), (-14,8)

(=6, —15), (=6, —14), (—7, —14) (=154, —252), (—162, —266), (—154, —259)
(=6, —14), (=6, —13), (—7, —13) (27, 46) (28,49), (—21,77)

(=6, —8), (=6, —7), (—7,—17) (4, —34), (—14, —26), (—14, —24)
(—6,-7), (—6,—6), (—7,—6) (36 66) (42,72), (40, 67)

(=6, —6), (=6, —5), (—7,—5) (=25, —55), (—31, —60), (—30, —55)

( 6’1)’ (7672)7 (777 2) ( ) (18 4) (14 1)

( 6’2)’( 693)7 (7773) ( ) ( ) (12777)

(=6,5), (—6,6), (—7,6) (38 —16), (34 —18), (32, —15)

(=5, —15), (—b, —14), (—6, —14) (- 238 —378) (—252, —399), (—246, —384)
(=5, —13), (=5, —12), (—6, —12) (—42,—72), (—44, —77), (—36, —78)
(=5,-9), (-5, —8), (=6, —8) (190 268) (54, —91) (81, —360)

(—5,—8), (=5, —17), (=6, —7) (- 1908 2599) (1514, —5816), (5180, —3461)
(=5,—6), (—5,—b), (—6, —b) (=25, —45), (—30, —50), (—28, —46)
(—5,—5), (-5, —4), (-6, —4) (20, 16) (19, 21), (16, 20)

(—5,—4), (—5,-3), (-6, —3) (7,29, (12,32), (12, 28)

(=5,0), (=5,1), (—6,1) (8,—13), (4,—16), (4, —12)

(=5,1), (=5,2), (=6,2) (10, —4), (11 0), (8,—2)

(=5,2), (—5,3), (—6,3) (—296, —856), (491, —301), (—456, 837)
(=5,3), (—5,4), (—6,4) (- 73 —71), (229, —326), (—26, 125)

( 5’4)’( 575)7 (_6’5) ( ) ( 10, 4) ( 1072)

(—4, —14), (—4,—13), (=5, —13) (199 312) (212, 331), (207, 317)

(=4, —13), (—4, —12), (=5, —12) (174,276), (186,294), (181, 281)
(—4,—12), (—4, —11), (-5, —11) (60, 91), (65,97), (67,90)

(—4,—11), (—4, —10), (=5, —10) (=50, —80), (—54, —86), (—55, —80)
(—4,-9), (-4, —8), (=5, —8) (5556, —3816), (—8808, 8825), (2788, 2237)
(—4,—4), (—4,-3), (=5, —3) (9,21), (13,24), (12,21)

(—4,-3), (—4,—2), (-5, -2) (16, 18), (18,24), (15, 21)
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Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(—4,-2), (—4,—1), (=5, 1) (=5,13), (—1,14), (0,11)

(_470) ( 471)7( 571) ( 7, _1) ( 9, 6) (_67_3)

(—1,2), (—=4,3), (=5, 3) (100, 154), (—120, 135), (68, 27)
(—4,4), (—4,5), (—5,5) (—11,16), (—11,12), (-8, 12)

(=3, —12), (=3, —11), (—4, —11) (=141, —220), (—152, —236), (—148, —224)
(=3, —11), (-3, —10), (74,710) (=120, —190), (—130, —205), (—126, —194)
(—3,—10), (—3,-9), (—4, —9) (=61, —101), (—66, —110), (—60, —106)
(—3,—6), (—3,-5), (—4, —5) (84, —273), (41, —138), (725, —656)
(=3,-5), (—3,-4), (—4, 1) (— 324 —339), (=601, 113), (—377, 1048)
(=3,-3), (=3,-2), (—4,-2) (=12, -8), (—10, —14), (-8, —12)
(_37_2)7 (_37_1)7 (_4=_1) ( ) ) ( ) ) (2 6)

(_37_1)7 (_37 0)7 (_470) (07 )7 ( ) ( 2,— )

(_37 0)7 (_371)7 (_471) ( ) ( 2 4) ( )

(=3,1), (—3,2), (—4,2) (= 7, =7, (712, 286) (—628, —387)
(=3,2), (=3,3), (—4,3) (123, —270), (185, 833), (—312, —504)
(—3,3), (=3,4), (—4,4) (—4,12), (=6,7), (—4,8)

(—2,-10), (-2, -9), (—3,—9) (93, 144), (102, 157), (99, 147)
(—2,-9), (-2, -8), (-3, -8) (32,44), (36, 48), (39, 42)

(=2,-8), (—=2,-7), (=3, -7) (37,61), (41, 68), (36, 65)

(=2,-6), (—2,-5), (=3, -5) (—1072,567), (—807, —1226), (—150, 163)
(—2,-1), (—2,-3), (-3,-3) (256,510), (=163, —27), (656, 416)
(=2,-3), (—2,-2), (—3,-2) (86, —237), (—294, 495), (—183, 611)
(_27_1)7 (_270)7 _370) ( ) (0 2)7 (07_1)

(=2,0), (=2,1), (=3,1) (=512, —983), (502, 465), (983, —634)
(=2,1), (=2,2), (—3,2) (=772, —498), (827, 592) (390, 65)
(72’2)7 (7273)7 (7373) ( ’ ) ( 4 3) ( )

(—1,-7), (—1,—6), (—2,—6) (=6, —18), (=6, 721) (2, —24)
(—1,—6), (—1,-5), (—2, —5) (=9, —17), (—10, —20), (10, —30)
(—1,—4), (—1,-3), (—2,-3) (—426, —265), (—208, 12), (—31, —128)
(—1,-3), (—1,-2), (-2, -2) (=90, —667), (119, —571), (—179, 724)
(_17_2)7 (_17_1)7 (_27_1) (1 0) (0 1) ( —3 O)

(—1,-1), (=1,0), (=2,0) (=197, —834), (—574, 662), (709, —451)
(=1,0), (=1,1), (=2,1) (=276, 967), (—654, —345), (476, 381)
(=1,1), (-1,2), (=2,2) (151, —601), (38, 189), (—151, 478)
(7172)7 (7173)7 (7273) (8 76) (6 74)7 (47 73)

(0,—7), (0,—6), (—1,—6) (38,54), (44, 62), (43,55)

(0, —5), (0, —4), (—1,—4) (18,28), (22, 34), (21, 29)

(0,—-3), (0,—2), (-1, —2) (=352, 713), (—774, —597), (319, 227)
(0,-2), (0,-1), (—1,—-1) (318, 44), (798, —793), (917, 83)

(0,1), (0,2), (-1,2) (—984,500), (—262, 363), (—273, —549)
(072)7 (073)7 (_173) (4 6) ( 4) (315)

(0,3), (0,4), (—1,4) (12,21), (9,15), (11, 18)

(17_4)7 (17_3)7 (07_3) ( 47_1)7 ( 6, _3)7 (_770)

(17_3)7 (17_2)7 (07_2) ( ’ ) (375) (0 5)

(1,—-2), (1,-1), (0,—1) (=518, —702), (279, —530), (675, —309)
(1,0), (1,1), (0,1) (35, 281) (—447,805), (909, —344)
(1,1), (1,2), (0,2) (328, 221), (345, 60), (478, 640)

(1,2), (1,3), (0,3) (=39, —7), (137,77), (—38, 13)

(1,4), (1,5), (0,5) (4,15), (4,11), (6,12)

(1,5), (1,6), (0,6) (=16, —38), (—15, —32), (—18, —34)
2,-9), (2.-2), (1,—2) (—L2), (1.6), (-2,3)

2,-2), (2,-1), (1,-1) (375 —165), (—391, —167), (—333, 529)
(2,-1), (2,0), (1,0) (=786, —4), (66,333), (316, —248)
(270)7 (27 1)7 (17 1) ( ) ( 14, 30)7 (97 _6)

2,1), (2,2), (1,2) (=37, 344), (587,57), (636, —668)
(2,2), (2,3), (1,3) (—854, 44), (763, —629), (829, —226)
(2,3), (2,4), (1,4) (16, 136), (335, —213), (—526, —557)
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Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(2,5), (2,6), (

(6,—-12), (—2,—6), (—3,—6)

1,6)

(2,6), (2,7), (1,7) (29, 55), (27, 48), (30,51)

(2,8), (2,9), (1,9) (=87, —126), (—78, —115), (—81, —123)
(3,-3), (3,—2), (2,—2) (—1000, 565), (—364, 700), (614, 406)
(3,-2), (3,—1), (2,—1) (—247, —423), (958, 908), (—820, —658)
(3771)» (3’ )’ (2’0) (72772)7 (7170)7 (7270)

(370)7 (371)7 (271) (_17_3)7 (07_2)7 (2) _4)

(3,2), (3,3), (2,3) (391, 72), (333, —922), (—579, 702)
(3,4), (3,5), (2,5) (42,49), (—13,—8), (1,—22)

(3,5), (3,6), (2,6) (155, 91), (354, 345), (605, —102)

(3,7), (3,8), (2,8) (=6, —15), (—6, —14), (—7, —14)

(3,8), (3,9), (2,9) (51, 93), (48, 84), (52, 88)

(3,10), (3,11), (2,11) (133, 198), (122, 184), (126, 194)
(4,-3), (4,—2), (3,—2) (=109, —43), (—69, 78), (—46, —53)
(4771)7 (47 )’ (37 0) (07 76)7 (2774)7 (37 76)

(4,0), (4,1), (3,1) (=6, —13), (=3, —9), (-3, —12)

4, 1), (4,2), (3,2) (=10, —14), (=8, —10), (—11,—11)
(4,2), (4,3), (3,3) (6,9), (5.7), (9,6)

(4,4), (4,5), (3,5) (1011, —126), (—1745, —445), (—421, 136)
(4,9), (4,10), (3,10) (=50, —70), (—44, —66), (—45, —70)
(4,12), (4,13), (3,13) (189, 286), (176, 269), (181, 281)
(5,=5), (5, —4), (4,—4) (18,—-10), (21, -8), (22, —12)

5, —4), (5,—3), (4,—3) (—90,8), (19, —15), (4, 38)

(5, -3), (5,—2), (4,-2) (31, —33), (65,210), (13, —74)

(57 72)’ (57 71)7 (47 71) (77 1)7 (67 72)7 (87 72)

(5,-1), (5,0), (4,0) (12,0), (12, —3), (16, —4)

(5,0), (5,1), (4,1) (=8, —21), (—4, —16), (—4, —20)

5,1), (5,2), (4,2) (2,16), (—1,14), (—4, 18)

(5,2), (5,3), (4,3) (9,21), (6,18), (4,22)

(5,3), (5,4), (4,4) (=12, —16), (=11, —13), (—16, —12)
(5,7), (5,8), (4,8) (282, —129), (—42,14), (—112, —414)
(5,8), (5,9), (4,9) (1915, 1185), (—3208, —357), (—2430, —2874)
(5,10), (5,11), (4,11) (—91, —151), (—86, —140), (—90, —146)
(5,11), (5,12), (4,12) (72,102), (65,97), (66, 102)

(6,—6), (6,—5), (5, —5) (9,—2), (10, —1), (10, —2)

(6,—4), (6,—3), (5,—3) (3,—340), (—957, 611), (325, —807)
(6,—-3), (6,—-2), (5, —2) (6,2), (4,-2), (5,—2)

(6,—2), (6,—1), (5,—1) (—21,8), (—22,11), (—27,13)

(6,—1), (6,0), (5,0) (0, —20), (4,—16), (5, —20)

(6,0), (6,1), (5,1) (—21,-10), (—20,—5), (—25,—5)
(6,1), (6,2), (5,2) (24,22), (22,16), (27,17)

(6,2), (6,3), (5,3) (29, 36), (26,29), (31,31)

(6,3), (6,4), (5,4) (—36,—52), (—32,—44), (—37,—47)
(6,4), (6,5), (5,5) (—25,—45), (—21,—40), (—20, —45)
(6,5), (6,6), (5,6) (22,34), (20, 30), (25, 30)

(6,7), (6,3), (5,8) (1660, 5403), (7056, —6291), (497, —3062)
(6,12), (6,13), (5,13) (43,84), (44, 77), (47,79)

(6,13), (6, 14), (5, 14) (=140, —238), (—134, —224), (—140, —231)
(6,15), (6,16), (5,16) (—298, —464), (—282, —442), (—289, —457)
(7,=6), (7,=5), (6,—5) (7,=5), (2, —14), (8, —6)

(77 _3)7 (77 _2)7 (67 _2) (167 _2)7 (157 _6)7 (187 _6)

(7,—2), (7,—1), (6, —1) (10, —21), (14, —18), (16, —22)

(7,3), (7,4), (6,4) (46, 60), (42, 51), (48, 54)

(7,4), (7,5), (6,5) (25, 55), (20, 50), (18, 56)

(7,5), (7,6), (6,6) (66, 102), (60, 91), (66, 96)

(7,6), (7,7), (6,7) (—47,-79), (—42, —72), (—42, —78)
(7,7), (7,8), (6,8) (=44, —72), (—40, —66), (—32, —76)
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Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

13,—10), (13, -9), (12, —9)

—40,21), (—46, 14), (—44, 22)

13,-9), (13, —8), (12, —8)

345,456), (20, 114), (35, —51)

710, —1066), (—23477, —31446), (2909, 3816)

( (
13,—8), (13, —7), (12, —7)
13,—7), (13,-6), (12, —6)

66,36), (—67,40), (—72,42)

13,13), (13, 14), (12, 14)

328, —518), (—314, —493), (—326, —506)

13,14), (13, 15), (12,15)

357, 570), (342, 544), (354, 558)

13,16), (13,17), (12,17)

162, —259), (—156, —248), (—164, —252)

14, —9), (14, —-8), (13, —8)

103, —1218), (3658, 3081), (—2308, —1245)

) ( 7)7 (137_7)

19, —13), (43, —26), (46, —27)

—7). (14.—6). (13, —6)

114, 78), (— %0, 78), (—127, 84)

15), (14, 16), (13, 16)

—412,-656), (—396, —628), (—409, —643)

16), (14,17), (13,17)

445, 714), (428, 685), (441,701)

130, —80), (135, —80), (140, —86)

—8), (15,—7), (14, —7)

91, —49), (92, —54), (98, —56)

.
14,
14,
5,—11), (15, —10), (14, —10)
15,
15,

16) (15,17), (14,17)

471 7748) (=454, —718), (—468, —734)

(7,13), (7, 14), (6, 14) (56, 168), (84, 140), (88, 144)

(7,14), (7,15), (6, 15) (169, 281), (162, 266), (168, 274)

(8,—7), (8,—6), (7,—6) (—11,4), (—12,3), (—12,4)

(8,—6), (8,—5), (7,—5) (392, 879), (387, 687), (—139, —834)
(8,-5), (8,—4), (7, —4) (716 7768) (=663, 306), (246, —529)
(8774)7 (8’73)9 (77 73) ( ) ( 9, 3)7 (71172)

(87_3)» (8’ _2)7 (77 _2) ( ) (_2274)7 (_2673)

(8,5, (8,6), (7,6) (78, 114) (72,102), (79, 107)

(8,6), (8,7), (7,7) (91, 140), (84,127), (91, 133)

(8,7), (8,8), (7,8) (=62, —106), (—56, —98), (—56, —105)
(8,8), (8,9), (7,9) (—27, —4), (—24, —45), (—19, —51)
(8,12), (8,13), (7,13) (—431, 683), (443, —367), (—654, —705)
(8,13), (8,14), (7, 14) (266, 14078), (—24383, 18920), (—36755, —14615)
(8,15), (8,16), (7, 16) (72,128), (72,120), (75, 123)

(8,16), (8,17), (7,17) (144, 217), (135, 209), (137, 216)

(9,—6), (9, —5), (8, —5) (—408, —330), (577, 1112), (—728, —666)
(9, —4), (9, -3), (8,—3) (=29, 7), (—28,12), (—32,12)

09,6), (9,7), (8,7) (105, 154), (98, 140), (106, 146)

9,7), (9,8), (8,8) (- 120 —184), (—112, —169), (—120, —176)
(9,8), (9,9), (8,9) (=79, —137), (—72, —128), (—72, —136)
(9,9), (9,10), (8,10) (94, 156) (87, 146), (88, 154)

(9,10), (9,11), (8,11) (27, 41), (26, 38), (36, 34)

(9,12), (9,13), (8,13) (13108, 18274), (15357, 21880), (8000, —11466)
(10, —8), (10, —7), (9, —7) (=61, 37), (—65,36), (—68,41)

(10, —5), (10, —4), (9, —4) (=52, 36), (—56,36), (—61, 40)

(10, 8), (10,9), (9,9) (153, 234), (144, 217), (153, 225)

(10, 9), (10, 10), (9, 10) (—98, —172), (—90, —162), (—90, —171)
(10, 10), (10, 11), (9, 11) (=193, —308), (—182, —289), (—191, —299)
(10, 11), (10,12), (9,12) (132, 216), (124, 204), (126, 213)

(11, —6), (11, —5), (10, —5) (25, —20), (28, —18), (30, —20)

(11, —5), (11, —4), (10, —4) = 60 46), (—65,45), (—70,50)

(11,10), (11, 11), (10,11) (211, 330), (200, 310), (210, 320)

(11,11), (11,12), (10, 12) (234,372), (222, 351), (232, 362)

(11,12), (11, 13), (10, 13) (—157, —259), (—148, —246), (—150, —256)
(11,13), (11, 14), (10, 14) (=66, —110), (—62, —105), (—b8, —112)
(12, —6), (12, —5), (11, —5) (=55, 25), (—55, 30), (—60, 31)

(12,11), (12,12), (11,12) (=254, —396), (—242, —374), (—253, —385)
(12,12), (12,13), (11,13) (279, 442), (266,419), (277, 431)

(12,13), (12,14), (11, 14) (306, 490), (292, 466), (303, 479)

(12,14), (12,15), (11, 15) (335, 540), (320, 515), (331, 529)

(12,15), (12,16), (11,16) (=86, —140), (—82, —134), (—79, —141)

( (=

( (

( (=

( (=

( (=

( (

( (=

( (=

(14 (

(1 (=

( (=

( (

(1 (

( (

( (=

(16 (

12), (16, —11), (15, —11)

151, —91), (157, —90), (162, —97)

58




Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(16, —9), (16, —8), (15,—8)

(62, —44), (66, —42), (69, —45)

(16, -8), (16,—7), (15,—7)

(=154, 105), (—161, 105), (—169, 112)

harmasok

B. Strt jegyhalmazzal szamrendszert nem alkot6é alap-

B.1. Az (a,b), (a+1,b), (a +1,b+ 1) alap-harmas-konstrukcio esete

Alap harmas

Nemtrivialis periodikus elem

,—6), (—5,—6), (=5, (—14,10), (—64,41), (—20,14)

,—5), (=5, —=5), (=5, (28, —20), (60, —40), (35, —25)

,—4), (=5, —4), (=5, (—20,4), (—31,10), (—24,4)

71)7 (=5,1), (—5,2 (2,—6), (2,-8), (=5, —18)

,2), (—5,2), (—5,3 (—5,6), (34,—22), (0,—6)

,3), (—5,3), (—5,4 (—435,—891), (132, —405), (689, 241)

,—4), (—4,—4), (-4, (-3,6), (—12,12), (—4,8)

,—3), (—4,-3), (-4, (—-12,3), (—21,8), (—15,3)

,—2), (—4,-2), (-4, (11,—11), (18, —16), (12, —14)

,—1), (—4,-1), (—4, (—6,9), (—9,12), (—5,13)

,0), (—4,0), (—4,1 (6,3), (8,4), (12,12)

,3), (—4,3), (—4,4 (—6,2), (7,2), (4,14)

,4), (—4,4), (-4,5 (25, 35), (10, 10), (6,4)

, , (=3, , (= (297, —7), (—532, —270), (87,238)
-3, — (—11,6), (0,—4), (—6,4)

(—4,4), (—36,24), (—6,6)

|
w

= N | UT| O~
— ==
|~~~ —~—~] |
|
w

(8,6), (19, —13), (10, —8)
)

, , (=3, , (6,—2), (10,—4), (8,—1)
,0), (=3,0), (—3,1 (0,2), (0,3), (6,12)

), (—3,1), (—3,2 (217, —252), (443,92), (—414, 303)
2), (—-3,2), (—3,3 (621, —857), (788, 74), (—971, 22)
a_5)7 (_27 _5)7 (_ > (1’ 1)» (3’ _4)7 (47 3)

a_4)7 (_2’ _4)7 (_ ’ (4u 0)’ (_17_2)’ (_370)

—3), (—2,-3), (- (571, —8), (—50, —631), (—400, —82)

7_1)7 (_27_1)7 (_ (170)7 (37_1)7 (271)

70)7 (_270)7 (_271 (07_1)7 (_37 0)7 (174)

D), (—2,1), (—2,2 (—199, —946), (348,470), (—961, —785)

2, (=2,2), (—2,3 (207, 651), (—980, 962), (—120, —843)
—1,-6), (— (=26, 12), (—12,3), (—18,6)

I
—
|

(—18,10), (—2,0), (—4,1)

(1,-1), (-1,0), (1,1)

|
—
|

N[ W Ut O~

(=319, 650, (785, 263), (86, —841)
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(=
(=
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(=
(=
(=
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(=
(=
(=
(=
(=
(=
(=
(=
(=
(=

—1), (—1,-1), (-1, (=760, —409), (—687, —508), (—113, —597)
0), (—1,0), (—1,1 (—748,214), (81,82), (—215,12)

1), (=1,1), (—1,2 = 283 163), (957, 636) (342, —137)
72)7( 172)7 (_173 ( ) ( 3, 1) ( )

3), (—1,3), (1,4 = 6 —12), (—3,-9), (=2, —6)

) 4) (07_4)7 (07 _3) (97 _8)7 (27_4)7 (47 _6)

=2, (0,-2), (0,—1) (881, 257), (533,592), (474, —160)

1), (0,1), (0,2) (=568, 27), (462, —350), (—462, 226)
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Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

)

)

(_427 _66)7 (_67 _8)7 (_3a _3)

( ) ( ) (073) (_172)7 (_876)7 (_272)
( ’ ) (1 _3)7 (17_2) (27 2)7 (273)7 (47 6)
(0,—2), (1,-2), (1,-1) (676, —325), (918, 854), (425, —439)
(0,—1), (1,—1), (1,0) (—602, —948), (—191, 249), (—725,667)
0,1, (1,1), (1,2) (—4,—735), (99,197), (—742,161)
(0,2), (1,2), (1,3) (=739, —694), (—367, —653), (—321, —957)
(074)7 (174)7 (175) ( ) ( 11, 11)7 (_476)
(1,—4), (2,-4), (2,-3) (=10,5), (=8.3), (—1L.1)
(17_3)7 (2 _3)7 (27_2) ( ) ( 3’1)’ (_274)
(1,-2), (2,-2), (2, —1) (= 77, 156), (—708, 730), (945, —898)
(17_1)7 (2 _1)7 (270) (17_1)7 (070)7 (_17_1)
(1,0, (2,0, (2,1) (713, —650), (834, —811), (—103, —74)
(1,1), (2,1), (2,2) (—463, —513), (—380,903), (538, 177)
(1,2), (2,2), (2,3) (37,—904), (—13,686), (51, —713)
(173)7 (273)7 (274) (8’ 8)7 (7171)7 (1775)
(1,5), (2,5), (2,6) (3,0), (27, —15), (4, -1)
(1,6), (2,6), (2,7) (15, —3), (32, —14), (18, —6)
(2,-3), (3,-3), (3,-2) (112, —56), (964, 191), (961, —806)
(2,-2), (3,-2), (3, —1) (817, 833), (—344, —239), (—646, 10)
(2,-1), (3,—1), (3,0) (=435, —327), (=171 774) (523, 810)
(270)7 (370)7 (371) ( _2) ( 2 _1) ( )
2.1, (3,1), (3.2 (=6,2), (—2.0), (-3,
(2,3), (3,3), (3,4) (861,322) (448, —734), (—924, 42)
(274)7 (374)7 (375) ( 3, _1) (4 5)7 (37 3)
(2,5), (3,5), (3,6) (—224, 781), (211, 627), (418, 634)
(3772)7 (47 72)7 (4771) ( ’ ) (8 3)7 (0774)
(3,-1), (4,-1), (4,0) (—12,-21), (—3,-6), (—1,—3)
(370)7 (470)7 (471) ( 9, 3) (_ _2)7 (_6’0)
(3,1), (4,1), (4,2) (11,0), (7,1), (8 —1)
(3,2), (4,2), (4,3) (=12,3), (= 60) (=8,2)
(3,3), (4,3), (4,4) (—42,24), (—6,2), (—12,6)
(3,5), (4,5), (4,6) (1,-2), (3,—2)7 (2,0)
(4,-5), (5,—5), (5,—4) (—8,—6), (—10,—10), (—35, —50)
(4,—-4), (5,—4), (5,—3) (5,4), (—7,34), (—1,7)
(4,-3), (5,-3), (5,—2) (—1,5), (2,4), (—14,-3)
(4,-2), (5,—-2), (5,—1) (10, 14), (—2,-5), (0, —2)
(4,-1), (5,—1), (5,0) (—12,-8), (—8,—4), (=7,—1)
(4,0), (5,0), (5,1) (12, —16), (9, —12), (12, —12)
(4,1), (5,1), (5,2) (22,—-4), (16, —2), (18, —5)
(4,2), (5,2), (5,3) (—32,14), (—21,8), (—26,12)
(4,3), (5,3), (5,4) (—24,20), (—12,12), (—18,15)
(4,4), (5,4), (5,5) (—28,20), (—9,8), (—16,12)
(4,5), (5,5), (5,6) (—48,28), (4,—4), (14, -10)
(5,—3), (6,—3), (6,—2) (905, 514), (759 650), (316, 532)
(5,—2), (6,-2), (6,—1) (15,16), (8,6), (6,2)
(5,3), (6,3), (6,4) (—44,17), (—31,10), (—37, 15)
(5,4), (6,4), (6,5) (=35, 30), (—20, 20), (—28, 24)
(5,5), (6,5), (6,6) (35, —15), (18, —5), (25, —10)
(5,6), (6,6), (6,7) (47, —31), (10, —8), (20, —14)
G 7.—6), (7,—5) (—2,4), (—L,5), (34,62)
(6 3), (
(6,—2), (7,—2), (7,—1) (=6, —28), (=2, —19), (2, —14)

(6,5), (7,5), (7,6) (48, —42), (30, —30), (40, —35)

(6,6), (7,6), (7,7) (=54, 24), (—32,11), (—42, 18)

(7,—6), (8,—6), (8,—5) (663,415), (119, —802), (317, —14)
(7,-5), (8,—5), (8, —4) (728, 240), (—504, —67), (—464, 112)
(7,-3), (8,-3), (3, -2) (=20, —43), (-9, —24), (-3, —15)
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Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(7,7), (8,7), (8,8)

(77, —35), (50, —19), (63, —28)

B.2. Az (a,b), (a,b+1), (a+1,b+ 1) alap-harmas-konstrukci6 esete

Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(—6,—6), (—6,—5), (—5,—5 (25,—10), (18,—5), (35, —15)
(—6,-5), (—6,—4), (—5,—4 (28, —24), (20,—20), (35, —30)
(—6,—4), (—6,-3), (=5, -3 (—37,15), (—31,10), (—44,17)
(—6,1), (—6,2), (—5,2) (—6,—2), (—8,—6), (—15,—16)
(=6,2), (—6,3), (—5,3) (—16,308), (18, —813), (528, —910)
(=5, —5), (=5, —4), (—4,—4) | (—16,12), (—9,8), (—28,20)

(=5, —4), (—5,—3), (—4,-3) | (15,-3), (12,0), (20, —4)

(=5,-2), (=5, 1), (—4,—1) | (=18,5), (=16,2), (—22,4)

(=5, 1), (=5,0), (—4,0) (=12,0), (=12, -3), (—16, —4)

( 570)7 (_57 1)7 (_47 1) (6 ) (4 8)7 (47 _12)

(—=5,1), (-5,2), (—4,2) (—=2,-2), (—5,—7), (14,24)

(=5,2), (-5,3), (—4,3) (=10, -7), (—3,-4), (-3,2)

(=5,3), (—5,4), (—4,4) (7,—3), (10,12), (—24, —16)

(=5,4), (—5,5), (—4,5) (35, 50), (10, 10), (8, 6)

(—4,—6), (—4,—5), (—3,-5) | (3,0), (3,17), (—4,0)

(—4,—4), (=4, -3), (=3,-3) | (6,-3), (3,—1), (21,—12)

(—4,—3), (=4, —2), (=3,—2) | (10,—=8), (6,—6), (15, —12)

( 4, _2)’ (_41 _1)7 (_37 -1 (_9’8)7 (_61 7)1 (_111 11)

( 47_1)7 (_47 0)7 (_370) (_676)7 (_47 6)7 (_679)

(—4,0), (—=4,1), (=3,1) (1,3), (3,6), (12,21)

( 4, 1)7 (_47 2)7 (_37 2) (_47 _4)7 (_27_7)7 (07 2)

(=3,—6), (—3,-5), (—2,-5) | (558, —22), (—361, —159), (—851, —669)
(—3,-5), (—3,-4), (-2,-4) | (2,-2), (4,-4), (0,4)

(—3,—4), (—3,-3), (—2,-3) | (445,71), (715, —541), (444, —71)

( 3, 72)7 (737 71)7 (727 —1 (4’ 73)7 (2 72) ( )

( 3’_1)7 (_37 0)’ (_270) (4’_2)7 (3 _1) ( )

(=3,0), (=3,1), (-2, 1) (38, 626), (153, 923), (980, 61)
(=3,1), (=3,2), (—2,2) (—867,466), (925, 425), (—294, 848)
(=3,2), (—=3,3), (—2,3) (=72, 369), (—144, —591), (478, —883)
(=2,—6), (—2,-5), (—1,-5) | (4, —1), (27, —15), (3,0)

(—2,—4), (—2,-8), (-1, -3) | (-1,-4), (—1,9), (4,-4)

(—2,-3), (—2,-2), (—1,-2) | (677,—211), (306, —934), (—540, —124)
(—2,—2), (=2, —1), (—1,—1) | (—632,911), (643, 323), (65, —772)
(—2,-1), (=2,0), (—1,0) (=719,957), (795, 176), (—485, 54)
( 2’0)’ (7271)7 (7171) (7191)7 (1971)7 (170)

(=2,1), (—-2,2), (—1,2) (752, 531), (—486, —587), (—52, 792)
( 2’2)’ ( 273)7 (_173) (2’ _4)7 (37_1)’ (4’_2)

(—2,3), (—2,4), (—L,4) (—11,1), (—8,3), (—10,5)

( 17 5)’ (_11 _4)7 (07_4) (_1074)> (_22711)1 (_87 2)

(=1,-3), (=1,-2), (0,—2) (=465, 578), (480, 102), (422, —824)
(—1,-2), (=1, —1), (0, —1) (112, —241), (345, —687), (764, —410)
(—1,0), (—1,1), (0,1) (825, —190), (357, 941), (—745, —938)
(—1,1), (—1,2), (0,2) (721, 697), (836, —382), (—769, 674)
( 172)7 ( 173)7 (073) (747 76)7 (72773)7 (727 72)
(0,—4), (0,-3), (1, —-3) (—12,9), (—21,15), (—9,8)

( s 3)7 ( ’72)7 (1772) (2’ 0)» (6’ 72)7 (271)
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Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(0, —2), (0,—1), (1,—1) (737, —858), (47, —857), (112, 8)

(0,1), (0,2), (1,2) (—936, —68), (645, —242), (29, 413)
(073)7 (074)7 (174) (47 _6)7 (27_4)7 (97 _8)

(1,—4), (1,-3), (2,-3) (=2,-6), (—3,-9), (—6,-12)

(1,-3), (1, -2), (2,-2) (2,0), (3,1), (8, 10)

(1,-2), (1,-1), (2,-1) (=470, —771), (—938,19), (937, —403)
(1,-1), (1,0), (2,0) (—435,723), (—611, —914), (—419, 730)
(1,0, (1,1), (2,1) (—13,802), (—408,50), (—504, 159)
(1,1), (1,2), (2,2) (=741, —601), (—424, —418), (—833, —400)
(172)7 (173)7 (273) (17 1)7 (270)7 (_17_1)

(1,4), (1,5), (2,5) (4,—1), (2,0), (18, —10)

(1,5), (1,6), (2,6) (24, —18), (15, —12), (38, —26)

(2,-3), (2,-2), (3,-2) (945, —58), (—848, —474), (—861, 648)
(2,-2), (2,-1), (3,—1) (931, —753), (—598, —106), (648, 30)
(2771)7 (270)’ (37 0) (7372)7 (171)7 (717 71)

(27 0)7 (27 1)7 (39 1) (729 71)’ (737 1)7 (717 0)

2,2), (2,3), (3,3) (534, —616), (—90, —639), (—990, —962)
(273)7 (274)7 (374) (3’ 1)» (_37_5)’ (1’ _1)

(274)7 (275)7 (375) (27 2)’ (1’ _5)7 (170)

(2,6), (2,7), (3,7) (23,—16), (12, —9), (51, —33)

(3,-3), (3,—2), (4,-2) (=139, —610), (—416,976), (—176, 395)
(3,—-2), (3,—1), (4, —1) (—344, 800), (—602,907), (—969, —907)
(3,—1), (3,0), (4,0) (—6,—6), (—3,0), (—2,0)

(3,0), (3,1), (4,1) (1,-7), (4,-6), (2,—4)

(3,1), (3,2), (4,2) (—2,6), (—6,7), (—2,4)

(3,2), (3,3), (4,3) (—21,12), (—108,66), (—14,8)

(3,4), (3,5), (4,5) (5,-7), (4,—-1), (—16,4)

(3,5), (3,6), (4,6) (156,440), (—629, 510), (411, 886)
(4,-5), (4,—4), (5,—4) (6,4), (10, 10), (25, 35)

(47 _4)? (41 _3)7 (57 _3) (_1678)> (076)7 (67 _1)

(4,-1), (4,0), (5,0) (—12,-12), (—8,—4), (—6,—3)

(4,0), (4,1), (5,1) (—5,13), (—9,12), (—6,9)

(4,1), (4,2), (5,2) (—12,14), (—18,16), (—11,11)

(4,2), (4,3), (5,3) (—15,3), (—21,8), (—12,3)

(4,3), (4,4), (5,4) (—12,4), (—24,12), (-9, 3)

(4,4), (4,5), (5,5) (—17,9), (95, —60), (—10,5)

(5,—4), (5,-3), (6,—3) (=790, —393), (912, —746), (891, —435)
(5,-3), (5,—2), (6, —2) (—3,6), (—9,—16), (—2,—7)

(5,—2), (5,—-1), (6,—1) (5,18), (—2,8), (—2,6)

(5,—-1), (5,0), (6,0) (0, —20), (5,—15), (4,—12)

(5,3), (5,4), (6,4) (28,—24), (41, —31), (24, —20)

(5,4), (5,5), (6,5) (—25,10), (—40, 20), (—20,8)

(5,5), (5,6), (6,6) (20, —14), (64, —41), (14, —10)

(5,6), (5,7), (6,7) (—19,13), (18,—10), (—8,6)

(6,—6), (6,—5), (7,—5) (—3,—-1), (—5,—4), (—40,—61)
(6,—3), (6,—2), (7,—2) (—38,—-64), (—2,—6), (—1,—4)
(6,—2), (6,—-1), (7,—1) (—11,-32), (—2,—19), (-1, —15)
(6,3), (6,4), (7,4) (—50,18), (—60,26), (—44,17)

(6,4), (6,5), (7,5) (40, —35), (55, —43), (35, —30)

(6,5), (6,6), (7,6) (42, —18), (60, —30), (35, —15)

(6,6), (6,7), (7,7) (—21,19), (—43,32), (—16,15)

(7,—6), (7,—5), (8, —5) (—10,16), (10,9), (—=5,1)

(7,-3), (7,—-2), (8,—2) (—26,—-28), (—-15,-9), (—12,—6)
(7,6), (7,7), (8,7) (63, —28), (84, —42), (54, —24)

(7,7), (7,8), (8,8) (42, —-34), (69, —50), (34, —28)
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B.3. Az (a,b), (a —1,b), (a — 1,b+ 1) alap-harmas-konstrukci6 esete

Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(=6,—-5), (—7,=5), (—7,—4) | (=78,58), (=50, 40), (—40, 35)
(=6,2), (—7,2), (-7,3) (=6, —18), (=3, —12), (—12, —26)
(—6,5), (—7,5), (—7,6) (4,2), (26,38), (3,1)

(—5,—6), (—6,—6), (—6,—5) | (135, —85), (30, —20), (20, —14)
(=5, —5), (—6,—5), (—6,—4) | (35,—30), (15, —17), (10, —15)
(—=5,—4), (—6,—4), (—6,—3) | (44,—17), (28,—8), (24,—4)
(-5,1), (—6,1), (—6,2) (-1, -15), (0,—11), (—5,—18)
(—5,2), (—6,2), (—6,3) (8,10), (4,4), (36,56)

(—5,3), (—6,3), (—6,4) (=309, —775), (290, 964), (—927,600)
(—4,-5), (=5,-5), (—5,—4) | (—28,20), (4,0), (3,1)

(—4,-4), (—5,—4), (—5,—-3) | (68,—44), (23,—16), (16, —12)
(—4,-3), (—5,-3), (—5,—2) | (32,—14), (18, 6) (15, -3)
(—4,-2), (=5,-2), (=5,—-1) | (26,—22), (16, —15), (12, —14)
(—4,-1), (=5,-1), (—5,0) (—12,16), (— 8 12) (—5,13)
(—4,0), (=5,0), (—5,1) (—4,12), (-3,9), (0,12)

(—4,1), (=5,1), (—5,2) (6,4), (4,2), (8,9)

(—4,2), (-5,2), (—5,3) (—5,-3), (—18,14), (0,—1)

(—4,3), (=5,3), (—5,4) (4,8), (1,—2), (—17,3)

(—4,4), (=5,4), (—5,5) (6,14), (23,41), (4,10)

(=3,-5), (—4,-5), (—4,—4) | (=2,—-4), (—23,9), (—18,7)
(—3,-3), (—4,-3), (—4,-2) | (42,-27), (5,—4), (3,-3)

(-3,-2), (—4,-2), (—4,-1) | (-11,11), (—4,6), (—2,6)

(—3,-1), (—4,-1), (—4,0) (—15,6), (—9,3), (—8,1)

(—3,0), (—4,0), (—4,1) (3,—6), (2,—4), (0, —6)

(73’ 2)’ (747 2)7 (747 3) ( 1 3)7 ( 5 — ) (375)

(—3,4), (—4,4), (—4,5) (—4,-16), (-9, —22), (—4,—13)
(—2,—6), (—3,—6), (—3,—5) (448 450), (648 469), (486, 6)

(_2’ _5)7 (_3’ _5)7 (_37 _4) (1 _1)7 ( ) (7 4)

(—2,-3), (—=3,-3), (—3,-2) (—20,—208), (644, 480), (—742, 410)
(_27_1)7 (_31_1)7 (_370) (87_6)7 (27_2)7 (11_2)

(_270)7 (_370)7 (_37 1) (07 2)7 (07 1)7 (274)

(=2,1), (=3,1), (=3,2) (578, 545), (26, 397), (160, 222)
(=2,2), (=3,2), (=3,3) (693, 636), (698, 380), (614, 799)
(—2,3), (—3,3), (—3,4) (3,9), (7,14), (3,7)

(—1,-6), (—2,-6), (—2,-5) | (3,-3), (8, —6), (66, —42)

(—1,-5), (—=2,-5), (=2,—4) | (—1,2), (—19,13), (4, —1)

(—1,—-4), (—2,-4), (=2,-3) | (16,13), (5,6), (—2,-3)

(—1,-3), (—2,-3), (—2,—2) | (—87,—562), (—990, 638), (790, —557)
(—1,-2), (—2,-2), (=2, —1) | (969, 738), (189, 972), (98, 684)

(_17 _1)’ (_21 _1)7 (_270) (_373)7 (_127 _5)7 (_37 _2)
(=1,0), (=2,0), (—2,1) (152, —679), (—76, —448), (129, —240)
(=1,1), (=2,1), (=2,2) (480, 783), (—206, —736), (880, —107)
(_172)7 (_272)7 (_273) (_47 2)7 (_272)7 (_27 1)

(—1,3), (—2,3), (—2,4) (10, —5), (8, —2), (6,-3)

(0,—5), (—1, —5), (—1, —4) (=10, 8), (—20, 14), (—47, 31)
(0773)7 (71773)7 (71772) (7’6)» (0’ 74)7 (71774)

(0,—2), (—1,-2), (—1,—1) | (154, —20), (158, 286), (—680, —45)
0,—1), (—1,—1), (—1,0) (84,161), (612, 619), (—648, 542)
0,1), (—1,1), (-1,2) (42, —190), (955, 873), (—895, —719)
(072)7 (_11 2)7 (_173) (67 _6)7 (O’ _3)’ (01 _2)
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Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(073)7 (_173)7 (_174) (07 6)7 (37 6)7 (274)

(0,4), (—1,4), (—1,5) (2,11), (6,11), (5,8)

(1,-3), (0,-3), (0,-2) (1,-2), (3,-3), (12,-9)

(1,—2), (0,—2), (0,—1) (—234, —279), (—326, —189), (—958, 103)
(1,1), (0,1), (0,2) (—188, —714), (769, —490), (—420, —649)
(1,2), (0,2), (0,3) (126, —953), (—455, —47), (—13, —225)
(1,4), (0,4), (0,5) (=23,18), (=6, 8), (—4,6)

(27 _3)’ (1’ _3)7 (17 _2) (_27 _4)’ (_17 _3)7 (_2’ _6)

(2,-2), (1,—2), (1,—1) (—640, —452), (—165, 342), (801, —227)
(2,-1), (1,—1), (1,0) (474, —515), (—995, —446), (451, —753)
(2,0), (1,0), (1,1) (163, —890), (900, —966), (—482, 956)
(271)7 (171)7 (172) (173)7 (17_1)7 (170)

(2,2), (1,2), (1,3) (15, 358), (—114, 24), (965, 15)

(2,3), (1,3), (1,4) (1, 1), (6, —14), (—14, —17)

(2,5), (1,5), (1,6) (64, —38), (6, —2), (4,—1)

(2,6), (1,6), (1,7) (28,-26), (9, —15), (6, —12)

(37 73)’ (2’ 73)7 (27 72) (7270)7 (727 1)’ (7272)

(3,-2), (2,-2), (2, —1) (—158, —189), (—156, —483), (—890, —628)
(3,—1), (2,—1), (2,0) (469, —873), (928, —957), (—159, 453)
(370)7 (270)7 (271) (_170)7 (_210)1 (_472)

(3,2), (2,2), (2,3) (317, —947), (725, —644), (—662, 655)
(3,3), (2,3), (2,4) (—182,615), (—868, 532), (—744, —986)
(3,5), (2,5), (2,6) (—=5,-4), (—2,4), (—14,6)

4, -3), (3,-3), (3,-2) (=929, —307), (813, —467), (794, 651)
4,-2), (3,—2), (3,—1) (755, 960), (596, 448), (—634, 429)
(4,-1), (3,—-1), (3,0) (2,2), (6,8), (2,1)

(4,0), (3,0), (3,1) (—2,4), (—3,6), (—6,6)

(4,1), (3,1), (3,2) (—4,-2), (—6,—-2), (=8,1)

(4,2), (3,2), (3,3) (4,—4), (10, —8), (56, —36)

(474)7 (374)7 (3a5) (_3a_3)u (107_1)7 (_174)

(4,5), (3,5), (3,6) (585, —626), (—926,66), (—860, 692)
(5,—4), (4,—4), (4,-3) (2,5), (0,2), (—10,—14)

(5,-3), (4,-3), (4,—2) (3,0), (3,—2), (—6,3)

(5,—1), (4,-1), (4,0) (—6,—-3), (—9,—6), (=7,—1)

(5,0), (4,0), (4,1) (6,-9), (8,—12), (12,—12)

(5,1), (4,1), (4,2) (—11,11), (—16,15), (—23,18)

(5,2), (4,2), (4,3) (12,-3), (18,—6), (26, —12)

(5,3), (4,3), (4,4) (3,—6), (7,—-9), (18, —15)

(5,4), (4,4), (4,5) (2,1), (4,0), (—16,12)

(6,—5), (5,—5), (5,—4) (8,6), (6,2), (15,16)

(6,—4), (5,—4), (5,—3) (=5,-5), (11,-16), (—4,—4)

(6,—3), (5,-3), (5,—2) (238,844), (—454,584), (—626, —244)
(6,—2), (5,—2), (5,—1) (—6,—4), (—11,—11), (—6,—2)
(6,—1), (5,—1), (5,0) (12,8), (16,12), (13,5)

(6,3), (5,3), (5,4) (20,—4), (28,-8), (37, —15)

(6,4), (5,4), (5,5) (—8,12), (—15,17), (—28,24)

(6,5), (5,5), (5,6) (14, —-10), (30, —20), (95, —60)

(7,-3), (6,—3), (6,—2) (4,5), (27,42), (3,3)

(7,-2), (6,—-2), (6,—1) (1,15), (4,22), (—2,14)

(7,4), (6,4), (6,5) (—35,30), (—50,40), (—68,50)

(7,6), (6,6), (6,7) (31, —16), (54, —30), (102, —60)

(7,7, (6,7), (6,8) (4, —1), (9, —4), (101, —61)
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B.4. Az (a,b), (a+1,b), (a +1,b+ 1) alap-harmas-konstrukcié esete

Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(—6,—5), (—6,—4), (=7,—4)

68,50), (—50, 40), (—35, 30)

(=
(—6,1), (—6, 2), (—7,2) (14,12), (22,26), (15, 16)
(—6,2), (—6,3), (=7,3) (—6,—6), (—54,—84), (—8,—10)
(—5,—6), (—5,-5), (—6,—5) | (—35,25), (—10,10), (—4,6)
(—57 —5), (—5,—4), (—6,—4) | (28,—24), (15,—17), (8,—12)
(—5,—4), (—5,-3), (-6,—3) | (—37,15), (—28,8), (—20,4)
(-5,0), (—5,1), (—6,1) (—8,13), (—4,16), (—4,12)
(-5,1), (—5,2), (—6,2) (-2,-8), (—11,—-22), (—4,—10)
(-5,2), (—5,3), (—6,3) (—138, 307) (754, —53), (—434,562)
(7573)7 (75»4)7 (7674) (2 3) ( ) (1 73)
(—5,4), (—5,5), (—6,5) (16, 31), (2 8), (6,14)
(—4,-5), (—4,—4), (—5,—4) (44, —28), (—8,4), (—3,1)
(—4,-4), (—4,-3), (—=5,-3) | (33,—18), (16,—7), (9,—3)
(—4,-3), (—4,-2), (=5,—-2) (26, —12), (18 —6), (12,—-3)
(—4,-2), (—4,-1), (-=5,-1) (18,-5), (15,—1), (11,0)
(—4,-1), (—4,0), (—5,0) (—12,0), (— 12 —4), (—9,-3)
(—4,0), (—4,1), (-5,1) (1,8), (6,15), (3 9)
(—4,1), (—4,2), (-5,2) (—-2,-2), (8 14), (—3,—4)
(747 2)7 (74»3)7 (7573) (67 5)7 ( 2) (1773)
(—4,3), (—4,4), (—5,4) (— 0,714) (0,2), (2,5)
(-3,-6), (—3,—5), (—4,—5) | (97,—361), (619, 336), (—824,—451)
(_37_5)7 (_37_4)’ (_47 _4) ( ) 4) ( 4 ) (5 11)
(—3,-3), (=3,-2), (—4,-2) | (-56,36), (—10,8), (—4,4)
(=3,-2), (=3,-1), (—4,-1) (17, —-9), (10,—4), (6, —2)
(_3=_1)7 (_370)7 (_47 0) ( ) )7 ( 6, — ) ( —4, _2)
(_370)7 (_371)7 (_471) ( ) ) ( 4, _2) ( 270)
(-3,1), (—3,2), (—4,2) (—53,—-213), (—63,445), (612,853)
(-3,2), (—3,3), (—4,3) (287,637), (—164,930), (—787,785)
(-2,-6), (—2,-5), (=3,-5) | (9,17), (14,-7), (—5,—3)
(-2,-4), (—-2,-3), (—3,—-3) | (—784,—690), (501, —560), (—805, —689)
(-2,-3), (—2,-2), (—3,—2) | (—733,184), (414,470), (360, 446)
(_27 _1)7 (_270)7 (_3’ 0) ( ) (2 0) (1’0)
(-2,0), (—2,1), (—3,1) (180 —137), (179, —528), (—290, —457)
(—=2,1), (-2,2), (—3,2) (205, 0), (440,278), (589, —294)
(_272)1 (_273)7 (_373) (9 12) ( ) (3 3)
(-1,-6), (—1,-5), (-2,—5) | (4,-1), (6 —2), (64, —38)
(-1,-4), (-1,-3), (—-2,-3) | (15,17), (5,5), (—2,4)
(-1,-3), (—-1,-2), (—2,—-2) | (-850, 966) (=775, —245), (513, —198)
(717 72)7 (71771)’ (72771) (0 0) (1 1) ( )
(-1,-1), (-1,0), (—2,0) (—159,702), (—124,29), (—187,—768)
(-1,0), (—1,1), (—2,1) (—193,987), (—643,—113), (—194, —516)
(-1,1), (—1,2), (—2,2) (—243,918), (—190, —32), (975, —405)
(_172)7 (_1’3)’ (_273) ( ) ( 4 2) ( )
(07_5)7 (07 _4)> (_17_4) ( ) ( 6 8) ( 23 18)
(0,-3), (0,—2), (-1,—2) (56, 552) (—867,—614), (854,573)
(0,-2), (0,-1), (—-1,-1) (685, —312), (—641, —860), (631, —756)
(0,1), (0,2), (—1,2) (647,501), (122 —728) (=711, —207)
(072)7 (073)? (_173) ( 12 9) ( ) ( 1 2)
(1,-5), (1,—4), (0,—4) (5,8), (6,11), (2 11)
(1774)7 (1773)7 (0773) ( ) (9 3) (14 77)
(1773)7 (1772)7 (0772) (0 2) (O 3) ( )
(1,-2), (1,-1), (0,—1) (540, 696), (— 868 19), (478,884)
(1,0), (1,1), (0,1) (977, —83), (46,473), (—620, —499)
(1,1), (1,2), (0,2) (—158,621), (0, —897), (859, —960)
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Alap-harmas

Nemtrivialis periodikus elem

(1,2), (1, 3), (0,3) (2,—2), (=16, —3), (1, -98)

(1,4), (1,5), (0,5) (16, —15), (6, —8), (2, —6)

(27 _4)7 (2 )7 (17_3) ( ) (8 )7 (107 _5)

(2773)7 (2772)7 (1’ 2) (2 0) (6 6) (370)

(2,-2), (2,-1), (1,—1) (=536, —761), (640, —210), (122, —895)
(2,—1), (2,0), (1,0) (263, 739) (275,7583), (—900, 840)
(270)7 (271)7 (171) (2 0) ( 10)’ (_27_2)

(2,1), (2,2), (1,2) (34, 357) (479,794), (=56, 389)
(2,2), (2,3), (1,3) (247, 872), (—812,940), (—893, —16)
(2,3), (2,4), (1,4) (0,1), (3,2), (10,10)

(2,5), (2,6), (1,6) (—66,42), (=8, 6), (—3,3)

(2,6), (2,7), (1,7) (43, -20), (24, —9), (15, —3)

(37 _4)7 (37 _3)7 (27_3) ( ) (6 0) (67_3)

(3,-3), (3,-2), (2,—2) (—113,758), (974, 494), (—260, —262)
(3,-2), (3,-1), (2,—-1) (—339,578), (—330,717), (—841,451)
(3771)7 (370)7 (270) ( 2, 4) ( )» (0’72)

(370)7 (371)7 (271) ( 1,- ) ( )» (2’ 74)

(3,2), (3,3), (2,3) (—913,415), (—91, —698), (392, —587)
(374)7 (3> 5)7 (2> 5) ( ’ ) (0 3) ( 51_6)

(3,5), (3,6), (2,6) (501, —570), (—912,14), (46,249)
(4,-5), (4,—4), (3,—4) (—4,-13), (-9, —22), (—4,—16)

(47 _3)7 (47 _2)7 (37_2) ( 3, 3) ( ) (1 _3)

(47_1)7 (470)7 (370) ( ’ 6) (2 4) (37 6)

(4,0), (4,1), (3,1) (1, -7), (3,-6), (6, -9)

(4,1), (4,2), (3,2) (— 2,6), (—4,6), (—11,11)

(4,2), (4,3), (3,3) (—9,6), (—14 9), (—111,69)

(474)7 (47 5)7 (37 5) (1 7714)7 ( ’ )7 (787 75)
(5,-5), (5,—4), (4,—4) (6,4), (18,23), (8, 6)

(5,—4), (5,-3), (4,—3) (—16,—14), (—2,4), (—2,4)

(57 3)7 (57_2)> (47_2) ( ’ ), ( 77 15)’ (47 )

(5,—2), (5,—1), (4,—1) (—8,-9), (—4,—2), (—6,—4)
(5,-1), (5,0), (4,0) (—12,-12), (-9, —6), (—12,-8)
(5,0), (5,1), (4,1) (—5,13), (—8,12), (—12,16)

(5,1), (5,2), (4,2) (14,2), (15,-1), (22, —4)

(5,2), (5,3), (4,3) (15, -3), (18,—6), (32,—14)

(5,3), (5,4), (4,4) (4,-8), (7,-9), (24, —20)

(6,—4), (6,—3), (5,—3) = 328 86), (—441, 648), (899, —153)
(6773)7 (6772)7 (5»72) (3 ) (4 4) (8’ 10)

(6,—2), (6,-1), (5,—1) (=5, —18), (0, —11), (—1,—15)
(6,3), (6,4), (5,4) (22, 1), (28, %), (&4, 17

(6,4), (6,5), (5,5) (=10, 15), (—15,17), (—35, 30)
(6,5), (6,6), (5,6) (=8, —2) (—10,0), (—35, 15)
(7,—6), (7,—5), (6, —5) (—2,3), (12, 26), (—2,4)

(7,—3), (7,—2), (6, —2) (12, 26), (3,12), (6, 18)

7.1, (7.5), (6,5) (40, —35), (50, —40), (78, —58)
(7,6), (7,7), (6,7) (—19,2), (—24,6), (—54,24)

(7,7), (7,8), (6,8) (=2,4), (=4,5), (-96,62)
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C. Grafikonok

8.1. abra. Alap-harmasok els§ alapjainak elhelyezkedése a sikon. K-tipusu szamjegyhal-
maz, 1. alap-harmas-konstrukcié.
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8.2. abra. Alap-harmasok els§ alapjainak elhelyezkedése a sikon. K-tipust szamjegyhal-
maz, 2. alap-harmas-konstrukcio.
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8.3. 4bra. Alap-harmasok els§ alapjainak elhelyezkedése a sikon. K-tipust szamjegyhal-
maz, 3. alap-harmas-konstrukci6.
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8.4. abra. Alap-harmasok elsg alapjainak elhelyezkedése a sikon. K-tipust szamjegyhal-
maz, 4. alap-harmas-konstrukcio.
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8.5. abra. Alap-harmasok els6 alapjainak elhelyezkedése a sikon. Siird szamjegyhalmaz,
1. alap-harmas-konstrukcié.

71



8.6. abra. Alap-harmasok els6 alapjainak elhelyezkedése a sikon. Siird szamjegyhalmaz,
2. alap-harmas-konstrukcio.
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8.7. abra. Alap-harmasok elsé alapjainak elhelyezkedése a sikon. Siird szamjegyhalmaz,
3. alap-harmas-konstrukci6.
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8.8. abra. Alap-harmasok elsé alapjainak elhelyezkedése a sikon. Siird szamjegyhalmaz,
4. alap-harmas-konstrukcioé.
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