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1. fejezet

Bevezetés

A modern orvostudomanyban nagy jelentGséggel bir a bioldgiai jelek elemzése, mi-
vel ezek gyakran segitenek a diagnoézis felallitasaban. Biologiai jeleken egy, valamely
¢l szervezet altal kibocsatott, mérhetd, leggyakrabban elektromos impulzust értiink.
Ezek kozé tartozik az EKG, azaz Elektro Kardio Gram, amely a sziv miikodésének
hatasara keletkezik, és az orvosok szaméra hasznos informaciokat tartalmaz annak
allapotarol. Bar ennek a dolgozatnak nem célja az EKG jelek pontos elemzése, fontos
néhény sorban ismertetni egy atlagos EKG jel meghatarozo hullamait. Egyetlen sziv-
iités EKG reprezentécidja harom f6 részre bonthato: a sziviités elején megjelend P hul-
lamra, az ezt kovet6 QRS komplexumra, és az iités végén talalhato T hullamra. Ezek
rendre a pitvari 0sszehtizodast, a kamrak depolarizaciojat és elektromos tjratoltédé-
sét reprezentaljak. Diagnosztikai szempontbol a QRS komplexus a legfontosabb, ezért
ezt nagy pontossaggal kell tarolni. Altalanossagban elmondhat6, hogy ezeknek a hul-
lamoknak kezdd és végpontjai, valamint maximum és minimum értékei vesznek részt
az orvosi diagnosztikaban. Az emlitett paraméterek az 1.1 abran lathatoak. Az EKG
jelek méréséhez tobb elektrodat is hasznalhatunk. Igy megkiilonboztetiink végtagi és
mellkasi elvezetéseket. A gyakorlatban a 12 csatornas EKG jelek a legelterjedtebbek.
A mintavételezési frekvencia valtozo, a dolgozatban 360 Hz-es jeleket dolgoztunk fel.
Ez azt jelenti, hogy egy elvezetésen masodpercenként 360 adat keletkezik. Igy az el-
jaras soran keletkez6 EKG jelek hatékony tarolasa fontos kutatési tertiletnek szamit.
Az adatok tomoritésére kiilondsen nagy sziikség van a 24-6ras Holter-felvételeknél,
illetve a sziik keresztmetszet adatatviteli vonalaknél (pl. mobil EKG).

Az irodalomban ismert tomorité algoritmusokat [1] alapjan harom kategoriaba
sorolhatjuk: 1) egyszeri paraméteres becslések (pl.: interpolacio, kiilonbségi kodolas,

stb.), 2) direkt modszerek (pl.: csucsok, meredekségek, stb. tarolasa), 3) transzfor-
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1.1. abra. Az EKG jel egy sziviitése, illetve annak f6bb diagnosztikai jellemz6i.

QT Interval

méacios eljarasok. Az utébbi osztaly tartalmazza azokat az algoritmusokat, melyek
a jelet egy eldre adott fiiggvényrendszer szerinti sorfejtéssel approximaljak. Igy az
eredeti adatsorozat helyett csak az egyiitthatokat és a rendszer paramétereit kell té-
rolnunk. Ide tartozik a dolgozatban bemutatott algoritmus is. Nevezetesen, az eredeti
adatsorozatot Hermite-polinomok segitségével fogjuk kozeliti. A modszer alapjat ké-
pezd eljaras [2], jol ismert az irodalomban, mely nem csak a jelek tomoritéséhez, de
azok modellezéséhez (3], illetve osztélyozaséhoz [4, 5| is alkalmazhat6. A dolgozat-
ban az EKG jelekkel val6 hasonlosaguk miatt Hermite-fiiggvényeket hasznalunk az
adatok reprezentélasahoz. Ezeket egy argumentum transzformacion keresztiil szabad
paraméterekkel egészitjiik ki. Ennek koszonhetSen az eredeti jelet egy adaptiv ba-
zisban irhatjuk fel. Az emlitett paraméterek optimalis megvélasztasdhoz kiilonbo6zd
algoritmusokat hasznéaltunk, melyek hatékonységat a tomorités, pontossig és futasidé
szempontjabol is megvizsgaltuk. Mivel az EKG jelek diszkrét adatsorozatok, ezért a
modszert [6] alapjan implementéaltuk diszkrét ortogonalis Hermite-polinomokra is. A
dolgozatban kiilonb6z6 tesztekkel demonstréaljuk az algoritmus hatékonysagat. Ehhez,
tobb oranyi, zajjal terhelt, valodi EKG felvételt hasznaltunk. Ezen keresztiil a bemu-
tatott modszert Osszehasonlitottuk egy mésik, az irodalomban jol ismert tomoritG

algoritmussal is [7].



2. fejezet

Approximaci6é Hilbert terekben

2.1. Jelek kozelitése

Az EKG jelek feldolgozéaval kapcsolatban szamos gyakorlati probléma meriilhet fel.
Példaul hosszan tart6 mérések esetén a beérkezd jel tarolasahoz indokolatlanul nagy
erGforras sziikséges, illetve, az EKG esetenként zajjal terhelt, ami megneheziti a ké-
s6bbiekben annak elemzését. Mindkét problémara egyszerre ad kielégité megoldast,
ha a jeleket valamely H Hilbert-tér sima fiiggvényeibdl allo (@,,n € N) ortogonélis
bazisaban reprezentaljuk és véges sok @y, @q,..., D, bazisbeli elem linearis kombi-

naciojaval kozelitjik. Az f € H jel legjobb kozelitését a tér || - || norméajaban az

n

Suf =) (f, 0Dy

k=0

projekcio szolgaltatja, ahol (-, -) az H tér skalaris szorzatat jeloli. A jel és a kozelités

eltérésének négyzete a kovetkezs alakban irhato fel:
If = Sufll* = [[£]1* = D_I(f, @)
k=0

Adott hiban beliili kozelitést véve a jel helyett elég az S, f approximaciot reprezentéalod
(f,®y) (k = 0,1,...,n) Fourier-egyiitthatokat tarolni. Az igy kapott approximéci-
oval a zaj is kiszilirhet§ az eredeti jelbsl. A kozelités megvalositasidhoz a klasszikus
ortogonélis rendszerek koziil EKG gorbék kozelitésére az Hermite-féle fiiggvények bi-
zonyultak hasznalhatonak. Ezt tamsztja ala a [2] dolgozat is. A Hermite-fiiggvények
alkalmazasa tobbek kozott azzal indokolhato, hogy grafikonjuk hasonlit az EKG gor-



(a) @o(x) (b) @1(x) (c) @2(x) (d) ®3(x)
2.1. dbra. A Hermite-fliggvényrendszer elsé négy tagja.

békre. Ezt a tulajdonsagot a 2.1 abra szemlélteti.

A dolgozatban az R szamegyenesen (Lebesgue-mérték szerint) négyzetesen integ-
ralhato fliggvények H Hilbert-tere helyett elegendé a szakaszonként folytonos, az R-en
négyzetesen integralhato fliggvények F euklideszi terét hasznalni. Ebben a térben a

skaléris szorzat és a norma a kovetkezd alakban irhato fel:

o0

(t,9) :=j f(tglt)dt, [[f]l:= {6 (fge F). (2.1)

—00

Tovabba, a
@, (x) := Hy(x)e ¥ /2/V/m/ 22! (n e N)

normalt Hermite-fiiggvények (teljes) ortonormalt rendszert alkotnak a F téren:
(Ony, @) =0nm (MM eN),  |[f—=Suf|| 20 (n— o0).

Itt H,, (n € N) jeloli az Hermite-féle polinomokat.

2.2. Hermite-fiiggvények
Az Hermite-fliggvények alkalmazasanak szamos elénye van:
i) A @,, (n € N) rendszer zart (teljes) az F téren.
ii) A @, (x) fiiggvények gyorsan tartanak 0-hoz, ha [x| — oo:

10, (x)] < Mpe X" <M, (xeRneN).



iii) A @,, figgvények (stabil) méasodrendd rekurzioval szamithatok:
Dy(x) := e_"z/z/nw, D (x) := \/zxe_"z/z/ﬁv4

_ (2.2)
D, (x) = \/gx®n1 (x) — nT](Dnz(x) (x e Ryn > 2)

iv) A @/ derivaltak kifejezhetsk a @, @, fiiggvényekkel:

D! (x) = V2nD,_1(x) —xDy(x) (x ERMEN,O_; =0) (2.3)

2.3. Rendszerek affin transzformaltja

A jelek reprezentéacidja fiige az idéskala O pontjanak és az egység megvalasztasatol.
Ezeket a paramétereket a gyakorlatban onkényesen szoktak beallitani. Példaként em-
litjiik a [5, 6] cikkeket, melyekben az EKG felvétel minden egyes sziviitéséhez ugyan-
azokat a paramétereket hasznaltak. Igy altalaban a kozelités hibaja nem optimalis,
s6t adott esetben az approximéacié teljesen rossz eredményt is adhat. Gondoljunk
példaul az atlagtol eltérs, abnormalis sziviitésekre. Ezzel Osszefliggében felvethets a
kérdés, hogyan lehet optimélisan megvalaszthatani a rendszer paramétereit. Az app-
roximécié pontossagat javithatjuk azonos egyiitthaté szam mellett, amennyiben az

Hermite-fiiggvények helyett azok
O x) == D (Ax +a) (x,a € R,A>0) (2.4)

affin transzformaéltjait hasznéaljuk. A \/XCDT‘?A (n € N) rendszer is ortonormalt és teljes

az F téren. Ebben az esetben az f legjobb approximécidja az

SOM =Y (f, 0" 0P (n€N,a € R,A>0) (2.5)
k=0

projekcié és a kozelités hibdja az a transzlacios és a A dilatacios paraméter fiiggvénye:
n
Drla,A) = [[f* = 3 _I{f, @EH.
k=0

E két szabad paraméter optimalizélasaval azonos egyiitthatoszam mellett, az eredeti

Hermite-polinomokkal torténd approximaciohoz képest pontosabb kozelitést érhetiink



el. A D, fiiggvény minimalizalasa ekvivalens az
Fala, ) = Y [(F, @)1 (2.6)
k=0

fliggvény maximuménak meghatarozasaval. Tovabba, a paraméteres integralok tulaj-

donségaibol kovetkezik, hogy az
Anla,A) = (f,®F")  ((a,A) € T:=R x (0, 00))

Fourier-egyiitthatok a T tartomanyon a paraméterek sima fiiggvényei. Bebizonyithato,
hogy A — 0 és |a|+A — oo esetén Fi(a,A) — 0, kovetkezésképpen az F,, fliggvénynek
létezik a maximuma és a D, fiiggvénynek létezik a minimuma. A bizonyitas részleteit
az A.2 Filiggelék tartalmazza.

A 2.2 dbra az F,(a, A) fliggvényt szemlélteti fényintenzitas és perspektivikus abra-
zolast hasznélva. A fehér vonal a lokalis szélsGértékek helyét, a pont pedig a globélis
maximumot jeloli. Elébbi jol lathatoan az F,(a,A) fiiggvényen egy tn. hegygerincet
képez. Ezt szemlélteti 2.3 abra is, melyen a jel kozelitését is kirajzoltuk a globalis

maximum helynek megfelelGen.
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— Kézelités
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(a) Hibafliggvény 2D. (b) Hibafiiggvény 3D. (c¢) QRS komplexus.

2.2. dbra. Az D, altal meghatarozott feliilet, és approximacio.

Hiba=2.83 E-2
a=-228E-15
lamda=2.99
n=6

2.3. abra. Az F, altal meghatarozott feliilet, és approximacio.



3. fejezet

Optimalizal6é algoritmusok

A dolgozatban harom algoritmust alkalmaztunk az F, (a,A) fiiggvény maximumanak
meghatarozasahoz. A modszerek kivalasztasanal figyelembe vettiik az alkalmazasi te-
riilletek gyakorisagat, az eljarasok tipusat, és gyorsasdgat. Ezért implementéaltunk egy
determinisztikus szimplex algoritmust [8], egy raj alapi nem determinisztikus opti-
malizaciot [9] és a gradiens modszert [10]. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az els két
esetben csak a hibafiiggvény értékeire tamaszkodunk. Ezzel ellentétben, a gradiens
modszer konstrukcidjahoz sziikség van az F, (a,A) fiiggvény parcialis derivaltjaira is.
Megjegyezziik, hogy ennek levezetése nem trividlis, ezért a dolgozat eredményinek

szerves részét képezi.

3.1. Leggyorsabb ereszkedés modszere

A leggyorsabb ereszkedés modszere (més szoval a gradiens modszer) alkalmas arra,
hogy egy f : R™ — R tobbvaltozos fliggvény minimuméat (maximuméat) meghatéaroz-

zuk. A modszer lényege, hogy egy xo € R™ kezdépontdl kiindulva a
f'(x0) = grad f(xo) = (91f(x0), -+, Onf(x0)) € R"

derivaltat (gradienst) felhasznalva a fliggvényt lesztikitjiik az xo ponton athalado, gra-
diens iranya xo +tf’'(xg) (t € R) egyenesre. Az igy kapott Fy(t) := f(xo+tf'(x0)) (t €
R) egyvaltozos fliggvénynek meghatarozzuk a ty minimum helyét: Fy(to) = minger Fo(t),
majd az eljarast az xq := x¢ + tof’(xo) pontban folytatjuk. Tehat az x, € R™ isme-
retében értelmezziik az Fy(t) := f(xx + tf'(xy)) (t € R) fiiggvényt, legyen ty ennek a



minimun helye és
X1 3= X+ Bl (), ahol - Fi(ti) = min Fi(t).
€

Szamos olyan fliggvényosztaly ismert, amelyek minimum helyének meghatérozaséhoz
alkalmazhatd a leggyorsabb ereszkedés elve. Ilyen pélaul R™ben a pozitiv definit
kvadratikus alakok osztalya. Jelolje (-,-) az R™ skalaris szorzatat, legyen A € R™*™
egy pozitiv definit matrix és b € R". Ekkor az

f(x) .= (Ax—b,x) (x €R")

fliggvénynek van minimuma és ebben az esetben az xy (k € N) sorozat az f fliggvény
x* minimum helyéhez konvergal. Mivel a minimum helyre Ax* = b teljesiil, ezért a

modszer linaris egyenletrendszer megoldésara is hasznalhato.

3.1. abra. A leggyorsabb ereszkedés modszere

Az Fo(a,A) ((a,A) € T=R x (0,00)) fliggvény maximuménak meghatarozasanal
célszertd figyelembe venni, hogy a fliggvényt abrazolo feliilet olyan hegyre hasonlit,
amelynek a gerinc magassaga csak kissé valtozik. A 3.2-3.1 dbrakon azt szemléltet-
jik, hogy a gradiens modszer ebben az esetben hogyan alkalmazhaté. A gradiens
vektor zart alakjanak levezetését az A.2 Filiggelék tartalmazza.

Megjegyezziik, hogy a gradiens modszer egy determinisztikus algoritmus. Ez azt
jelenti, hogy azonos inicializalasi feltételek mellett, az eljardas ugyanabban a pont-
ban terminal. A konvergencia adott esetben nagyon gyors is lehet, de ez a kezdd-

ponttdl fiigg. Rossz inicializalasi feltételek mellett a modszer konnyen elakadhat a

9



hibafiiggvény lokélis minimumaiban (Isd. Rosenbrock fiiggvény). Ennek elkeriilésére
a kovetkez§ fejezetben egy nem determinisztikus raj alapi optimalizald algoritmust

is kirpobaltunk.

(a) Ereszkedés lépései. (b) Lokalis maximumok. (c¢) Maximum kérnyezete.

3.2. dbra. Fy, leggyorsabb ereszkedés szimmetrikus jel esetén.

(a) Ereszkedés lépései. (b) Lokalis maximumok. (c¢) Maximum kornyezete.

3.3. abra. F,, leggyorsabb ereszkedés asszimmetrikus jel esetén.

3.2. Particle Swarm Optimization

Egy mésik lehetséges modja a dilatacios, illetve transzlacios paraméterek optimalizé-
lasanak a Particle Swarm Optimization (PSO) algoritmus alkalmazésa. A modszer
egy-egy Hermite-fiiggvényekbdl allo rendszert tgynevezett részecskeként kezel, a ke-
resési teret pedig a hibafiiggvény értelmezési tartomanya alkotja (0 < At € R). Az
algoritmus miikodésének szempontjabol kritikus szerephez jut a részecskék dilatacios
és transzlacios paramétereinek megfelel§ inicializalasa. Mivel a gyakorlati tapaszta-
latok az EKG jelek esetében azt mutattdk, hogy A egy nem tul nagy pozitiv valos
szam, ezért a dilataciés paramétert minden részecskéhez 0 és 10 kozott hatarozzuk

meg. A transzlacios paramétert pedig a jel maximum helyének egy lokalis kérnyeze-

10



tében vélasztjuk véletlenszerten. Igy példaul a P, QRS, T hullimok maximum helyei

jo kezddpozicionak bizonyultak.

Minden lépésben kiszamitjuk az Osszes részecskére vonatkozoan, hogy az altaluk
elgallitott approximacié mennyire tér el az eredeti jeltSl. Az eljards sordn minden
részecskéhez nyilvantartjuk az eddigi legjobb poziciot, illetve a teljes raj globalis op-
timumat. Ezeket rendre a pbest és a gbest valtozokban taroljuk. Az aktualis pozici-
6ban kapott eltérést Gsszehasonlitjuk az eddig megtalalt lokalis és globalis hibakkal.

Végiil a pbest, gbest valtozokat ennek megfelelGen frissitjiik.

Az részecskéhez egy aktualis sebességet is tarolunk. Ez a szam hatarozza meg,
hogy az egyes lépésekben milyen mértékben véltoztatjuk meg a részecskéhez tartozo
dilatécios illetve transzlacios paramétereket. A pozicidkhoz hasonldéan a részecske ak-
tuélis sebességét is frissiteni kell minden 1épésben. Ez a kovetkez§ 6sszefiiggés alapjan

torténik:
v=v+c¢;-rand() - (pbest — presentpos) + c, - rand() - (gbest — presentpos),

ahol v a részecske aktualis gyorsuldsa. Az egyenletben a c; és ¢, tanulési paraméterek
segitségével sulyozhatd, hogy a részecskék sebességét az eddig megtalélt lokalis vagy
globalis optimum befolyéasolja. Megjegyezziik, hogy tesztek sordn, minden iteracioban
az EKG jelek egy konkrét hullamat kozelitettiik. A részecskék kezdeti transzlaciojat
is ennek megfelelGen a P, QRS, T hullaimok maximumaval inicializaltuk. Annak ér-
dekében, hogy a raj ne "vandorolhasson" el egy masik hullam felé, a gbest pozici6
befolyasat a kétszeresére noveltik (¢; =1, c; = 2).

Mivel a részecskék pozicioja minden lépésben valtozik, ezért biztositani kell, hogy
a paraméterek konzisztensek maradjanak. Igy példaul gondoskodni kell arrol, hogy
a A dilatacid pozitiv maradjon, az a transzlacié pedig ne legyen nagyobb mint a
jel mintaelemszama. Az eljaras addig folytatodik amég kielégité eredményhez nem
jutunk (vagy el nem érjiik a maximalis lépésszamot). A PSO algoritmus pszeudokodja

megtalalhato a B Fiiggelékben.
Megjegyezziik, hogy a PSO t6bb szempontbdl is kiilonbozik a gradiens modszertsl.

Egyrészt a részecskék pozicidja fiigg a véletlentdl, igy azonos inicializalasi feltételek
mellett sem garantélt, hogy ugyanabban a pontban terminal a program. Ezzel és a
raj egyedszamanak novelésével csokkenthets a lokalis optimumban valé elakadas le-
hetésége. Azonban a tobb részecske, tobb fliggvénykiértékelést is jelent, igy a futasidd
jelentGsen megnshet. A Nelder — Mead mobdszer egy koztes megoldést jelenthet a

futasids és a lokalis optimumban valé elakadas kikiiszoboléséhez.
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3.3. Nelder—Mead szimplex algoritmus

A Nelder — Mead szimplex algoritmust [8] eredetileg 1965-ben fejlesztették ki azzal
céllal, hogy létrehozzanak egy eljarast, amely képes meghatarozni egy f : R* —
R nemlinearis fiiggvény minimum (maximum) helyét a gradiens felhasznalsa nél-
kiil, pusztan a fliggvényértékekre tamszkodva. Mivel az algoritmust kétvaltozos fligg-
vényekre alkalmazzuk, ezért ebben a specidlis esetben szemléltetjiik, megjegyezve,
hogy hasonld elvek szerint miikddik az altalanos n dimenzios eset is. A minimum
meghatarozasihoz az f(x1), f(x;), f(x3) figgvényértékekbdl indulunk ki, melyek koziil

egyet lecseréliink az adott 1épésben. Nevezetesen,
f(x3) < flx2) < f(x)

esetén olyan x’ helyet keresiink, amelyre f(x') < f(x3) < f(x2) teljesiil és az x3, X2, X1
ponthéarmasrol az xj-et elhagyva attériink az x’,x3,x; harmasra. Az x’ pontot az
el6z6ekbdl geometriai transzformaciokkal szarmaztatjuk, felhasznélva az x;x3 szakasz

x = (x2 + x3)/2 felezéspontjat:
X' =x1+ax(x—x1) (x€R).

Az alabbi abrékon szemléltetjiik az algoritmusban hasznalt transzforméciokat. Vegyiik
észre, hogy o = 2 esetén x’ éppen az x; pont x-re vonatkozo kozéppontos tiikkrozése
(T7). Tovabba o« > 2 az eredeti haromszog tiikrozése + nyujtasa (1), az 1 < « <
2 pedig tiikrozéses + zsugoritasnak felel meg (T3). A —1 < a < 0 paraméterrel
egyszerd zsugoritast kapunk. Végiil az 5. transzformécié (Ts) az x3 pontbol torténd
kicsinyitésnek feleltetheté meg. Az x; képét ezekben a transzforméaciokban és a hozzé

tartozo fliggvényértékeket a kovetkezd alakban adjuk meg:
x' ::X3+i:Ti(X1) (i:]>2>3>4)7 yj:f(xj) ():]>2>’7)

Azt, hogy mikor melyik transzformaciot hasznaljuk a B Fiiggelékben talalhato folya-

matabrabol lathatd. Az emlitett miveleteket a 3.4 abran szemléltettiik.

Megjegyezziik, hogy a Nelder — Mead szimplex modszer is egy determinisztikus
algoritmus. Az algoritmus gyors, hiszen minden 1épésben csak néhany fiiggvénykiér-
tékelést kell végezni. Tovabba, a gradiens modszerrel ellentétben az olyan patologikus
fliggvények optimumat is képes gyorsan megtalalni, mint amilyen a Rosenbrock fligg-

vény.
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(a) Tiikrézés (Ty: x=2).  (b) T-Nyujtas (T2 : o« =2.5).  (c) T-Osszehtzas (T3 : o« = 1.5).

(d) Osszehtizas (T4 : —1 < o < 0). (e) Kicsinyités x3-bol (Ts).

3.4. dbra. A Nelder — Mead szimplex transzformécioi.
3.4. Kvadratara formulak

A kozelités hibajanak kiszamitasahoz kétféle kvadratara formulét alkalmaztunk at-
tol fiiggben, hogy a dilatacios illetve transzlacios paraméterek optimalizalasat melyik
modszerrel végezziik. Mivel a Nelder — Mead, illetve a PSO algoritmusok csak a
fliggvényértékekre tamaszkodnak, a hibafiiggvény értékeinek kiszamitéasahoz elegendd
az Hermite-fliggvényeket valamilyen felosztas pontjaiban egyszer meghatatarozni. Ez
implementaciés szempontbol is fontos, hiszen nem kell minden (A, a) paraméterhez
kiszamolni az ettsl fiiggd, rekurzioval adott Hermite-féle fiiggvényrendszer tagjait.
Ehelyett elég az eredeti diszkrét adatsorozatot dilatalni, illetve eltolni, ami lényege-
sen kevesebb szamitast igényel. Tovabba, az emlitett felosztés pontjainak valamely
Hermite-fiiggvény zérushelyeit valasztva, a hibafliggvényben szerepld integréalok ki-
szamitasahoz a [11] dolgozatban hasznalt eljarashoz hasonloan kvadratira formuléat
is alkalmazhatunk. Ennek elénye, hogy az alappontokban a modszer interpolal, igy itt
lehetséges a jel mintainak pontos rekonstrukcioja. Ugyanakkor, a kapott approximécio

is pontosabb, amit a [11]-ben k6zolt numerikus tesztek is alatdmasztanak.

Mivel a leggyosrabb ereszkedés modszerének az alkalmazasahoz sziikségiink van
a fliggvény parcialis derivaltjaira, igy ezek elGallitasaval kiilon kell foglalkozni. Az
Hermite-fiiggvények derivéltjaira vonatkozo formulék alapjan a parciélis derivaltakra
a hibafiiggvényhez hasonlo ellgallitas adhato. Ebben az esetben az (2.1) egyenletben

szerepld integralok kiszamitasahoz ekvidisztans felosztast alkalmaztunk.
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4. fejezet

EKG jelek tomoritése

Mindharom optimalizici6 esetén, a tomorits eljaras elkészitése megegyezik. A prog-
ram inditasakor az els6 feladat, hogy a teljes EKG jelet sziviitésekre bontsunk, majd
minden sziviitést paraméterként adjunk tovabb a tomorité eljarasnak. Inicializalni
kell tovabbé a tomorits fliggvények altal visszaadott, az aktualis sziviitésre vonatkozo
Fourier-egyiitthatokat, az approximacié hibajat, illetve az optimalizacios eljarasok &l-
tal meghatéarozott dilatacios és transzlacios paramétereket tarolé tomboket.

A tomorités elSkészitése nem ér véget a jel sziviitésekre torténd felbontasakor.
A sziviitéseket normalizaljuk is. Ez azt jelenti, hogy az els6 és utolsod helyen felvett
értékeket Osszekots egyenest kivonjuk a jelb6l. Ezt az eljarast az irodalomban az
alapvonal elimindlasnak nevezik. Ennek eredményeként a jel tartdja a kezds és a
végpont altal meghatarozott intervallum. Végiil, a sziviitést norméaljuk, vagyis az egyes

értékeket elosztjuk az abszolit maximummal.

A tomorités megkezdése el6tt inicializaljuk a fiiggvényrendszert, melynek sorén az

egyes bazisfiiggvények altal felvett értékek egy matrix soraiba keriilnek:

Q= [q)n(“m)]ogn<N,ogm<M .
A © € RMVM mitrix segitségével az f € RM diszkrét jel Fourier-egyiitthatéi konnyen

meghatarozhatok:

Ch = (f, @) = 1M/\_1®f (0<n<N),

ahol RNN 5 A = @®T Cristoffel-Darboux szamokat tartalmazza. Az eléllitasban
szerepls o, € R(0 < n < N) szamokat a 3.4 fejezetnek megfelelGen kétféleképpen
hataroztuk meg. Egyrészt a PSO és Nelder —Mead algoritmusokban a @y fiiggvény
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gyokeit véve kvadratura formulakat definialtunk. Mésrészt a gradiens modszerhez f
tartojan egyenletes alapponterndszert hasznaltunk. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy
az el6bbi esetben a gyokok pontos meghatarozéasa kritikus a feladat szempontjabol.
A probléma megoldasahoz a [12| konyv altal javasolt numerikus eljarast kovetjiik.
Nevezetesen, a H, Hermite-polinom (A.3) rekurzijaban szerepls egytitthatokat egy
tridiagonalis matrixba rendezziik. Kénnyen belathato, hogy az «, gyokok megegyez-

nek ezen tridiagonalis matrix sajatértékeivel.

Hatra van még a megfelel6 (a,A) paraméterek beallitasa. Annak érdekében, hogy
a reprezentacié minél adaptivabb legyen, tobb optimalis transzlaciot, illetve dilatéaciot

fogunk meghatarozni. Az eredeti f € F jelet tehat a kovetkezd alakban kozelitjiik:

N mny
SaM = Z Z<fq"’7\i> D)@y (ax € Ry A > 0),
i=1 k=0

ahol a = aj,ay,...,an az alkalmazott transzlaciok, A = A;, A, ..., Ay pedig a
dilataciok sorozata. Az egyes sorfejtésekhez tartozo egylitthatok szamét az m =
ny,ny,...,ny vektor jeloli. Mivel az EKG jel alapvet&en harom f& hullambol all ezért
esetliinkben N = 3. Tovabba a [2| dolgozat eredményei alapjan a QRS komplexumot
egy heted, a T hullamot hatod, a P hullamot pedig egy masodfoku ortogonélis rend-
szer segitségével approximaljuk azaz n = 7,6, 2. Felhivjuk a figyelmet, hogy a legjobb
approximacio elgallitaséhoz a (2.5) egyenlettel ellentétben méar az eredeti fiiggvény
faM transzformaltjat hasznaljuk. Ez nem jelent megszoritast az eredeti problémaéra
nézve, implementacios szempontbol viszont f@%* kiszamitasa gyorsabb, mint a @

rendszer elGallitasa.

4.1. Matching pursuit algoritmus

A (ai, M) paraméter parok optimalizaciojat egyméastol fiiggetleniil végezziik. Igy azon-
ban nem garantalt, hogy az algoritmus a P, QRS, T hullamokat kiilon-kiilon appro-
ximalja. A probléma megoldaséra az irodalomban j6l ismert tn. Matching Pursuit
(MP) konstrukciot [13] alkalmazzuk. Ez egy mohé algoritmus, mely minden lépés-
ben a (2.6) egyenletben definialt F,(ai, A;) fliggvény maximalizalasara torekszik. Az

iteracio 1. lépése a kovetkezs alakban irhato fel:

sV = =1 Sg&,MRu—n (1<i<N), (4.1)
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ahol RY = f—sW a rezidum fiiggvényt jeloli. Roviden tehat az s(© = 0, R©® = f inici-
alizalas utan, az eljaras i. 1épésében megkeressiik az R4 fiiggvény (2 norma szerinti
legjobb kozelitését, amit ki is vonunk az emlitett rezidum vektorbol. Ezt N iteracion
keresztiil ismételjitk az aktualis R® fiiggvényre. Az MP modszer egy gyors algorit-
mus, mellyel megkonstrualhato az f € F jel ritka reprezentacioja. Emellett lehetséges
az EKG sziviitéseinek automatikus szeparacidja is, hiszen a jel kiilonb6z6 részeit el-
térs ortogonalis rendszerek segitségével kozelitjiik. Felhivjuk a figyelmet arra, hogy az
eredeti [2] modszerben ezt a lépést egy kiilon szegmentéalo algoritmus végezte. Igy a
kozelités pontossaga erdsen fiiggott a szegmentalas eredményétdl (Isd. 4.3 fejezet). A
kifejlesztett eljarasnal azonban ez a probléma nem &ll fenn még zajos jelek esetén sem.
A dolgozatban bemutatott modszer iteracios lépéseit, az RY rezidum fiiggvények ala-
kulésat, illetve a szepardlt EKG jelet az 4.1 dbra szemlélteti. Jol lathato az is, hogy a
fekete vonallal jelolt optimélis transzlacio altalaban nem az abszolit maximum helyén
talalhato. Ez indokolja, hogy a A; dilatacioé mellett az a; paraméter optimalizaciojara
is sziikség van. Mivel ez utobbi a kindulasként hasznéalt |2] dolgozatbol hidnyzik, ezért

a pontossag és tomoritési arany jelentGs javulasat varjuk.

05| —— Eredeti jel 05| — Rezidum jel

— Kozelités —— Kozelités

i i i i i i s i i i i i i
-100 -50 0 50 100 150 -150 -100 -50 0 50 100

(a) A QRS approximacioja. (b) A T hullam approximacioja.

0.5

Rezidum jel

— Kozelités

AP

——QRS
T
It Ik I Ik — P
50 100 150 200 250 300

(¢) A P hullam approximacioja. (d) Szeparalt sziviités.

4.1. abra. Az MP algoritmus lépései.
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4.2. Kvantalas

Az MP algoritmus altal megtalalt optiméalis paramétereket tarolnunk is kell. Mivel a
reprezentaci6 erdsen fiigg az a transzlacios paraméterek vektoratol, ezért ezt annyi

biten abrazoljuk, ami a pontos rekonstrukciohoz sziikséges, igy b = log,(max |a;|) +1.
1

Az egyes hullamokhoz tart6zo dilataciok A és ¢ = [cg]] (1T <n<n,1<i<
N) egyiitthatok vektorat azonban kerekitve taroljuk. Ehhez a dolgozatban linearis
kvantalast hasznélunk. Jelolje cpax €S Cmin & ¢ vektor abszolutértékben maximalis és

minimélis elemét. Ekkor a linearis kvantalas miivelete a kovetkezéképpen definidlhato:

Q(c) = cmin +sign(c) - A - {T + >
ahol A = [Cimax — Cminl /2°7". A Q(c) kerekitett értékeket az elGjel figyelembevételével
b biten taroljuk. A dilatécios paraméterek kvantalasat ugyanezen fiiggvény segitségé-
vel végezziik el. A b bitek szamat tapasztalati tton, tesztek segitségével hataroztuk
meg.

A vizsgélatokhoz a PhysioNet [14] MIT-BIH EKG adatbéazis rekordjait hasznaltuk.
Ez 48 egyenként fél oras valodi EKG jelet tartalmaz, amit 47 egészséges illetve beteg
pacienstdl gytijtottek ossze. A rekordok két elvezetése masodpercenként 360 mintét
rogzit 11 bites felbontéasban. A tomorités teszteléséhez az irodalomban gyakran csak
a 117 és 119 sorszamu rekordokat hasznaljak (pl. |7, 11]). Ennek az az oka, hogy e két
felvétel tobb abnormaélis sziviitést tartalmaz, igy bonyolultsdgukat tekintve jo teszt-
rekordok. A vizsgalatok soran elGszor kiszamoltuk az emlitett rekordok sziviitéseihez
tartoz6 optimalis paramétereket. Majd a pontosan ébréazolt c egyiitthatd és A dila-
tacios vektorokat egyre csokkend b bitszammal jra kvantaltuk. Ekozben vizsgaltuk
a kozelités pontossagat (PRD) és a tomoritési aranyt (CR). Ezek pontos definicio-
jat a 4.3 fejezetben adjuk meg. A tesztek soran a két rekord Osszesen 1528 + 1979
sziviitését dolgoztuk fel. Az eredményeket a 4.2 grafikonon &brazoltuk. Jol lathato,
hogy a kozelités hibaja 7 bit utan lényegében nem valtozik. Ezért a tovabbi tesztek
soran a dilatacios paramétereket és az egytitthatokat is b = 7 biten taroljuk a (4.2)

egyenletnek megfelelGen.
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4.2. abra. A rekonstrualt 117, 119 rekordok paramétereinek kvantalésa.

4.3. Tesztek, és eredmények

A dolgozatban ismertetett algoritmust a 117, 119-es rekordok mellett az MIT-BIH
adatbazisban egyéb felvételein is lefuttattuk. Igy 6sszesen 3 6ranyi adaton, 12830 da-
rab sziviitésen probaltuk ki a modszert. Az Gsszehasonlithatosag érdekében a tesztet
megismételtiik az eredeti [2] algoritmussal is. Mindkét esetben a kvantalast b = 7
biten hajtottuk végre, az egyes szegmenseket pedig n = 7, 6,2 egyiitthatoval repre-
zentaltuk. A futasids csokkentéséhez a PSO algoritmus rajméretét 10-re, az iteraciok
szamat pedig 15-re allitottuk be. Igy egy 30 perces rekordon a Nelder-Mead (NM)
szimplex modszer atlagosan 1400 mésodpercig, mig a PSO esetén 1600 masodper-
cig futott. Megfelel6 hardwer konfiguracioé esetén ez mar valos idejii adatfeldolgozast
feltételez. Az eredményeket a pontossag és a tomoritési ardny szempontjabol is érté-
keltiik:

St — £, 100 o — _ credeti EKG mérete
b

PRD = [F =7, "~ tomoritett EKG mérete

x 100,

ahol f a jel atlaga. A pontossiag mérésére az irodalomban az tn. percentage root
mean square difference (PRD) terjedt el. Vegyiik észre, hogy ez az (> norméaban
mért relativ hibaval egyenld, ami fiiggetlen a jel atlagatol. Az algoritmusok Ossze-
hasonlitasanal a CR-t és a PRD-t is figyelembe kell venni. Ez azonban megnehe-
ziti a modszerek értékelését. Ezt kikiiszobolends, a [15] cikkben bevezették az un.
Quality Score (QS) fogalmét, ami a CR és a PRD hanyadosa. Igy az az algorit-
mus tekinthetd jobbnak, amelyik magasabb QS-el rendelkezik. Ennek megfelelGen az

eredményeket a 4.1 tablazatban foglaltuk Gssze.
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Hiba (PRD %) A tomorités aranya (CR 1:X) Quality Score (CR:PRD)

Rec. || Eredeti NM PSO JPEG2 | Eredeti NM PSO JPEG2 | Eredeti NM PSO JPEG2
101 11.20 11.10 11.13  11.07 29.71 2722 27.22 18.94 2.65 245 247 1.71
117 13.20  11.81 17.66  11.66 36.07  33.06 33.06  23.66 2.73 2.79 1.87 2.02
118 19.83 17.79  16.65 17.72 2434 2230 2230 32091 1.22 1.25  1.33 1.85
119 14.27 8.76 10.20 8.80 27.89  25.55 25.55  23.85 1.95 2.91 251 2.71
201 13.51 12.17 1217 12.14 28.21  25.35 25.35 13.15 2.08 2.08 2.08 1.08
213 19.92  18.28 17.60  18.29 17.08  15.64 15.64  35.23 0.85 0.85 0.88 1.92
Atlag 14.22 12,55 13.83  12.51 26.83  24.45 24.51 23.86 1.91 2.06 1.85 1.88

4.1. tablazat. A tomorités osszehasonlitasa kiillonboz8 modszerek esetén.

Altalanossagban elmondhaté, hogy az Gsszehasonlitott modszerek koziil, a dolgo-
zatban bemutatott algoritmus volt a leghatékonyabb. Utobbi PRD-je atlagosan 2%-al
jobb, mint az eredeti moédszeré. A tomoritési arany egy kicsit rosszabb, ami varhato hi-
szen a transzlacios paramétereket is tarolnunk kell ellentétben [4]-el. Végeredményben
viszont az atlagos QS alapjan a dolgozatban bemutatott és a Nelder-Mead optimali-
zacioval kombinalt moédszeriink gy6zott. Tovabba vegyiik észre, hogy a 119-es rekord
esetén jelentds kiilonbség van a két modszer kozott. A jelenség megértéséhez tekintsiik
a 4.3 abrat, ahol a kérdéses jel els¢ sziviitését rajzoltuk ki. Lathato, hogy az eredeti
algoritmussal adott approximaci6é a T hullam kozelében nagyon rossz. Ez egyrészt a
szegmentalod algoritmus hibajanak, masrészt a transzlaciés paraméter hianyanak ko-
szonhets. Az eredeti algoritmus az EKG jelet a zold pontokkal megjeldlt szakaszokon
kozeliti, ahol az alkalmazott Hermite-fiiggvények az intervallum kozépre vannak iga-
zitva (lsd. fekete vonalak). Mivel a T hullam asszimetrikusan helyezkedik el az adott
szegmensen, igy még elég nagy dilatacié esetén sem lehet kompenzalni a hibat. A ki-
dolgozott modszer azonban a (ai, A;) szabad paramétereknek és az optimalizacionak
koszonhetGen képes megbirkozni a feladattal és kozel kétszer alacsonyabb PRD-vel
allitja el6 a jelet. Megjegyezziik, hogy ehhez mindkét reprezentacidoban ugyanannyi
egyiitthatot hasznaltunk fel. A sajat modszeriink tarolas szempontjabol csupan abban
kiilonbozik, hogy szegmensenként sziikség van plussz egy transzlacids paraméterre. A
példabol érthets az is, hogy a 4.1 tablazat bizonyos rekordojain az eredeti algorit-
mus miért teljesit majdnem olyan jol, mint a dolgozatban bemutatott modszer. Ha
ugyanis normalis sziviitéseink vannak és a szegmentalés is pontos, akkor az intervallu-
mok felezépontja kozel van az optimumhoz. Mivel ez valos jelek esetén egyaltalan nem
garantalt, igy a dolgozat problémafelvetése jogos és az erre adott megoldas gyakorlati

szempontbol is értékelhetd.

Eredményeinket szerettiik volna 6sszevetni mas, az irodalomban gyakran hivatk-
zott modszerekkel is. Ehhez a [7] cikkben bemutatott 2D-s algoritmust hasznaltuk.

Valasztasunkat a modszer egyszertisége, illetve az alkalmazott JPEG 2000 szabvany
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(a) Eredeti modszer. (b) Sajat modszer.

4.3. abra. Asszimetrikus EKG jel kozelitése.

elterjedése indokolja. Az algoritmus az EKG jelek szegmentalasa utén az R hullam
mentén rendezi a sziviitéseket a 4.4 dbranak megfelelGen. Mivel a sziviitések hossza
eltérs, ezért elbb ezeket ki kell egyenliteni, példaul a végpontok ismétlésével. Az
igy kapott egyenlé hosszu sziviitések vektorait méatrixba rendezve egy képet kapunk,
melyet a JPEG 2000 veszteséges képtomoritGvel tarolunk. Az PhysioNet rekordjain
kapott eredményeket a 4.1 tablédzat utols6 oszlopa tartalmazza. Ez esetben a paramé-
tereket gy allitottuk be, hogy a pontossag kozel legyen a sajat modszer PRD-jéhez.
Igy az eredmények értékelése egyszeriibb. Az atlagos CR alapjan az altalunk kidol-
gozott modszer jobbank bizonyult. Mivel a JPEG 2000 szabvany egy wavelet alapt
algoritmust hasznal, a tomoritési arany varhatoéan ott lesz magas ahol a sziviitésekbdl
készitett kép sima, homogén tartomanyokat tartalmaz. Igy fordulhatott els, hogy a

118 és 213 rekordok esetében kiugréan magas CR értékeket kaptunk. Végiil megje-

'\
]
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(a) A QRS-hez igazitott sziviitések. (b) Sziviitések feliilnézete, tomoritends kép.

4.4. dbra. EKG jelek tomoritése a JPEG 2000 képtomorits algoritmussal.
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gyezziik, hogy a teszteléshez felhasznéalt modszerek mindegyikében sziikséges az EKG
jelek legalabb sziviitésenkénti szegmentalasa. A PhysioNet MIT-BIH adatbazisa kar-
diologusok altal annotalt EKG jeleket tartalmaz. Ez azt jelenti, hogy a sziviitések QRS
komplexusait orvosok korabban kézzel bejelclték. Ugyan az annotéaciokat a tesztek so-
ran felhasznaltuk, de ez nem csokkenti a moédszer robosztussagat. A szegmentalédshoz
hasznalhatjuk példaul az irodalomban gyakran hivatkozott Pan—Tompkins-féle QRS
detektort is [16].
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5. fejezet
Osszefoglalas, kitekintés

A dolgozatban a |2, 6] cikkekben bemutatott algoritmusokbol kiindulva egy 6j EKG
tOomorits eljarast konstrualtunk. Az modszer adaptiv, amit a Hermite-fliggvények ar-
gumentum transzformaciojaval értiink el. A reprezentacio szabad (aj, A;) transzlacios
és dilatacios paramétereit harom optimalizacios algoritmussal allitottuk el6. A mod-
szerek elényeit, hatranyait egyarant figyelembe vettiik az alkalmazas soran. Az em-
litett optimum létezését belattuk, illetve a gradiens modszerhez sziikséges parcialis
derivéltakat levezettiik. A tomorits algoritmus hatékonységat a PhysioNet adatbéazis
valos EKG felvételein teszteltiik. A numerikus vizsgalatokban 6sszesen 3.5 6rényi re-
kordot dolgoztunk fel, ami biztositotta statisztikai kisérletekhez sziikséges magas min-
taelemszamot. Ezek alapjan megallapithato, hogy a kiindulasként felhasznalt [2, 6]
algoritmusok eredményeit megjavitottuk. A [7] cikkben ismertetett, JPEG 2000 alapt
2D-s EKG tomorits eljarast is osszehasonlitottuk a dolgozatban implementalt mod-

szerrel. Ez esetben is a sajat algoritmusunk gy6zott.

Megjegyezziik azonban, hogy a kidolgozott modszernek is vannak hatranyai. Mi-
vel az iterativ approximacié sordn az MP megkozelités alkalmaztuk, igy orokoltiik
annak hibait is. El6fordulhat, hogy az elsé lépésben nem a QRS komplexust koze-
litjiik, hanem a T hullamot. Igy az eredetileg ide szant 7 egyiitthatot a T hullamra
"pazaroljuk". Ez azonban a helyes inicializalassal, illetve a QRS hibéajanak stlyoza-
saval kikiiszobolhets. Masik probléma, hogy az MP algoritmus egy moho stratégiat
kovet a (aj, A;) paraméterek meghatarozasahoz. Igy eléfordulhat, hogy egy iteracioban
a sziviités egynél tobb hullamat is kozelitjiik, ha ez az € hiba szempontjabol indokolt.
Ezt szemlélteti a 5.1 abra. Jol lathato, hogy az els§ esetben a PRD kisebb, mint a
maéasodik példaban. Elgbbinél azonban a rezidum fiiggvény is joval bonyolultabb. Te-

hét a végeredmény szempontjabol elényosebb, ha minden lépésben csak egy hullamot
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kozelitiink. A jelenség az MP modszer és a moho stratégia jol ismert hatranya, melyet
a [17] dolgozat is részletesen térgyal. Eszerint a probléma mérsékelhetd, ha az moho
stratégiat més modszerekre cseréljiik. Megjegyezziik, hogy ez gy is megoldhato, hogy
az iteracios megkozelités helyett, a 3 hullamhoz tartozo Osszesen 6 paramétert egy-
szerre optimalizaljuk. Méas széval a keresést az eredeti kettd helyett egy hat dimenzios
problématérben végezziik. Ezek a vizsgélatok jelenleg nem képezik a dolgozat targyat,

de a késébbiekben fontosnak tartjuk azok elvégzését.

1 T T T T T T T T 1

0.8

0.6

0.4F 0.4F
0.2t \ 0.2} AA,‘/\
0 0 A“‘ A'

-0.2 -0.2

-0.4 | -0.4

08 — Eredeti o8 — Eredeti

_od ‘ ‘ | —Kozelités (PRD: 41.6 %) —od ‘ ‘ | —Kozelités (PRD: 61.3 %)

50 100 150 200 250 300 350 400 50 100 150 200 250 300 350 400

(a) Rossz eset. (b) Jo eset.

5.1. dbra. A moho stratégia hatranya.

Koszonetnyilvanitas

Koszonom témavezetémnek, Kovacs Péternek a kitarto, és folyamatos hozzajarulasat,
utmutatasat. Szintén koszénom a Schipp Ferenc professzor emeritusztol kapott sok

értekes segitséget. Nélkiiliik ez a dolgozat nem johetett volna létre.
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A. Fuggelék

Definiciok, osszefiiggések

Ez a fejezet a felhasznalt matematikai eszkozok Osszefoglalasat tartalmazza az |18, 19)

konyveket alapul véve.

A.1. Hermite polinomok, Hermite fiiggvények

Stirling formula

n\n /2n 2
'N —_ ~
n! 27Tn<e) ’(n) N (n — o)

Rodrigues formula

H.(x):=¢e* (—1)" (_)n e (n € Nyx € R)

Ortogonalitds, normdlt renszer

o0
[ 2

e ™ Hn(x)Hm(x) dx = ©/22™n! 8, (myn € N)

J—00

o)

(Dn(x)q)m(x) dx = dmn (m,n € N)

J—o0
roo

e dx =m"? <2

J—00

25

@, (x) := Hp(x)e ™ 72/V/22nm! = hy(x)e /2 (n e N,x € R)

(A1)



Rekurziok

H (XJ = 2xHp (X) - Z(n - 1)Hn_z(><) (n>2)

H_ = 0 HO , = 2x
\/7X(Dn1_\/ n2 Tl>2)
Do(x) = e ¥/ D(x) = V2xe X2 /n* (x € R) (A-3)

H/ (x) = 2nH, 4 (x) (n € N)
@/ (x) = V2nd,_;(x) —xDy(x) (n>0,x € R)

4 0a(x)) = (1= ) Dn(x) + VIxDr_y(x) (n > 1,x € R)

Fiiggvényértékek a 0 helyen

H2m+1(o) =0, HZm(O) = (—] )m%
/ _ / _ m (2m +2)!
HZm(O) - O) H2m+1(0) = (—]) m
A4
Dy (0) = (=1)727" (21:) ~ (2m) Vi (4.4)

D0 = 1172 [ (1) ~ o2

Kvadratira formula

JOO e f(x) dx « i Ainf(Xin)

—00

7T1/22n+1n!

Hn in =0 }\in:—
D) =0 Ao = T o

Mm=1,2,---,1<i<n)

A.2. Approximacié afffin transzformaltakkal

Jeloljiik az R szamegyenesen szakaszonként folytonos, négyzetesen integralhato fiigg-

vények terét F-fel és vezessiik be az F téren az

(F,9) = Jm f(x)g(x) dx

—00

skaléris szorzatot.
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Altértél vett tavolsdag

A ¢, € F (n € N) fiiggvényrendszer ortonormaélt, ha
(bny Om) == 0mn (Myn € N).
Ebbdl a rendszerbdl az
((x) =Lx,A,a) =Ax+a (x,a€R,A>0)
affin transzformécioval szarmaztatott
PO (x) := VAP (Ax + a) = VAbL (LX) (x,a € R,A > 0,n € N)

rendszer szintén ortonormalt. Valoban az u = £(x) = Ax + a, dx = du/A helyettesi-

téssel

(G2, &) = J N Abn(Ax + @) (A + a) dx =
0 o (A.5)
- J Pn(W) () dx = S (m,m € N).

Jelélje X3 a pgr,- -+, O fiiggvények altal kifeszitett alteret. Adott f € F fugg-

vényhez a legkozelebb esé X3 -beli fiiggvényt az

n

Sitf=) (f,oRN R’

k=0

Fourier-projekcioval, az eltérés normajéanak a négyzete a

D} (@A) i= [ = S = {f,£) — 3 I{f, o)F
k=0

fiiggvénnyel adhato meg. A D,(a,A) minimuménak meghatarozasa ekvivalens az
Fala,A) =Y [(f,dpMF ((a,A) € T:={(p,q) e R*:p € R,q >0}
k=0

fliggvény maximuménak meghatarozasaval.
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Becslések az F,, fiiggvényre

A tovabbiakban a
dn(x) = Op(x) = hn(x)e ™% (x € Ryn €N)
normélt Hermite-fliggvényeket valasztjuk ortonormalt rendszernek. Ekkor

|@n ()] < Mpe ™/ < My, [@)(x)] < Npe ™ <N, (x e Ryn € N)

— —x2/4 o / . —x2 /4
M, = r}(lgﬂgclhn(X)le y Nni= Ixngéclhn(X) xhn(x)le (A.6)

J 1D, (x)] dx < MnJ e ¥/ dx < AM,,

—00 —00

Ezeket felhasznalva becsléseket adunk az

Aula,A) = (F, b2) = VA r F(x) (A + a) dx = \iﬁ r f((w— a)/A) () du

Fourier-egyiitthatokra. A tovabbiakban kompakt tartoju, korlatos fiiggvényekbdl in-

dulunk ki. Nem jelenti az altalanossag megszoritéasat ha feltessziik, hogy
f(x) =0, ha[x| > 1, [f(x)[ <1 (x € R).

A paraméteres integralokra vonatkozo tételbdl kovetkezik, hogy az
Fn(a)A) ::Z|Ak(a)x)|2 ((Cl,)\) € T>0)
k=0

fiiggvény folytonosan differencialhaté. Megmutatjuk, hogy az F,, : T — [0, co) folyto-

nos fiiggvénynek van maximuma a T (nem kompakt) halmazon.
A fenti egyenlétlenségekbdl kovetkezik, hogy

A, )] < VAM, jw 0] dx < 2MV/A (A < 1)

oo (A7)

1 [ 4M
|Akm,a)|s—j D)l du < 2 (A > 1),

VAo VA T
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tovabba A > 1, a > 2A esetén

] a-+A ] %)
Adha)l < JM 0w du < - JM 0 (w)] du < -

MkJ'°°_24 Mkr . e 8M
<X eVl Au< —2 | uwe ™/ du=2MVAe N < K
N VA I g VA

Hasonloan egyenlStlenséget kapunk az a < —2A esetben. Innen kovetkezik, hogy az
T, ={(p,q): —2s <p <2s,1/s <p <s}
téglalapon kiviil érvényes

&M
sup [Ax(a,A)] < —=

(s>1)
(aNETs Vs

becslés. Ennek alapjan nyilvanvald, hogy a F, fliggvénynek létezik a maximuma a T
téglelapon.

Célunk az maximum meghatéirozasa a leggyorsabb ereszkedés elve alapjan. Beve-
zetve az s(u) = £7'(u) = (u— a)/A jelolést, a paraméteres integral differencialasi

szabalya alapjan azt kapjuk, hogy

2 Adlan) = N2 rpgie) dx

A = L e (A9
g = [ it dx+ 53 )

A parciélis derivaltak a kovetkez6 harom sorozattal fejezehetSk ki:

Aula,A) == VA r F(x) e (L(x)) dx
AL la,N) = VA | x)iie0) ax (A.10)
AE](a,A) = \/XJOO xf(x))dy.(L(x)) dx.
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Nevezetesen

10 = ]
ZaF(?\, a) = E Ax(a,AN)A (a,A)
k=0 N (A.11)
190 1 « 2l
s> ==Y AN+ ) AdA AL () =
1 - 2)
= 55 Fla,N) + k§_0 A\, @AY (A, )
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B. Fuggelék

Algoritmusok

Algorithm 1 Particle Swarm Optimization

1: function PSO(Hiba, S, In,c12)
2 for all k «— 1,S do
3 Randomize Ay, ax, Vi

4 Initialize Hy. A := Ay > A részecskéhez tartozo dilataciod
5: Initialize Hy.a := ay > A részecskéhez tartozo transzlacio
6 Initialize Hy.pBest := [Ay, ai] > A részecske legjobb pozicidja
7 Initialize Hy.pDBest := oo > A részecske legkisebb hibéja
8 Initialize Hy.v := vy > A részecske kezdd gyorsulasa
9: end for

10: for { — 1,1y do

11: for k — 1,S do

12: if Hiba(Hy) < Hy.pDBest then > pBest frissitése
13: Hk.pBCSt = D\k) (lk]

14: Hy.pDBest = Hiba(Hy)

15: end if

16: end for

17: if Hiba(Hy) < ]r<nki£15 Hiba(Hy) then > gBest frissitése
18: gBQSt = [Hk.)\, Hk.a]

19: end if

20: for k +— 1,S do > gyorsulas és pozicio frissitése

21: Hy.v = Hyov + ¢y - (He.pBest — [Ay, ax]) + comz - (gBest — [Ay, axl)

22: Hy A = Hi A+ Hyv

23: Hy.a = Hy.a + Hyv

24: end for

25: end for

26: return gBest

27: end function
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Az indexeket ugy rendezziik, hogy ys < y, < y; teljesiiljon. Az IterLepes(5)

rutinnal az (X1, X2, x3) harmast kicseréljiik a Ts transzforméacioval kapott harmassal.

Algorithm 2 Nelder-Mead

1: function NELDER-MEAD
2 if y; <ys/A\ys <y, then
3 X1 = X4

4: else if ys < y; then

o: if Ys < Yy then

6 X1 = X5

7 else

8 X1 = X4

9: end if
10: else if y, >y, then
11: if ys <y, then
12: if yo <y4 then
13: X1 = Xg

14: else

15: [terLepes(5)
16: end if

17: else if ys > y; then
18: if y7 <ysz then
19: X1 =Xy
20: else
21: IterLepes(5)
22: end if
23: end if

24: end if
25: end function
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