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1. Bevezetés

A Naprendszer dinamikajanak egyik igen érdekes teriilete a kisbolygdk mozga-
sanak vizsgalata. A f6 aszteroidaovezetben és a Kuiper-évben talalhatd jelentos
szamu, valtozatos palyaju kis égitest sokféle dinamikai probléma vizsgalatat te-
szi lehetové, koztiik a rezonancia tanulmanyozasat is. Munkam soran a Neptu-
nusz palydjan tuli objektumok kozépmozgas rezonancidjat vizsgdltam, és arra a
kérdésre kerestem a valaszt, hogy talalhato-e olyan mennyiség, amely a valdsagot
jol tiikrozve, kozelitéseket nem tartalmazva jellemzi a rezonanciat, és ezen mennyiség
milyen 1j eredményt kinal a rezonancidkra nézve. Dolgozatom a Neptunuszon tuli
kis égitestek és a rezonancia jelenségének &ltalanos jellemzésével kezdddik, majd
az altalam vizsgalt 7:4-es rezonanciat mutatom be részletesebben. Ezt kovetden a
rezonancia hagyomanyos, illetve 1j megkozelitésérol lesz szo, amit az eredmények

kozlése és azok kvantitativ elemzése kovet.

2. Transzneptun objektumok

Eloszor 1949-ben K. E. Edgeworth, majd tole fiiggetleniil 1951-ben G. P. Kui-
per egy, a Neptunusz palyajan tuli ov 1étezésének megsejtésérdl szamolt be. Ezt az
ovezetet késébb Kuiper-ovezetnek nevezték el, a benne taldlhatd kis égitestek pe-
dig a transzneptun objektumok (TNO-k). Az els6 feljegyzett kisbolygd az (15760)
1992 QB1 volt, felfedezése D. C. Jewitt és J. X. Luu nevéhez fiizédik. (Bér a leg-
els6 felfedezett TNO a Platé volt 1930-ban.) A ma ismert Neptunuszon tili kis
égitestek szama 1500 korili, 6sszességében pedig a 100 km-nél nagyobb méretii, 30-
50 AU tartomanyban taldlhaté objektumok szémat 70 000-re teszik. A Kuiper-6v
ossztomege 50 AU-n beliil nagyjabol 0.06-0.26 foldtémeg, az eredeti témeg viszont
ennek az értéknek koriilbeliil 50-500-szorosa - azaz 4-30 foldtomeg - lehetett (ez
az az érték, ami a nagy Kuiper-objektumoknak a Naprendszer koranal rovidebb
idejli Gsszedllasahoz sziikséges volt). Ezen tomeghidny-probléma méig megoldatlan
kérdés.

A Kuiper-ovezet alapvetéen két részre oszthaté. A 40 AU-nél kisebb félnagy-
tengelyli objektumok alkotjak a belsé ovet. Ezen tartomanyban a stabil palyak
egytdl egyig kozépmozgés rezonancidkhoz (4:3-as és 3:2-es) kotodnek. A 36 és 39
AU kozotti régiohoz tartozé majdnem szabalyos korpalyak teljesen néptelenek. A

klasszikus vagy kiils6 Kuiper-6vezetbe pedig a 42 AU-nél nagyobb félnagytengelyti



égitestek tartoznak. Ezen palyak nem rezonansak.

Egy napjainkban népszeri elképzelés szerint a Kuiper-6vezet ma megfigyelhetd
szerkezete olyan mechanizmus eredményeképpen jott 1étre, mely soran az 6vbeli ob-
jektumok palyai altaldanos excentricitasnovekedést szenvedtek. Ez az elmélet tobb
probléméra is magyarazattal szolgal. Egyrészt érthetévé valik, miért néptelenek
ma a 36-39 AU kozotti nemrezonans korpalydk: az excentricitasnovekedés miatt
az égitestek elhagytak ezen palyakat. Masrészt: a bels6 Kuiper-6v objektumai
azért vannak mind rezonancidban a Neptunusszal, mert a nagyexcentricitasu palyak
koziil csak a rezonansak stabilak. Illetve a tomeghiany-problémara is kapunk egy
lehetséges magyarazatot: a kisexcentricitasu palydkat elhagyd égitestek koziil csak

kevés talalt stabil, rezonans palyat, a tobbi a perturbaciék hatasara szétesett.

3. A rezonancia jelensége

A rezonancia jelenségének leirasahoz érdemes a perturbaciészamitasbdél kiindulni.
Az egyszerliség kedvéért foglalkozzunk a perturbalt kéttest-problémaval, amely azt
vizsgalja, hogy hogyan mozog a Nap gravitacids terében egy olyan, elhanyagolhato
tomeg égitest, melyre egy masik bolygd perturbal6 hatasa is hat. A perturbaciot ki-
fejezo perturbacios fiiggvény palyaelemek szerinti D’ Alembert-féle sorfejtése a kovet-

kezoképpen irhato fel:
R = Z Ccos D, (1)

ahol C-ben a perturbalé égitest tomege és az els6 kozelitésben konstansnak tekintett

palyaelemek és szerepelnek, D pedig az alabbi alakot olti:
D= (pn+pn')t+ B (2)

B’ egy palyaelemektdl fiiggd konstans, n és n’ a két égitest kozépmozgasai, p és
p’ pedig egész szamok. A perturbacios fiiggvény sorfejtését a bolygémozgasok
Lagrange-egyenleteibe beirva, a jobb oldalakon K sin D vagy K cos D alaku tagokbdl
allé végtelen sorokat kapunk (K a pélyaelemektél fiigg dllandd). A megoldas soran
ezeket a tagokat kell integralni, mely integralok eredménye igy a ¢ id6 pn + p'n’
egyttthatojanak értékétol fog fiiggeni. Ha ezen egyiitthaté nullaval egyenlo, akkor
konstans tagokat integralva az id6 szerint az idével egyenesen ardnyos tn. szekularis

perturbaciokat kapunk. Ha a pn+p'n’ nem egyenld nullaval, akkor a cos és sin tagok



az ido valodi periodikus fiiggvényei, és periodikus perturbaciok adédnak eredménytil.

A periodikus perturbaciok esetében a perturbacié A amplitiddja és P peridodusa:

K

AT @
2

P fp/n/. (4)

Ha a vizsgélt égitestek keringési idejét a T' = 2w /n és T" = 27 /n’ alakban felirva
P ~ T, T’ akkor rovid periédusu perturbéaciokrdl, P > T, T" esetében pedig hosszi
periédusi perturbédcidkrdl beszéliink. A (3) egyenlet alapjan az amplitidé forditottan
aranyos a pn + p'n’-vel, igy ha pn+ p'n’ ~ 0, ugy, hogy p, p’ kicsi, akkor ténylegesen

nagy amplitudéju perturbéaciok jonnek létre: ez a rezonancia jelensége.

3.1. Kozépmozgas rezonancia

A rezonancianak két f6 tipusat kiilonboztethetjiik meg: kozépmozgds rezonan-
cia esetén két égitest palyamenti keringése kozott all fenn a rezonancia, szekularis
rezonancianal pedig maguk a péalyak rezonansak.

A kozépmozgas rezonancia sziikséges (de nem elégséges) feltétele, hogy a két
égitest kozépmozgasainak aranya felirhaté legyen kis egész szamok hanyadosaként,
azaz:

22 o)

ahol n a belso, n” a kiils6 égitest kozépmozgasa, a p és ¢ szamok pedig relativ primek.
(¢-t a rezonancia rendjének nevezziik.) Ez ekvivalens azzal az alakkal, amiben az n,

n’ kozépmozgasok helyett a T, T keringési idok szerepelnek:

T p+gq
= (6)

(6) alapjan pedig Kepler harmadik torvényét felhasznalva adddik a rezondns fél-

(F) ()

A rezonancia (6) alaku sziikséges feltételébol latszodik, hogy kézépmozgas rezonan-

nagytengely:

cia esetén a kiils6 (tehat hosszabb - T’ - keringési idejii) égitest p fordulatot tesz



meg, amig a belso bolygd ¢-szor keriili meg a Napot. Mivel a perturbacié nagysaga
An~el (8)

szerint az excentricitas g-adik hatvanyaval aranyos, a legnagyobb amplitudét a ¢ = 1

esetében kapjuk. Ezek az els6rendii rezonancidk (példdul 2:1, 3:2, 4:3, stb.). A ma-

gasabb rendii rezonancidk akkor fontosak, amikor az e excentricitas nagy.
Kozépmozgas rezonancia esetén bevezethetd egy tin. © rezonanciavaltozo, me-

lyet a kovetkezdképpen definidlhatunk:
©={p+gN —pr—q@, (9)

ahol A = M + @ és N = M’ + & a kozepes palyamenti hosszisdgok (M és M’
a kozépanomadlidk, w és @' pedig a perihéliumhosszisdgok). A rezonanciavaltozé
értékének egy 180° koriili korlatos intervallumban valé valtozésa (libracidja) elég-
séges feltételt jelent a rezonancidra. (Ha a rezonanciavaltozé 0° és 360° kozott
minden értéket felvesz, azt mondjuk, © cirkuldl.) Itt emliteném meg, hogy az eléz6
allitas alapjan barmely rezonans objektum libral, igy viszont ellentmondas fedezhet6
fel a dolgozat cimében: | Libralnak-e a rezonans TNO-k?”. A latszé paradoxon
feloldasara az Eredmények részben keriil sor.

Vizsgaljuk meg a rezonanciavaltozo szemléletes jelentését! A két égitest egytitt-
allasakor (konjunkcidjakor) A = N (kozelitSleg), igy (9) alapjan egyiittallas esetén

a rezonanciavaltozo a kovetkezo alakot olti:
0. = (A — &) = gM. (10)

O.-t ismerve pedig meghatarozhaté az egyiittallasok helye a belsé palya @ pericent-
rumahoz képest. Es mivel a két égitest konjunkcidkor van legkozelebb egymaéashoz,
ekkor fognak kozottiik a legerdsebb perturbaciok is hatni. Ilyenforman azt mond-
hatjuk, hogy a rezonanciavaltoz szerepe az, hogy megmondja, az objektumok hol
zavarjak egymast legjobban pélyajuk soran.

(Megjegyzem, hogy O tgy is definidlhat6, hogy (9)-ben @ helyett w'-t irunk. Ek-

kor az egyiittallasok helyét a kiils6 palya & perihéliuméhoz viszonyitva kapjuk meg.)



3.2. A rezonancia els6 és masodik alapmodellje

A rezonancia elsé alapmodelljérol

csak annyit jegyeznék meg, hogy

elsorend esetén a rezonancia tulaj- rof /\ :
donképpen az inga-probléméanak felel 05 \ / o

meg: ahogyan az inga egy kozéphelyzet e ool >< ><,
koriil ingadozik, tgy libral a rezonan- s e \ 7N
. /lt , /1 PR t/k k 1 [ E
ciavaltozo egy egyensilyi érték korii ok L {
A rezonancia fazistere igy analdg az i ]

, 15 0 | 1
inga fazisterével (1. dbra (Erdi, 2011)): -4 -2 0 4

a mozgas két régidja kiilonitheto el
két szeparatrixszal: a szeparatrixokon ) . .
1. dbra. Inga fazistere. (¢ az egyensilyi

helyzettol valé kitérés szoge, ¢ az impul-
esetében a lengémozgasé), az azokon zus.)

belilli tartomany a librdciéé (inga

kiviili pedig a cirkuldciéé (ingénal a

forgémozgasé). A librécié centrumdaban 1é6v6 stabil egyensilyi helyzet az inga
egyensulyi helyzetére utal, a szeparatrix két aga pedig két instabil egyensiilyi pontot
kot Ossze: ez a két pont a 27-periodicitds miatt tulajdonképpen azonos és az inga
instabil egyensilyi helyzetének felel meg.

Magasabb rendii rezonancidknal a-

zonban a palya mentén mar nem egy,
hanem a rezonancia rendjével meg-
egyezd szamu libracios sziget van je-
len. Ezek a rezonancidk nem modellez-
] heték az inga-problémaval. Igy sziile-
7 tett meg a rezonancia masodik alap-
modellje a magasabb rendii rezonanciak
fazisterének leirasara (Henrard és Lama-
] itre, 1983).

R Murray és Dermott (1999) mutatta
meg, hogy egy k-adrendii j : (j — k)

, ., . aranyu rezonancianal az egy szabadsagi
2. dbra. Harmadrendl rezonancia Y 8y g

fazistere fokuira redukalt Hamilton-fiiggvény do-



mindans része:

H = aJ + BJ* +e(2J)%2 cos kb, (11)
ahol )
_U=k)n—jn' — ki ﬁ—i G-k J
“= k ’ 2k2 | ma? ma?|’
3—k /
€= fd(n2)1_§a - ﬁml_g,
a me

J=ypa(l—v1—e2), kO=jN+(k—j)\—ko.

A kifejezésekben a,n, e, \, @ rendre a félnagytengelyt, kozépmozgast, excentricitast,
kozepes palyamenti hosszusagot és perihéliumhosszisagot jelentik. m és m' a re-
zonans égitestek tomege, melyek egy m,. tomegli kozponti test koriil keringenek.
(Az ¢ kifejezésében szereplé fy;-t az egy szabadsigi foki probléma esetén kons-
tansnak tekintjiik.) A (11)-ben megjelend két valtozé az impulzus jellegii, e*-tel
aranyos J és az egyiittallasokat megadd 0 szogvaltozo. Megfelel6 transzformacis
lépéseket (1d.: (12)) elvégezve azon paraméterek, melyektSl (11) fligg, egy pa-

raméterbe tomorithetok:

0 ha k pé
q) — Z’ T = /6’)7t7 gb = _l_ ﬂ-’ a paros s (12)
Ui 0, ha k paratlan
ahol ,
-1 k25 k—4

T pedig egy 1j fliggetlen valtozo t helyett. A transzforméacié eredményeképpen a

(11)-es Hamilton-fiiggvény a kovetkezé alakot olti:

H = §® + O + (—1)*2(2®)? cos ko, (14)
melyben az egyetlen valtoztathaté paraméter a
4 -k

Harmadrendii rezonancia (k = 3) fazisterét 6 = 0 -ra a 2. abra mutatja, ahol

xr=vV2Pcosp, y = V2P sin ¢.



3.3. 7T:4-es rezonancia a Kuiper-ovezetben

Naprendszertinkben a kisbolygdk jelentés része rezonans palyakat foglal el. En-
nek hatterében a rezonancia mint egyfajta védelmi mechanizmus all: a rezonans -
teroiddk palyait metszo palydkon keringd - kis égitestek palydiknak csak bizonyos
tartoményaiban lehetnek egyiittéllasban a mésik égitesttel (a Naprendszer esetében -
a f6 aszteroidaovbeli égitestek - a Jupiterrel, - a transzneptun objektumok - a Neptu-
nusszal), ez pedig megdvja Eket az éridsbolygd szoros megkozelitésétdl, a palyajukat
megvaltoztatd erds perturbdcioktél és az titkozésektol. A kiilonféle rezonanciak di-
namikdja, jellemzoi egészen masok. TDK munkamban a Neptunusszal 7:4-es re-
zonancidban allo objektumok mozgasat vizsgaltam, igy most ezt a harmadrendi
rezonanciat mutatom be részletesebben.

A T:4-es rezonancia régidja a Naptol a ~ 43.7 AU tavolsagban talalhatd, ahol
osszesen kortlbelill 250 db TNO kering. Koziiliik viszont mindossze 21 mutat
libréciét a rezonanciavaltozdjaban (meglehetésen széles tartomanyban mozgd lib-
raciés amplitiddval). A T:4-es rezonancidban 1év6 transzneptun objektumok Gssze-
gytijtése Gladman és mtsai. (2008) nevéhez fiizédik. A tartomény dinamikdjaval
Lykawka és Mukai (2005) foglalkoztak behatébban. Megéllapitdsuk szerint a rezo-
nancia legstabilabb (e = 0.25—0.30 excentricitdshoz és i = 0° —5° inklindcidhoz tar-
tozd) része szinte teljesen néptelen. Az e > 0.25 excentricitasi objektumok hidnyat
dinamikai szimuldciok is aldtdmasztjak (Hahn és Malhotra (2005); Levison és mtsai.
(2008); Yeh és Chang (2009)). Mindez azt sejteti, hogy a rezonans régié a Kuiper-6v
létrejotte utan viszonylag sokdig lakatlan volt.

A kis excentricitasértékek mellett alapvetéen kicsi a palyak inklinaciéja is: 2.5°-
14° kozotti, a leggyakoribb érték ¢« = 5° (Gladman és mtsai., 2012). Lykawka és
Mukai (2005) mutatta meg, hogy az i > 10° inklindcidjud, 7:4-es rezonancidban 1év6
égitestek a Naprendszer koraval 6sszemérhetd idétartamot nem élnek tul.

A 3. &bra (Erdi és mtsai., 2012) a Neptunusszal 7:4-es rezonanciaban all6 TNO-k
koziil az egyik - a 2002 PB171 - rezonanciajanak jellegzetességeit mutatja. A 3a.
abra vizszintes tengelyén a TNO M kozépanomalidja szerepel, a fliggdleges tenge-
lyen pedig a TNO és a Neptunusz kozepes péalyamenti hossziusaganak kiilonbsége.
Harmadrendii rezonanciardl 1évén szo, a © rezonanciavaltozé 180° koriil libral és a
palya mentén 3 egyiittallas lehetséges: a 3a. dbrardl leolvashatd, hogy a konjunkcid
(A=XN=0) M =60°, M = 180° és M = 300° kortil johet létre, vagyis tdvol a TNO

perihéliumétol, a 3b. abra pedig az egyiittallas harom szigetét mutatja a rezonancia
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3. dbra. A 2002 PB171 TNO libréciéja

méasodik alapmodelljének megfeleléen (a szigetek kiterjedése a libréciés amplitidé

értékének 2/3-szorosa).

4. Eredmények

4.1. Egy ,,4j” rezonanciavaltozo

A 3.1 részben leirtaknak megfelel6en egy TNO és a Neptunusz kozotti 7:4-es

rezonancia esetén a © rezonanciavaltozo a
O =T\ — 4y — 307 (16)

alakot olti. Itt tehat a kozepes palyamenti hosszisagok szerepelnek, melyek az M
kozépanomalia és a @ perihéliumhosszisagok Gsszegeként irhatok fel.

Tekintsiink egy helio- vagy baricentrikus ekliptikai koordinatarendszert! Ennek
az xy-sikja megegyezik az ekliptika sikjaval. Vegytink fel ebben a sikban egy el-
lipszis palyat, melynek egyik fokuszpontja a koordinatarendszer origéjaval essen
egybe! A fokuszpontbdl az ellipszis palyan keringé égitest pillanatnyi helyéhez
huzott vezérsugar és az origé—pericentrum egyenes altal bezart szog a v valodi

anomadlia, mely nem valtozik egyenletesen (mivel az égitest a pericentrum kozelében



gyorsabban, az apocentrum kozelében pedig lassabban halad). A kézépanomadlia
ezzel szemben egyenletesen valtozik, hiszen definicié szerint: a pericentrumtdél mért
atlagos szogtavolsag. Ennek megfelelden a kozépanomalia hol a valédi anomalia el6tt
jar, hol utdna. Az el6zéek alapjan nyilvanvald, hogy a - péalyaelemekbdl szamolt -
kozépanomalidkon keresztiil a kdzepes palyamenti hoszszusdagokkal definialt rezonan-
ciavaltozo a valdsdgot nem tiikrozi pontosan, csak kozeliti azt. Eppen ezért felmeriil
a kérdés, hogy bevezetheté-e egy olyan rezonanciavaltozo, mely a valésaghoz koze-
lebb all.

Erre a célra szdba johetne a valodi palyamenti hosszusagok hasznalata a kozepes
palyamenti hosszisdgok helyett. Még jobb lenne azonban egy, a palyaelemektol
fiiggetlen, csak az égitestek tényleges pozicidvektoratol fiiggd mennyiség. TDK
munkamban az ilyen moédon létrehozott, péalyaelemektdl nem fiiggd ,,1j” rezonan-
ciavéaltozdval foglalkoztam. A kovetkezékben azt mutatom be, hogyan kaphatjuk
meg, ha ismerjik a TNO barmely idépillanatbeli helykoordinatait.

A fent vazolt xyz derékszogii ekliptikai koordinatarendszernél maradva, a TNO

r=+\z2+y>+ 22, (17)

az yz-sikra esé vetiilete (x tengelytol mért tavolsdga) pedig:

Py = Vi + 22, (18)

r helyvektoranak hossza:

Ekkor

cosgozz, singpz@, (19)
r r

ahol ¢ az égitest x tengellyel bezart in. poziciészoge. 7:4-es rezonancia esetén a két

rezondns égitest (esetiinkben a TNO és Neptunusz) szogsebessége:

' 7
ﬂ ~ —. (20)
or 4
A fenti egyenletet nullara rendezve, majd integralva:
O = Tor — 4N + const., (21)

ahol ® a palyaelemektdl mar nem fiiggd rezonanciavéltozo, a konstans pedig egy
integracids allandd, melyet a (16)-tal valé Osszehasonlitds alapjan a TNO kezdeti

perihéliumhosszusaganak haromszorosara érdemes bedllitani ahhoz, hogy a rezo-

10



nanciavaltozo6 idobeli viselkedését kirajzold abra kozépértéke 180° kortl legyen.

A kutatds sordn az n-test probléma (egyik esetben n=2, mésikban n=6, ld.:
késébb) mozgédsegyenleteit 1 millié évre numerikusan integralva azt vizsgéltam, hogy
a T:4-es rezonancia régidjaban 1évé azon 21 TNO, melynek hagyoméanyos rezonan-
ciavaltozdja az id6 fliggvényében abrazolva libraciét mutat, vajon megtartja-e a
librdlé mozgést a pozicidészogeken alapuld rezonanciavaltozéoval is, azaz: a rezo-

nanciak fennallnak-e a valésagban is.

4.2. A szamitasok menete

A Naptdl a ~ 43.7 AU tavolsdgban talalhaté mintegy 250 kis égitest kozil a
hagyomanyos rezonanciavéltozdjaban libraciét mutaté 21 TNO 2013. aprilis 18-ra
vonatkozo kezdeti palyaelemeit felhasznalva a mozgasegyenleteket 1 millio évre in-
tegraltam numerikusan. Az emlitett epochédra vonatkozo kezdeti palyaeclemeket a
NASA JPL Horizons nevii honlapjardl kértem le.

A szamitast C nyelven irt programok végezték, melyek a numerikus integrélas
Runge-Kutta—Dormand—Prince-féle modszerét alkalmazva a kezdeti vy és ry derék-
szogl ekliptikai koordindtakbdl szamoltak ki a tovabbi vy, ry; va, ro; V3, r3; stb.
koordinatakat. A felhasznalt dinamikai modell a Napot, a 4 éridsbolygot és az adott
TNO-t tartalmazta. Az integrator bedgyazott 7(6)-odrendil, véltozo 1épéskozii volt:
egy beépitett pontossagbecslo alakitotta a 1épéskozt tigy, hogy minden kiszamolt ko-
ordindta elérje a megadott pontossagot (egymillié éves integralasra a koordinatakban
15 cm-es pontossagot allitottam be). A programokat témavezetém, Dr. Erdi Balint
irta, én pedig moédositasokat végeztem rajtuk. A programokkal els6sorban a © és ®
rezonanciavaltozék idobeli viselkedését vizsgaltam, de érdekes volt nyomon kovetni
a palyaelemek véltozasat is, egymillié éven keresztiil.

A programok egy része heliocentrikus (napkozépponti), mésik része pedig ba-
ricentrikus (origja a Naprendszer tomegkozéppontja) ekliptikai koordindtarendsze-
rekben szamolt. A koordinatarendszerek kiilonbozdsége nem eredményezett lényeges
kiilénbséget, minddssze annyit, hogy az eredményiil kapott 7' — © flggvények (T
az 1d6t jeloli) a baricentrikus koordinatarendszer esetében simabbak voltak, mivel
ebben a rendszerben a révid periédusi perturbaciék nem jelennek meg. (A kovet-
kezOkben bemutatasra keriilé dbrdk mindegyike baricentrikus rendszerben szamolt
adatokbdl késziilt.)

[tt emliteném meg azt is, hogy azok a programok, melyek a hagyoményos moédon
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szamoltak a rezonanciavéltozdt, a palyaelemek szamitdsahoz a hattest-problémat
(Nap, TNO és a 4 dridsbolygd) kéttest-problémaval (Nap, TNO és Nap, Neptu-
nusz) kozelitették. Eppen ezért, mivel a pozicidészogekkel definialt rezonanciavaltozé
szamitasahoz palyaelemekre nincs sziikség, ennek esetében a fenti kozelitést nem kell
megtenni, a modell sokkal pontosabb, a valésaghoz kozelebb all6 lesz.

A kimeneti adatfdjlok tartalmat MATLAB-ban abrazoltam, illetve itt végeztem

a kvantitativ elemzésekhez sziikséges szamitasokat is.

4.3. Altalanos amplitidonovekedés

El6szor a hagyomanyos rezonanciavaltozora vonatkozé szamitasok eredményét
mutatom be. Mind a 21, T:4-es rezonancidban &ll6 TNO-ra (adataikat 1d.: 1.
tabldzatban) kiszamitottam a C-programok segitségével a © értékét 1 millié évre,
és annak idébeli valtozasat dbrazoltam. A kapott gorbék szép, libracids jelleget
mutatnak (4. dbra), a libraciés amplitidé koriilbeliil 38° és 150° kozotti értékeket
vett fel barmely TNO esetében (1. tdblazat). Egyelére nem ismert, miért éppen
ezek a (kozepes) amplitidék alakulnak ki (minden bizonnyal fiiggnek a kezdeti
pélyaelemektdl, de a pontos ok kideritése még tovabbi kutatdsokat igényel). Emel-

lett a TNO
C) C)

T =ecos 5, y:esing (22)
- a rezonancia masodik alapmodelljének megfelel6 - derékszogl koordinatéit kifratva
és abrazolva a harmadrendii rezonanciara jellemz6 harom sziget is lathatova valt (5.
abra).

A pozicidszogekkel definidlt ® rezonanciavéaltozdval tortént szamitasok eredmé-
nyeit a fentiekhez hasonlé médon abréazoltam MATLAB-ban. A 21 TNO mind-
egyikénél megmaradt a T-® gorbékben megfigyelheto libracios jelleg (6. és 7. abra),
a libraciés amplitidé viszont jelentésen novekedett (8. dbra). (Az dtlagos amp-
litidéndvekedés 135.7° volt.) Megjegyezném, hogy a gorbék libracios jellegének
megmaradasa nem jelenti, hogy a ® rezonanciavaltozo libral, hiszen ® a legtobb
égitest esetében 0° és 360° kozott minden értéket felvesz (7. 4bra), igy - a 3.1.
részben leirtaknak megfelelden - a rezonanciavaltozé cirkulal.

Az amplitidonovekedés oka a kovetkezoképpen magyarazhatd: Tekintsiik a

P = 7wT - 4wN - B(Z)T (23)
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4. dbra. A (119066) 2001 KJ76 rezonanciavaltozéjanak id6beli viselkedése. © 180°
koriil libral kortilbeliil 107°-0s amplitudéval. A hagyomanyos rezonanciavaltozé vi-
selkedése hasonld jellegli a tobbi rezonans TNO esetében is.

D1 T T T T T T T T

0.05

0.0&6F

0.04

0.02F .

aF 4

e*sinfm/3)

0.02 8

0.04 |

-0.06 .

008 8

_D1 1 1 1 1 1 | | 1
01 008 -006 004 002 1] ooz o004 006 008
e*cos(®/3)

5. abra. A librécids szigetek a (119066) 2001 KJ76 esetében a rezonancia masodik
alapmodelljének megfeleléen, a hagyomanyos rezonanciavaltozobdl szamitva.
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6. dbra. A (119066) 2001 KJ76 poziciévektorokon alapulé rezonanciavéltozdjdnak
id6beli valtozasa. A libraciés amplitudo 179.9°.

2] T T

500 — —

0s 1 15 2 25 3 36 4

7. dbra. A (119067) 2001 KP76 poziciévektorokon alapul6 rezonanciavaltozéjanak
id6beli valtozasa. A libraciés amplitudo 304.1°.

rezonanciavéaltozét, ahol w-k a valédi palyamenti hosszisagok. (23) jobb kozelitést
ad, mint (16), hiszen a kozepes palyamenti hosszisagok helyett itt a valédi palya-
menti hosszusdgok szerepelnek. (23) emellett (21)-gyel dsszemérheté pontossagu, a
valdsdgot jol tiikrozi, (21)-gyel ellentétben viszont tartalmazza az excentricitdsokat,
hiszen nem fiiggetlen a palyaelemektol. Az amplitidénovekedés oka pedig az ex-

centricitasokban keresendo. Figyelembe véve, hogy a Neptunusz excentricitdsa kicsi
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8. dbra. A libraciés amplitidék novekedésének mértéke. (A kék szind korok a
hagyomanyos, a piros haromszogek pedig a palyaelemektdl nem fliggd rezonan-
ciavaltozéhoz tartozé amplituddkat jelentik az egyes TNO-kra.)

(e ~ 0.0086), és korpalya esetén a valédi és kozepes palyamenti hosszisag meg-
egyezik, a Neptunusz esetében Ay ~ wy, igy a (16) és (23) rezonanciavaltozok
hasznéalatédbdl fakadé amplitudodeltérések a (23) egyenlet jobb oldaldnak els tagjabdl
szarmaznak, ugyanis Ay % wr. A X kozepes és w valédi palyamenti hosszisagok

kozotti eltérés ekvivalens az M kozép- és v valdédi anomalia eltérésével, ami pedig
: 5 . 9 L. 13 . 3
v=DM+ (2sin M)e + (Zsm2M)e + (_Z sin M + Esm?)M)e +... (24)

alapjan kozelitleg a (fokba atszamitott) excentricitds kétszerese (tekintve, hogy
a (24) sorfejtésben a harmadik tagtél kezdve minden elhanyagolhats). Mivel a
(23) egyenletben szerepel még egy T-es szorzd, a teljes eltérés az excentricitds 14-
szeresével egyezik meg (fokba atszamitva). Tekintve, hogy (23) jol kozeliti (21)-et, a
tapasztalt amplitidénovekedés a fentiek alapjan az excentricitdasnak tulajdonithatoé.

A gondolatmenetet a szamitott értékek is alatamasztjak.

4.4. A libracids szigetek kiterjedése

Mint azt mar a 3.3. fejezetben leirtam, a libracids szigetek kiterjedése a libracids
amplitud6 értékének 2/3-szorosa. Meggondolva, hogy a 7:4-es, harmadrendii re-

zonancia esetén 3 egyiittallasi régié alakul ki a TNO palydja mentén, kiilonallo
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szigeteket akkor kapunk, ha a libraciés amplitidé nem haladja meg a 180°-ot. A 8.
abra alapjan azonban nyilvanvald, hogy ez a feltétel a pozicidszogeken alapuld rezo-
nanciavaltozéval szamolva a legtobb TNO esetében nem teljesiil. Mindossze harom,
a (119066) 2001 KJ76, a (135742) 2002 PB171 és az 1999 HG12 jelzésii égitesteknél
kisebb 180°-nél az amplitidé (1. tabldzat). Ezeknél varhatjuk, hogy az

d )
T = ecos o, y:esing (25)

koordinatakat abrazolva a harom sziget jél lathatéan szétvalik. Ez azonban csak a
(135742) 2002 PB171 TNO esetében van igy (9. abra), a masik ketténél a libracids
amplitidé nem sokkal kevesebb 180°-nal, igy a kiilonallo tartoményok helyett leg-
inkabb csak elvékonyodo részeket vagy kisebb |, hézagokat” fedezhetiink fel a pont-

halmazban, melyek a szigetek hatéraira utalnak (10. és 11. abra).

0.15 T T T

0.1F

0.0sr

e*sin(dg/3)

.05

01 F .

0151 A

_Dz | 1 | 1 1
-0.2 015 -0.1 0.05 0 0.05 0.1 0.15

e*cos(B/3)

9. dbra. Libracids szigetek a (135742) 2002 PB171 esetében a poziciészogeken ala-
puld rezonanciavaltozo alapjan. A libraciés amplitudé: 157.6°.
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10. dbra. Libréacids szigetek a (119066) 2001 KJ76 esetében a poziciészogeken alapuld
rezonanciavaltozo alapjan. A libraciés amplitudé: 179.9°.

Dz T T T T T T T
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e*sin(dg/3)
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0151

0z 1 I I 1
-0.2 -0.15 -0.1 -0.05 1l 0.05 0.1 015 0.2

e*cos(B/3)

11. dbra. Librécios szigetek az 1999 HG12 esetében a pozicidszogeken alapuld rezo-
nanciavaltozé alapjan. A libraciés amplitudé: 173.6°.



Az Gsszes tobbi objektumnal teljesen atfednek a tartomanyok (12. dbra), aminek
dont6 jelentOsége van a rezonancidkra nézve, hiszen ez szemléletesen azt jelenti,
hogy a TNO és Neptunusz kozotti egytittallas a TNO palyajanak barmely pontjan

megtorténhet, azaz nincsenek kitiintetett tartomanyok.

Dz T T T T T T T

0.15

0.05

e*sindg/3)

0.05

01 F

0.15

02 1 I I 1
0.2 015 -0.1 -0.05 0 0.05 0.1 015 0z

e*cos(B/3)

12. dbra. A 2001 QE298 x, y koordinatainak abrazolasa. A libracids szigetek
atfedik egymast, a libraciés amplitudo: 194.9°. Hasonld a helyzet a rezonédns TNO-k
tobbségénél.

Ami szembeting lehet még az abrakat vizsgalva, hogy a derékszogi koordinatakat
abrazol6 ponthalmazok nem egyforma vastagsaguak: (25) figyelembevételével a
libracios szigetek vastagsagat az hatarozza meg, hogy az excentricitas milyen tar-

tomanyban valtozik.

4.5. A TNO-k kategorizalasa

A TNO-k kategorizalasanal érdemes azt figyelembe venni, hogy az egyes libracids
tartomanyok milyen mértékben fedik at egymaéast. Ennek kiszamitasara az aldabbi

képlet allithato fel:

2 180°
h=(Ar +14 S0 120, (26)
N
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ahol A; a hagyomanyos rezonanciavaltozo libracios amplitiddja, e pedig a TNO kez-
deti excentricitdsa. Ez a két valtoztathatd paraméter tehat meghatarozza a szigetek
atfedését. fgy a TNO-k 3 kategériaba sorolhatok:

1. Ay és e is kicsi. A szigetek kiilonvalnak a pozicidészogeken alapuld rezonan-

ciavaltozoval vizsgélva is.
2. Ay és e is nagy. A tartoméanyok atfedésének mértéke a legnagyobb.

3. A; kicsi és e nagy, Ay nagy és e kicsi, vagy Ay és e is kozepes. Az atfedés

mértéke is kozepes.

oo

]
]
!

a7]
&
]

- 3

-

£
=
!

atfedés [°]

ED_'mT | . | .

015

0.2
0.25 050

A, [

kezdeti excentricitas

13. dbra. A 21 TNO eloszldsa a kezdeti excentricitds (e), a hagyoményos rezo-
nanciavaltozdval adddott libraciés amplitiddk (A;) és a libraciés szigetek atfedése
alapjan.

A fenti kategorizalassal harom TNO sorolhaté az 1. kategéridba: a (119066)
2001 KJ76, a (135742) 2002 PB171 és az 1999 HG12 - ezeket a 13. dbran pirossal

kiemeltem. Ezek azok az égitestek, melyek viszonylag egzaktan elkiilonithetok, ha
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a h < 0° kritériumot tekintjik az 1. kategéria feltételének. A masik két kategoriaba
val6 besorolas mér problémasabb. Ha a szélsoséges eseteket szeretnénk elkiiloniteni,
akkor négy TNO-t érdemes a 2. kategdridba sorolni: a (119067) 2001 KP76-ot, a
2003 QX91-et, a 2004 OK14-et és a 2005 SF278-at (1d.: a 13. dbra jobb fels6 részén
feketével szinezett értékek). A 3. kategdéria TNO-i (kék adatpontok) kozéptéjt he-
lyezkednek el az abran, és az el0z6 hét kivételével az Gsszes tobbi égitest ide tartozik.

Latszodik, hogy a bemutatott kategorizdlas meglehetésen viszonylagos. Az egyes
csoportokba tartozé transzneptun objektumok nem valnak el élesen az abran, igy a
hatarok megallapitasa is onkényes. A lényeges eredmény azonban nem is az egyes
TNO-k kategéridkba valé besoroldsa, hanem annak megallapitasa, hogy a legtobb
esetben a palya mentén nincsenek kitiintetett és elvald tartomanyok, melyekben a

kis égitest és a Neptunusz kozotti egyiittallas megtorténik.

5. 6sszegzés

Munkam soran Naprendszeriink egyik legérdekesebb dinamikai probléméjaval
foglalkoztam: a kozépmozgas rezonanciaval. A Naptol koriilbelil 43.75 AU ta-
volsdgban 21 olyan transzneptun objektum taldlhatd, mely a Neptunusszal 7:4-es
kozépmozgas rezonancidban all, azaz a TNO és Neptunusz kozépmozgdsainak aranya
kis egész szamok hanyadosaként {rhaté fel, valamint a ©-val jelolt (hagyomanyos) re-
zonanciavaltozo libral. Azt tanulmanyoztam, hogy a rezonancia jellemzésére beveze-
tett 1j, a palyaelemektdl nem fiiggd rezonanciavaltozéval (@) vizsgalva is megmarad-
e a libracié ezen 21 rezonans TNO esetében.

A kutatas soran C-programok segitségével numerikusan integraltam a mozgés-
egyenleteket 1 millié évre, és a © és P rezonanciavéaltozok iddbeli viselkedését ele-
meztem. A hagyomanyos rezonanciavaltozé esetében a palyaelemek szamitasahoz a
hattest-problémat kéttest-problémaval kellett kozeliteni, a poziciészogeken alapuld
rezonanciavaltozénal ezt a kozelitést nem kellett elvégezni, igy azt mondhatjuk, hogy
utobbi a valésagot jobban tiikkrozi.

Az adatok kiértékelésénél azt tapasztaltam, hogy a T'— ® gorbékben a libracids
jelleg megmaradt, illetve a TNO palyaja mentén is kialakultak ugyan a libracids
szigetek, viszont a libracié amplitiddja olyannyira megnovekedett a poziciészoge-
ken alapul6 rezonanciavaltozdval szamolva, hogy a 21 TNO koziil 18 esetében a

libracios tartomanyok jelentésen atfedtek. Ez pedig azt jelenti, hogy a TNO és Nep-
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tunusz egytuttallasa a kis égitest palydjanak barmely pontjan megtorténhet, nincse-
nek kitlintetett szigetek.

A cimbeli paradoxon feloldasara tehat elmondhatd, hogy talalhato egy, a valo-
saghoz kozelebb &all6 olyan jellemzése a kozépmozgés rezonancianak, mellyel a 7:4-es

rezonanciaban allo transzneptun objektumok toébbsége nem libral.
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Fiiggelék

A 21 TNO adatait az 1. tablazat tartalmazza. Az els6 oszlopban a 250 TNO
koziil a libralok sorszama, a 2. oszlopban ezek jelzése talalhaté. A 3. oszlop a kezdeti
excentricitasértékeket, a 4.
fiigegd rezonanciavaltozoval kapott libracios amplitudok értékét jelenti - baricentrikus
ekliptikai koordinatarendszerben -, és az utolsé oszlopban tiintettem fel a libracios
szigetek atfedésének mértékét. (Ezen oszlopban a negativ eléjel arra utal, hogy nincs

4tfedés. Atfedés akkor lenne, ha az amplitido a megadott érték abszolit értékével

nagyobb lenne.)

a hagyomanyos, az 5. pedig a palyaelemektol nem

Sorszam | Jelzés e | Ay [°] | Ay [7] | Atfedés [°]
TNO 16 | 2000 FDS8 0.221 | 107.6 | 244.9 43.3
TNO 23 | 1999 HT11 0.114 | 132.5 | 2284 32.3
TNO 24 | 2000 OY51 0.232 | 80.6 | 260.3 93.5
TNO 25 | 2001 KJ76 0.079 | 107.4 | 179.9 -0.1
TNO 26 | 2001 KP76 0.189 | 149.4 | 304.1 82.7
TNO 27 | 2001 KP77 0.175 | 101.8 | 238.2 38.8
TNO 28 | 2002 PA149 | 0.174 | 121.4 | 266.2 d7.5
TNO 32 | 2001 KO76 0.111 | 105.0 | 184.0 2.6
TNO 33 | 2002 PB171 | 0.125 | 38.4 | 157.6 -14.9
TNO 41 | 1999 CO153 | 0.085 | 126.7 | 187.4 4.9
TNO 65 | 1999 HG12 0.156 | 52.7 | 173.6 -4.2
TNO 68 | 1999 KR18 0.209 | 69.3 | 236.5 37.7
TNO 93 | 2000 OP67 0.189 | 62.7 | 211.8 21.2
TNO 123 | 2001 QE298 | 0.155 | 82.0 | 194.9 9.9
TNO 164 | 2003 QX91 0.251 57.4 | 313.9 89.2
TNO 165 | 2003 QW111 | 0.113 | 98.4 | 195.6 10.4
TNO 196 | 2004 OK14 0.243 | 128.0 | 317.0 91.3
TNO 198 | 2004 PW107 | 0.131 | 132.3 | 248.6 45.8
TNO 205 | 2004 VUT75 0.133 | 145.6 | 242.6 41.8
TNO 208 | 2004 VF131 | 0.214 | 92.3 | 256.3 20.9
TNO 225 | 2005 SF278 | 0.187 | 92.8 | 308.1 85.4

1. tablazat. TNO-k adatai
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1. Fuggelék

TDK munkam sordn C nyelven irt programokkal, illetve MATLAB-bal dol-
goztam. Témavezetémtdl azt a feladatot kaptam, hogy vizsgdljam meg, hogyan
viselkedik a hagyomanyos és a pozicidszogeken alapuld rezonanciavaltozé az ido

fiiggvényében. Ehhez a kovetkezoket tettem meg:

e ElGszor kisebb idointervallumokra futtatva a programokat, azt elemeztem,
hogy milyen érzékenyen fiiggenek az eredmények a bemend adatoktol: el-
sésorban az excentricitdstdl és félnagytengelytél (ezek vizsgdlatdahoz olykor
extrém, fiktiv értékeket is megadtam, hogy megnézzem, milyen kiiszobértékek
mellett fordul 4t a dolgozatban targyalt libracié cirkuldciéba). Majd ezen tu-
lajdonsagok feltérképezését kovetden egyre noveltem a numerikus integralas
T idejét: egészen egymillio évig - nem érdemes sokkal ezen érték f6lé menni,

hiszen az elvart pontossidg nagysagrendileg millié évig biztosithato.

e A mozgdsegyenletek integralasat heliocentrikus és baricentrikus ekliptikai ko-
ordinatarendszerben egyarant elvégeztem. Az ezekhez sziikséges - megfelel6
koordinatarendszerben vett - kezdeti, bemend palyaelemeket a NASA JPL

Horizons nevl honlapjardl kértem le.

o A végleges, TDK dolgozatban is kozolt adatokat tehat gy nyertem, hogy a 21,
T:4-es rezonancidban 1évo TNO mozgasegyenleteit integraltam numerikusan
egymillié évre ekliptikai koordinatarendszerekben, el6bb a hagyomanyos, majd
a pozicidszogeken alapuld rezonanciavaltozé idobeli viselkedését kiszamitd C-

programok segitségével.

e A kvantitativ elemzéshez a MATLAB-ban végeztem szamitasokat: vizsgaltam
az egyes TNO-k esetében a rezonanciavaltozok kiillonbozoségébdl fakadd libra-
ciés amplitudo novekedését, a libracios szigetek kiterjedését, illetve atfedésiik
mértékét (utébbira - ismerve a megfelel§ égi mechanikai és matematikai dssze-

fiiggéseket - egy képletet is felallitottam).

e Az eredmények illusztralasahoz felhasznalt, dolgozatban talalhaté abrékat is
MATLAB-ban készitettem.

23



Hivatkozasok

Gladman, B., Lawler, S. M., Petit, J.-M., Kavelaars, J., Jones, R. L., Parker, J. W.,
Van Laerhoven, C., Nicholson, P., Rousselot, P., Bieryla, A., and Ashby, M.
L. N.: 2012, The resonant trans-Neptunian populations, The Astronomical
Journal 144, 23

Gladman, B., Marsden, B. G., and Vanlaerhoven, C.: 2008, Nomenclature in the
Outer Solar System, pp 43-57

Hahn, J. M. and Malhotra, R.: 2005, Neptune’s Migration into a Stirred-Up Kuiper
Belt: A Detailed Comparison of Simulations to Observations, The Astronomical
Journal 130, 2392

Henrard, J. and Lamaitre, A.: 1983, A second fundamental model for resonance,
Celestial Mechanics 30, 197

Levison, H. F., Morbidelli, A., Van Laerhoven, C., Gomes, R., and Tsiganis, K.:
2008, Origin of the structure of the Kuiper belt during a dynamical instability
in the orbits of Uranus and Neptune, Icarus 196, 258

Lykawka, P. S. and Mukai, T.: 2005, Exploring the 7:4 mean motion resonance I:
Dynamical evolution of classical transneptunian objects, Planetary and Space
Science 53, 1175

Murray, C. and Dermott, S.: 1999, Solar system dynamics, Cambridge University
Press

Erdi, B.: 2001, A Naprendszer dinamikéja, ELTE Eotvos Kiado

Erdi, B.: 2011, Third order resonances in the second fundamental mode of resonance,
PADEU 20, 23

Erdi, B., Rajnai, R., Sandor, Z., and Forgacs-Dajka, E.: 2012, Stability of higher
order resonances in the restricted three-body problem, Celestial Mechanics and
Dynamical Astronomy 113, 95

Yeh, L.-W. and Chang, H.-K.: 2009, Neptune migration model with one extra
planet, Icarus 204, 330

24



