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1. Bevezetés

1.1. A témavalasztas indoklasa

Azért valasztottam ezt a témat, mert mindig is szerettem kombinatorikai feladatokat
megoldani. Ugy vettem észre, hogy ezeknek a feladatoknak a megoldasahoz masfajta
gondolkodasmoddra van sziikség, mint a matematika egy¢b teriiletén fellelhetd feladatok
megoldasahoz. Ugy érzem, hogy ez egy sajatos teriilete a matematikanak, ezért sajatos
modszereket igényel a tanitdsa is. Fontosnak tartom a kombinatorikus gondolkodas
fejlesztését mar altalanos iskolatol kezdve. Ha tanitoként fogok dolgozni, szeretnék kellden
nagy hangsulyt fektetni a matematikdnak erre a teriiletére a matematikaorai feladatokban.

A kombinatorika tudomanyanak fejlédéséhez szamos magyar matematikus hozzajarult,
példaul Erdds Pal, Gallai Tibor, Hajnal Andras, Katona Gyula, Lovasz Laszlo, Pésa Lajos €s
Rényi Alfréd. Részben az 6 munkassaguknak kdszonhetd, hogy a kombinatorikat ,,magyar
tudomanynak” is nevezik. Varga Tamas felismerte a téma jelentdségét ¢€s tanitdsanak
fejlesztd hatéasat, ezért beépitette a kozoktatasba mar kisgyermekkortdl kezdve. A Varga
Tamas altal vezetett komplex matematikatanitasi kisérlet pszichologiai vizsgalatat Klein
Sandor végezte (Klein, 1980), de a kisérlet és hatdsainak hiteles, atfogd vizsgalata nem
tortént meg.

A kutatomunka sorén kivancsi voltam arra, hogy hol a helye ennek a témanak a
matematika tanitasdban, valamint tudni szerettem volna, hogy melyek a kombinatorika
tanitasanak gyokerei. Az ELTE-TOK Matematika Tanszékén lehetéséget kaptam arra, hogy
megismerjem a kombinatorika tanitdsdnak kezdeti Iépéseit, mivel a tanszéken
hozzatérhetdek a komplex matematikatanitasi kisérlet egyes dokumentumai. Ezek kozott

olyan kéziratot is talaltam, amely eddig még nem volt kiadva.



1.2. Kutatasi kérdéseim

1. Hogyan kezdték a kombinatorika tanitadsat a magyar kozoktatasban?

2. Tortént-e valtozds az elmult években a kozoktatasban a matematika teriileteinek
egymashoz viszonyitott aranyat tekintve? Valtozott-e a kombinatorika tanitdsanak
hangsulya?

3. A kombinatorika 0ndllo témakorként vagy a matematika mas teriileteivel
osszekapcsolva jelenik meg a kozoktatasban?

4. A kombinatorika nagyobb hangsullyal jelenik-e meg a felvételi feladatsorokban, mint a

tanorai keretek kozott?

1.3. Kutatasi modszereim

A téma teljes korli feltérképezése a TDK dolgozat keretein talmutatna, ezért
vizsgalatomat a szakirodalom feldolgozasara €s a dokumentumok elemzésére sziikitettem.

Kérdéseim megvalaszolasahoz a kdvetkezé modszereket alkalmazom:

1.3.1. Szakirodalom feldolgozasa

e Felkutatom ¢és feldolgozom a Varga Tamas altal vezetett komplex matematikatanitasi
kisérlet dokumentumait.

e Feldolgozom napjaink szakirodalmat a kombinatorika tanitdsdinak modszertanarol.

1.3.2. Dokumentumelemzés

e Tajékozodom a kombinatorika témakor tantervi szabalyozasardl 1-6. évfolyamon.

e Attekintem a komplex matematikatanitasi kisérlet idején érvényben 1év6 kisérleti és
atmeneti, és az () matematika tanterv utan bevezetésre keriilé tankonyveket.

o Megvizsgdlom a jelenleg ¢érvényben [év0 tankonyveket: a  Hajdu-féle
tankonyvcsaladot, az Apaczai Kiad6 tankonyveit és az OFI altal kidolgozott kisérleti
tankonyvcsaladot.

e Osszehasonlitom a komplex matematikatanitasi kisérlet idején haszndlt és a
2014/2015-6s tanévben hasznalhat6 tankonyveket a benniik taldlhaté kombinatorikus

feladatok szempontjabol.



1.4. Hipotézisem

Az alsés tankOnyveket olvasva sok kombinatorikai feladatot lattam, példaul
zaszloszinezést, ruhdk kivalasztisat. Az egyetemen is sokat foglalkozunk a kombinatorika
tananyagba a kombinatorikat a tobbi uj témakdrrel egylitt.

Abbol indultam ki, hogy Varga Tamas modszertani elveit a matematikatanitassal
kapcsolatban valdsziniileg a legtobb pedagogus mar elfogadta. Azt is joggal feltételezhetem,
hogy az elmult 30 évben a kombinatorika tanitasa fejlodott, Gjfajta feladatokat talaltak ki a
pedagdgusok és tankonyvszerzok, hiszen a matematika tudomanyan beliil is nétt a

kombinatorika sulya. Ennek alapjan a kovetkezd hipotézist fogalmaztam meg:

A kombinatorika tanitasanak hangsilya n6tt a matematika tanitasaban a komplex
matematikatanitasi kisérlet ota. A kombinatorikus gondolatot igénylé feladatok

szamanak aranya az osszes feladat szamahoz képest nott.



2. A komplex matematikatanitasi Kkisérlet és hatasai a mai

matematikatanitasra

2.1. Varga Tamas és a komplex matematikatanitasi kisérlet

Az 1960-as ¢évektdl kezdve Nyugat-Eurépaban kezdeményezések indultak a
matematikatanitds meguajitasara vonatkozéan az 1950-es ¢évek végén kialakult
"szputnyiksokk" hatasara. Az elsé szovjet miihold fellovése utan az Egyesiilt Allamokban
radobbentek, hogy természettudomanyos oktatdsuk alacsony szinvonalon all, igy
reformmozgalom indult, foként a matematikatanitasban. A reformtorekvések atterjedtek
Nyugat-Europa orszagaira, majd Magyarorszagra is.

Fontosnak tartottdk a pszichologia 1) felfedezéseinek beépitését a matematika
tanitasaba, igy a foként Piaget kutatdsaihoz kapcsolodd kisgyermekkori gondolkodas
alakulasat, a tevékenység gondolkodasfejlesztd hatasat, és az egyéni fejlesztés,
differencialas fontossagat.

Az 1960-as évektdl kezdve egyre tObb matematikatanar ¢és tantargypedagdgus
igyekezett valtoztatni modszerein, és tanitasi kisérletek indultak tobb tantargy keretein beliil.
1962-ben Magyarorszagon rendezték meg az UNESCO-konferenciat. Varga Tamas
matematika-didaktika kutat6 a konferencia eldtt is érezte, hogy valtoztatasokra van sziikség
a matematikatanitdsban, viszont itt bizonyosodott meg arrél, hogy sokan gondolkodnak
hozza hasonloan. Igy megindult a komplex matematikatanitdsi kisérlet az Orszagos
Pedagogiai Intézet iranyitasaval.

Varga Tamds ¢és munkatarsai dolgoztdk ki a komplex matematikatanitisi kisérletet,
melyhez tankdnyvsorozat jelent meg, tanari kézikonyvekkel egytitt. Emellett Varga Tamas,
Radnainé Szendrei Julianna ¢és C. Neményi Eszter, az Orszdgos Pedagogiai Intézet
munkatarsai segédkonyveket irtak "Tantervi Utmutaté" cimmel a tantervi anyag mélyebb
megvilagitasara.

Az 1963 szeptemberében indult komplex matematikatanitasi kisérlet azért komplex,
mert az elméleti tananyagot és a tanitasi modszereket egymassal parhuzamosan, egymast
kiegészitve valtoztattdk meg.

Az elméleti anyagot ugy modositottak, hogy a régebbi szamtan és mértan oktatasa
helyett ,,igazi matematikat” kezdtek tanitani a gyerekeknek 1. osztalytol, s6t, mar az

ovodatol kezdve. Ennek fontos része volt, hogy jabb témakat vezettek be, melyeket addig
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nem tanitottak, és az 1978-as 10 tanterv kiaddsa utdn is nehezen terjedtek el a
matematikatanarok korében. Ezek koziil azok a témdk, melyek késObb a tantervbe is kiilon
fejezetként keriiltek be, a kombinatorika, valoszinliség €s a statisztika voltak. Ezek mellett
tobb 1) témat bevezettek, példaul a halmazokat, a matematikai logikat és a szamrendszereket
(Palfalvi, 2000).

Varga Tamas 1971-ben megjelent cikkének cime (A kivételesek vannak tobben) is jelzi,
hogy a matematika-didaktika kutatd felismerte, hogy a gyerekek kozott nagy kiilonbségek
vannak értelmi, szellemi €s lelki szempontbodl is, akar egyetlen évfolyamon beliil is. Ezért
nagyon fontos a differencidlas. A pedagdgusnak mindenkivel az egyéni szintjén kell

foglalkoznia, igy tudja felzarkoztatni vagy fejleszteni a diakokat (C. Neményi, 2002).

A modszer legfontosabb szempontjai:

1. A valésagon alapulo, cselekvd, tevékenykedd tapasztalatszerzés.
A konkréttol fokozatosan, mindenkinek egyéni tempoban eljutni az absztraktig.
Hosszu érlelési id6 biztositasa a fogalmak megértéséig, elvonatkoztatasaig.

A kiilonféle képességek differencialt fejlesztése.

A

A gyerekek érdeklosének felkeltése. Olyan feladatok adéasa, melyek érdeklik a
gyerekeket, a matematika megszerettetése, ¢élményszeriségének, szépségének
megmutatasa.

6. Valos matematikai problémak adasa. Nem csak monoton szdmolas, hanem konkrét
problémdk megoldasa, a szamolds és mérés eszkozként valo felhaszndldsa a cél
eléréséhez. A matematika alkalmazhat6sdganak megmutatasa a mindennapokban.

7. A munkaformdk valtozatossaga. Az eddigi kizardlagos frontalis €s egyéni munka

helyett sok csoportmunka bevezetése (Cser - Varga, 1969).

1972-re az Orszagos Pedagogiai Intézetben elkésziilt az ideiglenes tanterv. 1974-ben a
minisztérium megvizsgalta az Osszes folyamatban 1évé matematikatanitasi kisérletet, és a
komplex matematikatanitasi kisérletet valasztotta ki az 0j tanterv matematikai részének
alapjaul. Ennek eredményeképpen jott létre az 1978-as javitott, atdolgozott matematika
tanterv, melyet tobb 1épcsOben vezettek be 1974 és 1978 kozott. 1978-ra mar minden elsé

osztalyban ez volt érvényben.



A kisérleti idészakban a pedagdgusok folyamatos €s alapos felkészitésen vettek részt. A
kisérletben valo részvétel onkéntes volt. Amikor 1978-ban bevezették a tantervet, és mar
mindenkinek kotelezd volt e szerint tanitani, a tanitok felkészitésére nem volt sem anyagi
fedezet, sem elegendd 1d6. Varga Tamas szerint ez volt az egyik legfontosabb oka annak,
hogy a modszer végiil nem tudott Gigy elterjedni, ahogyan szerették volna (C. Neményi,
2002).

Az 1978-ban bevezetett 1, spiralisan felépiild tantervet felmend rendszerben vezették
be, és 1-8. osztalyig tankonyvcsaldd is késziilt a tanterv alapjan. 1979-ben a kozépiskolai
tankonyvsorozat is megjelent. A tanterv fejlesztéskozpontu, a mddszertani alapelvekben
nagy hangsulyt kap a komplexitas és a gyakorlatkdzpontiisag. Sok megjelenik a tantervben
Varga Tamas alapelvei koziil, tobbek kozott a manualis tapasztalatszerzés, a fogalmak
kialakitasara hagyott hossz érlelési id0 és a matematika megszerettetése, az Oromteli
tanulas (Palfalvi, 2000).

Az 1978-as tantervben az el6zd tantervektdl eltérd6 modon kiilon jelent meg a
torzsanyag ¢€s a kiegé€szitd anyag, a tantervi optimumot €és minimumot is kiilonvalasztottak,
¢s megjelentek a fakultativ foglalkozasok is.

1986-ra elkésziilt a tanterv korrekcidja, a tanuloi és tanitoil segédletek atdolgozasaval. A
korrekcid nagyban €piilt az elmult tanévek tapasztalataira, de az eredeti elképzelésekhez
képest sok tekintetben visszalépést jelentett.

1995-ben megsziiletett a Nemzeti Alaptanterv, melynek tartalmaban és szellemében
érz6dik a komplex matematikatanitasi kisérlet és az 1978-as tanterv hatdsa, hiszen sokan az
eredeti csoport tagjai koziil is részt vettek a tanterv kidolgozasaban.

"A matematika alsé tagozatos tananyagaban, felépiilésében, a kdovetelmények egymasra
épiilésében €s mddszertani ajanlasaiban a NAT egyenes folytatdsa az 1987-es korrigalt
tantervnek." (C. Neményi, 2002)

A fenti idézet a 2012-es NAT-ra szintén igaz, a Nemzeti Alaptanterv €s a kerettantervek

matematika fejezete még mindig nagyrészt a 1987-es tantervre, €s annak elddeire épiil.



2.2. Kombinatorika a komplex matematikatanitasi kisérletben

A komplex matematikatanitasi kisérlet soran, majd az 1978-ban bevezetett tantervben a
kombinatorika is bevezetésre keriilt, mint 0j témakor. Ezel6tt a kombinatorikat nem
tanitottdk a kozoktatdsban, a gyerekek csak a szdmtani anyagban taldlkozhattak néhany
egyszeriibb kombinatorikai feladattal. Tobbek kozott azért keriilt be az oktatasba ez a
témakdor, mert a matematikatudomany fontos része, és a komplex matematikatanitasi kisérlet
,valodi matematikat” tanitott. Mdasrészt a kombinatorika alapfokon nagyon jol épithetd
manudlis tevékenységekre, tapasztalatokra, €s rendkiviil jo1 fejleszti a logikus, rendszeres
gondolkodast.

A kisérlet soran arra a megallapitasra jutottak, hogy minél hamarabb érdemes elkezdeni
a kombinatorikus gondolkodas megalapozasat a tobbi matematikai témakor mellett. {gy
megfeleld elokészitéssel €s elegendd érési id6 biztositasdval a kombinatorikai gondolkodas
megfeleld szintre juthat, mire példaul a valdszintiség-szamitasban kell majd felhaszndlni
eszkozkent.

A harom Uj témakort (statisztika, kombinatorika, valdszinliség) a matematikatanitasra

szant 1d6 egytizedében érdemes oktatni Varga Tamas szerint.

Varga Tamas Valosziniiség, kombinatorika és statisztika az dltalanos iskolaban cimi
kézirataban 6sszefoglalta a kombinatorikai gondolkodas fejlodésének szakaszait:
1. Adott feltételeknek megfeleld konstrukcid 1étrehozasa.
Tobb kiilonb6z6 konstrukeid, majd minél tobb kiilonbozo konstrukeid 1étrehozasa.
Osszes lehetdség megtalalasa, és annak beldtdsa, hogy tobb eset nem lehetséges.
Attekinthet6 rendszerezés.

A konstrukciok elkészitése helyett a figyelem az esetek szdmara iranyul.

A

Absztrahalds. Azonos matematikai tartalmi feladatok ekvivalencidjanak felismerése.

(Ennek felismerését megkonnyitheti a fa-graffal vald szemléltetés.)

7. Altalanositas. Olyan feladatok rokonsaganak felismerése, melyek csak a matematikai
valtozokban kiilonboznek.

8. Matematikai valtozok valtoztatasadval kapott szamadatok tablazatba rendezése.

9. Tablazatokban szabalyossagok megfigyelése, magyarazat keresése.

10. Tobb tablazat kdzotti 6sszefliggés keresése.

11. Tobb tablazat kdzotti 6sszefliggés magyardzata.



Varga Tamas fontosnak tartotta a kombinatorika tanitdsakor ugyanligy, mint mas
témakorok esetében azt, hogy a tanitd igazodjon a gyerekek mindenkori fejlettségi
szintjéhez, hogy aktivan bevonja ket az ismeretszerzésbe, és hogy az életkornak megfeleld
moddszerekkel, az ¢letkornak megteleld tananyagot tanitson a gyerekeknek.

A kombinatorika tanitasdt mas témakorokhoz hasonléan manipuldcidval, a problémak
valos megépitésével érdemes kezdeni. A rendszerezés kialakitasat is érdemes igy
megtapasztaltatni, hiszen az épitdéelemek vagy szines rudak konnyen atrendezhetéek (Palty,
1974). Ezutan kovetkezhet a rajzon, szinezésben valé megjelenités. Majd a gondolati
tevékenység, fa-graf, szorzasszabaly megtapasztalasa. Ha a gyermek a fogalomépiilés
folyamatdban magasabb szintre jut, az esetek tobbségében 6 maga utasitja el az eszkozt,

mert €rzi, hogy mar nincs sziiksége ra (Varga, E. n.).



3. Kombinatorika az alsé tagozatos tananyagban

3.1. Kombinatorika a komplex Kisérlet tantervi anyagaban, az 1978-as
tantervben és az 1987-es modositott tantervben

Az 1) matematika tanterv bevezetését hosszu, 1963 ota folyo kisérleti munka készitette
eld. Ez folytatodott 1974-ben egy ideiglenes tantervvel, melynek kombinatorikara vonatkozo
része az 1. mellékletben talalhatd. Az ideiglenes tanterv a tanitas anyagara, példakra, ¢és a
ciklus végén elérendd kovetelményekre bontja az évfolyamonkénti leirdsokat. A tanterv a
kovetkezd Osszefoglalast adja az 4ltalanos iskolai kombinatorikatanitds tevékenységeirdl:
»Szokvanyos ¢és nem szokvanyos kombinatorikai problémdk tapasztalati uton valo
tanulmanyozéasa, torvényszeriségek keresése.” 1978-ban az 4altalanos iskolak elsd
osztalyaiban az 1j tanterv szerint kezd6dott el a matematika tanitasa.

Az 1978-ban ¢letbe 1épett Uj tanterv feliilvizsgalata nyoman elkésziilt egy uj, korrigalt
tanterv, mely a 2. mellékletben lathatd. Ebben igyekeztek kijavitani a tanterv tartalmi hibait,
mert sok témandl nem szerepelt informacié a megalapozo részre és az elokészitd ismeretekre
vonatkozoban. Az anyag mennyis€gén is valtoztattak, a tantervben ez nem volt elég egyértelmi
¢s attekinthetd. A taneszk0zOk, tanitdi segédanyagok tarat is bdvitették. A gyakorlatban
megtapasztalt hibdk, a pedagdgusok visszajelzései adtak segitséget a korrekciohoz. A
korrigalt tantervben még nagyobb hangsulyt helyeztek arra, hogy a kombinatorika,
valdszinliség ¢€s statisztika témakban a k6zos élményszerzés a legfobb teendo.

Az 1987 szeptemberétol életbe 1€pd korrigalt tanterv tartalmdban kis mértékben
csOkkentették a 4. osztalyos anyagot (utdiagram hasznélata, kombinatorikus esetek szamanak
sorozatba rendezése, relativ gyakorisadg). A grafikonok készitése mellett azonban tablazatok,
grafikonok olvasasat is a tananyagba illesztették (C. Neményi, 1986). Az atdolgozott tanterv a
tanitasi anyag ¢és kovetelmények mellett a feldolgozas funkcidja oszlopban modszertani
utmutatast ad a pedagdégusoknak, és magyarazza az atdolgozas sziikségességének okat. Az
1978-as tanterv részletes kidolgozottsaga a megeldz0 hossza kisérletez6 munkénak is

koszonheto.
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3.2. Kombinatorika a Nemzeti Alaptantervben és a Kerettantervben.

A kombinatorika, valdsziniiség és statisztika bekeriilése a tantervekbe

A tananyagot €s a tanitasi modszereket jelenleg a NAT 2012 szabalyozza a legfelsd
szinten. A NAT fogalmazasai altalanosak, a fejlesztendd képességeket hatarozzdk meg, nem
pedig az ismeretek és képességek rendszerét. A NAT meghatarozza, hogy a matematika
miiveltségteriiletet az egyes matematikai témakorok Gsszeépiilésével, dsszekapcsolodasaval
kell tanitani.

A NAT rendelkezéseit a kerettanterv pontositja. Rendezi azokat a fejlesztendd
képességeket és elsajatitandd ismereteket, fejlesztési és nevelési célokat, melyeket a 2
évfolyamos ciklusok sordn idedlis esetben el kell sajatitaniuk a tanuloknak. A tantargyak
kozotti kapesolodasi pontokhoz is segitséget nyujt, és a kulcsfogalmakat is felsorolja.

Régen ez a szabdlyozas eggyel kevesebb elembdl allt, ezért a tantervnek kellett azokat
az elemeket tartalmaznia, amelyeket jelenleg a NAT és a kerettanterv egyiittesen foglal
magaba.

A komplex matematikatanitas anyaga 5 f0 témakorbol tevodik 6ssze 1-8. osztalyban:
Halmazok, logika;, Szamtan, algebra; Fiiggvények, sorozatok; Geometria, mérések;
Kombinatorika, valosziniiség, statisztika.

A NAT 5 f6 témakore hasonlo: Gondolkodasi mddszerek, halmazok, matematikai
logika, kombinatorika, grafok; Szamelmélet, algebra; Geometria, Fiiggvények, az analizis

elemei, Statisztika, valosziniiség.

A régi tantervben €s az 1986-os korrigalt tantervben a Kombinatorika, valosziniiség,
statisztika kiilonallo fejezetet alkotott. Ezeknek a matematikai tudomanyagaknak a
bekeriilése az alsé tagozatos tantervbe mutatta, hogy a tantervalkotok masként
gondolkodnak a matematikatanitasr6l. Varga Tamads €s tarsai ugy gondoltak, hogy nemcsak
a gyermek szamoldsi és mérési készségét kell fejleszteni, hanem az igényes, problémakra
érzékeny, rugalmas gondolkodasat is.

Ennek a harom témakornek nem elméleti feldolgozasat akartdk elérni a tanterv
szerkesztoi. A szemléletformalas hatékony eszkozei ezek a témdk, mert segitenek meglatni
azt, hogy egy feladatnak tobbféle megoldasa is lehet, és ha a feltételeket valtoztatjuk, akkor

ennek megfelelden valtozik az eredmény is.
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A kombinatorikus gondolkodas fejlddésével a tanulok fantazidja, képzeldereje is
fejlodik. A sokféle kombinatorikus feladat megoldasa kozben a gyerekek felismerhetik a
kombinatorika torvényszerliségeit is, viszont ezeket még nem mondjuk ki, hanem
tapasztalati szinten maradunk. Kombinatorikai problémakkal mas témakorokben is
talalkozhatnak, példaul aritmetika, oszthatdsag és geometria témakordkben.

A valészintiség témakoron beliil felismerhetik a véletlen szerepét a valosagban, és azt,
hogy a véletlen jelenségeket is valamiféle torvényszerliség iranyitja.

A statisztika témakor egyrészt azért fontos, mert a feladatok megoldasa kozben sokféle
adatot kell kezelniiik a gyerekeknek. Ahhoz, hogy atlassak ezeket az anyagokat, rendezniiik
kell oOket, kilonféle modszerekkel szemléletesebbé tenni, masként elrendezni,
attekinthet6bbé tenni. gy egyszeriibben mondhatnak réluk itéleteket és vonhatnak le bel6litk
kovetkeztetéseket. Masrészt, a mindennapi ¢€letben gyakran taldlkozhatnak grafikonokkal,

tablazatokkal, melyeket tudniuk kell értelmezni.

A NAT (mar az 1997-ben megjelent is) 0j témaként tartalmazza a Gondolkodasi
modszerek témakort, melyet nem a matematika kiilon fejezeteként tanitanak, hanem minden
korosztalyban a tanév soran folyamatosan, minden témakorben megjelenik a
feladatmegoldasok kapcsan.

A NAT-ban megtartottak ezt a harom témat, viszont a Kombinatorikdt a Gondolkoddsi
modszerek kozé soroltak, mig a Valoszintiség és Statisztika 1) fejezetet kapott, sziikitett
tartalommal €s id6kerettel. A NAT 2012-ben és a kerettantervekben a Kombinatorika tehat a
Gondolkoddsi modszerek, halmazok, matematikai logika, kombinatorika, grafok témakoron
beliil jelenik meg.

A 2012-es Nemzeti Alaptanterv Kozmiiveltségi tartalmai kézott a kovetkezd talalhatd
meg a kombinatorikérol: 1-4. évfolyam: Néhany elem sorba rendezése, az Gsszes eset
megtalalasa (probalgatassal). 5-8. évfolyam: Sorbarendezési és kivalasztasi feladatok az
Osszes eset megadasaval.

A Fejlesztési feladatok koziil tobb alpont is kapcsolodik a kombinatorikdhoz, példaul a
Megismerés alponton beliil ,,adatok jegyzése, rendezése, esetfelsorolasok szempontok
valtoztatasaval”, az Alkotas és kreativitads alpontban ,,objektumok alkotasa adott feltételek
szerint, elemek elrendezése, rendszerezést segitd eszk6zOk hasznalata, kombinatorikus
gondolkodas™.

A 2013-as kerettantervben megadjak azt az orakeretet is, melyben a Gondolkoddasi

modszerek, halmazok, matematikai logika, kombinatorika, grdfok cimii témakort kell
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feldolgozni. Ez az altalanos iskolai tantervekben 1-2. évfolyamon folyamatos formaban,
késObbi évfolyamokon pedig 5, 6 vagy 7 oraban, ¢s emellett a tanév soran folyamatosan
jelenik meg. Az egyes évfolyamok oOrakeretei a 3. melléklet tablazataban lathatdak. Ez
alapjan lathatjuk, hogy a kombinatorika témakorének folyamatos, ismétlddd és boviild
problémak formajaban valé feldolgozasat irja eld a kerettanterv.

A 2013-as kerettanterv kombinatorikdra vonatkozd része — melyet a 3. melléklet
tablazataban foglaltam 0ssze évfolyamonként - igen hasonld az atdolgozott tantervhez. A
tananyag egy részét késObbi osztilyokra toltdk. A fa-diagram hasznalata példaul az
ideiglenes tantervben 3., az atdolgozott tantervben 4. osztalyban jelentkezik, mig a 2013-as
tantervben ez csak 7-8. évfolyamtdl kezdve tananyag. A kivalasztasok az atdolgozott
tantervben tevékenység €s rajz szintjén mar 1. osztalytdl kezdve tananyagnak szamitottak,
mig a 2013-as kerettantervben csak 5-6. évfolyamon jelennek meg.

A kerettantervbél nem meglepd modon kideriil, hogy a hat- és nyolcosztalyos
gimnéaziumokban alsobb évfolyamokon megjelennek olyan matematikai tartalmak, melyek
altalanos iskoldban még nem. Ilyen példaul a faktoridlis €s permutécid6 fogalma a
hatosztalyos gimnaziumok 7-8. osztalyaiban.

Az ideiglenes tanterv és az atdolgozott tanterv Ota a kombinatorika teriiletén a
gyerekeknek nyujtott ismeretek, feléjiik tdmasztott kovetelmények nem sokat valtoztak.
Viszont tobb olyan tananyag is van, amely felsébb évfolyamokon jelenik meg a 2013-as

kerettantervben.
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3.3. A kombinatorika tanitasanak modszertana

A kovetkezOkben Osszefoglalom a kombinatorika tanitdsanak moédszertandrol szolo

legfrissebb allaspontokat.

A kombinatorika elsdsorban gondolkodasi €s megismerési moédszerek alapozasat
szolgélod témakor, mely hozzasegiti a gyermekeket a kombinatorikus gondolkodasuk, az
elemz6-, rendszerezd-, €s itéloképességiik fejlodéséhez.

A matematikai ismeretszerzés alapozd szakaszaban a tanulok gyakran maguktol teszik
fel a kérdést: ,,Hogyan lehet még?”, ,,Hanyféleképpen lehet 6sszesen?”.

A kombinatorikus gondolkodas kialakitasanak fokozatai nem valaszthatok szét élesen
egymastol évfolyamonként. Altalaban eldszor a feltételeknek eleget tevé néhany lehetéség,
majd minél tobb lehetdség, majd az Osszes eset eldallitdsa a feladat, ezutan kovetkezik az
Osszes eset rendszerezett eldallitdsa, majd Osszefiiggések felfedeztetése az elemszam
novelésével. Elsd osztdlyban megelégsziink néhany, egymastdl kiilonb6zd Ilehetdség
eloallitdsaval. Masodik osztalytél mar az lehet a cél, hogy minél tobb esetet eldallitsanak,
egyszeriibb eseteknél akar az Osszeset, €s célszerli elkezdeni rdvezetni a gyermekeket a
rendszerezett lejegyzés igényére. A 3-4. osztalyos feladatok tobbségében mar meg kell
talalni az Osszes esetet. Ezt segiti a rendszerezett lejegyzés, melynek sémadit a tanitonak kell
megismertetnie a gyerekekkel. Emellett a rendszerezett feliras atlathatdsaga biztositja azt is,
hogy ugyanazt az esetet nem fogjak tobbszor felirni a tanulok (dr. Torok, 2009).

A kombinatorika tapasztalati uton vald tanitasat koran kell kezdeni, éppen azért, mert a
targyakkal valé manipulacid, a tevékenykedtetés az elsd lépés a fogalmak épiiléséhez ¢és a
formalis miveletek megértéséhez, melyekkel a késObbi tanulméanyaik soran talalkozni
fognak a gyerekek.

A matematika tudomanyagan beliil ,,a kombinatorika specidlis tulajdonsagokkal
rendelkez6, altalaban véges halmazok tanulmanyozasaval foglalkozik”. Altalanos iskolaban
véges halmazok elemeinek  Osszeszamlalasat jelenti. Az  4ltalanos  iskolai
kombinatorikatanitas két fo kérdése: ,,Kiilonbozd eseteket vettiink sorra?” , Minden

lehetdséget Osszeszamoltunk?”.
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A kombinatorikatanitas egymasra épiilé szintjei (Pintér, 2013):

1. Az esetek megkiilonboztetése

A kiilonféle esetek felsorolasdnak tanitdsdt mar Ovodés korban el kell
kezdeni, majd 1-2. osztalyban fokozatosan eljuttatni a tanulokat az Gsszes
eset megtalalasaig, esetek lejatszasaval (példaul tutdiagram lesétalasa,
kézfogasok), szemléltetéssel, tevékenykedtetéssel (matematikai
eszkozokkel, példaul szines radkészlet, szoges tabla), majd a kirakasokrol
torténd szinezéssel, rajzzal.

A feladat leirdsaban pontosan meg kell adnunk, hogy milyen eseteket
tekintlink kiilonbozdeknek, tligyeljiink a félreértésre lehetdséget nem ado
megfogalmazasra, vagy besz¢ljiilk meg a feladatot. Segitséget nyujthat, ha

az eseteket szoban azonositjuk, ezzel a rendezést is elokészithet;jiik.

2. Az Osszes eset felsorolasa

Ezen a szinten még nem kell odafigyelni a lehetdségek rendszerezésére,
igy indokolni sem tudjuk, hogy az 6sszes esetet megtalaltuk.

A kombinatorikai feladatok megolddsa soran az egyes problémakhoz
mindig visszatériink, gyakran Ggy, hogy ugyanaz a matematikai tartalom
mas formaban jelenik meg a feladatban. Ezen a szinten is megtehetjiik,
hogy Ujra eldvessziik azokat a problémdkat, melyeknél eddig csak minél
tobb eset megtalalasa volt a cél, és megprobaljuk az Osszes lehetdséget

eldallitani.

3. Esetek rendszeres felsorolasa

Osszetettebb problémék esetén erre a tevékenységre csak a formalis
miiveleti szakaszban képesek a gyerekek, de 1-2 valtoztatott szempont
esetén mar 2-3. osztalytdl elkezdhetjiik a rendszerezést. A leghatékonyabb
stratégia a rendszerezés elOkészitésére, megértetésére, ha egy dolgot
rogzitlink, €s csak a tobbi valtozot valtoztatjuk. Konnyitheti a megértést és
az esetek Osszeszamlalasat a fa-graf hasznalata (természetesen a konkrét

tapasztalatok utan).
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4. Formalis médszerek alkalmazasa
e FEzt a fajta tevékenységet csak 7. osztalytol varjuk el a gyerekektdl. Ide
tartozik a grafos €s dobozos abrazolds, az Gtvonalak 6sszeadasi modszere,
esetek Iépésekre bontdsa, kolcsondsen egyértelmii  megfeleltetés,
feltételnek nem eleget tevo esetek Gsszeszamlalasa és kivonasa az Osszes
esetbbl, kovetkeztetés kisebb elemszambol kiindulva.
5. Struktarék felismerése
e A tanulok akkor ismerik fel az egyes tipusokat, ha mar sokféle
szovegkornyezetben taldlkoztak veliik. A tipusok: ismétléses €s ismétlés
nélkiilli permutacid, varidcid ¢és kombindcido. Az egyes struktarak
felismerése az olyan feladatokban hasznos, melyekben mar nagy

elemszamokkal dolgozunk, és az dsszes eset felsoroldsara nincs lehetdség.

Kombinatorikai feladatok a felvételin (mar a nyolcosztalyos gimnaziumba sz6lon is), €s
az érettségin is megjelennek, fontos tehat, hogy felkészitsilkk a tanulokat valtozatos
kombinatorikai feladatok megoldasara. Akkor tanitjuk j61 a kombinatorikat, ha a gyermekek
feladat- és problémamegoldd képességét fejlesztjiik, és abrazolasi modokat, stratégidkat
mutatunk nekik a feladatok konnyebb megoldasadhoz.

A kombinatorika széleskortien fejleszti a képességeket, tobbek kozott a
problémamegold6  képességet, problémaérzékenységet, szOvegértést, rendszerezd
képességet, a konvertalo és prediktiv képességet. (Pintér, 2013)

A kombinatorika tanitdsaban (igy, mint mas matematikai teriiletek tanitdsaban) fontos a
fokozatossag, a valds tapasztalatokra €piil6 elvonatkoztatas. Az o6rakon megjelenhetnek
tipikusan kombinatorikai problémak, de fontos, hogy mas témakba 4agyazottan is
talalkozzanak vele a gyerekek a tanév soran folyamatosan, hiszen ebben a témakorben

elsésorban a kiilonféle gondolkodasi miiveletek és képességek fejlesztése a cél.
A napjainkban érvényes szemlélet a kombinatorika tanitdsanak modszertanar6él nem

sokat valtozott Varga Tamas kisérlete Ota. Az alapelvek lényegében megegyeznek a

komplex matematikatanitasi kisérlet idején 6sszefoglalt alapelvekkel.
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4. Tankényvelemzés

4.1. A tankonyvek feladatainak elemzési szempontjai

Ahhoz, hogy megvizsgalljam a kombinatorika aranyanak valtozasat a
matematikatanitasban, az 1-6. osztalyos tankonyvekben és feladatgyiijteményekben
fellelhetd feladatokat elemeztem.

A tankdnyvelemzés soran a kovetkezdket vizsgaltam kérdéseim megvalaszolasdhoz:

Mekkora a kombinatorikai feladatok ardnya az 1-6. évfolyam tankOnyveiben,
munkafiizeteiben €s feladatgyiijteményeiben?

Hény darab olyan ezek koziil, amelyben a kombinatorikai tartalom a hangstlyos? Hany
feladatban jelenik meg a kombinatorika mas témakorrel 6sszekapcsolodva, de ugyanolyan
fontos szerepet betoltve? Hany feladatban jelenik meg a kombinatorika keveésbé

hangsulyosan, egyéb teriiletekhez kapcsolodva?

Az 1-6. évfolyam tankonyveit vizsgaltam, minden évfolyamon hatféle konyvet:
1. A komplex matematikatanitasi kisérlet idején érvényben 1évo kisérleti (5. €s 6. osztaly
esetén atmeneti) munkalapok
e A tablazatokban és diagramokon roviditve: ,,Kisérleti”, . Atmeneti”.
2. Az 1978-as tanterv bevezetése utan hasznalatban 1évé munkalapok
e A tablazatokban és diagramokon roviditve: ,,Munkalap”.
3. 1-4. osztalyban a kisérlet idején érvényben 1évo feladatgyiijtemények, 5-6. osztalyban a
kisérlet idején érvényben 1évo tankonyvek (,,kockas konyvek™)
e A tablazatokban ¢és diagramokon roviditve: ,Feladatgyiijtemény”,
,,Kockas”.
4. A tankonyvlistardl valaszthatd tankonyvek (1-2. €és 5-6. osztalyban a kisérleti, 3-4.
osztalyban a Hajdu-féle tankonyv)
e A tablazatokban és diagramokon roviditve: ,,Uj Tankonyv”, ,,Hajdu Tk.”.
5. A tankOnyvlistarol valaszthato munkafiizetek (1-2. és 5-6. osztadlyban a kisérleti
munkafiizet, 3-4. osztalyban a Hajdu-féle Gyakorlo)
e A tablazatokban és diagramokon roviditve: ,,Uj Munkafiizet”, ,Hajdu
Gyakorlo™.
6. Az Apaczai Kiad6 tankdnyvei

e A tablazatokban és diagramokon roviditve: ,,Apaczai Tankonyv™.
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A komplex matematikatanitasi kisérlet idejébdl évfolyamonként harom konyvet
vizsgaltam, és napjaink konyvei koziil is harmat. Osszesen 16 888 darab feladatot
vizsgaltam. Evfolyamonként 4tlagosan a komplex kisérlet idejébd] 1127 darab feladat, az Gj
konyvekbdl pedig 1687 darab feladat koziil valasztottam ki a kombinatorikai feladatokat.

Az 5. és 6. évfolyamon azért valasztottam a kisérleti helyett az &tmeneti munkalapokat,
mert a kisérleti munkalapbol csak olyanhoz fértem hozza, melyben kevés volt az dsszes
feladat szama, ¢€s hianyoztak is oldalak, igy nem lett volna kimutathatdé a kombinatorikai
feladatok valds aranya.

A 3. és 4. évfolyamon azért nem a kisérleti tankonyvet vizsgaltam, mert az még nem
elérhetd. Helyette dr. Hajdu Sandor konyveit valasztottam, mert ez a konyv rajta van az
altalanos iskolaban haszndlhato konyvek listajan, és igy gondolom, hogy igencsak elterjedt
tankonyv, sok iskolaban tanitanak beldle.

A tovabbiakban a komplex matematikatanitasi kisérlet idejérdl, és az 1978-as tanterv
alapjan késziilt konyveket Osszefoglalva ,régi konyveknek”, a Hajdu-féle, a 2014-es
kisérleti, és az Apaczai-tankonyveket pedig ,,uj konyveknek” fogom nevezni az egyszeriiség

kedveéert.
A tankonyvek feladatai koziil kivalasztottam azokat, melyekben kombinatorikai

tartalom talalhato, €s 7 csoportra osztottam ezeket. A 4. melléklet tdblazatdban talalhaté az

egyes tankonyvek kombinatorikus feladatainak kategéridkba soroldsa.
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A hét csoportba tartozo feladatokat a kovetkezéképpen valasztottam ki:

1. Azok a feladatok, melyekben a kombinatorikai tartalom a hangsulyos.

2. Azok a feladatok, melyek megoldasahoz kombinatorikus gondolat sziikséges, viszont a
matematika mds teriilete hangsulyosabb a feladatban. A kombinatorikahoz
leggyakrabban tarsulo teriiletek alapjan 3 részre osztottam ezt a kategoriat:

2/1. Alakzatok
2/2. Szamok
2/3. Osszefiiggések

3. Azok a feladatok, melyekben a kombinatorika és mas matematikai teriilet nagyjdabol
egyforma aranyban jelenik meg. A kombinatorikahoz leggyakrabban tarsulo teriiletek
alapjan 3 részre osztottam ezt a kategoriat:

3/1. Alakzatok
3/2. Szamok
3/3. Osszefiiggések

Az alakzatok kategoOriaba soroltam a geometriai jellegli és rajzos feladatokat (példaul
,2Hanyféleképpen rajzolhatod meg az abrat a ceruzad felemelése nélkiil?”).

A szamok kategéridhoz tartozonak itéltem a szamfogalom épitését, szamok,
szamjegyek, helyiértékek megértését, miiveletek gyakoroltatasat segitd feladatokat.

Az osszefiiggések kategoriaba foként Osszetettebb feladatokat, fliggvények, sorozatok,

logika és halmazok témakdrrel foglalkozo feladatokat soroltam.
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4.1.1. Példak az egyes kategoriak feladataira:

Az 1. (a kombinatorika hangsulyos) kategoriaba keriiltek példaul az 1. abran, 2. abran

és 3. abran lathato feladatok:

17. a) Hany monogramot tudsz felirni az A, B, S, T betikbdl?

Egy ilyen tablizatba az
dsszes monogramot be A = S 7
tudod irni: ’

A Ao | AR

liyen fara is elrendezhe-
ted Sket: 2 4]

b) Az E, M, K, ] betiikbdl! is ird fel az osszes monogramot! Ehhez te
készits tablazatot! Készits réla fat is!

¢) Prébéld hasonlé tablazat és fa segitségével felirniaz 1,2, 3, 4, 5 szam-
jegyekkel képezhetd &sszes kétjegy( szamot!

18. Pisti piros és sirga golydkkal jatszik. Mindig négyet rak egymas mellé,
példaul fgy: piros piros piros piros
piros piros piros sirga
piros piros sarga piros
piros piros sirga sirga

Mindig Uj elrendezést prébal kirakni. Hany kiilonbszé elrendezést
taldlhat?

1. dbra - Feladatgyiijtemény 4. o. 26/17-18.

20



9. Piros, sarga, z6ld és kék szinek felhasznalaséval rajzolj kétesikos zasz-
I6kat! Hanyat lehet?

11. Az iskolabol négy gyerek indult a keriileti futéversenyen: Ali, Béla,
Csaba, Dani. Valaki azzal a hirrel jétt, hogy az elsd hirom helyezett
ebbdl az iskoldbdl keriilt ki, de a pontos sorrendet nem tudta. Mi-
lyen lehet8ségek vannak?

12. Az A, A, K, R bet(ket hasznalhatod csak. [rj fel veliik kiilénbszd be-
tikbél 4all6 hirombetls ,szavakat”: példidul AKR. Hényat taldltal?
Huzd ala kéziiliik az értelmes szavakat!

13. Dallamot készitiink, csak a d6, mi, szé, |4 hangokat haszniljuk.

2. dbra - Feladatgyiijtemény 4. o. 25/9-13.

Panni, Réka és Sari kozétt kisorsolnak
egy babat, egy macit és egy labdat.
Hanyféle eredménye lehet a sorsolasnak,
ha minden gyerek egy jatékot nyerhet?

|70

3. abra — Hajdu Gyakorlé 3. o. 183/4.

Azért soroltam a fenti feladatokat ebbe a kategériaba, mert a feladatok célja foként a
kombinatorikus gondolkodas fejlesztése, az 6sszes lehetdség keresése. Tantargyi integracid
is lehetséges néhany feladattal ezek koziil, példaul ének-zene vagy magyar nyelv és
irodalom teriiletén. Ugyanakkor ezek azok a feladatok, melyek leginkabb kapcsolodnak a
hétkoznapi ¢€lethez is. A 4. osztalyos feladatgylijtemény 17. feladatanal lathatjuk, hogy a
megoldast tobbféle modell segitségével is szemlélteti a feladat. A gyerekeknek is azt a
feladatot adja a B részben, hogy fa-grafon €s tablazatban is abrdzoljdk a lehetdségeket, igy

megtanulhatjak az egyes rendszerezési modszereket.
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A 2/1. (kombinatorika az alakzatok témakorben) kategoéridba keriilt a 4. dbran lathato

feladat:

2.Rajzo|j 2, 4, 8 és 16 egységnyi terlilet(i téglalapokat, ha tudsz egyenl6 oldaltakat is!

Ez az egység : Rajzold be a tiikortengelyeiket is!

4. abra — Munkalap 6. o. 72/2.

Ugyan tobbféle téglalapot is meg kell rajzolni, de a feladat nem kéri az 6sszes lehetdség
keresését. Az elsddleges cél inkabb a téglalap és a teriilet fogalméanak elmélyitése és néhany
kiilonb6zd eset megkeresése és vizsgalata. Emellett a tiikortengely keresése is megjelenik.
Ugyanakkor, ha a tanitd ugy itéli meg, vagy az osztalyban felmeriil rd az igény, akkor az
Osszes lehetdséget is megkereshetik a tanulok. Ebben az esetben a feladat kombinatorikussa

valik.
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cre

lathat6 feladatot:

9. Bontsd tetszés szerinti szaimok Ssszegére a 100-at!
Ird is le! [gy: 100=504-50; 100=80+10+-10;

5. abra — Feladatgyiijtemény 3. o. 8/9.

A cél a 100 bontasanak €s az 0sszeadasnak a gyakoroltatdsa, viszont a feladat minél
tobb lehetdség megkeresését kéri a gyerekektdl. A tanulok versenyezhetnek, hogy ki talal
tobbféle megoldast. Az esetek megkiilonbdztetése segiti a kombinatorikus gondolkodas
fejlodését. Ha a tanitd tovabbi feltételt ad meg, akkor az Gsszes lehetdséget is felsorolhatjak,
példaul a két kerek tizesre bontdsokat. Az elkezdett felsorolas alapjan példaul az is lehet

szempont, hogy csak olyan dsszegeket keressenek, melyekben két azonos szam talalhato.

2/3.-as (kombinatorika az osszefiiggések témakorben) kategoriaba soroltam példaul a 6.

abran lathato feladatot:

33\ Az abran lathaté 19 kérbe ird be 1-t51 19-ig az egész szamokat igy, hogy a hat kis haromszdg minden

oldalan a harom szam dsszege
M '
/\/:1/\/
VOS QO UN
/
ANy .rj/ji

a)22; b) 23 legyen!

25 o Lo
KJ\C)
6. dbra — Uj Munkafiizet 5. o. 104/3.

Ennek a feladatnak a megoldasahoz foként az Osszefliggések felismerése és logikus
gondolkodas sziikséges. Viszont a feladat fejleszti a kombinatorikus gondolkodast is. A
gyerekeknek gy kell elhelyezniiik a szdmokat, hogy a megadott szempont (a hdrom szam
Osszege) minden kis haromszog minden oldalan érvényesiiljon. Ehhez a gyerekeknek

probalgatniuk kell majd, mig végiil el tudjak helyezni az dsszes 1 és 19 kozotti egész szamot
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az abran. Egyrészt az is kombinatorikai gondolatot igényel, hogy a helyes valtozatot
megtalaljak. A feladat megoldasakor abbol is ki lehet indulni, hogy a tanulok felirjak a 19
harom egész szamra vald bontasdnak Osszes lehetséges esetét. Ehhez is kombinatorikai
gondolat sziikséges. Ezutan elkezdhetnek 0Osszefliggéseket keresni: mi az, ami biztosan
szerepelni fog az dbran, mi nem szerepelhet, mely szdmharmasok lehetnek egymas mellett?
Mely szam fordul eld legtobbszor? Kozépre peldaul egy olyan szdmnak kell keriilni, mely
legalabb 6 bontdsban szerepel. A szdmharmasok koziil melyik 12-t kell kivélasztanunk,
melyeket be kell irnunk a korokbe? A feladatnak tobb megoldéasa van, tehat az is feladat lehet,
hogy mas megoldast is keressenek. Azt is észrevehetik, hogy ha elforgatjuk az alakzatot, €s
igy eljuthatunk a masik megoldashoz, akkor tulajdonképpen nem egy ujabb megoldast
talaltunk. Megfigyeltethetjiik azt is, hogy az 0Osszeg valtozasa esetén hogyan kell

megvaltoztatnunk a gondolatmenetet.
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3/1.-es (kombinatorika és alakzatok témakor egyforman hangsulyos) kategoriajuak a 7.

abran és 8. abran lathato feladatok:

Huzz ki a széges tablin ilyen hiromszégeket:

Birhogyan elhelyezheted, de ugyanekkora
és ugyanilyen alak( legyen mind.

Hanyfélét tudtdl kihGzni?
Otthon a fiizetedbe lerajzolhatod &ket:

N

T L

7. abra — Feladatgyiijtemény 2. o. 92/6.

7 Hizz ki a sz6ges tablin ugyanilyen alakd téglalapokat!

- L] L
L] L] L

El is fordithatod, nagyobbra is tervezheted, de ne legyenek

se sovanyabbak: se kdvérebbek:

Essiasgs sbacs:

8. abra — Feladatgyiijtemény 2. 0. 93/7.

Ezeket a feladatokat azért soroltam ebbe a kategoriaba, mert itt mar azt is cél a
geometria tartalom mellett, hogy az 0sszes esetet megtalaljuk. Bizonyos szempontokat is
megad a feladatir6, a 7. &bra feladatanal példaul azt, hogy milyen alaki és méreti
haromszogekbdl kell az Osszes lehetséges esetet megtalalnia a tanuloknak. A 8. abra
feladatanal a téglalap egyik oldalanak hosszat koti meg a feladat. A halmaz végességét a

szoges tabla szélei jelentik.
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3/2. (kombinatorika és szamok egyforman hangsulyos) kategdridba soroltam a 9. dbran

és a 10. abran lathato feladatokat:

Helyezd a gyuimélcsdket az iivegekbe!

9. dbra — Kisérleti 1. o. 10/1.

A szamfogalom kialakitasa, a szdmok bontasa is megjelenik a feladatban. Viszont
lathatjuk, hogy bar nem a gyerekeknek kell megtalalnia azt, hogy hany lehetdség van,
hanem elére meg vannak adva a helyek, de meg kell keresnie az 0sszes lehetdséget. Ha a
feladat kombinatorikai tartalmat szeretnénk felhasznalni, akkor azoknal a polcoknal,
melyeken 2 iiveg van, észre kell vetetniink a tanulokkal, hogy tobb abra szerepel a képen,
mint ahany lehetdség van. Vagy ha az nem szempont, hogy minden iivegben legyen legalabb

egy gyimdlcs, akkor a harom- €és négyiiveges megoldasokbdl tobbet is meg tudunk adni.
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2.Hanyféieképpen tudod felirni az 5-6t harom pozitiv egész szdm Gsszegeként,ha a tagok sorrendjeis

Hanyféleképpen tudod felfrni a 6-ot harom pozitiv egész szdm 6sszegeként, ha a tagok sorrendje is

szamit? l _ I

10. abra — Munkalap 6. o. 92/2.

Ezt a feladatot azért itéltem szamokkal kapcsolatos, €s egyben kombinatorikai
feladatnak, mert a cél nem a bontds, Gsszeadas gyakoroltatisa, hanem az Osszes eset
megtalalasa, a feladat szovegében ra is kérdez: ,Hanyféleképpen?”. Viszont a
kombinatorikai probléma a szamok témakorrel Osszekapcsolva jelenik meg. A leirdsban
lathatjuk, hogy a tagok sorrendje is szamit, az esetek keresésekor ezt is figyelembe kell

venniiik a tanuloknak.
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A 3/3-as (kombinatorika és Osszefiiggések egyforman hangsulyos) csoporthoz

tartozonak tekintettem a /1. abran lathato feladatot:

Zsugoritégépek
Két géped van. Az egyik minden zsine-

get a felére, a masik minden zsineget
a harmadaéra zsugorit.

felére armadéra
zsugorit zsugorit

12 cm-es zsinegeid vannak.

Hény centiméteres zsinegeket tudsz
eléallitani a zsugoritogépekkel ? Ird le,
melyiket hogyan kaptad!

Példaul a fél cm-est igy:

/34/22,’21/2%

11. abra — Munkalap 4. o. 72/2.

A feladatban megjelennek az Osszefiiggések, hiszen a feladat egyben gépes jaték is, €s
tobb gép miikodeését kell sszerendezni. A kombinatorikus tartalom is hangsulyos, mivel sok
esetet eld kell allitani. Az Osszes lehetdség megkeresését is kérhetjiik, ha megadjuk, hogy
hany Iépéssel kell eljutni a végeredményhez. A feladatban megfigyeltethetjiik a sorrend
szerepét, €és azt is, hogy minden Iépésnél kétféle lehetdség koziil valaszthatunk.
Természetesen ennek segitségével az osztds miiveletét, a tortek fogalmat és eldallitasat is

gyakoroltatja a feladat.
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Néhany esetben el6fordult, hogy nem tudtam egyértelmiien eldonteni, hogy melyik
kategoridba soroljam a feladatot. Ilyen esetekben igyekeztem tapasztalataim alapjan donteni,
€s a régi ¢s 1j tankonyvekben megtalalhaté hasonld jellegli feladatokat ugyanoda sorolni,
ezzel biztositottam a kovetkezetességet. Ugy gondolom, hogy ennek a bizonytalansagnak az
aranya kismértékii. Ezért, és az egyforma elbiralas miatt ez nem fogja befolydsolni a kutatés

eredményét.
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4.2. A komplex matematikatanitasi kisérlet és az Gj matematika-tanterv
idején érvényben 1évo tankonyvek O0sszehasonlitasa a most érvényben 1évo

konyvekkel

Hipotézisem alapjan az volt a varakozasom, hogy napjaink tankonyveiben tobb
kombinatorikai feladatot fogok taldlni, mint a régebbiekben. A vizsgélat soran meglepd
moédon éppen ennek ellenkezdje deriilt ki. A szdmadatok alapjan, melyek az 5. mellekletben
olvashatoak, az ujabb konyvek nagyobb Osszes feladatszamuk ellenére kevesebb
kombinatorikai jellegli feladatot tartalmaznak. Az I. diagram mutatja a kombinatorikai
jellegli feladatok aranyszamat az Osszes feladathoz képest az egyes kdnyvekben. A piros
oszlopok a ,régi”, a kék oszlopok az ,,uj” konyveket jelolik. Az egyes évfolyamok kdnyvei

balrdl jobbra ndvekvé sorrendben szerepelnek a diagramon.
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1. diagram

A diagram alapjan latszik, hogy napjaink (a diagramon kék szinnel jelolt) konyveiben
szamottevon kisebb a kombinatorikai feladatok aranya, mint a komplex matematikatanitasi

kisérlet idején érvényben 1évo (a diagramon piros szinnel jelolt) konyvekben.
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Osszesitve a régi és az uj konyvek kombinatorikai feladatainak ardnya az 0sszes

feladathoz képest a 2. diagramon lathato:

25%

20%

15%

12,60%

10% -

6,25%

5% -

0% -
Régi konyvek Uj kdényvek

2. diagram

A régi konyvekben nagyjabol kétszerannyi kombinatorikus tartalmu feladat volt, mint

az ujakban, ez jelentds eltérés.
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Az egyes évfolyamok ,régi” és ,1j” konyveiben 1évé kombinatorikus feladatok
szamanak ¢€s az egyes évfolyamok régi és ij konyveinek Osszes feladatszdmanak az aranyat
is megvizsgaltam. Szemléletesebb az abra, ha egymas mellett tekintjikk az egyes évfolyamok

régi és uj konyveinek atlagat — ezt a 3. diagramon lathatjuk:

25%
20%
15%
mrégi

10% W Uj

5%

0% i T T T T T

1.0. 2.0. 3./0; 4. 0. 5. 0. 6. 0.

3. diagram

A diagram alapjan latszik, hogy minden vizsgalt évfolyamon 1/3 és 2/3 kozotti az 4j
konyvek kombinatorikai feladatszamanak aranya a régi konyvek kombinatorikai
feladatszamahoz. Ha kiilon a régi, €s kiilon az uj konyvek kombinatorikai feladatszamanak
aranyat nézzik az egyes évfolyamokon, lathatjuk, hogy az adatok nagysagrendileg
hasonloak (a régi konyvek esetében 3%, az 0j konyvek esetében pedig 4% a legnagyobb

eltérés).
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A 4. diagramon és 5. diagramon szemléltetem a tablazatba besorolt, kombinatorikai
feladatok megoszlasat a 3 f6 kategoridban, kiilon a régi és uj tankonyvek esetében, az

¢vfolyamokat €s tankonyvtipusokat Gsszesitve:

Régi konyvek

®m Kombinatorika hangstlyos

B Egyéb matematikai
tartalom hangsulyos

= Egyforman hangsulyos

4. diagram

”

Uj konyvek

B Kombinatorika hangsulyos

M Egyéb matematikai
tartalom hangsulyos

1 Egyforman hangsulyos

5. diagram
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Az 4. diagram ¢s 5. diagram alapjan lathatjuk, hogy az 10j konyvek esetében a
kombinatorikus feladatok ko6zott joval kevesebb (feleannyi) az olyan feladat, melyben a
kombinatorika dnmagaban jelenik meg. Az Uj konyvekben egyarant nagyobb azoknak a
feladatoknak az ardnya, melyekben a kombinatorika 6nmagéban, illetve melyekben mas
témakorrel egyiitt jelenik meg. Osszességében, a régi és 0j kdnyvek esetében is a legtdbb
kombinatorikai jellegli feladat az alapvetden mas témaju, de kombinatorikai gondolatot is

1gényld feladatok kozott talalhato.
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Arra is kivancsi voltam, hogy a harom f6 kategoérian beliil van-e eltérés azoknak a
témakoroknek az aranya kozott, melyekkel egyiitt jelenik meg a kombinatorika a

feladatokban — az eredmény a 6. diagramon és 7. diagramon lathato:

Régi kanyvek ® Kombinatorika hangstlyos

m Egyéb mat. tartalom
hangsulyos Alakzatok

M Egyéb mat. tartalom
hangsulyos Szamok

M Egyéb mat. tartalom
hangsulyos Osszefliggések

7 Egyformdn hangsulyos
Alakzatok

m Egyformdn hangsulyos
Szamok

m Egyformdn hangsulyos
Osszefliggések

6. diagram

Uj kényvek

B Kombinatorika hangstlyos

M Egyéb mat. tartalom
hangsulyos Alakzatok

M Egyéb mat. tartalom
hangsulyos Szamok

M Egyéb mat. tartalom
hangsulyos Osszefliggések

= Egyforman hangsulyos
Alakzatok

m Egyforman hangsulyos
Szamok

m Egyforman hangsulyos
Osszefliggések

7. diagram
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A harom {0 kategorian beliili aranyok csak nagyon kis mértékben térnek el egymastol.
Tehat az, hogy a kombinatorikai probléma milyen témakorhdz kapcsolodva jelenik meg a

feladatokban, nem valtozott a komplex matematikatanitasi kisérlet ideje oOta.

A 8. diagram alapjan lathatjuk a 3 f6 kategoria évfolyamonkénti aranyat:

100% -

90%

80% -

70% 1 m Egyforman hangsulyos
60% -

50% - ® Egyéb matematikai
40% - tartalom hangsulyos
30% - ® Kombinatorika hangsulyos
20% -

10% -

0% - w w x x w

1.0. 2.o0. 3.0. 4.0. 5.0. 6.0

8. diagram

A diagrambol kideriil, hogy az egyéb matematikai tartalmu feladat minden évfolyamon
nagyobb aranyban fordul elé a vizsgalt tankonyvekben, mint a tobbi kategoria feladatai. Az

rrrrrrrr

valtozatosabb képet mutatnak.

A tankOnyvelemzés soran arra a megallapitasra jutottam, hogy a vizsgalt Hajdu-
konyvekben, a 2014-es kisérleti konyvekben és az Apaczai-konyvekben 1ényegesen kevesebb
(atlagosan feleannyi) a kombinatorikai feladat, mint az ,,uj matematika tanterv”’ bevezetése
idején.

Az Gjabb konyvekben a kombinatorikus feladatok kozott is kisebb (nagyjabol feleannyi)

azoknak a szama, melyeknek a kombinatorikai tartalma hangsulyos.
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4.3. A komplex matematikatanitasi kisérlet el6tti tankényvek

Vizsgalatom nem terjedt ki a komplex matematikatanitdsi kisérlet eldtti idokre. A
moddszertani irodalombo6l tudjuk, hogy a kombinatorikdt ekkor még nem tanitottak
(Szendrei, 2005). Viszont szerettem volna err6l meggy6zddni, €és ennek érdekében
megvizsgaltam néhdny, a matematikatanitas reformja elotti tankonyvet és feladatlapot. A

kovetkezd konyvek voltak szamomra elérhetdek:

1. Csaki Imre — Géczy Etelka (1963): Szamolas - mérés 1. Tankonyvkiadd, Budapest.

2. Gaal Géza — Vali Dezsoné (1963),: Szamolas — mérés 4. Tankonyvkiado, Budapest

3. Jasz Alajosné — Kelemen Janosné — Lengyel Ferenc — Mosonyi Kalman — Dr. Térok
Gyulané (1964): Feladatlapok a ,,Szamtan — mértan 5.” kényvhoz, Tankonyvkiado,
Budapest

4. Stanislav Kaderdbek — Jalia Zilinkova (ford. Kiss Gertrud, 1961): Szamtankonyv az
alapfoku kilencéves iskolak 2. évfolyama szamara

5. Dr. Ungvary Gyula (1968): Feladatlapok az dltalanos iskola kisérleti negyedik
osztalyai szamara. Févarosi Nyomdaipari Véallalat, Budapest.

6. Dr. Ungvary Gyula (1969): Feladatlapok az altalanos iskola kisérleti otodik osztalyai
szamara. Fovarosi Nyomdaipari Véllalat, Budapest.

7. Dr. Ungvary Gyula (1967): Feladatlapok az dltalanos iskola kisérleti 3. osztalyu

tanuloi szamara. Felsdoktatasi Jegyzetellatd Vallalat, Budapest.

A lista els6 négy konyvének feladatait atnézve a tobbi tankdnyv vizsgalatahoz
kialakitott hét kategoridm koziil egyikhez sem talaltam feladatot. Ez nem meglepd, hiszen
ezeknek a konyveknek a hasznalata idején még nem is volt tantervi anyag a kombinatorika,
a legtobb pedagdgus valdszinlileg nem is talalkozott ezzel a témakorrel, hiszen a
matematikatanitasnak egy fiatal dgardl van szo.

Néhany olyan feladatot talaltam, mely akar kombinatorikai feladattd is valhat, ha
maskeént adjuk fel a feladatot. A Szdmolds — mérés 1. cimli konyvben a szdmok bontdsdhoz
kapcsolodo feladatok lehetnek kombinatorikai gondolatot igényldk, példaul: képek alapjan
szamok bontasa kétféle szinli korong segitségével, 1 Ft és 1 liter bontasa tablazatosan (az
egyik érték mindig meg van adva). A konyvekben egy olyan feladattipust talaltam, amelyet
besorolnék a kombinatorikus feladatok kozé: ,,Hogyan lehet 100 Ft a kezedben?” Ez is a
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szamok bontasahoz kapcsolodok, viszont itt a gyerekeknek kell eldallitaniuk a
lehetdségeket. Akar az Gsszes esetet is megkereshetik, de ezt nem kéri a feladatiro.

Az atnézett feladatlapokban nem talaltam kombinatorikahoz kapcsolhato feladatot.

5. Felvételi feladatsorok feladatainak elemzése

A kozépiskolai kozponti irasbeli felvételi vizsgan a didkoknak magyar nyelvbdl €s
matematikabol kiilon-kiilon 45 perc alatt kell megoldaniuk egy feladatsort. Mindkét tantargy
feladatsorandl a megszerezhetd legmagasabb pontszam 50 pont. A matematika feladatsor
2003 ota 10 feladatbol all.

A feladatokat 0sszeallito pedagdgusok a Nemzeti Alaptanterv kdvetelményei alapjan
dolgoznak, a forgalomban 1év6 tankdnyvesaladoktol fliggetleniil valasztjak ki a feladatokat.
Elsésorban az adott évfolyam eldtti évfolyam tananyagat kérik szamon az iskolankénti eltérd
halad4si litem miatt. A felvételi vizsga nem hagyomanyos tantargyi teszt, célja a
kozépiskolai tovabbtanulashoz sziikséges alapvetd készségek és képességek felmérése. A
konkrét ismeretekrdl valo szamadas és begyakorolt eljarasok alkalmazasa mellett Gjszerii
gondolkodast, problémamegoldast és kreativitast is igényelnek a feladatok. (Oktatési
Hivatal).

Kivéancsi voltam arra, hogy milyen ardnyban jelennek meg a kombinatorikai feladatok a
4. osztalyosoknak €s 6. osztalyosoknak szo6lo, hat- és nyolcosztalyos gimnaziumba valo
felvételi feladatlapokon.

Azért érdekesek a felvételi feladatok, mert ezek mutatjdk az elvarasokat a
gimnaziumban tovabbtanulni szandékozo 4. és 6. osztalyos tanulokkal szemben. Ezek altal
megtudhatjuk, hogy mit kellett volna mar elsajétitania a didknak ahhoz, milyen ismeretek és
képességek birtokaban kell lennie ahhoz, hogy felvegyék egy hat- vagy nyolcosztalyos
gimnaziumba.

Megvizsgaltam az Oktatasi Hivatal honlapjan megtalalhato, 2001 és 2014 kozotti
felvételi feladatlapokat.

A felvételi feladatok koziil azokat tekintettem kombinatorikusnak, melyekben
hangsulyos a kombinatorikai tartalom. Ez megjelenhet olyan modon, hogy az egész feladat

jellege kombinatorikai, és mas matematikai teriilet nem is igazan jelenik meg. De ugy is,
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hogy mads teriilet egyforman hangsulyosan jelenik meg a kombinatorikdval az adott
feladatban. Ilyenek Ilehetnek példaul azok a feladatok, melyekben a szamok
tulajdonsagainak figyelembevételével, esetleges sziikitéssel, kizarassal kell megtalalni az
0sszes esetet.

Elofordult, hogy egy feladatnak csak egy részfeladata volt kombinatorikai, ilyenkor
csak ezt valasztottam ki. Olyan feladat is volt, mely a feladatlapon nem volt részfeladatokra
bontva, viszont a javitokulcsban igen, és a részfeladatok alapjan tortént a pontozas. Itt
megkerestem azt a részt, mely csak a feladat kombinatorikai részét pontozza.

A 6. mellékletben OGsszefoglaltam, hogy az egyes feladatsorok mely feladatait
tekintettem kombinatorikainak, €s hogy ezek hany pontot értek. Az dsszesitett szamadatok a
7. mellékletben lathatoak.

Minden ¢évbol két hatosztalyos és két nyolcosztalyos gimndziumba szolo felvételi
feladatlapot vizsgaltam, ezek koziil az egyik a potfelvételi feladatlapja.

A felvételi feladatsorok dsszpontszama minden esetben 50 pont volt.

A 9. diagram szemlélteti a 2001 és 2014 kozotti felvételi feladatsorokban 1évd
kombinatorikai feladatok pontszdmanak ardnyat az Osszes feladat pontszdmahoz
viszonyitva. Kékkel jeloltem a hatosztalyos, pirossal pedig a nyolcosztalyos gimnéziumba
szolo feladatlapok pontszdmat. Az alap- és potfeladatsorokat 6sszevonva jelenitettem meg a

diagramon.
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9. diagram
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A diagrambol latszik, hogy a felvételi feladatok kombinatorikai részében nem mutathato
ki tendenciaszerli valtozas 2001 ¢és 2014 kozott.
Annyi lathatd a diagrambol, hogy 2006 és 2008 kozott egyaltalan nem szerepelt

kombinatorikai tartalmu feladat a 6. osztalyosoknak sz616 felvételi feladatok kozott.

Evente is megnéztem a kombinatorikai feladatok pontszaméanak aranyat az Osszes
pontszdmhoz viszonyitva, a hat- €s nyolcosztalyos gimnaziumba sz6l6 feladatsorok

pontszamat egyesitve — az eredmény a /0. diagramon lathato:
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10. diagram

A diagrambol az latszik, hogy 2003-ban ¢és 2004-ben atlagosan tobb volt a
kombinatorikai feladat, majd elkezdett csokkeni, és 2008-t61 2014 fel¢ haladva ismét
novekedésnek indult. Viszont a kiinduld adatok valtozatossagat tekintve ez a kovetkeztetés

nem feltétleniil helytallo.
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A 11. diagram azt mutatja, hogy hogyan viszonyul egymashoz a kombinatorikus
feladatok Osszes feladathoz (felvételi feladatsor esetében pontszamhoz) viszonyitott
szazalékos aranya a vizsgalt napjainkban hasznalt tankonyvekben és a felvételi

feladatsorokban:

25%

20%

13,46%
15%

10%

6,25%

5% -

0% -

Tankonyvek Felvételi

11. diagram

A diagram alapjan lathat6, hogy a felvételi feladatok kozott atlagosan nagyobb (tobb,
mint kétszer akkora) a kombinatorikai feladatok ardnya, mint a vizsgalt tankonyvekben,
munkafiizetekben ¢s feladatgylijteményekben. A kapott eredmény egyelére csak
talalgatasokkal magyarazhato.

Egyrészt, a kombinatorika témakorében jo lehetdség adodik jatékos, rejtvényszerii és
eredeti problémak megalkotasara. Ahogyan az Oktatasi Hivatal honlapjan is olvashatd, a
felvételi feladatok ujszerti gondolkodast, problémamegoldast és kreativitast is igényelnek.

Masrészt az lehet az ok, hogy a hat- és nyolcosztilyos gimnaziumba felvételizd
gyerekektdl elvarjak nehezebb feladatok megoldasat is, melyek gyakran a kombinatorika
témakorébol kertilnek ki.

Harmadrészt, a felvételire valo felkésziilés sok esetben a tandra keretén kiviil torténik,
ahol lehet6ség nyilik a felvételi feladatsorok tipusfeladatainak gyakorlasara.

En mégis Gigy gondolom, hogy szerencsésebb lenne, ha az aranyok kozelebb keriilnének

egymashoz.
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6. Osszegzés

A szamadatok vizsgalata sordn arra a megallapitdsra jutottam, hogy a tankonyvekben
1évé kombinatorikai feladatok szama csokkent az 1978-as tanterv és az ahhoz kapcsolodd
tankonyvek ¢€s feladatgylijtemények 6ta. Minden évfolyamon ezt talaltam, a szazalékokban
megmutatkozd eredmények nagysagrendileg kozel allnak egyméshoz.

A felvételi feladatsorok feladatiban viszont nagyobb ardnyban jelenik meg a
kombinatorika, bar az egyes évek feladatsorai eltérd képet mutatnak.

Tehat hipotézisemet, miszerint a kombinatorika tanitdsdnak hangstlya noétt a
matematika tanitdsaban a komplex matematikatanitasi kisérlet 6ta és a kombinatorikus
gondolatot igényld feladatok aranya az Osszes feladat szdmahoz képest nétt, el kellett

vetnem.

Vajon mi lehet az oka annak, hogy hipotézisem megdolt?

Egyrészt, lehet, hogy nem volt helytallo eredeti feltételezésem, miszerint a pedagdégusok
mar elfogadtdk a Varga Tamdas-féle szemléletet, a kombinatorika tanitdsara vonatkozo
gondolataival egyiitt.

Az 1s meglehet, hogy a gyakorlatban kideriilt, hogy a kombinatorika témakor
problémainak olyan mértékii feldolgozéasa, mint ahogyan az a kisérlet idején valosult meg,
tal sok ¢€s tul bonyolult az als6 tagozatos €s 5-6. osztalyos gyermekeknek.

Az is lehetséges, hogy a tankonyvirok feleslegesnek tartjadk még tobb kombinatorikai
feladat beépitését a konyvekbe, hiszen als6 tagozaton els6sorban a téma felé tapasztalati

uton torténd kozelitésen van a hangsuly.

A tankonyvekben 1évé kombinatorikai feladatok ardnyanak valtozasdnak teljes kor
vizsgalatahoz a koztes iddszak, a komplex matematikatanitasi kisérlet és a 2012-es NAT
kozotti idOben hasznalt tankonyveket is at kellene tekinteni. Amint elérhetd lesz a 3. és 4.
osztalyos 2013-as kerettantervre alapozott kisérleti tankonyvcsalad, szeretném ezeket is
bevenni a vizsgalatomba.

A késObbiekben szeretném Oralatogatisok soran még jobban megismerni a
kombinatorikatanitds helyzetét. A pedagdgusokkal ¢€s leendd pedagogusokkal végzett

kérddivek ¢és interjuk is megvildgithatnak, hogy valdjdban milyen a pedagdgusok
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hozzaallasa a kombinatorika tanitdsahoz. Az is kideriilhetne ilyen médon, hogy a kis
darabszamu tankonyvi példa ellenére a pedagogusok elegendd 1d6t szannak-e
kombinatorikus feladatok megoldasara, és érzik-e egyaltalan ennek sziikségét.

Ezek kideritése ujabb kutatési iranyokat jelolhet ki.
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