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1. fejezet

Bevezetés

A grafén kutatdsa napjainkban az egyik leggyorsabban fejlédé és legérdekeltebb kutatési terii-
let, fontossdgdt mutatja az is, hogy a grafén felfedezéséért [1] Nobel-dijat adtak. A grafént 2004-es
felfedezése 6ta nagy figyelem kiséri a kivételes a mechanikai és elektromos tulajdonsdgai miatt,
akar az ugynevezett Klein-paradoxonra [2], vagy a tort kvantum Hall-effektusra [3] gondolunk.
Azonban a grafént mar a felfedezése el6tt is hasznaltak elméleti fizikusok, mivel a szén nanocso-
vek elektronszerkezete szarmaztathaté a grafén elektronszerkezetébdol.

A gyakorlati alkalmazdsok szempontjabdl azonban fontos, hogy ismerjiik ennek az igéretes
anyagnak a kiilonboz6 tulajdonsagait. Erre j6 lehet6ség egy roncsoldsmentes technika a Raman-
spektroszképia. A Raman-spektrum ugyanis sok informdaciét adhat az anyagrol, a lehetséges
szennyezésekrol [4], vagy akdr a rétegek szdmarol [S].

A Raman-spektroszképia sordn a mintdbdl kijovs fény frekvencidjanak és a bemend fény frek-
vencidjanak kiilonbségének fliggvényében mérjiik a kijovs fény intenzitdsat. Amennyiben adott
frekvencidju (energidjui) fénnyel sugdrozzuk be a mintét, akkor az adott kezddallapotbdl végbe-
mend dtmenetek valdszinlisége fogja meghatdrozni a mért spektrumot, azaz elég meghatdrozni az
atmenetek valdszintiségét ahhoz, hogy a spektrumot megkapjuk. Az dtmenetek valdszintiségének
kiszamitdsahoz meg kellene oldani az id6fiiggé Schrodinger-egyenletet az 6sszes racspontban 1é-
v6 atomok magjaira és elektronjaira, egy id6tdl periodikusan fiiggs elektromagneses térben. Mivel
ez rengeteg 1dot és kozel végtelen nagy memoriat igényelne, ezért ehelyett kdzeliteni kell a spekt-
rumot. A kozelités elsd 1épése, hogy a bejovd elektromégneses hullamot, illetve az elektronok €s
fononok kozotti kdlesonhatast kis perturbacioként kezeljiik, amelyet igy id6fiiggd perturbacidként
vizsgalhatunk. A perturbaciészamitas elsé szamunkra fontos rendjében csak q = G (G reciprok-
rdcsvektor) kvazi-impulzusd fononok keletkeznek a kvazi-impulzus megmaradds miatt, ilyenkor
az irodalomban elterjedt Placzek-kozelitéssel szokds a spektrumot szdmolni. Ugyanakkor a kisér-
leti tapasztalatok az mutatjdk, hogy a spektrum ennél gazdagabb szerkezetet mutat, ezért el kell
végezni a rezgési gerjesztéseket masodrendben figyelembevevd perturbiciészamitist (azaz ne-

27z

gyedrendd perturbiciészamitast végezve), ebben az esetben adott kezddallapotbdl induld rendszer
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1.1. abra. Gytir6tt grafén hdkezelés eldtt és utdn

barmely mas végallapotba val6 jutdsdnak a valészintisége:
2
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ahol &7 a végallapot, & a kezdGéllapot, &4, €p, €. pedig a kozbens6 dllapotok energidja. Az .4 sp
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pedig a két megfeleld dllapot kozotti dtmenet métrixeleme, & pedig a Dirac-delta fiiggvény. Mivel
a kozbensd allapotok élettartalma véges, ezért be kell a y faktorokat helyezni az energidkat tartal-
mazdé nevezdkbe (tovabbiakban energianevezkbe), hogy igy biztositsuk a szinguldris integralok
elkeriilését, ezzel beépitve a rendszerbe a természetes savszélességet.

A Raman-spektrumban akkor jonnek létre csticsok, ha az egyik energianevezd kozel O lesz, de
el6fordulhat olyan eset is amikor két nevezd egyszerre lesz kozel 0, ezeket nevezziik double-
resonant folyamatoknak, ekkor a cstcs intenzitdsa nagyobb lesz anndl, amikor csak egy nevezd
vélik nullava. Ezen feliil el6fordulhat bizonyos folyamatokndl, hogy mind a hdrom nevezé kozel 0
lesz, ezeket nevezziik triple-resonant folyamatoknak, 4m ez csak olyan esetben lehetséges, amikor
egy fonont kibocsdtunk és egy fonont elnyeliink [6]. A D csics szdmoldsok és kisérletek alapjan
csak akkor jon létre, ha hiba van a grafén racsban, ezek az tigynevezett "phonon-defect” folya-
matok, innen kapta az angol szakirodalomban a "Disorder-induced" nevet. A 2D cstcs ellenben
olyan folyamat eredménye melyekben két fonon is szerepet jatszik, azaz ugynevezett kétfononos
folyamatok sziikségesek, hogy 1étrej6jjon a csucs. A fentiek alapjan a D’, D és 2D csucsokat 1ét-
rehoz6 folyamatok 0sszességét masodrendd folyamatoknak, mig a G csticsot 1étrehozé folyamatot
elsérendd folyamatnak nevezziik. A grafén teljes Raman-spektrumat mutatja a 4.1 abra egy Ar
ionokkal besugdrzott minta esetén.

Ezen munka célja a hibdk karakterizdldsa a Raman-spektrumban 1étrejové csicsok vizsgdlatdval.
Az irodalomban gyakran vizsgaltdk ponthibdk — atomi szinten gyorsan valtozé potencidlok — ha-
tasdt és jO egyezést taldltak a mért és szamolt spektrumokban. A munka sordn kisérletileg két

alapjaiban kiilonboz6 eldkészitéssel allitottunk eld, ugyanakkor a kimért effektus mindkét esetben
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1.2. dbra. Benyomddasok AFM felvétele és egy benyomddds vonalprofilja
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hasonl6 volt. Az egyik tipusd minta esetében a grafén felgytir6dott, vagy felhajlott, egy ilyen min-
tdt mutat az 1.1 4bra, ahol jol latszik, hogy a minta készitésekor még sima grafén feliilet h6kezelés
hatdsara felgy(ir6dik, igy benne atomi szinten lassan lecsengd mechanikai fesziiltség alakul ki. Az
ilyen tipusud hiba jol kimutathatéan egy pszeudo.vektor és skaldrpotencialt hoz létre grafén ese-
tében, amellyel elméleti szamoldsokat lehet végezni [7][8]. Az ilyen pszeudo-vektorpotencidlbol
szarmazo pszeudo-magneses teret mar sikeriilt kimutatni egy zérus mégneses térbe helyezett me-
chanikai fesziiltségnek kitett mintan észlelt pszeudo kvantum Hall-effektuson keresztiil [9].

A masik tipusid mintdn szabdlyozottan hoztunk létre kozel Gauss-gorbe alakii benyomédasokat
AFM-tlivel meghatarozott tavolsagban egymastdl, ilyen mintat mutat az 1.2 dbra. A bal oldalon
egy ilyen benyomdddsokkal teli minta AFM felvétele 14that6, mig a jobb oldalon egy bemélye-
dést tekintve a feliilet topografidjat vizsgdlva vettiink egy vonalmetszetet, amely 4thaladt az egyik
benyomddason és erre vonalmetszetre illesztett Gauss-gorbe lathat6. J6l lathatd, hogy a Gauss-
gorbe jol illeszkedik a benyomddds magassdg profiljara, igy a késébbi elméleti szdmoldsokban
kozelithetjiik a benyomddasokat kiilondllo Gauss-gorbékként. Az is leolvashatd az abrdkrdl, hogy
a Gauss-gorbe félértékszélessége nagyjdbol 6-7 nm koriili, igy az elméleti szdmoldsainkban ilyen,
vagy ehhez kozeli félérték-szélességli Gauss-gorbékkel fogunk dolgozni.

Ebben a munkaban azért vizsgdlunk ilyen hibdkon valé szoérdst, mivel D és D’ cstcsok intenzita-
sanak ardnyat nagyban befolydsolhatja a hiba eredete [10], mivel mds tipust hibdhoz mas tipusu
matrixelem tartozik, ugyanakkor azt jol ismerjiik, hogy a kisérletekben a D cstics intenzitdsa alta-
laban nagyobb mint a D’ cstics intenzitdsa, aranyuk kisérletileg nagyjabol 10. Azonban atomi szin-
ten lassan valtozé potencidlok esetén a D’ cstics intenzitdsa meghaladja a D intenzitasat. Emellett
gylrt minta esetén a D’ csicsnak a gerjeszt6 1ézer energidjatdl valé fiiggésére is a megszokottdl el-
térd viselkedést kaptunk, ugyanis a D és D’ cstics intenzitdsdnak ardnya kevesebb mint 1 lett (tehat
a D’ cstics intenzivebb a D-nél) ahogyan az 5.1 dbra bal oldalan is latszik, ilyen mérési eredmény

pedig nem taldlhat6 a szakirodalomban. A munka célja ennek az effektusnak a vizsgélata a grafén

Raman-spektrumdn keresztiil, mind kisérleti, mind elméleti oldalrdl.
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2. fejezet

Kisérleti modszerek

A tovabbiakban azokat a kisérleti mddszereket, illetve azon kisérleti eszkozoknek a miikodési

elvét vessziik végig, amelyeket felhaszniltunk a bevezetésben emlitett effektus kimérésére.

2.1. A Raman-spektroszkop miikodési elve

Ahhoz, hogy felvehessiik a Raman-spektrumot sziikséges olyan fény amelynek az energidja
jol definidlt, ezt a mi kisérleti elrendezésiinkben harom kiilonbozd energidja lézer allt rendelke-
zésiinkre, melyeknek hullimhosszai 633 nm 532 nm 488 nm voltak. A 1ézerek altal kibocsatott
fényt optikai kabelekkel vezettiik ra a mintdra, azonban még a minta el6tt a fényt atvezettiikk egy
polarsztir6n, amelynek a szogét valtoztatni lehetett, igy mérhet6 volt a kiillonboz8 polarizacidji
fény altal keltett Raman-spektrum. Ezutdn a minta altal kibocsatott fényt egy Rayleigh-sz{irén at-
vezetjiik, amivel kiszrjiik a gerjesztd 1ézerhez energidban kozel levd fényt. Ez azért sziikséges,
mert jelen esetben a Rayleigh-sz6rdsbdl szdrmazé fény intenzitdsa joval nagyobb mint a Raman-
szOrasbol szarmazd fény intenzitdsa és az utdbbi igy detektdlhatatlan lenne. Ezutdn a fényt egy
diffrakciés rdcson dtvezetjiik, amellyel konnyen szétvdlaszthatdk a kiilonbdzd energidjid fotonok.
A fotonok detektaldsat végiil egy CCD végzi el, amelyet az idedlis miikodés érdekében le kell
hiiteni. A detektalds tgy torténik, hogy a diffrakciés racsbdl kiillonbozd irdnyba szérédé fénynek
az egyenes iranytol valé eltérése ardnyos a fény energidjatol, igy egy hosszi CCD-re vetitve a be-
érkezett fény helyzete (vagyis annak a csatorndnak a szdma ahova beérkezett) ardnyos lesz a foton
energidjaval, igy elegend6 csak a fény intenzitasat mérni, emellett ahhoz, hogy megvaltoztassuk a
vizsgélt tartomanyt csak a diffrakcids racsot kell elforgatni. Az altalunk hasznélt elrendezésben a
vizsgdlhat6 tartomany lézertdl fiiggden koriilbeliil 3000 cm ™! volt, igy egyszerre lehetett vizsgalni
a grafén teljes Raman-spektrumét.

A Raman-spektroszképon kiviil a mérésekhez, illetve a mintdk el6készitéséhez hasznéltunk atomi

erd mikroszkopot, amelynek a miikodési elvét a kovetkez6ben targyaljuk.
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2.1. dbra. A Raman-spektroszkép és az AFM (forrds: fizipedia.bme.hu) mtikodésének vazlata

2.2. Az AFM miikodési elve

Az atomi erd mikroszkép, vagyis az AFM alapelve az, hogy egy nagyon hegyes, tipikusan
15 nm-es gorbiileti sugard helyeziink nagyon kozel a vizsgdland6 targyhoz, igy a td és a min-
ta kozott fellépd erdt mérve kaphatunk informdciét a minta feliiletérSl. A mérés sordn pedig a
tlit mozgatjuk a minta felett, piezoelektromos kristdlyok segitségével, amelyekre fesziiltséget ad-
va néhany A-s elmozduldst lehet elérni. A fellépd taszitd er6t pedig igy mérjiik, hogy a ti egy
laprugé (kantilever) végére erdsitjiik és igy a tiire hat6 erdt tudjuk mérni a rugé fiiggdleges elmoz-
duldsdval. Az elmozdulds mérése pedig ugy torténik, hogy 1ézerrel megvilagitjuk a laprugét, és a
visszavert fényfolt helyzetét mérjiik egy négy részre osztott detektorral, amely egyben visszajelzés
is a vez€rld elektronikdnak. Az ilyen mérési elrendezésben nem csak a ti fiigg6leges elmozdulasat,
hanem az elcsavarodasat is lehetséges mérni, ezen keresztiil pedig a minta és a tl kozotti sirl6-
dasi er6t tudjuk mérni. Ez azért lényeges, mert tipikusan az AFM fiiggbleges felbontéképessége
nem teszi lehetévé az atomi felbontds lehet6ségét, azonban a surlédasi erd6 mérésével lehetséges
az atomi felbontés elérése. Az AFM-nek tobb kiilonb6z6 mddja is van, az atomi felbontdsra is
képes kontakt iizemmod, ahol a mintaval folyamatosan érintkezésben van a tli. Ennél a médnal
csak olyan mintdkat lehet vizsgdlni amelyek nagyon simdk, mivel egy par mikronos kiemelkedés
azt okozhatja, hogy a tli beleiitkozik és mind a minta mind a td kdrosodik. A mdsik tizemmdd
a tapping lizemmad, ahol nincs folyamatos kontaktus a minta és a ti kozott, hanem a t{i folya-
matosan "koppintgatja" a minta feliiletét és igy késziti el a feliileti topografidt, jol lathatéan ez a
mod alkalmas a néhdny mikronos kiemelkedéssel rendelkezd mintét is tapogatni, azonban ezzel
az tizemmodddal nem készithet6ek atomi felbontdsi képek. A mi méréseink sordn mindig kontakt
tizemmodban hasznéltuk a berendezést és a bemélyedéseket a tlire haté nyomderd novelésével
hoztuk 1étre a mintdkon.
A jelen munkaban bemutatott kisérleti eredmények az MTA-TTK MFA-ban késziiltek, a mérése-
ket Nemes Incze Péter végezte, de sajat magam is mértem a fenti eszkdzokkel olyan effektusokat

amelyek nem képzik ezen dolgozat targyat.



3. fejezet

Elméleti modszerek

A kovetkezd fejezetben végigvessziik azokat az elméleti médszereket amelyek sziikségesek
a Raman-spektrum kiszdmitdsdhoz hasonlén a [11]-ben leirtakhoz kiegészitve a nem konstans

vektor és skaldrpotencidlokon vald szérds matrixelemével.

3.1. Energia diszperzios relacié szamolasa

Az energia diszperzids relacié pontos ismerete nélkiil lehetetlen pontos eredményeket kap-
ni a Raman-spektrumra, mivel a vonalak helyzete nagyban fiigg az energia diszperziétol. Ennek
a kiszamitasdhoz a kristalyos anyagok esetén széles korben elterjedt moédszert, az atomi palydk
linearis kombinacidjanak mddszerét hasznaljuk, melyet a szakirodalomban réviden LCAO méd-
szerként ismernek. A mdédszer 1ényegében tigy épiti fel a kristalyracs hullamfiiggvényét, hogy az

atomi hullamfiiggvények egy linedrkombindacidjat jelenti:
vi(k) =Y ci e Rm) g (r— 7, - R)), (3.1.1)
s
ahol ¢; az i-edik atomi hulldmfiiggvény, erre felirjuk az alabbi sajatértékegyenletet:

Hyi(k) = & (k) (k). (3.12)

Ezt balrél megszorozva ¢; (r — Ry — Ts/)e_ik(Rl’JrTs’ )_val és integralva a kovetkezd matrixegyenletet

kapjuk:
Y H;y(k)cr (k) = €(k) Y Sy (K)eq (), (3.1.3)
i i
ahol
Hiy(k)= ). / Fro; (r—Ry — 79)Hej (r — R, — 1,)*RmRr=50) (3.1.4)
Ll s,s'
illetve

Sivk)=Y / &ro; (r—Ry — 1) 95 (r — Ry — 7,) e X RiFa—Rr=2) (3.1.5)

b
Lls,s'
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Ezeket felhasznadlva felirhatunk egy matrix-egyenletet, amibdl megkaphatjuk a megfeleld energia-

szinteket, illetve a ¢;(k) linedrkombinécids egyiitthatkat.

3.1.1. Az LCAO alkalmazasa grafénre

Az LCAO médszer altalaban csak numerikusan végezhetd el, mivel a megoldandé matrix-
egyenlet dimenzidja megegyezik az elemi celldban levé atomok szdmdaval. Ugyanakkor a grafén
elemi celldjadban csak 2 atom van, amelyeknek csak 1-1 elektronjat vessziik, aminek koszonhet6en

a megoldandé matrixegyenletben szerepld matrixok 2 x 2-ek, az egyenlet a kovetkez6 alakot veszi

fel:
H H S S
c— [TAA TAB) [CA) _p (oA 0B (€AY b (3.1.6)
H;\(B HBB CR S:B SBB CB -

Itt a jelolések a grafén elemi celldjdban a két nem ekvivalens atomot kiilonboztetik meg, a tovab-

=

'/

biakban az egyszertiség kedvéért az A jeld atomot a origéban, a B jeld atomot pedig a a(1,0,0)

pontban vessziik, ahol a a szén-szén kotéshossz, megkozelitSleg 1.42A. Az egyenletet O-ra ren-

Hap — ES, Hpp—ES c
AA AA AB AB A —0. (3.1.7)
HXB_ESAB* HBB_ESBB Cp

Ennek az egyenletnek csak akkor van nem trividlis megolddsa c4-ra és cg-re, ha a métrix determi-

dezve:

ndnsa 0, amib6l megkapjuk a rendszer energidjat:

—o+ \/ o — 4det(H) det(S)

2det(S) ’

EL= (3.1.8)

ahol & a vezetési (+), illetve a valencia (-) sdvot jelolik, emellett bevezettiik az aldbbi jelolést:
o = SigHap+ SapH g — SaaHpp — SppHan. (3.1.9)
Ezt visszahelyettesitve konnyen megkaphatjuk a ca-t és cp-t:
¢y’ = E+Sap — Has, (3.1.10)
¢z = Hap — E+San, (3.1.11)

ahol ¢ a vezetési savot, v pedig a valencia savot jeloli. Természetesen, mivel a matrixelemek fiig-
genek k-tdl, igy az energia, illetve c4 és cp is fligg k-t6l, emiatt a numerikus szamolasnal minden
olyan k-ra kiszamitottuk ezeket a szdmokat, amire késébb a Raman-spektrum szamoldsakor sziik-
séges lesz.

Kiszamolva az energia-diszperziot kapjuk a 3.1 dbrat, amelyen jol lathatd, hogy a vezetési és
a vegyérték sdv nem szimmetrikusak a Fermi-energidra, ennek oka, hogy nem 0 az 4tfedés a két
szomszédos elektronpdlya kozott, zérus dtfedés esetén a sdvok szimmetrikusak lesznek. Ezen feliil
lathat6, hogy a Fermi-pont koriil a grafén energia diszperzidja kozel linedrisan indul, ezt nevezziik
Dirac-kipnak, mivel ennek kdrnyékén az elektronok kezelhet6k tigy, mint O tomeg(i relativisztikus

fermionok (Dirac-elektronok).



3. FEJEZET. ELMELETI MODSZEREK 9

15
S
L
w 10 r i
[}
o
)
X
0
= Sr 7
k=
N
P
(¢}
LL
©
oo
9 _5 - \
Q
c
L
-10
r K M r

3.1. abra. A grafén energia-diszperzidja a magas szimmetridju pontok kozott

3.2. Fonon diszperzios relacié szamolasa

Mivel a Raman-spektrumban az anyag rezgési spektrumardl kapunk informéciot, ezért lénye-
ges, hogy jol ismerjiik az anyag fonon-spektrumdt, a tovdbbiakban ennek kiszdmoldsdnak mod-
szerét irjuk le.

A racsrezgések leirdsara el6szor vonatkoztassunk el a kvantummechanikatdl és vegyiik a klasszi-
kus fizikai hataresetet. Ekkor tekintsiik Ggy a racsot, mintha tomegpontok lennének és ezeket a
tomegpontokat a kotéseknek megfeleld rugék kotik 6ssze. Ebben az esetben az n-edik tomegpont-

ra vonatkoz6 mozgdsegyenlet:

mail(t) = =Y H u,, (3.2.1)
m

ahol H-t Hesse-métrixnak nevezziik, ez tartalmazza a kiillonbz3 tomegpontok kozott kifeszitett
rugok rugdallandoit €s hoz 1étre csatolast a kiillonbozé tomegpontok mozgasa kozott, mig u, az
n-edik tomegpont elmozduldsa az egyenstlyi helyzethez képest. Ezutdn feltéve, hogy a megoldas

id6ben periodikus, azaz u,(t) = ¢'“'u, a kivetkez6 formaba frhatjuk:
—®*Mu = Hu, (3.2.2)

ahol M a tdmegmatrix, amely tartalmazza a tdmegpontok tomegét. Ez a jelen esetben, amikor a
rdcs minden tagja egyforma konstansszor egységmatrix alakba irhatd, ekkor a fenti egyenlet sajét-
értékegyenlet. Azonban az itt szerepld matrixok nem hermitikusak, ezért vezessiik be a kovetkezd

jeloléseket:

H
Vi, = v/muyu, Qnm = \/%Lm (323)
n'ttm
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Ezekkel felirva az egyenletet, mar lathatd, hogy a matrix 6nadjungélt és a kovetkez$ sajatérték-
egyenletet kapjuk:
—®*v=Dv. (3.2.4)

Ugyanakkor ez az egyenlet 3N x 3N-s matrixokat tartalmaz, ahol N az atomok szdma. Ennek a
megolddsa hosszi szamitdsi id6t venne igénybe és még nem hasznaltuk ki a racsok eltoldsszim-
metridjat. Az eltoldsszimmetria kovetkeztében ha eltoljuk a racsot, akkor a sajatértékeknek nem

szabad véltoznia és beldthatd, hogy ekkor a fenti egyenletet a kovetkezé alakban tudjuk felirni:
—0°v, = Y D(R, —Ry)Vy, (3.2.5)
m

ahol v,, dimenzi6ja mar csak az elemi celldban lev6 atomok szdmdnak (tovdbbiakban s) hdromszo-
rosa, amely jelen esetben 6. Err6l a vektorrél feltéve, hogy a kovetkezs alakban frhat6 v, = Se*R»

a kovetkez6 egyenletet kapjuk:

~0°S =Y D(R,)e **S. (3.2.6)

Itt bevezetve a D(K) = ¥, D(R,)e R jelslést megkapjuk az imméron 3s x 3s nagysagt vekto-

rokra vonatkoz¢é sajatértékegyenletet:
—o(k)*S(k) = D(k)S(k). (3.2.7)

Itt jol 14thato, hogy a rezgési frekvencia is k-t6l fiiggeni fog, ezt nevezziik fonon diszperzids reld-
cidnak, vagy fonon-spektrumnak, S-t pedig a hozza tartozd sajaitmoédusnak.

Azonban a fononokat érdemes kvantummechanikai megkozelitésbdl is vizsgélni, ebbdl a szem-
pontbdl a fononok, azaz a racsrezgések elemi kvantumjai bozonok, azaz egy allapotban végtelen
sok fonon tartézkodhat. A bozonok szdmdnak is fontos adott hémérsékleten, hiszen ettdl nagy-
mértékben fog fiiggeni az anyag Raman-spektruma, amint ezt a késébbiekben be is latjuk, ezt a
Bose-Einstein statisztika irja le, mely szerint adott energidji allapotban levé bozonok szamanak

varhatoértéke :
1

exp <,{§—‘T) — 17

ahol kg a Boltzmann-dllandd, E; az adott energiaszint, 7 pedig a h6mérséklet. Mivel az atomok

(n) = (3.2.8)

mozgdsat kis rezgési amplitidok esetén jol kozelithetjiik kvadratikus potencidllal, ezért a fononok
kvantummechanikai targyalashoz elég feltételezniink, hogy az atomok harmonikus oszcillatorok

Osszessége, ekkor a rendszer teljes energidja:

1
E =) hoy(q)((nv(q))+1/2) = ) hov(q +5
q; Z exp (—EZ(T(’)) —1 2

Ezzel megismerkedtiink a fononokkal, mint kvazirészecskékkel és megoldottnak tekinthetjiik azt

(3.2.9)

a problémadt, hogy hogyan szdmoljunk fonon-spektrumot, de a pontos szdmoldshoz tudnunk kell a
tomegpontokat 6sszekotd rugdk erdsségét, amelyet az energia diszperzidkbol kapunk, a kovetkezd

részben ennek rovid leirdsat adjuk meg.
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3.2. abra. Grafén szamolt fonon-spektruma és a savok jelolése a magas szimmetriaji pontok kozott

cm ~!-ben, j6 egyezésben [12]-el

3.2.1. Fonon diszperzié szarmaztatasa harmonikus kozelitésbol

Egy rugés mechanikai rendszer energidjat a kovetkezd alakban tudjuk felirni:

H=T{p})+V(r:). (3.2.10)

Ez természetesen nem az energia diszperzidszamitdsndl targyalt energia, ahhoz, hogy ezt az ener-
gidt megkaphassuk fel kell 6sszegezni az Osszes betdltott dllapot energidjat, azaz jelen esetben
miden k-ra fel kell integrdlni a valencia sdv energidjat. Ezzel megkapjuk a teljes rendszer po-
tencidlis energidjat, mivel nem mozgatjuk a rendszert. Egyensilyban ez az energia minimadlis,
de ha kitéritjiilk az egyik atomot, akkor ez megvéltozik és a két energia kiillonbségébdl, illetve
a kitérités nagysagabol tudunk kovetkeztetni az atomra hatd visszahizé eré nagysagira. Az al-
talunk hasznalt médszer a fonon-spektrum kiszdmoldsara a DFT-n (Densitiy Functional Theory-
stiriségfunkcional elmélet)[13] alapul, amelyet felhaszndlva egy algoritmus el6szor kiszdmolja
az energia diszperziét, majd a Feynmann—Helmann tétel segitségével kiszamolja az elsd derival-
tat. Ezt tobbszor megismételve ezekbdl az értékekbdl numerikusan szamolja a masodik derivalt
matrixot, azaz a fent leirt H matrixot. Ezutdn ezt egy dltalam irt program ebbdl elGéllitja a H (k)
6x6-0s matrixot, amelynek sajatértékproblémdjat megoldjuk. A szdmolds sordn a masodik deri-
véltak meghatdrozasdhoz sziikséges a celldban 1év6 atomok kitéritése. Annak érdekében, hogy jo
eredményeket kapjunk a szdmoldst nem egy, hanem tobb elemi celldra érdemes futtatni, amely

jelen szdmolds esetében 288 atomos racsot jelent, azaz 144 elemi cellat. A pontos szdmolasok
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3.3. dbra. Stokes- és anti-Stokes-folyamatok vazlata

érdekében emellett sziikséges figyelembe venni a racs szélét, mivel az itt kiszabott hatarfeltétel
nagyban befolydsolhatja a szdmolas végeredményét. Nagyon nagy racs esetén valaszthatjuk ugy,
hogy a hatdron levé atomok elmozduldsa 0, &m mivel a DFT szamolds nagyon iddigényes, az
ilyen szdmolasokat kozepesen sok atomra szokds elvégezni, ekkor célszerlibb periodikus hatar-
feltételt valasztani, azaz a szélen levé atomok tigy viselkednek, mintha a cella masik szélén levd
atomok a szomszédjaik lennének. Természetesen lehet masképpen meghatarozott masodik derivalt
matrixszal szdmolni, 4m a tapasztalat azt mutatja, hogy viszonylag pontos értékeket csak a DFT

szdmoldst alapul vevd kdédokkal lehet elérni.

3.3. Raman-spektrum szamolasanak elmélete

Az elektron és fononszerkezet kiszdmitdsa utdn a kovetkezd fejezetben a Raman-spektrum
szdmoldsdnak elméletét mutatom be.
A szdmoléshoz a bevezetésben leirtaknak megfeleléen negyedrendi id6fiiggé perturbacidszami-
tast kell elvégezniink és ebbdl kapjuk a spektrumot. Azonban ezek részletezése elStt érdemes
tisztdzni a Raman-effektus lényegét: egy szilard testet megvilagitva adott hulldimhosszui (energi-
aju) fénnyel az szorédik rajta és az eredetitdl eltérd hullamhosszi fényt detektdlunk. A sz6érédas
soran a fény az anyagon beliil elektron-lyuk parokat kelt, majd azok racsrezgéseket indukalnak,
vagy egyéb mddon szérédnak, igy energidt vesztenek, vagy nyernek, igy a rekombindl6das soran
keletkezd fény hulldmhossza (energidja) eltérd lesz a bemend fény hullimhosszatol.
A Raman-folyamatok kozott két alapvetSen kiilonboz6 tipust folyamatot kiillonboztetiink meg: az
ugynevezett Stokes és anti-Stokes folyamatokat. Stokes folyamat esetén a rendszer alapallapotban
van, ezt egy foton gerjeszti egy magasabb energidju virtudlis dllapotba, ahol a rendszeren beliil egy

folyamat jatszodik le és ezutdn egy foton emittdldsdval keriil alapdllapotba. Ekkor az abszorbedlt

és az emittalt foton kozotti energiakiilonbség hordoz informéciét a rendszeren beliil lezajlott
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folyamatrdl, ennek fiiggvényében vessziik fel a spektrumot. Az anti-Stokes folyamat esetén a
rendszer egy gerjesztett dllapotdban van, vagy a termikus fluktudciok miatt, vagy mert egy masik
folyamat eredményeképp keriil ilyen allapotba. Ekkor a beérkez6 foton a Stokes-folyamathoz
hasonléan egy virtudlis dllapotba 16ki a rendszert, amelyben valamilyen folyamat jatszddik le és
ezutdn egy fotont kibocsitva a kezddéllapotndl alacsonyabb energiaszintre keriil. Ekkor a beér-
kez6 és a kimend foton energidja kozotti kiilonbség negativ, mig Stokes folyamatokndl pozitiv.
A tovébbiakban csak a Stokes-folyamatokat vizsgéljuk, ugyanakkor érdemes megemliteni, hogy
mivel a Stokes és anti-Stokes folyamatok val6szintiségének ardnya er6sen fiigg a hdmérséklettol,
ezért ez a modszer akdr a hdmérséklet meghatdrozdsara is haszndlhat6[14]. A mi esetiinkben
azonban nem erre koncentralunk, hanem azokra a folyamatokra, amelyek a két virtudlis allapot

kozott jatszodnak le.

3.3.1. Egyfononos rezonancia folyamatok leirasa

A bevezetésben beldttuk, hogy ha az dltaldnos egyfononos rezgési tulajdonsdgokat akarunk
vizsgélni, akkor nem elég elsd, mdsod, vagy harmadrendii perturbaciészamitast csindlni, mivel
ezekben vagy nem teljesiil az impulzusmegmaradds, vagy nem jon létre eredményeképp fonon.
Ezért negyedrendd perturbaciészamitast végziink, ami megengedi, hogy ne csak egy, hanem két
folyamat is lejatszédhasson a virtudlis allapotok kozott. Ez azonban felveti azt a kérdést, hogy
milyen folyamatok jatszodhatnak le. Erre kézenfekvd az a valasz, hogy nem egy, hanem két fonon
keletkezik egy ilyen gerjesztéskor, melyek impulzusa ellentétes irdnyu, ugyanakkor a tapasztalat
azt mutatja, hogy ezen kiviil keletkeznek fononok egyesével is. Ennek az az oka, hogy a rics
altaldban nem tiszta, hanem valamilyen szinten szennyezett és ezek a szennyez6dések is nagy
szerepet jatszanak a spektrum kialakuldsdban. Ezt igazoltdk tobbszor kisérletileg is a grafén ese-
tében az dgynevezett D sdv a hibdkrol kapta a disorder elnevezést, mivel a racshibdkkal ardnyosan
ndtt a cstcs intenzitdsa. JOl lathatd, hogy a spektrum szdmoldsa itt kétfelé szakad, az tigynevezett
egyfononos és a kétfononos folyamatok szdmoldséra, a tovabbiakban ezeknek a folyamatoknak a
részletes leirasat ismertetjiik. Azonban, hogy a leiras jol attekinthet6 legyen bevezetjiik az alabbi
jeloléseket:

A valencia sav hullamfiiggvényére :

|k, 7T) = Wi o (). (3.3.1)
A vezetési sav hulldmfiiggvényére:

[k, ) = Yic (). (33.2)
Az elektron-foton csatolds operatorara, keltés (in) €s rekombindlédas (out) esetén:

Din,out- (333)
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A hiban val6 sz6rédds operatorara:
Hp. (3.3.4)

Az elektron-fonon csatolds operatorra q kvaziimpulzusu fonon gerjesztése estén a v sdvban:
Hgy. (3.3.5)
A 1ézerenergidra, illetve a k kvaziimpulzust elektron €s lyuk energidjara:
g, &, & (3.3.6)

Az tgynevezett egyfononos folyamatok, mivel sziikséges az elektronok és lyukak rekombindlé-
ddsdhoz, hogy ugyanolyan kvéziimpulzus-vektorral rendelkezzenek, sziikséges, hogy a rics ne
legyen hibamentes, ugyanis ellenkezd esetben ez nem lehetne lehetséges. Ennek oka, hogy ha az
elektron, vagy a lyuk emittél, vagy abszorbedl egy fonont, akkor a fonon kdvziimpulzusa emisszié
esetén levonddik, mig abszorbcié esetén hozzdadddik az eredeti kvaziimpulzushoz. Az elektron-
foton matrixelem szdmolasakor ugyanakkor megmutatjuk, hogy végtelen racs esetén csak akkor
van 0-t6l kiilonboz6 matrixelem, ha az elektronnak és a lyuknak a kvaziimpulzusa megegyezik.
Mivel ugyanilyen médon torténik az elektron-lyuk parkeltés is, azaz kezdetben az elektron és a
Iyuk kvaziimpulzusa megegyezik, azonban, hogyha egy q kvaziimpulzusi fonon keltése valame-
lyik lehetséges fonon savrdl, amelyet jeloljiink v sdvindexszel, vagy elnyelés jatszodik le, akkor
vagy az elektron vagy a lyuk kvaziimpulzusa megvaltozik. Azonban, hogyha a rdcs nem hiba-
mentes, akkor lejatszodhat olyan idealizlt esetben tokéletesen rugalmas szérds, mely sordn az
elektron, vagy a lyuk kvaziimpulzusa eltolédik q-val, ami azt eredményezi, hogy az elektron-lyuk
par rekombindlédhat. Az ilyen folyamatokra alkalmazhatjuk a negyedrendd perturbdciészamitést,
ugyanakkor figyelembe kell venni, hogy nem csak egy ilyen folyamat lehetséges. Minden folya-
mat esetén az elsd 1épés a foton elnyelésével egy elektron-lyuk pdr 1étrehozdsa, azaz egy elektron
valencia sdvbol a vezetési sdvba vald gerjesztése. Ezutdn lehetséges, hogy az elektron, vagy a
lyuk szérédik egy racshiban, ezutdn valamelyikiik elnyel, vagy kibocsat egy fonont. El&fordul-
hat, hogy csak a lyuk, vagy csak az elektron szérddik, illetve 1€p kapcsolatba fononnal, abban
az esetben, ha ez az elektronnal torténik meg, akkor még figyelembe kell venniink, hogy a koz-
bensd allapotok nem egyeznek meg, emiatt fiigg att6l, hogy elébb szérddott-¢ az elektron, vagy
el6bb bocsatott ki fonont. Ennek a két esetnek a kvantummechanikai amplitidéja és a folyamatok

Feynman-diagramja [15] alapjan:

(k, | Doy |k, *) (k, 7| Hp [k + q, ") (k+ q,7*| AHq v |k, *) (k, T*| Dj, |k, )

KM = ,
“ (eL —&f + &7 —hoY,— z%) (eL — &l T & —hw¥y— z%) <£L —gf + ¢ - z%)
K _ (k, | Dot |k, ) (k, 7*| AHqv |k — q, ") (k — q, 7*| AHp |k, *) (k, T*| Dj, |k, )

ee2 —

(e & +ef —noy— i%) (- g +ef—i%) (e —f +6f—i%)
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3.4. dbra. Az eel és az ee2 folyamat Feynman-diagramja

Ezt hasonldan fel lehet irni azokra az esetekre is, amikor nem az elektron, hanem csak a lyuk vesz

részt kiilonboz6 folyamatokban:

K (k, | Dot |k, ) (k — q, 7| Hp |k, &) (k, 7| AHq v |k — q, ) (k, 7¥| D;, |k, )
hhl = * _ . . . 2\
(eL—el? +£{f—hwfq—z§> (eL—el? +e§_q—hwfq—z§> (sL—s{f +£{f—z§>
K7 (K, 7| Dot |k, ) (k+q, 7| AHy v |k, ) (k, | Hp [k +q, ) (k, 7¥| D;,, |k, )

(e & +ef —novy— i%) (& +efg—i%) (e +67 - i%)

-q\;\ -q\;\

3.5. dbra. Az hhl és az hh2 folyamat Feynman-diagramja

Ezek az esetek lefedik azokat a folyamatokat, amikor egy k kvaziimpulzusi elektron-lyuk par-
keltése utdn ugyanilyen kvaziimpulzussal rekombindlédnak. Ugyanakkor olyan folyamatok is le-
hetségesek, amikor az eredetitdl eltéré kvaziimpulzusu elektron-lyuk par rekombindlédik. Ez dgy
valésulhat meg, ha példdul az elektron el6szor szorddik egy hibdn, majd a lyuk egy fononnal valé
kolcsonhatdssal az elektron utdn szorddik és ezdltal az ugyanolyan kvaziimpulzusd par rekom-
bindlédik egy fotont kibocsatva. Figyelembevéve, hogy az utanszérédds mind elektronnal, mind
lyukkal el6fordulhat, illetve észrevéve, hogy itt is kiilon folyamatnak tekintendd a felcserélése a

folyamatok sorrendjének, igy 4 folyamatrdl beszEliink, ezeknek az amplitidéi [15] alapjan:

Kpd _ <k+q77r|D0ut|k+q77r*> <k>7T|HD|k+q77r> <k+q77r*|AHq,V|k>7T*> <k77r*|Din|kaTC>
hl - * ok * )
‘ (sL—slerquel@q—hcqu—i%) (eL—elﬁqus(f—thq—i%) (sL—s{f +£{f—i§)

K (k—q,7|Dyy |k —q,7*) (k,m|AHq v |k — q,7) (k —q, 7| Hp |k, n*) (k, ©*| Diy, | Kk, 70)
h2_ £ K £ :
‘ (sL—gg_qH,f_q—hwzq—i%) (e o+ —hovy—i%) (e, — & +ef —i%)

K (k—qn|Dyy |k —qr*) (k—q,7*| Hp |k, 7*) (k, | AHy v |k — q, 7) (k,*| Dj, |k, T)

hel —

b
(e — & o+ 68— he¥y - i%) (e +ef g~ noty—i%) (e —eF +ef—i%k)
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3.6. dbra. Az ehl és az eh2 folyamat Feynman-diagramja

(k+q,7| Doy |k+q,7%) (k+q, 7| AHy v [k, 7*) (k, ©| Hp [k + q, ) (k, ©*| D;y, | K, 70)

d
KP4 — — .
he2 e — " 46" —he'. —i%) (g —e" tem_hw¥, —ikK) (g —e" +e7— ik

L™ %k+q T “k+q —q 2 L™ Sk+q T %k —q 2 L™ <k k 2

: ?f _qv 11
-q\;\\ :

3.7. dbra. A hel és a he2 folyamat Feynman-diagramja

Ezen 8 folyamat alkotja az egyfononos folyamatok Osszességét, azonban most csak ezek ampli-
tddéit adtuk meg, ezeket Osszegezni kell az 0sszes lehetséges kvaziimpulzusra, hogy az Osszes
lehetséges kozbensd dllapotra 0sszegezziink, ezzel a késSbbiekben foglalkozunk.

Jol lathatéan megjelentek az energianevez6kben a szakirodalomban elektronikus savszélességnek
nevezett Y értékek. Ezek azért keriilnek ide, mivel az 4llapotok élettartalma véges. Emellett jol 14t-
hatd, hogy ez az érték fiigg k-t6l is, 4m ezt a tovdbbiakban elhanyagoljuk és helyette [15] alapjan

a megvilagito 1ézer energidjaval paraméterezziik :

=1 =% = (18.88¢ +6.802¢} )meV (3.3.7)
k 1

3.3.2. Intenzitasok szamolasa

Az intenzitdsok kiszamitdsdhoz el kell kiiloniteni a virtudlis, azaz az egymastdl megkiilon-
boztethetetlen allapotok, illetve a valédi allapotokat az Osszegzéskor, mivel ezeket nem ugyan-
olyan médon kell 6sszegezni. A kvantummechanikabdl tudjuk, hogy virtudlis allapotok esetén
az amplitidokat kell 6sszegezni és az igy kapott érték abszolutértéke a valészintis€g, mig a va-
16di allapotok esetén a valdszintiségeket kell 6sszegezni. J61 megkiilonboztethetdek a kiilonbozd
savindexi €s frekvencidji fononok, azaz a kiilonboz6 savindexhez és (-hoz tartozé fononokra is
elég a valdszinliségeket dsszegezni. Ugyanakkor azt, hogy a gerjesztett elektron-lyuk par milyen
k kvaziimpulzussal rendelkezett a folyamat végén nem tudjuk meghatdrozni, az informdcié elvész
a rekombindlédés sordn, azaz ezek az dllapotok virtudlis dllapotok, azaz ezekre az dllapotokra az
amplitdddk osszegét kell venni. Ekkor felléphet olyan destruktiv jellegli interferencia a kiilonb6z6

k-val val6 folyamatok esetén, ami egyes cstcsok eltinését, vagy konstruktiv interferencia esetén
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csucsok felersodését eredményezheti. A fentiek alapjan definidlhatunk egy a k-t61 mar nem fiigg6

mennyiséget [15] alapjan:
2

1% =Np (3.3.8)

1 d
— VK"K q.v
N, k§l_‘, 7(k,q,v)

Ahol N; a k pontok szama, Np a hibdk szdma, az i index pedig a fentebb targyalt lehetséges fo-
lyamatokra valé 0sszegzést jelenti. Ezutan mar csak ezeknek a valészintiségeknek az 6sszegét kell
kiszamolni, amit egyszerien megtehetiink, ugyanakkor nekiink a bemend és a kijovd fény frek-
vencidjanak kiilonbségének fiiggvényében van sziikségiink az atmenetek valészintiségére, ezért
felhaszndlva a Fermi-féle aranyszabalyt a kovetkez6t kapjuk a spektrumra az @ = wp, — @y; fligg-
vényében [15] alapjan:

[(w) = Niquzlqlgﬁﬁ(s,—hwﬁ‘q—w)(n(wfq)+ 1), (3.3.9)
ahol N, a q pontok szdma, n(@" o) @ Bose-Einstein statisztika a megfelel fonon frekvencidra és
0(x) idedlis esetben Dirac-féle deltafiiggvény, ugyanakkor mivel nem tokéletes a rendszer, példdul
a lézer sem lehet teljesen monokromatikus, vagy a beérkezd szért fotonok energidjit sem lehet
pontosan meghatdrozni, ezért ezt egy dlland6 félértékszélességli (sem -t6l, sem a sdvindextdl
nem fiiggd) Lorentz-gorbének vettiikk. Most, hogy mér ismerjiik a Raman-spektrum szdmoldsanak
alapjait konnyen megérthetSek azok a szdmoldsok, melyekben a hiba métrixelemeket kiilonb6z6
hibakra jellemz6 értékekkel helyettesitjiik. Ugyanakkor a pontos szdmoldsokhoz még sziikségesek

az elektron-foton és az elektron-fonon matrixelemek ismerete.

3.4. Matrixelemek szamolasa

A kovetkezd részben a Raman-spektrum pontos szdmolasahoz és ezéltal a kvantuminterferen-
cia megfigyeléséhez nélkiilonozhetetlen matrixelemek kiszdmitdsdnak elméleti alapjait vezetjiik

be és adunk modszert azoknak a kiszamitasahoz.

3.4.1. Foton-elektron matrixelem

A Raman folyamatok els6 1épése mindig egy elektron-lyuk par keltése egy fotonnal, a kovetke-
z6kben ezt a matrixelemet szdmitjuk ki egyszerli kvantummechanikai alapokra épitve. A konkrét
matrixelem kiszdmoldsdhoz ismerniink kell az tigynevezett dip6l kozelitést, amelyet a kovetkezd-

ben roviden targyalunk.

Dipol kozelités
Tekintsiik az aldbbi toltott részecskére vonatkoz6 Schrodinger egyenletet:

ﬁ(ﬁ—eA(r7t))2w+V(r)w:Ew, (3.4.1)
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ahol P az impulzus-operétor, A(r,7) pedig a magneses vektorpotencidl. Mivel a vektorpotencial

és az impulzus-operdtor nem felcserélhetd, ezért a négyzetre emelésnél koriiltekintSen eljarva a

kovetkez6t kapjuk:
P’ e . e o
%VH— ﬁ{p,A(r,t)}l/H— %A y+V(r)y =Evy, (3.4.2)
ahol az antikommutdtor értéke:
{p,A(r,0)}y = —Z?AVWJF D, A(r,0)|y = —Z?AVV/JF ?(VA)V/. (3.4.3)

Ugyanakkor, ha Coulomb mértéket hasznilunk, azaz megkoveteljiik, hogy VA = 0 és elhanyagol-
juk 3.4.2-ben az A’-es tagot, akkor a kovetkezd egyenletet kapjuk:

» +ih—eA(rt)V +V(r)y=E (344
SV Ay V(Y = Ey. A,

Jol lathatd, hogy ez a toltetlen részecskére vonatkozé Schrodinger-egyenlet egy 1d6tdl fiiggd tag-
gal kiegészitve. Amennyiben elektronrdl beszéliink, akkor az id6fiiggd tag sokkal kisebb a tob-
bi taghoz képest, ezaltal kezelhetd perturbacidként. A perturbaciészamitds elvégzéséhez azonban
szitkséges A konkrét alakja. Amennyiben fénnyel val6 gerjesztést vizsgalunk, akkor érdemes egy
1d6t6l és tértdl periodikusan fiiggd sikhulldmot valasztani, ezt [16] alapjan a térfiiggé komponenst

levélasztva kovetkez6nek valasztjuk:

—i 1 ..
A(r) = =L, | ——e*iorp, (3.4.5)
(0] Cc&y

ahol P a fény polarizacios vektora, m a fény frekvencidja, I a fény intenzitdsa, & a vakuum di-
elektromos allanddja, ¢ pedig a fénysebesség.
Ez alapjan a kezd6 és végallapot kozotti matrixelem altaldnosan, bevezetve a hulldmfiiggvények
k fliggését: .

g0 ) = (i 0ep)| T A )V i) (346

Ide behelyettesitve az dltalunk vélasztott vektorpotencidlt [16] alapjan kdnnyen beldthatd, hogy az

atmenet matrixeleme:

hi I . .
Mg (i kg) = o [l OO (k) |V i) P (3.4.7)

ma@ C

Itt bevezethetjiik az dgynevezett atmeneti dip6lvektort, melynek definici6ja:

Dy = (yr(ks)|V]i(ki)). (3.4.8)

A tovédbbiakban ennek a vektornak a kiszdmitdsdval foglalkozunk, mivel ezen kiviil gyakorlatilag
a problémét megoldottuk és ennek ismeretében a méatrixelem a fentieket ismerve kénnyen szamol-

hato.



3. FEJEZET. ELMELETI MODSZEREK 19

Gerjesztés grafénben

A tovabbiakban elhanyagoljuk ennek a vektornak a z irdnyd komponensét, mivel a megvila-
gitast altalaban feliilrdl alkalmazzak, illetve a szakirodalomban is olvashaté [16], hogy a z kom-
ponens értéke 0, amelyet mi is ellendriztiink. A grafénben val6 gerjesztéshez ki kell szamolni a
fentebb definialt dipélvektort, amihez be kell illeszteni a (3.4.8) egyenletbe grafén hullamfiiggvé-
nyére kapott képletet:

1 .
Viea(r) = 5 1M (o +con). (3.4.9)
J

ahol A és B jeloli a két atomot az elemi celldban. Ezt beillesztve a kovetkezd képletet kapjuk a
dipdlvektorra adott k; kezdd €s ks kvaziimpulzusvektoru végéllapot kozott :

1

Df,- = N ZeikiRjg*ikj-Rj/ (CZC]};* <¢B| v |¢A> —|—C%CA* <¢A| AV |¢B>) (3.4.10)

BT

Itt jol 14thatd, hogy hidnyzik az azonos atomok pélydi kozotti tag, ennek oka, hogy egyszerd deri-
véaldssal megkaphato, hogy a p, palydk derivéltja fiigg ¢ polarszog egy szogfiiggvényétdl, amelyet
egy teljes periddusra integralva O-t kapunk. A tovabblépéshez vegyiik figyelembe, hogy barmely
racsvektor felirhaté két mdsik racsvektor Osszegeként, azaz: Ry = R; + R, ezt behelyettesitve
az el6z6 egyenletbe a j-re vald Osszegzést a kovetkezdre lehet visszavezetni végtelen nagy racs
esetén:

1 ik k)R,
NZe’(kl KR — §(k; — kj). (3.4.11)
J
Ez azt jelenti, hogy gerjesztés és kibocsdtds is csak azonos k vektord dllapotok kozott lehetsé-

ges, ezért elég numerikusan kiszdmolni minden olyan k-ra, amelyre a késGbbiekben integralni
szeretnénk, ami nagyban lerdviditi a szdmolasi id6t. Ezt behelyettesitve a (3.4.10) egyenletbe a

dip6lvektorra a kovetkez6t kapjuk:
Dy =Y (i (K)ey (k) (98] V) + ch(k)c) (K) (8] V |95))- (3.4.12)
n

Az utols6 feladat a szdmolds elvégzéséhez, hogy kiszamoljuk a (@4| V |@p) vektort. Err6l konnyen
beldthatd, hogy ardnyos lesz a két atomot sszekotd r’ vektorral, hossza pedig csak a két atom
tdvolsdgatol fiigg, illetve valds. Az integrélt kiszdmitva és a fenti 0sszegzést elvégezve pedig
megkapjuk a gerjesztést azaz egy elektron valencia sdvbdl a vezetési sdvba vald gerjesztés és a
kibocsatds, azaz a vezetési sdvbdl a valencia sdvba érkezés dipdlvektorat, amelyet felhaszndlva
megkapjuk a sziikséges matrixelemeket:

M i o< Q (3.4.13)

&

Ugyanakkor ahhoz, hogy a szimolds eredménye jol szemléltethet6 és ezaltal konnyen ellendriz-
hetd legyen definidljuk a kovetkezd, a szakirodalomban oszcilldtor erdsségnek nevezett mennyi-
séget:

0(k) = /Do, D? (3.4.14)

cv?
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3.8. dbra. Normalt dip6lvektorok és az oszcillatorerdsség grafénben

ahol D, a gerjesztéskor haszndlatos dipdlvektort jeloli, emellett dbrdzolhaté a normalt dipdlvek-

torok irdnya is, ezeket az dbrakat tartalmazza a 3.8 édbra.

3.4.2. Elektron-fonon matrixelem

A Raman-spektrumban minden esetben legalabb egy fonon keletkezik, vagy nyel6dik el, ezért
fontos meghatarozni az elektronok és a fononok kozotti csatolds (szaknyelvben electron-phonon
coupling) operatorat és kiszamitani annak matrixelemeit a megfeleld kezd6 és végallapot kozott.
A kovetkezdben ennek a levezetését mutatjuk be, amely sordn nagyban tdmaszkodtunk [16] és
[17]-ra.

A szamolds sordn felhaszndljuk a jol ismert Born—Oppenheimer-kozelitést, miszerint az atom-
magok sokkal lassabban mozognak az elektronokndl, emiatt elég megoldani 4116 magok esetén
a Schrodinger egyenletet az elektronokra, majd a magok mozgését az elektronok hullamfiiggvé-
nyének ismeretében egy effektiv potencidlban oldjuk meg, ennek részletes leirdsa megtaldlhatd
[18]-ben. Rezgések esetén azonban a magok mozgasit is figyelembe kell venni a megoldasnal, ezt

kis amplitidok esetén [17] alapjan az alabbi potencidllal tudjuk figyelembe venni:

N—1
Vp(r,t) = Z Z ZZAV )Vv(r — RL)SY(RL, q)e v (@)t (3.4.15)

j=00=ABv=1 q

Itt j a racsban taldlhaté atomokra, o az elemi celldban levé két nem ekvivalens atomra, mig v
a fonon sdvindexekre valé Osszegzést jelenti, illetve p az abszorpcié (+), illetve emisszié (—)
kozott tesz kiillonbséget. Emellett bevezetjiik A;-t a rezgés amplitiddjara, v az ugynevezett atomi
deformaciés potencidl,@, a rezgés frekvencidja, S pedig a fentebb mar bevezetett fonon sajatmo-

dus.
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Miel6tt tovabblépiink foglalkozzunk a rezgés amplitidéjaval, ugyanis a sz€ls6 helyzetben a teljes
energia potencidlis energia lesz, azaz k(Alg)2 /2 = hay, ahol k = mw? rugdallands, ebbsl megkap-
hat6 az amplitidé [16] alapjan:
2h
A = ————, (3.4.16)
P\ moy(q)N
ahol m a szénatom tomege, ezutdn konnyen felirhatjuk az adott kezd6 és végallapot kozotti mat-

rixelemet egy q kvaziimpulzusi fonon abszorpcidjdra, illetve emisszidjdra:

) N—1 6 . .
M3 (ki) ==Y Y Y (Wi s Ap (@) VV(r —RE)SE (RS, @) [ Vi) (3417

j=0 0=A,Bv=1

Ide behelyettesitve a grafén elektronjara vonatkoz6 hullamfiiggvény 3.4.9-ben szerepld alakjat,
akkor [16] alapjdn belathatd, hogy az dtmenet matrixeleme:
Ay (ki) == YL Ap(a)ey(ky)el (ki) explinfki) exp(—irfky)Sg (@mn(rfy. 1),
e (3.4.18)
ahol 5,5, 0 a két nem ekvivalens atomra val6 Osszegzést jelenti egy elemi cellan beliil, mig [,1’ az
elemi celldkra val6 osszegzést jelenti, illetve ry, jeldli a o atomot az /-ik elemi celldban taldlhat6

s atommal 0sszekotd vektort emellett bevezettiik az tigynevezett atomi deformdaciés vektort:
mp(ryy, 1) = /d)* (r—rp,)Vv(r)¢(r—rp)dr. (3.4.19)

3.4.3. Hiban val6 szorodas matrixeleme

Lattuk, hogy tobb olyan folyamat is lehetséges, ahol az elektron, vagy a lyuk szérédik egy
hibdn és igy egy fononnal valé kdlcsonhatds utdn rekombindlédhatnak. Harom kiilonb6z6 tipusd
hibat vesziink figyelembe [15] alapjan: on-site-hibét és a hopping-hibat.

Az on-site hiba esetén az egyik atomnak a racsban megvaltozik az energiasdvszerkezet szamola-
sakor fellépd egyik paraméter 8Vy-al,amellyel példdul egy szén atomhoz kotott hidrogénatomot

tudunk modellezni, ennek a matrixeleme [15] alapjan:

oV

(Wi | Von | Wi) = B (3.4.20)

A hopping-hiba esetén két els6 szomszéd atom kozotti hopping-paraméter valtozik meg O1;-el,
ezzel barmilyen olyan véltozast tudunk figyelembe venni, amely megvaltoztatja a szén-szén kotést

a grafénben, ennek matrixeleme:

ot ; K
(Ve Viopp 1Y) = 5 (@ (K)e™ ™R - (e R, (3.4.21)

ahol ®(k) = ¢ /cq, ahol ¢, c§ a vezetési sdvban levs hullimfiiggvény egyiitthat6i.
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3.5. Lokalis mechanikai fesziiltség, mint hiban valé szérédas

A kovetkez6kben dtvessziik, hogy a lokdlis benyomddds miatt milyen szérépotencidl alakul ki

a grafén feliiletén, illetve ennek milyen kévetkezményei lesznek a Raman-spektrumra.

3.5.1. Pszeudopotenciilok és a lokalis fesziiltség kapcsolata

Az irodalomban ismert, hogy a grafén feliiletén keletkezett lokdlis mechanikai fesziiltség olyan
hatdssal van az anyagra, mintha a benne levé elektronokra egy vektor és egy skaldrpotencidl hat-
na. Az effektus onnan szarmazik, hogy a lokalis fesziiltség hatdsdra megvéltozik az elektron-fonon
kolcsonhatds, aminek eredményeképpen jon 1étre ez az effektiv hatds. Azonban ennek a leveze-
tése nem képezi szerves részét ennek a munkdnak, ezért hosszisdga miatt itt nem szerepel, de
megtaldlhaté az irodalomban [7][8], illetve akdr szimmetria megfontoldsokbdl is levezethet6 [19].
Ugyanakkor megjegyzendd, hogy [19] alapjan ez nem altaldnosithaté akdrmilyen szilard testre,
csak akkor miikodik ez a kozelités, ha a Fermi-szint kozelében az elektronok diszperzids reldcidja
linedris.

A potencidlokat ezek utdn konnyedén szdrmaztathatjuk a lokélis elmozduldsokbol:

du, d
Ax:ﬁ ( au —%> :B(uxx_uyy), 3.5.1)
X 'y
'y X
du, 0
v=F (a—u+%> = B (et uyy), (3.5.3)
X 'y

ahol u,, az x,y irdnyd elmozdulds a nydjtatlan helyzethez képest, B és B’ pedig elméletileg be-
csiilhetd [20].

3.5.2. Lassan valtozo vektor- és skalarpotencialon valé szorédas

A 2.4.1-es részben megvizsgéltuk egy térben dllandé vektorpotencidl hatdsit a grafénre és
megallapitottuk azt a tényt, miszerint csak olyan dtmenet mehet végbe, ahol a gerjesztett elekt-
ron és lyuk k vektora megegyezik. Azonban ha egy térben az atomi tavolsdgokhoz képest lassan
valtoz6 potencidlt veszek, akkor lehetséges, hogy egy elektron, vagy lyuk egy adott k allapotbdl
atszorédjon egy masik k + q dllapotba. Ehhez hasonléan ha egy szintén térben lassan véltozé ska-
larpotencidlt veszek, akkor ott is el6fordulhat hasonlé eset. Mivel egy benyomddas altal keltett
fesziiltség 1étrehoz egy pszeudo-vektorpotencialt, és egy skalarpotencidlt, ezért ennek a kettének
az egyiittes hatdsat veszem most figyelembe, azaz a perturbdld Hamilton-operitor a kovetkezd
lesz:

Hindey = gVA(r) +¢'V (r), (3.5.4)
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ahol g és g’ egy kisérletileg mérhet$ szdm, amelyet Ggy veszek, hogy A és V dimenzitlanok
legyenek. Ennek az operatornak a matrixelemét véve két kiilonbozs k és k' vektoru elektron, vagy

lyuk allapot kozott:

(K'f| Hint gy [Kf) = Z /ei(kRI_k/R”)C*s’,f(k/)cs,f(k) /d31‘¢*(1‘—R1/ =Xy )Hin ae (r)¢(r—R; —ry).
e (3.5.5)
Itt el&szor elvégeztem a kijelolt integralt feltéve, hogy a potencidlok lassan véaltoznak atomi szin-
ten, igy nem valtoznak azon az integrdldsi tartomdnyon, ahol az atomi hullimfiiggvények értékei
nagyok, ezért kivihetSk az integrdlds al6l, mivel kozelithetoek a két atom kozotti felez&ponton

felvett értékiikkel :

gA (RZR ) /d3r¢*(r—R)v¢(r—R’) +g'V (RZR > /d3r¢*(r—R)¢(r—R’)- (3.5.6)

Ezutan kihasznaltam, hogy az vektorpotencidlt szorzé tag a V matrixeleme a hullamfiiggvény
szimmetridja miatt megegyezik az x és y irdnyud derivéldsra, illetve azonos helyen levd dllapotok
kozott z€rus, mig az elsd szomszédok kozott véges m,,,; Ar értéket vesz fel (ahol Ar a két atomot
0sszekotd vektor), viszont a masodik, €s tdvolabbi szomszédok kozott mar jo kozelitéssel zérus
[16] alapjan. Ehhez hasonl6an a skalarpotencialt szorzé tag jol lathatéan a hullamfiiggvények ko-
zotti atfedési integrdl, amelyrdl ismert, hogy azonos helyen levd hulldmfiiggvények kozott 1, elsé
szomszédok kozott s, mig a tdvolabbi szomszédok kozott jo kozelitéssel zErus, amelyet az iroda-
lomban t6bb helyen is ismertetnek [16][21][22]. Mivel hasonl6 tagok 1épnek fel az 6sszegzés sordn
a skaldr, és vektorpotencidl szamitdsdndl, de a skaldrpotencidlban fellép az azonos atomi hulldm-

fliggvények kozotti egységnyi dtfedés, ezért eldszor a skaldrpotencidlt tartalmazé tagot vizsgdlom:

R KR R+R
s Z o (KR —KRy) o f(K)esr(K)S(Ry 4+ 1y — Ry — 15 —¢;)V < 2 > (3.5.7)
Ll s,s' i
o R+ R
+ Z el(leik Rl/)C*S/’f(k/)C&f(k)5(Rl' +ry— Rl - rS)V < _; ) ’
Lls,s'

ahol ¢; az els6 szomszédokat 9sszekotd 3 vektor. Ezutdn elvégezve az 6sszegzést ['-re és s,s'-re,

illetve alkalmazva a k — k' = 4q:

sy e M (¢ 1 (K )epp (K) + B (K )ear (K))V (R) (3.5.8)
Li

+Y R (g (K )ea g (k) + P pp(K e (k) (K)V (R).
7
Ezutén definidlom V (q)-t, u(k) és v(k)-t:

V(£q) =) "RV (R) (3.5.9)
l

u(k) =Y ™, (3.5.10)
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v(k) =Y e, (3.5.11)

amivel a teljes dtmeneti métrixelem, V (+q)-hoz hasonléan definidlva A (4q)-t:
(K'f| Hint des [Kf) = (3.5.12)

=8V (£q) ["a,r(K)ca (k) + g r(K)ep,p (K) + su(k) (s, (K )ep r (k) + "5 p (K )ea r (k)] +

+8A(£q)mopV(K) (" a5 (K)cp r(K) + g s (K')ca,r(K)).

sr_ 12

3.5.3. Elso el nem tiin6 korrekciok a szorasi matrixelemhez

Az el6z6 részben feltételeztem, hogy a vektor, illetve skaldrpotencidlok dllandénak tekinthet6k
atomi szinten. Azonban nagyon keskeny benyomdédasok esetén ez mar nem tekinthetd igy, mivel
mdr atomi szinten is véltozhat a potencidl, ezért most megvizsgdlom azt az esetet, hogyha nem
konstansnak tekintjilk ezeket a potencidlokat. Kézenfekvs, hogy ekkor vegyiik a két potencidl

Taylor-sorat az egyik atom koriil, amir6l most feltessziik, hogy az origéban van:

T

A(r) = A(0) + i dA(0) + ;j %0,A(0)+ ..., (3.5.13)

V(r) = V(0) +ridV (0) + r"zrj %V (0) + ..., (3.5.14)

ahol i, j-re 0sszegeziink. A Taylor sorban viszont megdlltam a mdisodik tagndl, mivel ahogyan
azt be is laitom a késdbbiekben, elégséges eddig elmenni, hogy az elsd el nem tlind korrekciét

belevegyiik a szamoldsba.

Skalarpotencial korrekcidja

El6szor a skalarpotencidl sorfejtésébdl szarmazd korrekcidkat tekintem, amihez sziikség van

két hullamfiiggvény kozotti matrixelemre:

(9(r—=R)|V(r)|¢(r)), (3.5.15)

amibe beirva az el6bbi sorfejtést:

/ &Cro* (r— R)V(0)o(r) + / EPro* (r— R)rdV (0)9(r) + % / &ro* (r— R)rir;0,9,V (0)9(x).
(3.5.16)
Ebbdl az 6sszegbdl az elsd tagot mar figyelembe vettem az el6z6 részben, mivel ez felel meg a
konstans potencial kozelitésnek. A masodik tagbdl pedig kihozhaté a 9;V (0) tag és észrevehetd,
hogy V (r) nem fiigg z-t8l, igy attérhetiink polarkoordindtdkba, amibdl konnyen beldthatd, hogy az
integral értéke zérus, mivel az ilyenkor fellépd polarszog szerinti integralban attdl fiiggden, hogy r;
X, vagy y koordindta csak cos(¢), vagy sin(¢) szerepel és a hullimfiiggvényben nincs polarszog

fliggés, mivel a hidrogénatom 2p, palyadit vettiik, igy ezt teljes periddusra integralva az integral



3. FEJEZET. ELMELETI MODSZEREK 25

értéke z€rus lesz.
Azonban a Taylor sorbdl a masodik tagot véve mar nem lesz zérus az integral értéke, mivel ilyen-
kor az r;rj-ben 16v8 poldrszog szerinti integrdlban mér lehet sin(¢), vagy cos’(¢), amelyeket

teljes periddusra integralva az integral értéke 7 lesz. A fennmarad¢ integral a kdvetkezd lesz:
1
J(R)

=55 = / drd6r?sin(8)¢* (r — R)r?sin*(0) ¢ (r), (3.5.17)
a

ahol a a Bohr sugar Z=4-re, ennek az integralnak az értékét numerikusan szdmoltam ki. Ezt el-

végezve pedig azt kaptam, hogy azonos atomokra (|R| = 0) az integrdl értéke 0, illetve a kovet-

kez6 eredményeket kaptuk az elsé szomszédokra (|R| = 1,42A), és a masodszomszédokra (|R| =

=1,42\/3A):
J(elss szomszéd) = 0,0247A°  J(mdsodszomszéd) = 0,0007A° (3.5.18)

Ezt a kettdt 0sszehasonlitva lathat, hogy a masodszomszédok jaruléka kevesebb mint 3%-a az
els6 szomszédok jarulékanak. Ugyanakkor Osszevetve a konstans skaldrpotencidlos esetben az
els6 szomszédok kozotti kolcsonhatast meghatarozé atfedési integral értékével az itt kapott elsé
szomszédok kozotti értéket azt kaptam, hogy ez az atfedési integralnak a 20%-a. Ebbdl jol lathato,
hogy ezt a korrekciét figyelembe kell venni, igy a kovetkezd feladat az, hogy meghatdrozzam
0;9;V (r) Fourier transzformaltjat. Ugyanakkor ismerve a Fourier-transzformdcié tulajdonsagait,

konnyen beldthaté a kovetkez6 :
F (9 +)V(x,))] = —(q: +47)V (@) (3.5.19)

ahol .7 ] jeloli a Fourier-transzforméciét és V(q) a V (r) Fourier transzforméltja.

Vektorpotencial korrekcidja

A nem konstans vektorpotencidl altal adott korrekcié kiszdmoldsdhoz a kovetkezd integrélt
vettem:

/ Pro*(r—R) [0 (0) + " 3.0,A(0)| Vo r). (3.5.20)

Itt jol l1atszik, hogy mindenféleképpen sziikséges kiszamolni a hullimfiiggvény derivaltjat, amelyet

konnyen el lehet végezni az x és y irdnyok esetén:
9j9(r) = rjy(r, 6). (3.5.21)

Ebben lathato, hogy expliciten fiigg r;-t6l, amit ki is emeltiink, ezt beirva az integrél a kovetkezd
lesz:
rirjrk

/. d3l‘¢*(l‘ — R) [r,-rkc?,-Ak(O) + T

Hasonléan a skalarpotencidl korrekci6indl leirt esetben itt is belathatd, hogy az elsé tag csak akkor

a,»ajAk(O)] Vy(r). (3.5.22)

fog jarulékot adni, amikor i = j, ekkor az integral :

1

KR) = 32a°

/ drd@r*sin(6)¢* (r — R)r*sin®(6) y(r). (3.5.23)
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Ezt szintén ki lehet integralni numerikusan, amelyet elvégezve a kovetkezd eredményeket kaptuk:
K (els6 szomszéd) = 0,0013 K (mdsodszomszéd) = —0,000077 (3.5.24)

Ezeket 0sszehasonlitva lathatd, hogy az els6é és masodszomszédok kozotti csatolasok ardnya ki-
sebb mint 6% igy itt szintén lehet csak az elsé szomszédokat figyelembe venni, mig a a méasod-
szomszédokat ebben az esetben is el lehet hanyagolni. Ugyanakkor osszevetve a konstans vektor-
potencidl kozelités er6sségére kapott m,,,, €rtékével az ardny kisebb mint 0,2%, azaz ez a korrekcid
a mi esetiinkben mar elhanyagolhat6.

A sorfejtésben a masodik tagrél pedig konnyen beldthatd, hogy értéke zérus, mivel ezt a tagot
meghatdrozé integrdlban hiarom koordindta szorzata van, amelyek csak x,y koordinitdk lehetnek,
mivel A, =0 és A(x,y). Ezekbdl beldthatd, hogy dttérve poldrkoordinatikra, csak olyan szorzat
hozhat¢ ki bel6le, amit a poldrszdg szerint integrdlva az eredmény zérus lesz.

Konkliziéként azt mondhatd el, hogy a skaldrpotencidlon valé szérédéds szamoldsdhoz nem elég a
konstans értékkel valé kozelités, hanem kell a Taylor sorbdl az elsd tag. Ezzel ellentétben a vek-
torpotencidlon valé szérédashoz elegendd a konstans potencidl kozelités és a korrekciok kicsik

ehhez képest az altalunk vizsgélt tartomanyban.

3.5.4. Benyomédas okozta potencial

P sz 2

A tovabbiakban az el6z6 részben kiszamolt matrixelemben felléps V (£q)-t és A(Eq)-t szd-
molom ki egy egyszeri benyomddasra. Feltéve, hogy a benyomddasok jol kozelithetéek Gauss-
gorbékkel, a benyomoddas miatt 1étrejovo z iranyd elmozdulés:

$2 +}'2

u(x,y) =he &, (3.5.25)

ahol v/2a a benyomédas félértékszélessége, h-t pedig 1 nm-nek vettiik. Mivel a benyomédas fel-

tételezésiink szerint hengerszimmetrikus, ezért haszndlhatjuk a kovetkezd kozelitd képletet:

lrr; [du >
i =52 (52) EEED

ahol r = x> +y? és r; a megfelel komponensek. Ezzel konnyen kiszamolhatdk a vektor és skalar-

potencidlok értékei:

As(r) =Bhte™™ 2 (¥ =) (3.5.27)
4 a2y
Ay(r)z—ﬁghze 2T xy (3.5.28)
2 o2y
V(r)=ﬁ’;h2e 252 (24 y?) (3.5.29)

Ezutdn, hogy kiszdmithassuk V (4q)-t és A(4q)-t, elhagytam a diszkrét 9sszegzést és folytonos
integralra tértem 4t, amellyel konnyebben tudunk szdmolni, bér elveszitjiikk ezeknek a reciprok-

térbeli periodicitdsét, ugyanakkor csak az els6 Brillouin-zéndra integrdlunk, igy ez nem okoz til
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Vektorpotencidl (|A|?) Skalarpotencidl

3.9. abra. Vektor és skalarpotencidl benyomddas félértékszélességétdl valo fiiggése feliilrdl lefelé

6 nm-12 nm-es tartomédnyban 2 nm-ként 1épve h=1 nm-re
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nagy hibat.
Az igy kapott Fourier-transzformaciét mar konnyen el lehet végezni, ezért részletes szdmoldst

mellézve az eredmény :

/h2 022
V(q)=—B ¢ (dPq” - 8) (3.5.30)
a2h2 7&
ada) =L (- ) (.53
a2h2 _ﬂ
Ay(q)=ﬁ T 4.4, (3.5.32)

Ezt behelyettesitve a 3.5.12 egyenletbe megkaptuk a hibaszordsi matrixelemet. Megjegyzendd az
a tény, hogy a pontos elméleti szamoldsokbdl bebizonyithatd, hogy csak akkor jelennek meg ilyen
jellegii potencidlok, ha az elmozdulds fiigg mind az x mind az y koordinatatdl, ha ez nem teljesiil,
akkor nem a potencidlok értéke 0O lesz.

Jol lathato, hogy ez a potencidl nagyban filigg a benyomddds félértékszélességétdl, azonban 6 nm
koriili félérték-szélességli csicsokndl benyomddasok esetében az dtadott kvaziimpulzus, vagyis
a q figgvényében I pont kornyékén lesz nagy értéke, amig a K pont kornyékén kis értéket fog
felvenni, ahogyan azt a 3.9 mutatja. Emellett az is jol 14that6, hogy minél szélesebb a benyomddds,

anndl kisebb q vektorokndl lesz nagy valdszintiséggel szords.



4. fejezet

A fesziiltségmentes grafén

Raman-spektruma

A fesziiltségmentes grafén Raman-spektruméban négy jellegzetes cstcs talalhat6, amelyeken
feliil természetesen vannak még alacsonyabb intenzitdsd cstiicsok, amelyekkel jelen munkdban
nem foglalkozunk, mivel a mérési pontossdgunkon kiviil esnek ezeknek az észlelése. A szdmol4-
sokban a négy jelentSs cstcs koziil egy csicsot elhanyagolunk, mivel az dgynevezett 2D csucs, a
D csics felharmonikusa kiesik a vizsgalt tartomédnybdl, mivel kétfononos folyamatok eredménye
¢és ebben a munkdban ezekkel a folyamatokkal nem foglalkozunk, igy mostant6l a maradék harom

csucs tulajdonsédgait vessziik végig.

4.1. Hibamentes grafén Raman-spektruma

A harom egyfononos folyamatbdl szarmazé cstics koziil egy cstcs a grafénra, illetve az dsszes
széntartalmi sp?, vagy sp° hibridre jellemzé tigynevezett G cstics. Ez olyan folyamat eredménye,
ahol I" ponti fonon keletkezik, igy ez a cstics nem érzékeny a gerjesztd 1ézer energidjara. Ugyan-
akkor a kisérletek azt mutatjdk, hogy grafén esetén jdl jelzi a globdlis mechanikai fesziiltséget,
azaz azt az esetet, amikor az egész rdcs meg van nydjtva. Fontos kihangsilyozni, hogy jelen mun-
kaban nem ilyen fesziiltségeket vizsgdlunk, hanem azt az esetet, amikor a fesziiltség csak a racs
egy kis részére hat és viszonylag gyorsan lecseng. Globdlis fesziiltség hatdsara ismert, hogy a G
csucs felhasad két csucsra, a felhasadds mértéke pedig ardnyban 4ll a feszités, vagy a relativ hossz-
véltozdssal. Azonban ehhez a fonon-spektrum szdmoldsat kell mdédositani dgy, hogy hozzdadunk
egy kiils6 fesziiltséget tartalmazo tagot, de mivel ez nem tartozik az ebben a munkdban vizsgalt
jelenségekhez, ezért ezeket a szdmoldsokat elhanyagoljuk.

Ugyanakkor ahhoz, hogy 6ssze tudjuk hasonlitani a kisérletekben mért értékekkel az altalunk sza-
molt értékeket sziikséges a G cstics szamitdsa, mivel ez az irodalomban hasznélatos szokdsos

normalési faktor, ezt azonban a tobbi szamolastol eltéréen végezziik el, melyet a kovetkezGkben

29
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4.1. dbra. A grafén mért Raman-spektruma

targyalunk. A Raman-folyamatok kozott megkiilonboztetiink tigynevezett rezondns és nem rezo-
nans folyamatokat. A nem rezondns folyamatokat az igynevezett Placzek-kozelitésben targyaljuk,
melynek eredménye [23][24] alapjan:

2

_ 4
(@ —@y)"| Oa | @.1.1)

y du(v)

ahol @, a gerjesztl lézerenergia, @, a gerjesztett fonon frekvencidja, x.(v) az elektron-

Isiokes o<

polarizécios tenzor, u pedig a kivalasztott fonon normalmdédus. A csicsok alakjit pedig tokéletes

Lorentz-gorbékkel kozelitjiik, amely a kisérletek alapjan j6 kozelités.

4.2. Hibabél eredo6 Raman-spektrum

A fentebb emlitett négy f6 csicsbdl kett6t okoz a rdcshibdkon vald széréddsbol szarmazd
Raman-szérds, ezeket nevezziik D és D’ sdvnak. Ezeknek a sdvoknak az intenzitdsdnak az ardnya
jellemzd az adott hibara, mivel mas g-val rendelkez6 fononokbdl szarmaznak. A D sdvba azok a
fononok adnak jarulékot, melyek a K pont kornyékérdl jonnek, (természetesen az energiamegma-
radés lesz az ami megszabja, hogy pontosan milyen q-val gerjeszthet6k fononok a rendszerben)
azaz ebben az esetben a Dirac-kipon keletkezd elektron-lyuk par egyike atugrik a szomszédos
Dirac-kipra a fonon kibocsatas kovetkeztében, ezutdn vagy ez visszaugrik, vagy a par masik tagja
utanaugrik egy hiban val6 szérédas kovetkeztében, majd ezutdn rekombindlédnak. Ehhez jol 14t-
hatéan olyan potencidl kell, amely képes nagy q-val val6 szérdsra.

Az utolsé cstcs a D’ az D-vel ellentétben nem nagy q-val valé szérdst igényel, mivel ebbe olyan
fononok adnak jarulékot, melyek a I" koriil szdirmaznak. Err6l konnyen beldthatd, hogy olyan po-

tencidl okozhatja, amely lassan véltozik, mint példaul egy toltés tere amelyet nem messze helye-

ziink el a grafén siktdl, vagy a kordbban emlitett benyomddasok okozta vektor és skaldrpotencidlon
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4.2. abra. Kiilonboz6 hibdk okozta Raman-spektrum (bal) és a két hiba okozta csics ardnyanak

1ézerenergiatdl valo fiiggése on-site s hopping hibdkra (jobb)

val6 szérédas. Ebbdl is jol 1athatd, hogy a hiba jellege (pontosabban az altala 1étrehozott potencidl
jellege) hatdrozza meg a két hiba 4ltal 1étrejovd csics intenzitdsdnak ardnyét, mivel a D és a D’
csucs teljesen mds jellegli hibdra érzékeny, a tovdbbiakban ezeknek a szokdsos hibaardnyat vizs-
géljuk a 2.4.3 részben leirt hibdkra.

El6szor tekintsiik az dgynevezett on-site hibat, azaz azt az esetet amikor a potencidlon valé sz6-
rédds nem fligg az dtadott racsimpulzustél. Ebben az esetben a két cstcshoz tartozé folyamatok
ugyanakkora stllyal szerepelnek az amplitidékban, azaz a Raman-spektrumban is. Kiszdmolva a
spektrumot azt lehet észrevenni, hogy a D és D’ csticsok intenzitdsa majdnem azonos, bar a pontos
ardny ID/ID' ~ 1,5 koriil mozog, ahogy a 4.2 dbra is mutatja. Ez azonban nem felel meg a pont-
hibédkra kisérletekben tapasztalt ID/ID’ ~ 10 értéknek, tehét nem ez a szokdsos hiba ami okozza
a D és D’ cstcsokat.

A masik jellemz6 hiba az ugynevezett hopping hiba, ami az on-site hibdhoz hasonl6an annak
felel meg, hogy ponthibdkat helyeziink el a grafén sikon, azonban ezzel nem a sikhoz kotott
atomokat, hanem a vakancidkat, vagy a racsszéleket lehet figyelembe venni. Ennek a hibdnak a
matrixeleme kiilonbséget mutat az el6z6 esettel, hiszen itt fiigg az dtadott q-t6l. Kiszdmitva a
Raman-spektrumot erre a hibéra a kisérletekkel jol egyez$ ardnyt kapunk a D és D’ intenzitdsdnak
ardnydra, amint azt a 4.2 dbra mutatja, azaz j6l lathatéan a kisérleti tapasztalatok és az elméleti
joslat is jéval nagyobb D intenzitdst adnak mint a D’ cstcs intenzitdst.

Az altalam végzett szdmoldsok eredményeképpen kapott Raman-spektrumot és q eloszlast mutat-
ja a 4.2 dbra, a szamolasok sordan minden esetben 1000 x 1000 k pontra és 500 x 500 q pontra
végeztiik el az Osszegzést a Brillouin-zondban 2-2.6 eV-os gerjeszt6 1ézerenergidkra a 1ézerener-
gidban 0.1 eV-ként lépve.

A 4.2 dbran a kisérletekben mért spektrumokhoz illesztettem a szamolt spektrumot a hopping-hiba
esetén, ezutdn kiszdimoltam a benyomdédasok esetén 6 nm-es félérték szélességli benyomddasra a

2

hibastriséget és ezzel silyozva dbrazoltuk a masik két hibatipus mellett. Az dbrdn lathatd, hogy
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az igy szamolt benyomé6dasok okozta Raman-spektrumbdél szarmazo jarulék a D’ csicshoz jelen-
t6s, igy mérhets. Emellett az a kordbbi szdmoldsaim sordn l4thaté volt, hogy a skaldrpotencidl
Fourier-transzforméltjanak nem 0 értéke van a I' pontban, ahogy azt a 3.9 4bra is mutatja, igy a
benyomddasokbdl szarmazé Raman-spektrumban megjelenik egy a G csucesal azonos helyen 1é-
v6, 4m anndl sokkal kevésbé intenzivebb cstics, ahogy a a 4.2 dbra bal oldali képe is mutatja. A 4.2
jobb oldali dbrdjin pedig azt mutatjuk be, hogy hogyan véltozik a D és a D’ cstcsok ardnya a 1é-
zerenergia fliggvényében a szokdsos on-site és hopping hibdkra, ezeken lathatd, hogy a két cstics
ardnya bar ingadozik de megkozelitSleg konstans mind az on-site mind a hopping esetet nézve.
A benyomddasokbdl eredd D’ sav intenzitdsa azonban nem csak a lézerenergidtdl fiigg, hanem a

benyomodas félérték-szélességétdl is, ezt a kovetkezd részben targyalom.



5. fejezet

Lokalis fesziiltség hatasa a grafén

Raman-spektrumara

A lokdlis mechanikai fesziiltség hatdsa a grafén Raman-spektrumara eléggé szembeotl, mi-
vel ahogyan a kisérletek is megmutattdk az el6z6 részben targyalt D és D’ cstcs intenzitdsdnak
ardnya megfordul, azaz a D’ intenzivebb lesz a D csticsndl. A tovdbbiakban ennek a jelenségnek

az elméleti és kisérleti oldalat vizsgdlom meg.

5.1. Kisérleti eredmények

A mérési eredményeinkbdl kitlinik, hogy nem szokvanyos hibdrél van sz, mivel volt olyan
minta is amelyen a D’ cstcs intenzitdsa nagyobb mint a D cstcs intenzitdsa. Ez tudomésunk sze-
rint egy teljesen Uj jelenség, ami eddig figyelembe nem vett szordsi folyamatok jelenlétére utal,
mint az altalam tanulmanyozott fesziiltségtéren vald széras. Ez a jelenség megfigyelhet6 mind a
gylir6tt grafén, mind a mesterséges benyomddasok esetén. Ez azért fontos, mivel igy tobb minta-
bdl tobb mért adatbdl pontosabb kovetkeztetéseket tudunk levonni. A méréseink sordn két dolgot
figyeltiink meg, egyrészt a meglepden kicsi ID/ID’ ardnyt, masrészt az ID'/IG ardny véltozésat
a lézerenergia fiiggvényében. Ez azért kiilonleges mivel a G csics nem rezondns Raman-széras
eredménye €s az intenzitdsa a Iézerenergia negyedik hatvanyaval aranyosan nd, ezzel ellentétben a
rezonancia Raman-sz6rdsbol adédé folyamatok 1ézerenergia fiiggéséhez meg kell szorozni a szé-
molt intenzitasokat a lézerenergia negyedik hatvdnyaval. Ugyanakkor azt 14ttuk, hogy az elektron-
foton maétrixelem tartalmazza a lézerenergia reciprokdt és minden intenzitdsban a métrixelemek
abszolutértékének négyzete szerepel, igy Osszességében az intenzitds expliciten nem fiigg a 1é-
zerenergidtol. Ezzel a gondolatmenettel az ID/IG vagy ID'/IG aranya 1/ 814 ad j6 becslést. Ezzel
ellentétben itt a méréseink alapjan az ID'/IG ardny erGsen eltér a szokdsostdl, ami szintén azt
mutatja, hogy nem szokasos hiban valé szérédas okozza a D’ cstcsot. A mérési eredményekben

a mesterségesen nyomkodott mintdknal lathaté egy kis D cstcs is, am ez messze elmarad mind
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5.1. dbra. Kisérletileg mért Raman-spektrum gy(irt mintdn (bal) és a gy(irt minta AFM magassag-
profilja (jobb)

a hopping mind az on-site hibandl varhat6tdl. Ez kis intenzitdsd D cstics annak a kovetkezménye
lehet, hogy a benyomdddsok kozepén, ahol az AFM td a legjobban nyomta a grafén sikot, ott
keletkezhettek ponthibdk, amik a kordbban targyalt folyamatok alapjdn okozhattdk ezt a cstcsot.
Hasonlét figyeltiink meg a gytir6dések esetén is, itt a nagy gorbiilet miatt 1étrejové hopping hibak-
bdl, illetve a grafén széleibdl adédhat D cstcs.

Az intenzitdsok 1ézerenergiatdl valé fiiggését, illetve 6sszehasonlitasképpen egy Ar ionokkal be-
sugarzott mintdn 1év$ hiba folyamatok intenzitdsat mutatja a 6.1 dbra. Ezeken jol latszik, hogy
amig az Ar ionokkal besugdrzott mintdn a G csucs intenzitdsdval normdlt D és D’ csics inten-
zitdsa jol koveti a fentebb megjosolt viselkedést. Azonban az is lathatd, hogy a gytirédés okozta
spektrumban nincs ilyen fiiggés, hanem mads fiiggést mutat a 1ézerenergia fiiggvényében, illetve
a spektrumon lathat6, hogy a D’ cstics valéban intenzivebb a D sdvndl, ezeket az eredményeket

mutatja az 5.1 dbra.

5.2. Szamolt eredmények

A szdmoldsaimhoz felhasznéltam a benyomdddsokhoz tartozé vektor és skaldrpotencidlok ki-
fejezését, illetve az els6 el nem tlind korrekcidkat is.
Ezen szdmoldsok sordn két paramétert véltoztattam, a benyomddds félértékszélességét €s a ger-
jesztd lézer energidjat. A mérési tartomdny alapjdn a szimuldldsokat a félértékszélességben a
3 nm-12 nm tartomdnyban, mig lézerenergiaban az 1,8 eV-2,8 eV-os gerjesztési tartomanyban dol-
goztam. A szamolasok soran a fesziiltségmentes spektrumhoz hasonl6an minden esetben 1000 x
x 1000 k pontra és 500 x 500 q pontra végeztem el az 6sszegzést a Brillouin-zéndban.

A szamitasok sordn az 6sszegzést elvégeztem két egymasra merdleges beeso polarizacids vektorra,

illetve megvizsgaltam azokat az eseteket amikor a kimend fény polarizaciés vektora parhuzamos,
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5.2. abra. D’ cstics szamolt intenzitdsa a gerjesztd 1ézerenergia és a Gauss-gorbék félértékszélessé-
gének fiiggvényében (bal), illetve a 3nm koriili félérték-szélességli benyomddasok estén tapasztalt

viselkedése a D’ csucs intenzitdsdnak (jobb)

illetve mer6leges a bees6 fény polarizdcidjara. A teljes spektrumot ennek a négy spektrumnak az
atlagdbdl vettem, mivel ez jol kozeliti a kisérleti eredményeket mds esetben, igy itt is ezt alkal-
maztam. Ezekbdl az adatokbol 1étrehoztam az 5.2 abrat, ahol a D’ csicsnak a G csiicshoz mért
intenzitdst dbrdzolom, ezen jol l4thatd, hogy nagy félértékszélességli benyomdddsokra az intenzi-
t4s a vartnak megfelel6en csokken, mivel a végtelenben extrapoldlva a benyomddds kisimul igy
azt vartuk, hogy a hiba tlinjon el, tehét az dltala okozott cstcs intenzitdsa is legyen egyre kisebb.
Azonban kis, koriilbeliil 3 nm-es félértékszélességre az intenzitds lézerenergia fiiggése megval-
tozik, mivel megjelenik egy maximum az intenzitisnak a lézerenergia fiiggésében, ezt mutatja
a jobb oldali dbra. Ezt azzal lehet magyarazni, hogy minél nagyobb lézerenergidval gerjesztiink,
anndl nagyobb q-vel kell szérédnia az elektronoknak, vagy lyukaknak ahhoz, hogy késébb rekom-
bindlédhassanak, ez a grafén elektronszerkezete miatt van igy, mivel a Fermi-szint kornyékén az
energia diszperzié linedris k-ban. Ez mellet azt is figyelembe kell venni, hogy a pszeudovektor
és skaldrpotencidl szabja meg, hogy milyen erésségli a szords. Ezeket figyelembe véve ha olyan
lézerenergidval gerjesztiink, amihez a hozza tartoz6 q-vel valé szérds erdssége pont a potencia-
lok maximumadndl taldlhat6, akkor lehetséges, hogy a lézerenergia véltoztatdsdval a potencidlok
maximuma koriili viselkedését tapogatjuk le, igy az intenzits lézerenergia fiiggésében is maxi-
mumot fogunk 14tni. Az dbrdn még azt is észre lehet venni, hogy 3 nm alatti félérték-szélességii
benyomdddsokra az intenzitds 1ézer energiafiiggése olyan, hogy nagyobb 1ézer energidra nagyobb
intenzitast kapunk, ennek oka pedig, hogy ebben a tartomanyban olyan q-vel tudunk csak szérni,
amely kozelebb van a I" ponthoz mint a potencidlok maximuma, igy a q-t, vagyis a 1ézerenergiat

novelve nagyobb intenzitast fogunk kapni.



6. fejezet

Osszefoglalas, kitekintés

A munka sordn mind kisérleti mind elméleti Giton megvizsgaltuk az olyan atomi szinten lassan
véltoz6 potencidlok hatdsét a grafén Raman-spektrumara, amelyek modellezhet6k lokdlis mecha-
nikai fesziiltséggel tgy mint a benyomddasok, vagy a felgylirddések. A mért és a szdmolt ered-
mények jol lathatéan 6sszhangban vannak abban a tekintetben, hogy mindkét esetben a D’ cstics
intenzivebb a D csticsndl, a mérésekben azonban minden esetben megjelenik egy kis D cstics, ami
annak tudhat6 be, hogy a benyomoddasok kozepén, illetve a gylir6dések tetején konnyen keletkez-
hetnek ponthibdk, amik jarulékot adhatnak a D csicsba.

A bevezetSben emlitettiik a gylirt grafén esetében, hogy a D’ cstics intenzitdsa a 1ézerenergia
fiiggvényében nem a megszokott 1/ 814-68 fliggést mutatja, hanem a 2.33eV-os lézerrel mérve in-
tenzivebb mint az 1.96eV-os 1ézer esetében, ezt mutatja a a 6.1 dbra bal oldala, ahol kékkel a gy(irt
grafénon mért D’ intenzitdst, mig pirossal egy Ar ionnyaldbbal sz6rt mintdn valo intenzitasfiiggést
lathatunk. Ennek az lehet az elméleti magyarazata, hogy az el6bbi részben targyalt 3 nm koriili
félérték-szélességli Gauss-gorbe alaki benyomddas esetén az intenzitds 1ézer energiafiiggésében
van egy maximum, ami magyardzhatja ezt a fajta viselkedést, ezt mutatja a 6.1 dbra jobb oldali
képe, ahol a 3 nm-es félérték-szélességli Gauss-gorbe alaki benyomdéddsra szamolt 1D /IG ardnyt
illesztettiik a mért eredményekre. Azért ezt a félértékszélességet valasztottuk, mert az 5.1 dbra jobb
oldalan talalhaté AFM képen latszik, hogy a felgytrt részen a legmagasabban elhelyezked6 pont
€s a grafénréteg kozotti magassagbeli kiilonbség koriilbeliil 6 nm, ami 3 nm-es félérték-szélességi
Gauss-gorbének felelne meg. Azonban az dbran lathatéan nagy eltérés van az elméletileg sza-
molt és a mért eredmények kozott, ugyanakkor az is latszik, hogy kvantitativen jol tiikrozi az
elméleti szdmolds a mért eredményt, a kiilonbség abbdl adédhat, hogy a mintdn ahogy az litha-
t6 is megjelenik egy kis D cstcs, ami arra utal, hogy ponthibdkon valé sz6rédds is ad jarulékot a
Raman-spektrumba. A mért spektrum tehat két hiba altal okozott spektrumbdl 4ll 6ssze és azt lehet
tudni, hogy kis a ponthibak okozta csticsok lézerenergia fiiggése 1/ 814—65, azaz nagy lézerenergiara

lecsokken az ebbdl ad6dé csicsok intenzitdsa, ami magyardzhatja az eltérést. Ugyanakkor valdszi-

niileg jobb egyezést lehetne kapni a gy{irdtt minta esetén, ha nem korszimmetrikus Gauss-gorbével
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6.1. abra. Mért és elméleti eredmények Gsszehasonlitdsa: a baloldali dbrdn a mért ID'/IG ardny Ar
ionokkal (kék) és a fesziiltségtéren vett szordsra, mig a jobb oldali dbra a 3 nm-es félérték széles-
ségli benyomddasra szamolt 1ézerenergia fiiggést (piros) és a mért értékeket (kék) osszeskdlazva

mutatja

modelleznénk a szérépotencidlokat indukalé fesziiltségteret, hanem az egyik irdnyba gyorsabban
(néhany nm-es félérték-szélességii), masik irdnyba lassabban (tobb mikronos félérték-szélességii)
egydimenzids Gauss-gorbék szorzataként el6allo fesziiltségtérrel vennénk figyelembe, illetve ha
az széropotencidl Fourier-transzformaltjat diszkrét Fourier-transzformacidval szamolnank.

Végso soron elmondhatd, hogy azaltal, hogy egy eddig elhanyagolt szérdsi mechanizmust sike-
riilt beépiteni a grafénen valé6 Raman-szérds elméleti szdmoldsdba kozelebb keriiltiink a grafénen
mért Raman-spektrumok kvantitativ reprodukaldsaba. Igy sikeriilt elméletileg rekonstrudlni a ki-
sérletben megfigyelt ID' /ID aranyt, illetve az ID' /IG arény 1ézerenergia fiiggését. Ugyanakkor ez
csak lokalis fesziiltségre igaz, amennyiben az egész mintdra hatunk fesziiltséggel, Gigy az ebben a
munkdban feltett kozelitések nem érvényesek, teljesen mds kozelitések és szdmoldsok sziiksége-

sek annak tdrgyaldsdhoz, tehat még tobb vizsgalat sziikséges ezen a teriileten, hogy pontosabban

megismerjiik a grafén tulajdonsagait.



7. fejezet

Fiiggelék

7.1. Hallgato feladata

Grafén egykristalyokon végzett Raman-mérések soran, egy felgyfrt illetve egy AFM-tiivel
benyomkodott mintdn anomadlis D’/D aranyt taldltunk. A hallgat6 feladata ennek elméleti model-
lezése volt. Megismerve a témahoz tartoz6 szakirodalmat, kiszdmitotta egy Gauss-gorbe alaku
benyomddas altal keltett mechanikai fesziiltségteret, majd ennek ismeretében meghatarozta a kel-
tett pszeudovektor- és skaldrpotencidlt. Ezutdn a f6 feladata az volt, hogy kiszdmolja az ezeken
val6 sz6r6déds matrixelemeit atomi szinten konstans potencidlok esetén illetve az ezen kozelitésen
tdlmutat6 els6 el nem tind korrekcidkat. A kiszdmolt métrixelemeket ezutdn a hallgaté implemen-
télta és integralta a szakdolgozatdhoz mar megirt kddba. Azutdn tobb paraméter (I1ézerenergia €s

Gauss-félértékszélesség) fliggvényében szimuldlta a grafén Raman-spektrumét. A kapott elméleti

eredményeket Osszevetette az elérhetd kisérleti adatokkal.
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7.2. Hallgaté diplomamunkijanak téméaja

A diplomamunka sordn a hallgaté feladata Raman-spektrumok mérése és szdmoldsa kiillonbo-
z6 mechanikai fesziiltségeknek kitett grafén egykristdly mintdkon. Ebbe beletartozik mind a lo-
kalis mechanikai fesziiltségeknek (benyomdéddsok), mind a globdlis mechanikai fesziiltségeknek
(egykristdlyok nyujtdsa) vizsgdlata. A szimuldcidk a tight-binding és stirliségfunkciondl elméle-
tek keretében torténnek a hallgat6 altal 1étrehozott kddok segitségével. A diplomamunka tdlmutat
ezen a munkan tobb tekintetben is, egyrészt a hallgaté feladata lesz az effektusok mérése és a
mintakészitési eljarasok elsajatitasa, kifejlesztése, illetve a mérésekhez tartozé kisérleti eszkozok
megismerése, haszndlata, masrészt pedig modell feldllitdsa a globalis mechanikai fesziiltségek
hatdsanak vizsgdlatara a hiba altal indukalt Raman-folyamatokra. A diplomamunka célkit(izése,
hogy a grafénben egységes leirdsat adja a hibaszérds okozta Raman-spektrumban taldlhaté vona-

lak eredetének kiinduldsként felhaszndlva az ebben a munkéban elért eredményeket.
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Koszonetnyilvanitas

Eziiton szeretném megkoszonni mindenkinek, aki barmilyen segitséget nyujtott ezen munka
elkészitésében, akdr a fogalmazdasbeli, a helyesirasi a gépelési, vagy a formai hibdk észrevételében
és kijavitdsdban. Emellett kiilon koszonet témavezetdimnek Koltai Jdnosnak és Nemes Incze Pé-
ternek, akikkel tobb mint egy éves k6zos munka eredménye ez a munka €s a sok hasznos tanacsot,

utmutatast és segitséget amit télitk kaptam.
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