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1. fejezet

Bevezetés

A szén nanoszerkezetek kutatdsa napjainkban az egyik leggyorsabban fejl6ds és
legérdekeltebb kutatisi teriilet. E teriilet része a kiilonb6z6 fullerének, nanocsovek, illetve a grafén
kutatdsa is. A teriilet fontossdgat mutatja az is, hogy a fullerén, illetve a grafén felfedezéséért [1]
Nobel-dijat, mig a nanocsovek felfedezéséért Kavli-dijat adtak. A grafént 2004-es felfedezése
Ota nagy figyelem kiséri a kivételes a mechanikai és elektromos tulajdonsdgai miatt. Azonban
a grafént mar a felfedezése elStt is haszndltdk elméleti fizikusok, mivel a szén nanocsovek
elektronszerkezete szarmaztathat6 a grafén elektronszerkezetébdl.

A grafén vizsgalataval ma is sok kutatocsoport foglalkozik az egész vilagon. Ennek a kiilonleges
anyagnak az egyik legelterjedtebb roncsolds mentes vizsgélati médszere a Raman-spektroszképia
melynek lényege, hogy a kristdly rezgési mddusait gerjesztve tudunk kovetkeztetni annak
tulajdonsigaira. Mivel a spektroszképidban az anyag rezgéseit vizsgdljuk, ezért az elméleti
szdmoldsokhoz sziikséges az elektronok, illetve a rdcsrezgések, mds néven fononok ismerete.

JOl ismert, hogy az atomok és molekuldk elektronjainak kotott allapotokban diszkrét energia
sajatértékeik vannak, de a kristdlyos anyagok esetében a rdcsperiodicitds kovetkeztében az
elektronok energidja fliggeni fog a ricsvektorok reciprok vektorrendszerében levd k vektort6l
(masnéven racsimpulzustdl, vagy kvéziimpulzustdl), ezt az E(k) fiiggvényt nevezziik a récs
energia diszperziés relacidjanak, vagy elektron savszerkezetének. A grafén elektron sivszerkzete
2 savbol all, mivel csak egy elektront vesziink figyelembe atomonként, mert a tovabbi 3
vegyérték elektronja a szénatomoknak mélyen kotott és emiatt elhanyagolhatok az dgynevezett
p. elektronhoz képest. A grafén elektronszerkezetének egyik legkiilonlegesebb tulajdonsdga a
reciprok vektortérbeli Brillouin-zéna sz€lén taldlhaté K pont koriili viselkedése, ugyanis ezen
pont kornyékén a diszperzié kozel linedris, azaz nagyban hasonlit a fény diszperzids reldcidjéra.
A K pont koriili linedris tartomédnyt Dirac-kipoknak nevezziik, melyet a 1.1 dbra mutat. Ennek
a kiilonleges diszperziénak koszonhetGen a grafénnek sok killonleges tulajdonsdga van, akdr
a negativ torésmutatéra [2], akdr a szobahOmérsékleten megfigyelt kvantum-hall effektusra [3]

gondolunk. Ugyanakkor tdvolodva a K ponttdl mér egyre kevésbé lesz linedris a diszperzids



1. FEJEZET. BEVEZETES 2

K M K

1.1. dbra. A grafén Brillouin-zén4ja és az energia diszperzidja

reldci6 és egyre jobban érvényesiil a reciprok rics hatszoges szerkezete. Ennek eredményeképp az
egyenld energidkhoz tartozé vonalak, melyek linedris diszperzid esetében korok, ezek eltorzulnak
és egyre jobban hasonlitanak haromszogekre, ezt a jelenséget nevezi az angol szakirodalom
trigonal warping-nak [4].
A grafénnek azonban nem csak az elektronszerkezete kiilonleges a K pont kornyékén, hanem
a rezgési modusokra jellemz8 fonon-sdavszerkezete is. A fononok kvazirészecskék, melyek az
adott anyag rezgési kvantumai. Mivel a racsrezgések amplitidéja joval kisebb az atomok kozotti
tavolsagnal (ellenkezd esetben szétszakadhatna a racs), ezért j6 kozelitéssel mondhatjuk, hogy
az atommagok egy négyzetes (kvadratikus) potencidlban mozognak. J6l ismert, hogy ha az ilyen
potencidlban mozgé részecskék kozott nagy a tdvolsdg, akkor egymdstdl fiiggetleniil mozognak.
Ugyanakkor kristdlyos anyagban létrejonnek kollektiv racsrezgések, amikor minden racspont
egylitt mozog, ennek a kollektiv racsrezgésnek a kvantumit nevezziik fononnak és hasonléan
az energia diszperzids reldci6hoz, a fononok frekvencidja (w) is diszkrét k-tdl fiigg6 sdvokba
rendezddik, de a megkiilonboztethetdség érdekében a fononok impulzusat a tovabbiakban k helyet
g-val jeloljiik. Ekkor az w(q) Osszefiiggést a racs fonon diszperzids reldcijanak nevezziik. A
grafén fonon diszperzids relacidja 6 vonalbdl all, mivel az elemi cella két atombdl all és mindkét
atomra 3 szabadsagi fok jut, azaz f = 3.2 = 6. A fonon diszperzi6b6l azonban nem mind a 6
sav ad jarulékot a grafén Raman-spektrumaban az dgynevezett G, D és 2D vonalakhoz a K pont
kornyékén, a legjelent6sebb jarulékot az tigynevezett LO (longitudindlis optikai) sav adja, mig az
ugynevezett TO (transzverz optikai) sdv adja a jarulékot a D’ csticshoz.

A Raman-spektroszképia sordn a mintdbdl kijové fény frekvencidjanak és a bemend fény
frekvencidjanak kiilonbségének fiiggvényében mérjiik a kijové fény intenzitdsit. Amennyiben
adott frekvencidju (energidji) fénnyel sugdrozzuk be a mintit, akkor az adott kezddallapotbdl

végbemend dtmenetek valdszinlisége fogja meghatdrozni a mért spektrumot, azaz elég
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1.2. dbra. A grafén kisérleti Raman-spektruma Forrés: [5]

meghatarozni az dtmenetek valészintis€égét ahhoz, hogy a spektrumot megkapjuk. Az dtmenetek
val6szinliségének kiszdmitdsdhoz meg kellene oldani az ido6fiiggé Schrodinger-egyenletet az
Osszes rdcspontban 1évé atomok magjaira és elektronjaira, egy id6t6l periodikusan fiiggd
elektromdgneses térben. Mivel ez rengeteg id6t és kozel végtelen nagy memoriat igényelne, ezért
ehelyett kozeliteni kell a spektrumot. A kozelités elsd 1épése, hogy a bejové elektromdgneses
hullamot kis perturbdcioként kezeljiik, amelyet igy 1dofiiggd perturbacidként vizsgdlhatunk. J6I
ismert, hogy a kvantummechanikai id6fiiggd perturbaciészadmitdsban tobb rendig is elmehetiink,
ha a rezgési gerjesztéseket elsé rendig figyelembe vevd szdmolast végziink el, akkor a
kvaziimpulzus-megmaradds miatt csak q = 0 kvaziimpulzusid fononok keletkezhetnek, ezek
adjdk a legnagyobb jarulékot a G sdvba, ugyanakkor az 1.2 4bran latszik, hogy a spektrum
ennél gazdagabb szerkezetet mutat, ezért el kell végezni a rezgési gerjesztéseket masodrendben
figyelembevevd perturbaciészamitist (azaz negyedrendl perturbacidszamitast végezve), ebben
az esetben adott kezddallapotb6l indulé rendszer barmely mas végallapotba valé jutdsanak a
valdszintsége :

2

) M e M cp M At ai
QR0 e o A1 —

P 2z

ahol &7 a végallapot, & a kezdGéllapot, &4, €p, €. pedig a kozbens6 dllapotok energidja. Az .4 4p

6(8f - gi)a

7 2

pedig a két megfeleld dllapot kozotti dtmenet métrixeleme, & pedig a Dirac-delta fliggvény. Mivel
a kozbens6 allapotok élettartalma véges, ezért be kell a 7y faktorokat helyezni az energidkat
tartalmazé nevezSkbe (tovabbiakban energianevezdkbe), hogy igy biztositsuk a szinguldris
integralok elkeriilését, ezzel beépitve a rendszerbe a természetes savszélességet.

A masodrendi kozelitésben a spektrumot kiszdmolva tobb csucsot is meg lehet figyelni, koziiliik
a tovdbbiakban a D csticsrdl és annak felharmonikusairél fogunk beszélni. A Raman-spektrumban

akkor jonnek létre csicsok, ha az egyik energianevezd kozel O lesz, de el6fordulhat olyan eset
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is amikor két nevezd egyszerre lesz kozel 0, ekkor a csucs intenzitdsa nagyobb lesz anndl,
amikor csak egy nevezd vdlik nulldvd. Az 1.2 4brdn j6l lathaté 3 f6 cstcs, koztik a D és
annak felharmonikusa a 2D cstcs is. A D csucs szdmoldsok és kisérletek alapjdn csak akkor
jon létre, ha hiba van a grafén ricsban, ezek az dgynevezett "phonon-defect" folyamatok, innen
kapta az angol szakirodalomban a "Disorder induced" nevet.A 2D cstics ellenben olyan folyamat
eredménye melyekben két fonon is szerepet jatszik, azaz tgynevezett kétfononos folyamatok
sziikségesek, hogy 1étrej6jjon a csics. A fentiek alapjan a D’, D és 2D csticsokat létrehozd
folyamatok 0Osszességét mdasodrendli folyamatoknak, mig a G csdcsot létrehozé folyamatot
els6rendd folyamatnak nevezziik.

A masodrendl folyamatok esetében a szakirodalombdl jol ismert, hogy a spektrum vonalai
valtoztatjdk a helyiiket amennyiben valtoztatjuk a gerjesztd lézer energidjat. Emellett nem tdl
régen fény deriilt a masodrenddi sdvok egy masik érdekes tulajdonsagara [6], mely szerint a K
pont koriili tartomdnyban létrejové haromszogesedésnél a jarulékot nem az origétdl tavolabbi
és nagyobb Kkiterjedésli tartomdny adja, amelyet a szaknyelv "outer" folyamatoknak nevez.
Ezzel ellentétben az 4llitds az, hogy a hdromszogeknek az origbhoz kozelebbi tartomdnya adja
a fo jarulékot (szaknyelvben "inner" folyamatok) és az "outer" folyamatok jarulékdt a fenti
Osszegzés sordn egy destruktiv jellegli kvantuminterferencia tiinteti el[6]. A szakdolgozat célja

egy megbizhaté numerikus modell eldéllitdsa a grafén Raman-spektrumdnak kiszdmitdsara, illetve

ennek az allitdsnak a részletes és alapos megvizsgaldsa.
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2. fejezet

Elméleti attekintés

A kovetkezd fejezetben végigvesszilk azokat az elméleteket és mddszereket amelyek
nélkiilondzhetetlenek a Raman-spektrum kiszdmitasdhoz és a fejezet végén részletesen bemutatjuk

a Raman-spektrum szdmitdsdnak moédszerét.

2.1. Energia diszperzios relacié szamolasa

Az energia diszperzids relacié pontos ismerete nélkiil lehetetlen pontos eredményeket kapni
a Raman-spektrumra, mivel a vonalak helyzete nagyban fiigg az energia diszperzi6tdl. Ennek a
kiszamitdsahoz a kristdlyos anyagok esetén széles korben elterjedt médszert, az atomi palyak
linearis kombinaciéjanak moddszerét hasznidlom, melyet a szakirodalomban roviden LCAO
moédszerként ismernek, a kovetkez6kben ennek a moédszernek az elméletét veszem végig, [7]

alapjan.

2.1.1. Az LCAO moédszer

A kristdlyos anyagok elektronjainak energia diszperziéjahoz meg kell oldani az id6fiiggetlen

nem relativisztikus Schrodinger-egyenletet:

A

AW, 1 (1) = By (K) W,k (). 2.1.1)

Tudjuk, hogy egy hullimfiiggvényt fel lehet bontani ortogondlis fiiggvények linedris
kombinéacioira, azaz
Yok (r) =Y cinwj(k,x). (2.1.2)
J

Ekkor az egyenlet a kovetkez6képpen alakul :

Y Hejuyj(kr) =Y E (K)cny;(k,r). (2.1.3)
J J
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Ezt az egyenletet balrdl megszorozva W;-al és a teljes kristdlyra kiintegrdlva az aldbbi
matrixegyenletet kapjuk:
X [ (k) = En ()74 (K) ¢ () =0, (2.1.4)
J

ahol bevezetjitk a Hamilton-matrixelemeket :

A1) = [ 7 (ko)) k), 2.15)

illetve az atfedés-matrixelemeket:

Zi(K) = [ v k) ;e 216)
A (2.1.4) egyenletnek csak akkor van a trividlistdl kiilonb6zé megoldésa, ha:
det (5 (k) — En (k). (K)) = 0. (2.1.7)

Ennek az egyenletnek a megoldasaval kapjuk az energia sajatértékeket, azaz az energia diszperziot.
JOl ismert, hogy a kristdlyos anyagok esetében egy rdcsvektorral val6 eltolds szimmetria, azaz,
hogy ugyanazt az édllapotot kapjuk a hullimfiiggvény legfeljebb egy fazistaggal térhet el az eredeti
hullamfiiggvénytdl. Ezt az 6sszefiiggést pontositja a Bloch-tétel, mely szerint minden olyan R,

racsvektorral vald eltolashoz 1étezik egy olyan k Brillouin zénan beliili reciprok vektor, melyre:
y(r+R,) = e*Ruy(r). (2.1.8)

Itt a Brillouin-zéna definicié szerint azon pontok halmaza a reciprok vektortérben, melyek
kozelebb vannak az adott recpirok rdcsponthoz, mint barmely més reciprok rdcsponthoz. Emellett
beldthat6, hogy k-t elég a Brillouin-z6ndbdl venni, mert reciprok racsvektorokkal eltolva a

Brillouin-zénat lefedhetd az egész reciprok tér és egy K, reciprok racsvektorral eltolva:

S KR, _ kR, n = KRy 27 KRy (2.1.9)

Ez alapjan belathat6, hogy a kdvetkezd hullamfiiggvény kielégiti a Bloch-tételt:
1 .
(k)= —Y Ry (r—R,), 2.1.10
vilkor) = —5 ; j(r—Ry) (2.1.10)

ahol az 0sszegzés végigmegy az egész racson, N pedig a racsban 1évé atomok szdma. A Bloch-
tételt kielégitd hullamfiiggvények ezen eldallitasat nevezziik Wannier-féle el6allitdsnak és a w;(r)
fliggvényt pedig Wannier-fiiggvénynek, amelyet jelen esetben a szabad atom hullamfiiggvényének

vélasztunk. Ezzel a hullimfiiggvénnyel felirva a fenti matrixelemeket:

1 . " N
H5(K) = Y kR Ra) / wi (r—R,)Hw;(r — R,,)d’r, és (2.1.11)
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1 .
==Y MRR) / wi(r—R,)w;(r—R,)d’r. (2.1.12)
Nn,m

Attérhetiink az R,y = R, — R,, viltozéra, mivel az integral csak ettd] fiigg, igy a kovetkezdket

kapjuk a matrixelemekre:

Ze’kRn / (r+ R, )Hw;(r) Ze’kR"/é” (2.1.13)

1 .
ZelkR / (r+R,)w ()3r:NZe’kRn/%j(Rn/). (2.1.14)

Az elektronokra haté potencidl a magok vonzdsabdl, illetve az egymdas kozotti taszitds miatt
1étrejovd Coulomb-potencidlbdl dll. Mivel a jelenlegi modell feltételezi, hogy az elektronok jol
kotottek az atommagokhoz és ezdltal jol lokalizaltak, ezért a kiilonbdz6 atomok elektronjai kdzotti
taszitast elhanyagoljuk. Hasonléan feltételezziik, hogy az ugyanazon atomhoz tartozé elektronok
kozotti taszitds is elhanyagolhaté a mag vonzdsdhoz képest, ezt kisérletek és mérések alapjan
tehetjiik meg. Ezekkel az elhanyagoldsokkal élve a Hamilton-operdtor a kdvetkezdképpen irhatd
fel:

A = Huomi + V(1) — Vagomi (T). (2.1.15)

A Hamilton-operator ezen alakjat beirva a (2.1.13) egyenletbe:
ZelkR / (r+Ryy) (Aaomi + V(1) — Vagomi (r))w; (r)d’r. (2.1.16)

Ezt szétbontva tagokra, illetve feltéve, hogy w; a hullimfiiggvény Haomi-nak sajatfiiggvénye €

sajatértékkel, akkor &' (R,/) elemeire a kovetkezd végsd képletet kapjuk:

&ii(Ry) = i€ — ¥j(Ry), (2.1.17)

ahol bevezettiik a szakirodalomban hasznélatos igynevezett hopping-matrixelemeket:
% (Ry) = — /W?(H R,/)(V (r) = Vagomi) (r))w; (r)d’r. (2.1.18)
Ezeket behelyettesitve a (2.1.4) energia sajatértékegyenletbe a kovetkez6t kapjuk:
(&) — Ex(k)71(K) — ¥ij] ¢ju(k) = 0. (2.1.19)

A fenti levezetésben az egyszerliség érdekében feltettiik, hogy csak egy vegyérték elektronja van
az atomnak, ezt a grafén esetében jogosan tessziik, mivel a szén 4 vegyérték elektronjabdl 3 erds
kotést hoz 1étre a szénatomok kozott (o-vaz), mig egy darab viszonylag szabadon mozoghat a
grafén sikon (7 elektron). Ugyanakkor szén nanocsovek esetében figyelembe kell venni mind a 4
elektront a ¢ — 7 rehibridizacié miatt, egyébként helytelen eredményre juthatunk.

A tovabbi feladatok az energia diszperzi6 és a sajatallapotok kiszdmitdsdhoz a fenti matrixelemek
kiszdmitdsa és a matrixegyenlet megoldédsa, a tovdbbiakban ennek a folyamatat fogjuk részletesen

megvizsgalni.
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2.1.2. Atfedési integralok szimolésa

Az LCAO moédszer egyik leggyengébb pontja a matrixelemek kiszdmitasa, mivel ez altaldban
hosszi szdmoldsi id6t igényel €s nagyon lelassitja a szamolast. Ugyanakkor tobb prébalkozas
is volt az atfedéseknek és a hopping-paramétereknek a paraméterezésére, am ezek csak rovid
szén-szén tavolsag tavolsdg esetén voltak pontosak, ezdltal rontva a kozelitést. Emellett sokszor
hasznaljadk az LCAO mddszeren beliill az tgynevezett Nearest neighbour kozelitést [8][9],
amely szerint elég a legkozelebbi atomok hatdsdt figyelembe venni az energia sdvszerkezet
kiszdmitdsdhoz, amely ugyancsak nagy pontatlansidgot eredményez. Ezen pontatlansdgok mellett
van, hogy nem veszik figyelembe mar az elsd szomszédok kozotti atfedéseket sem, azaz 0-nak
tekintik 6ket, ezzel is novelve a numerikus pontatlansdgot.

A szénatom atomi pdlydit jo kozelitéssel tekinthetjik a Z=6 toltésti hidrogénatom palydival
megegyezdnek, mivel az el6z6 részben felsorolt indokok miatt elhanyagolhatjuk az elektronok
kozotti taszitdst. Ekkor a hidrogénatom p, palydjanak (n=1,l=1,m=0) hulldimegyenlete a

kovetkezd:

1 1 3/2 r __r
e j— 2a
Y= Jan <2a0> aoe 0 cos(1), (2.1.20)

ahol ap az els6 Bohr-pdlya sugara a szénatomnak, amely pontosan hatoda a hidrogénatomra
vonatkozé 0.529A értéknek. Ekkor két egymdashoz képest ry vektorral eltolt p, pélya dtfedési
integralja a kovetkez6képpen néz ki:

T 2

] oo. . _L_‘rir‘
S= /dr/dﬁ/dq)r\r—ro]e R 1% sin(®) cos () cos (B — ). (2.1.21)
0o 0 0

(2610)577:

Azonban mivel a grafént j6 kozelitéssel tekinthetjiik siknak, ezért a két szénatomot 6sszekotd
vektor is ebben a sikban kell lennie, ez jelen esetben az jelenti, hogy ¥y = 0, emellett az
integrandus nem fiigg ¢-t6l, igy eszerint konnyen integrdlhatunk. Ahhoz azonban, hogy ki tudjuk
integrdlni a maradék két valtozo szerint az integrandust, figyelembe kell venni az aldbbi jol ismert

Osszefiiggést:

Ir—ro| = \/(r—ro)2 =\/r24r3—2rrg = \/r2+r§—2rrocos(19). (2.1.22)

Ezt behelyettesitve az integrdl a kovetkezSképpen néz ki:

r2+r(2) —2rrcos()

oo bid
1 B VA A Rl it
S= F/dr/dﬂr\/r2+r§—2rrocos(19)e 240 240 P sin(®)cos? (). (2.1.23)
o
0 0

Ezt az integrdlt sajnos nem tudtuk egzaktul kiszdmolni, {gy numerikusan szdmoltuk ki.
Ugyanakkor j6l latszik, hogy az integrdl csak a két szénatom kozotti tdvolsagtdl fiigg és minden
egyébtdl fiiggetlen, ezéltal elég kiszdmolni tobb ry értékre, hogy ezutdn paraméterezni tudjuk.

Az atfedések paraméterezésekor nem a szakirodalomban tobb helyen el6fordulé polinomokat

haszndltam, hanem az atfedések lecsengd mivolta miatt egy exponencidlis gorbének és egy
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polinomnak a szorzatit vettem az illesztés alapjaul. A polinom O0-ik tagjat rogzitettem 1-es
értékre, mivel igy lehet biztositani, hogy a palya 6nmagéval vett skaldrszorzata 1 legyen, amely a
numerikus integralds sordn eld is jott. A numerikus integraldst r szerint 100A tavolsagig 10000
pontban végeztem el, ekkor ugyanis mdr jol 1athat6 volt a gorbe simasdga és j6 egyezést mutatott a
vart eredményekkel, ugyanakkor megjegyzendd, hogy numerikus pontatlansag itt is el6fordulhat.
Az integrélt ro-ban 5A tavolsagig végeztem el 500 pontban, mivel ezutdn a tdvolsdg utdn az

atfedés jo kozelitéssel O értéket vett fel. A szamolt integrdlokra végiil az aldbbi gorbét illesztettem:
F(x) = e (1 +bx+cx® +dx® +ex* + f + gx® + ' +ix® + jo® + kx!?). (2.1.24)

A gorbeillesztés paraméterei megtaldlhatok a fiigelékben.
Az energia sdvszerkezet kiszdmitdsdhoz azonban még sziikséges a hopping-integrdlok
kiszamitdsa, erre a Hiickel-elméletet haszndltam fel, melynek alapjait roviden a kovetkezd részben

irom le.

Hiickel-elmélet ¢

A Hiickel-elmélet 1ényege, hogy a p, palydkhoz tartozé hopping-integralokat igy szdmoljuk, mint
az atfedési integralok konstans szorosa, amelynek segitségével konnyen szamolhatéva vallnak
a hopping-matrixelemek és igy egyszertisodik le a probléma. Az elmélet tobb szempontbdl is
hasznos, mivel egyrészt jol adja vissza a kisérletileg szamolt eredményeket, emellett kiterjeszthetd
a p, palyadkon kivill a tobbi atomi palydra is, ezt az elméletet a szakirodalom kiterjesztett
Hiickel-elméletnek hivja[10]. Ez az elmélet megengedi, hogy a kiilonb6z6 energiaszintli palyak
keveredjenek, azaz létrejojjenek a szén esetében jol ismert hibrid palydk[11]. Ekkor a diagonélis

hopping-matrixelemeket a kovetkezd osszefiiggésekkel adhatjuk meg:
Hyp = Eyy, (2.1.25)

illetve a nem diagondlis elemekre:

1
EKehtSuv(Hyy +Hyy), (2.1.26)

H‘uv —
ahol K., egy illesztési paraméter, amellyel a mds szdmoldsokbdl szdrmazd sdvszerkezethez
illesztjiik a sajdtunkat. Itt is 1athatd, hogy az elmélet megengedi a kiillonb6z6 palydk keveredését,
ami jol egyezik azzal az elfogadott ténnyel, hogy a szénatomok kozotti elsddleges kotés az s és p

palyédk keveredésébdl jon 1étre, igynevezett sp, hibridet alkotva.

2.1.3. Az LCAO alkalmazasa grafénre

A fentebb bemutatott LCAO mddszer altaldban csak numerikusan végezhetd el, mivel a
megoldandé maétrixegyenlet dimenzidja megegyezik az elemi celldban levd atomok szdmadval.

Ugyanakkor a grafén elemi celldjdban csak 2 atom van, aminek kdszonhetGen a megoldandd
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matrixegyenletben szerepld matrixok 2 x 2-ek, azaz a (2.1.4) egyenlet a kdvetkezd alakot veszi

fel:
Hux H Sua S
c= < A4 AB) <CA> :E< A4 AB) (CA> — ESc. (2.1.27)
HXB Hpp CB Sj&B SeB CB -

Itt a jelolések a grafén elemi cellijdban a két nem ekvivalens atomot kiilonboztetik meg, a

=

tovabbiakban az egyszerliség kedvéért az A jeld atomot a origéban, a B jeld atomot pedig a

a(1,0,0) pontban vessziik, ahol a a szén-szén kotéshossz, megkozelitSleg 1.42A. Az egyenletet

Hap — ES, Hpp—ES c
AA AA AB AB A —0. (2.1.28)
H;{B_ESAB* HBB_ESBB Cp

O-ra rendezve:

Ennek az egyenletnek csak akkor van nemtrividlis megolddsa c4 és cp-re, ha a métrix determindnsa

0, amibdl megkapjuk a rendszer energidjat:

—o+ \/ o2 — 4det(H) det(S)

2det(S) ’

EL= (2.1.29)

ahol & a vezetési (+), illetve a valencia (-) sdvot jelolik, emellett bevezettiik az aldbbi jelolést:
o = SigHap+ SapH g — SaaHpp — SppHan.- (2.1.30)
Ezt visszahelyettesitve konnyen megkaphatjuk a ca-t és cp-t:
¢y’ = E+Sap — Has, (2.1.31)

C;’v :HAA —EiSAA, (2.].32)

ahol ¢ a vezetési sdvot, v pedig a valencia sdvot jeloli. Természetesen, mivel a matrixelemek
fuiggenek k-tdl, igy az energia, illetve c4 €s cp is fiigg k-t6l, emiatt a numerikus szdmoldsnal
minden olyan k-ra kiszdmitottuk ezeket a szdmokat, amire kés6bb a Raman-spektrum

szamolasakor sziikséges lesz.

2.2. Fonon diszperzios relacio szamolasa

Mivel a Raman-spektrumban az anyag rezgési spektrumar6l kapunk informdcidt, ezért
lényeges, hogy jol ismerjiik az anyag fonon-spektrumat, a tovabbiakban ennek kiszdmolasanak
modszerét irjuk le.

A racsrezgések lefrdsdra el6szor vonatkoztassunk el a kvantummechanikatél és vegyiik a
klasszikus fizikai hatdresetet. Ekkor tekintsiik tigy a rdcsot, mintha tomegpontok lennének és
ezeket a tomegpontokat a kotéseknek megfeleld rugdk kotik ossze. Ebben az esetben az n-edik

tomegpontra vonatkozé mozgdsegyenlet:

M, (t) = —Zgnmum, (2.2.1)
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ahol D-t dinamikai matrixnak nevezziik, ez tartalmazza a kiillonbozd tomegpontok kozott
kifeszitett rugdk rugddllandoéit és hoz 1étre csatoldst a kiilonb6zd tomegpontok mozgédsa kozott,
mig u, az n-edik tomegpont elmozduldsa az egyensulyi helyzethez képest. Ezutan feltéve, hogy a

megoldés id6ben periodikus, azaz u,(t) = e/®'u, a kovetkezd forméba frhatjuk:
—®”Mu = Du, (2.2.2)

ahol M a tomegmatrix, amely tartalmazza a tdmegpontok tomegét. Ez a jelen esetben, amikor
a rdcs minden tagja egyforma konstansszor egységmatrix alakba irhatd, ekkor a fenti egyenlet
sajatértékegyenlet. Azonban az itt szereplé matrixok nem hermitikusak, ezért vezessiik be a

kovetkezd jeloléseket:

D
vV, = /muu, gnm = ﬁ (2.2.3)
V n m

Ezekkel felirva az egyenletet, mar lathat, hogy a matrix Onadjungalt és a kovetkezd

sajatértékegyenletet kapjuk:
—0’v=_Cv. (2.2.4)

Ugyanakkor ez az egyenlet 3N x 3N-s matrixokat tartalmaz, ahol N az atomok szdma.
Ennek a megolddsa hosszi szdmitdsi id6t venne igénybe és még nem haszndltuk ki a
rdcsok eltoldsszimmetridjat. Az eltoldsszimmetria kovetkeztében ha eltoljuk a ricsot, akkor a
sajatértékeknek nem szabad vdltoznia és beldthatd, hogy ekkor a fenti egyenletet a kdvetkezd
alakban tudjuk felirni:
—0°v, =Y C(R, = Ry,)V, (2.2.5)
m

ahol v, dimenzi6ja mir csak az elemi celldban levé atomok szdmdnak (tovdbbiakban s)
haromszorosa, amely jelen esetben 6. Errdl a vektorrdl feltéve, hogy a kovetkezd alakban irhatéd

v, = SR a kivetkezs egyenletet kapjuk:

—0’S =Y C(R,)e **S. (2.2.6)

Itt bevezetve a C(k) = ):ng(Rn)e*"kR" jelolést megkapjuk az imméron 3s X 3s nagysdgu

vektorokra vonatkoz6 sajatértékegyenletet:

—o(k)*S(k) = C(k)S(k). (2.2.7)

Itt jol lathat6, hogy a rezgési frekvencia is k-tdl fiiggeni fog, ezt nevezziik fonon diszperzids
relaciénak, vagy fonon-spektrumnak, S-t pedig a hozza tartoz6 sajaitmoédusnak.

Azonban a fononokat érdemes kvantummechanikai megkozelitésbdl is vizsgélni, ebbdl a
szempontbdl a fononok, azaz a racsrezgések elemi kvantumjai bozonok, azaz egy allapotban
végtelen sok fonon tartézkodhat. A bozonok szdmanak is fontos adott hémérsékleten, hiszen ettdl

z

nagymértékben fog fliggeni az anyag Raman-spektruma, amint ezt a késébbiekben be is latjuk, ezt
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2.1. dbra. Grafén szamolt fonon-spektruma és a sdvok jelolése a magas szimmetridjui pontok kozott

m ~'-ben, j6 egyezésben [12]-el

a Bose-Einstein statisztika irja le, mely szerint adott energidju allapotban levé bozonok szdmanak

varhatoértéke :
1

exp <kBT) 1

ahol kg a Boltzmann-dllandd, E; az adott energiaszint, T pedig a h6mérséklet. Mivel az atomok

(n) = (2.2.8)

mozgdsat kis rezgési amplitidok esetén jol kozelithetjiik kvadratikus potencidllal, ezért a fononok
kvantummechanikai targyaldshoz elég feltételezniink, hogy az atomok harmonikus oszcilldtorok

Osszessége, ekkor a rendszer teljes energidja:

E=Thov(@ () +1/2) = Thovla) | — S+ (2.2.9)
q.v exp( TsT ) -1
Illetve egy fonon energidja és impulzusa:
Ey(q) = hay(q), (2.2.10)
p=hq. (2.2.11)

Ezzel megismerkedtiink a fononokkal, mint kvazirészecskékkel és megoldottnak tekinthetjiik azt
a problémadt, hogy hogyan szdmoljunk fonon-spektrumot, de a pontos szdmoldshoz tudnunk kell a
tomegpontokat 6sszekotd rugdk erdsségét, amelyet az energia diszperzidkbol kapunk, a kovetkezd

részben ennek rovid leirdsat adjuk meg.
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2.2.1. Fonon diszperzié szarmaztatasa az energia diszperziébol

Egy rugés mechanikai rendszer energidjat a kovetkezd alakban tudjuk felirni:

H=T({pi})+V({r}). (2.2.12)

Ez természetesen nem az energia diszperzidészdmitdsndl targyalt energia, ahhoz, hogy ezt az
energiat megkaphassuk fel kell 6sszegezni az 0sszes betoltott dllapot energidjat, azaz jelen esetben
miden k-ra fel kell integrdlni a valencia sdv energidjat. Ezzel megkapjuk a teljes rendszer
potencialis energidjat, mivel nem mozgatjuk a rendszert. Egyenstilyban ez az energia minimalis,
de ha kitéritjilk az egyik atomot, akkor ez megvéltozik és a két energia kiillonbségébdl, illetve
a kitérités nagysagabdl tudunk kovetkeztetni az atomra hatd visszahiizé erd nagysdgara. Az
altalunk hasznélt médszer a fonon-spektrum kiszamoldsara a DFT (Densitiy Functional Theory-
stiriségfunkciondl elmélet)[13] elméleten alapul, amelyet felhaszndlva egy algoritmus el8szor
kiszdmolja az energia diszperziét, majd a Feynmann—Helmann tétel segitségével kiszdmolja az
els6 derivaltat. Ezt tobbszor megismételve ezekbdl az értékekbd] numerikusan szdmolja a masodik
derivalt matrixot, azaz a fent leirt C matrixot. Ezutén ezt egy altalam irt program ebbdl eldallitja a
C(k) 6x6-0s métrixot, amelynek sajdtértékproblémdjdt megoldjuk. A szamolds sordn a masodik
derivéltak meghatdrozasdhoz sziikséges a celldban 1év6 atomok kitéritése. Annak érdekében, hogy
j6 eredményeket kapjunk a szdmoldst nem egy, hanem tobb elemi celldra érdemes futtatni, amely
jelen szamolas esetében 288 atomos racsot jelent, azaz 144 elemi cellat. A pontos szdmoldsok
érdekében emellett sziikséges figyelembe venni a racs szélét, mivel az itt kiszabott hatarfeltétel
nagyban befolydsolhatja a szdmolas végeredményét. Nagyon nagy racs esetén valaszthatjuk ugy,
hogy a hatdron levé atomok elmozduldsa 0, &m mivel a DFT szdmolas nagyon iddigényes,
az ilyen szdmoldsokat kozepesen sok atomra szokas elvégezni, ekkor célszertibb periodikus
hatarfeltételt védlasztani, azaz a szélen levd atomok ugy viselkednek, mintha a cella mésik szélén
levé atomok a szomszédjaik lennének. Természetesen lehet masképpen meghatdrozott masodik

derivalt métrixszal szdmolni, 4m a tapasztalat azt mutatja, hogy viszonylag pontos értékeket csak

a DFT szdmoldst alapul vevd kédokkal lehet elérni.

DFT elmélet alapjai

A DFT elmélet lényege, hogy az elektronokat gaznak tekintjik és nem a teljes
hulldmfiiggvényt tekintjiik, mivel annak tdroldsa a sok koordindta miatt lehetetlen lenne, hanem

ennek egy integralt alakjat:

3n
n(r) = /Hdri‘P(r,rg,...,r3n)‘P*(r,r2,...,r3,,). (2.2.13)
i=2

Ekkor vessziik azt az allitast, miszerint ezt a rel4ciot lehet invertdlni, azaz létre lehet hozni egy

Y(n| funkcionalt, ezt a funkcionélt behelyettesitve az energia véarhaté értékébe :

E[n] = (¥P[n]|H|¥[n]), (2.2.14)
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o

egy funkciondlt kapunk amit minimalizdlva megkapjuk az alapallapoti energiat és stiriséget, amit
visszahelyettesitve az el6z6 képletbe Gjrakezdjiik a folyamatot. Ezt az iterdcié sorozatot addig
folytatjuk, amig az energia értéke nem véltozik tovdbb, azaz megkapjuk az alapéllapoti energidt
és hullamfiiggvényt. A gond csak annyi, hogy a W[n] funkciondl alakjit nem ismerjiik, csak
egzisztencia tételek vannak a létezésére, de a konkrét alakot nem ismerjiik, igy olyan funkciondlt
haszndlunk, amely jol adja vissza a mért eredményeket. Az eredményhez azonban sokszor sokdig
kell iterdltatni a programot, ami igy hosszu szdmolasi id6t eredményez, azonban a tapasztalatok azt

mutatjak, hogy ennek segitségével nagyon j6 eredményeket kaphatunk szénre [14], ezért elterjedt

modszer és sokszor nevezik ab initio, azaz kisérletb6l szarmazé szamolasnak is.

2.3. Raman-spektrum szamolasanak elmélete

A Raman-spektrum szdmoldsdhoz sziikséges szdmoldsok elméletének tisztdzdsa utdn most
térjiink at magdnak a spektrum a szdmoldsdnak elméletéhez. A szamoldshoz a bevezetésben
leirtaknak megfelel6en negyedrendd id6fiiggé perturbacidészamitast kell elvégezniink €s ebbdl
kapjuk a spektrumot. A Raman-folyamatok kozott két alapvetSen kiilonbozd tipusu folyamatot
kiilonboztetiink meg: az ugynevezett Stokes és anti-Stokes folyamatokat. Stokes folyamat
esetén a rendszer alapdllapotban van, ezt egy foton gerjeszti egy magasabb energidji virtudlis
allapotba, ahol a rendszeren beliil egy folyamat jatszodik le és ezutdn egy foton emittdldsdval
keriil alapallapotba. Ekkor az abszorbdlt és az emittdlt foton kozotti energiakiilonbség hordoz
inform4ciét a rendszeren beliil lezajlott folyamatrdl, ennek fiiggvényében vessziik fel a
spektrumot. Az anti-Stokes folyamat esetén a rendszer egy gerjesztett dllapotdban van, vagy a
termikus fluktudciok miatt, vagy mert egy masik folyamat eredményeképp keriil ilyen allapotba.
Ekkor a beérkez6 foton a Stokes-folyamathoz hasonléan egy virtudlis allapotba 16ki a rendszert,
amelyben valamilyen folyamat jatszodik le és ezutdn egy fotont kibocsatva a kezddallapotnal
alacsonyabb energiaszintre keriill. Ekkor a beérkezd és a kimend foton energidja kozotti
kiilonbség negativ, mig Stokes folyamatokndl pozitiv. A tovabbiakban csak a Stokes-folyamatokat
vizsgaljuk, ugyanakkor érdemes megemliteni, hogy mivel a Stokes és anti-Stokes folyamatok
valdészintségének ardnya erdsen fliigg a hdmérséklettdl, ezért ez a médszer akar a hdmérséklet
meghatdrozdsdra is haszndlhat6[15].

A mi esetiinkben azonban nem erre koncentrdlunk, hanem azokra a folyamatokra, amelyek a
két virtudlis dllapot kozott jatszodnak le. Lathaté fénytartomdnyban valéd vildgitdskor ezeknek
a folyamatoknak az energidja 0.1 eV nagysdgrendd, mig infravords megvilagitdskor 0.001 eV,
vagy anndl kisebb. A lathat6 fénnyel valé gerjesztés esetében jol lathatd, hogy ez az energia
a rezgési, mig infravoros vilagitds esetén a molekuldk forgdsi energiaszintjei gerjeszthetdk, a
Raman-spektrumot, mivel a rezgési tulajdonsdgokat akarjuk megfigyelni a tovabbiakban a lathaté

tartomanyba tartozé fénnyel vald gerjesztések altal kapott spektrumot értjiik.
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A bevezetésben belattuk, hogy ha rezgési tulajdonsdgokat akarunk vizsgalni, akkor nem
elég elsd, mdsod, vagy harmadrendd perturbaciészdmitdst csindlni, mivel ezekben vagy nem
teljesiil az impulzusmegmaradds, vagy nem jon létre eredményeképp fonon. Ezért negyedrendd
perturbdciészamitist végziink, ami megengedi, hogy ne csak egy, hanem két folyamat is
lejatszédhasson a virtudlis dllapotok kozott. Ez azonban felveti azt a kérdést, hogy milyen
folyamatok jatszédhatnak le. Erre kézenfekvd az a vdlasz, hogy nem egy, hanem két fonon
keletkezik egy ilyen gerjesztéskor, melyek impulzusa ellentétes irdnyd, ugyanakkor a tapasztalat
azt mutatja, hogy ezen kiviil keletkeznek fononok egyesével is. Ennek az az oka, hogy a racs
altalaban nem tiszta, hanem valamilyen szinten szennyezett és ezek a szennyez6dések is nagy
szerepet jatszanak a spektrum kialakuldsdban. Ezt igazoltdk tobbszor kisérletileg is a grafén
esetében az ugynevezett D sdv a hibdkrdl kapta a disorder elnevezést, mivel a racshibdkkal
aranyosan nott a csucs intenzitdsa. JOl lathatd, hogy a spektrum szamolasa itt kétfelé szakad,
az ugynevezett egyfononos €s a kétfononos folyamatok szdmoldsara, a tovabbiakban ezeknek
a folyamatoknak a részletes leirdsat ismertetjiik. Azonban, hogy a leirds jol attekinthetd legyen
bevezetjiik az aldbbi jeloléseket:

A valencia sdv hullimfiiggvényére:
K, ) = Wi, (x). 23.1)
A vezetési sav hullamfiiggvényére :
K, 7") = i (1) (232)
Az elektron-foton csatolds operdtordra, keltés (in) és rekombindlddds (out) esetén:
Din,out - (2.3.3)

A hiban val6 sz6rédds operatorara:
Hp. (2.3.4)

Az elektron-fonon csatolds operatorra q kvaziimpulzusd fonon gerjesztése estén a v savban:
Hgy. (2.3.5)
A lézerenergidra, illetve a k kvaziimpulzusu elektron és lyuk energidjara:

g, &, & (2.3.6)

2.3.1. Egyfononos folyamatok leirasa

Az tugynevezett egyfononos folyamatok, mivel sziikséges az elektronok és lyukak

rekombinaléddsdhoz, hogy ugyanolyan kvaziimpulzus-vektorral rendelkezzenek, sziikséges, hogy
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a rdcs ne legyen hibamentes, ugyanis ellenkezd esetben ez nem lehetne lehetséges. Ennek
oka, hogy ha az elektron, vagy a lyuk emittdl, vagy abszorbedl egy fonont, akkor a fonon
kdvziimpulzusa emisszié esetén levonddik, mig abszorbcid esetén hozzdaddédik az eredeti
kvéziimpulzushoz. Az elektron-foton maétrixelem szdmoldsakor ugyanakkor megmutatjuk, hogy
végtelen rdcs esetén csak akkor van 0-t6l kiillonbozd maétrixelem, ha az elektronnak és a
lyuknak a kvéziimpulzusa megegyezik. Mivel ugyanilyen mddon torténik az elektron-lyuk
parkeltés is, azaz kezdetben az elektron és a lyuk kvaziimpulzusa megegyezik, azonban, hogyha
egy q kvaziimpulzusti fonon keltése valamelyik lehetséges fonon savrdl, amelyet jeloljiink v
savindexszel, vagy elnyelés jatszodik le, akkor vagy az elektron vagy a lyuk kvaziimpulzusa
megvaltozik. Azonban, hogyha a racs nem hibamentes, akkor lejatszodhat olyan idealizalt esetben
tokéletesen rugalmas szords, mely sordn az elektron, vagy a lyuk kvaziimpulzusa eltolédik q-
val, ami azt eredményezi, hogy az elektron-lyuk par rekombindl6dhat. Az ilyen folyamatokra
alkalmazhatjuk a negyedrend( perturbaciészamitast, ugyanakkor figyelembe kell venni, hogy nem
csak egy ilyen folyamat lehetséges. Minden folyamat esetén az elsé 1épés a foton elnyelésével egy
elektron-lyuk pér 1étrehozdsa, azaz egy elektron valencia sdvbol a vezetési sdvba vald gerjesztése.
Ezutan lehetséges, hogy az elektron, vagy a lyuk szérédik egy racshibdn, ezutdn valamelyikiik
elnyel, vagy kibocsat egy fonont. El6fordulhat, hogy csak a lyuk, vagy csak az elektron sz6rddik,
illetve 1ép kapcsolatba fononnal, abban az esetben, ha ez az elektronnal torténik meg, akkor
még figyelembe kell venniink, hogy a kézbensd dllapotok nem egyeznek meg, emiatt fiigg attol,
hogy el6bb szérddott-e az elektron, vagy el6bb bocsatott ki fonont. Ennek a két esetnek a
kvantummechanikai amplitiddja és a folyamatok Feynman-diagramja [6] alapjan:

(k, | Doyt |k, *) (k, 7| Hp [k +q, ") (k+ q,7*| AHq v |k, 7*) (k, T*| D;, |k, )

)
(sL—s{f +£{f—thq—i§) (sL—sl’erquel?—thq—i%) <£L—e§ +£{f—i§)

Kl’d —

eel —

Kl _ (k, | Dot |k, ) (k, 7*| AHqv |k — q, ") (k — q, 7*| AHp |k, *) (k, T*| D;, |k, )

ce2 T b3 v e T T_ % T T %
(EL—Ek + g7 —hw_q—zj") (EL—sk_qusk —17“> <8L—8k + &7 —17“>

av ¢ av ¢

2.2. dbra. Az eel és az ee2 folyamat Feynman-diagramja

Ezt hasonldan fel lehet irni azokra az esetekre is, amikor nem az elektron, hanem csak a lyuk vesz

részt kiilonbozd folyamatokban:

(k, | Dot |k, ) (k — q, 7| Hp |k, &) (k, 7| AHq v |k — q, ) (k, 7¥| D;, |k, )

% o n

K =
Y

Tt T v P 1k Tt 4 v P 1k T* T _ il
<8L—8k +£k—hw_q—z2><eL—ek +8k_q—hw_q—12>(£L g +£k—12>

hhl —
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(k, | Dot |k, ) (k+q, 7| AHy v |k, ) (k, 7| Hp [k + q, ) (k, 7¥| D;,, |k, )

(e—&F +ef —navy—i%) (e — e +ef g~ i%) (e — & +ef —i%)

-q\;\ -q\;\

2.3. dbra. Az hhl és az hh2 folyamat Feynman-diagramja

pd _
K =

Ezek az esetek lefedik azokat a folyamatokat, amikor egy k kvdziimpulzusd elektron-lyuk
parkeltése utan ugyanilyen kvdziimpulzussal rekombindlédnak. Ugyanakkor olyan folyamatok is
lehetségesek, amikor az eredetitdl eltéré kvaziimpulzusd elektron-lyuk péar rekombinédlédik. Ez
ugy valdsulhat meg, ha példdul az elektron el6szor szorddik egy hiban, majd a lyuk egy fononnal
val6 kolcsonhatdssal az elektron utdn szorddik és ezaltal az ugyanolyan kvaziimpulzusd par
rekombinalédik egy fotont kibocsatva. Figyelembevéve, hogy az utdnszérédds mind elektronnal,
mind lyukkal el6fordulhat, illetve észrevéve, hogy itt is kiillon folyamatnak tekintend6 a

felcserélése a folyamatok sorrendjének, igy 4 folyamatrdl beszéliink, ezeknek az amplitidéi [6]

alapjan:
Kpd o <k+q77r|D0ut |k+q77r*> <k>7T|HD |k+q77r> <k+q77r*| AHq,v |k> 7T*> <k77r*|Din |k77r>
hl - k. k . * . ’
e (gL—slerque@q—hcqu—i%) (eL—elﬁqus(f—thq—z%) (sL—s{f +£{f—z§)
K (k—q,7| Dy |k —q,7*) (k, | AHg v |k — q,7) (k —q, 7| Hp |k, n*) (k, 7| Di, | K, )
h2_— * ok * :
T (a0l i) (g 6 —hoty — i) (e -6 +ef - i)
-q‘)/% ?%:
: -q\;\
2.4. dbra. Az ehl és az eh2 folyamat Feynman-diagramja
Kl (k—qn|Dyy |k —qr*) (k—q,7*| Hp |k, 7*) (k, | AHy v |k — q, 7) (k,*| D;, |k, T)
hel — . ) * . + . ’
‘ (eL—el’ffq+elf7q—ha)Xq—z§) <SL—8£ +e§7q—hw3q—z§) <SL—8£ +£{f—z§)
Kpd _ <k+qv7r’D0Lll \k+q,7r*> <k+q7n*’AHq7V ’k7 77:*> <k77r’HD ]k+q,77:> <k,7t*’D,-n ‘k,ﬂ:>
he2 = N _ R . : A\
‘ (eL—£f+q+elf+q—ha)Xq—z§) <SL—ef+q+£{f—thq—z§) (eL—el’f +£{f—z§)

Ezen 8 folyamat alkotja az egyfononos folyamatok Osszességét, azonban most csak ezek
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i ?f _qv 11
—q\\)\\ :

2.5. abra. A hel és a he2 folyamat Feynman-diagramja

amplitdddit adtuk meg, ezeket Osszegezni kell az Osszes lehetséges kvédziimpulzusra, hogy az
Osszes lehetséges kozbensd dllapotra 6sszegezziink, ezzel a késébbiekben foglalkozunk.

Jol lathatéan megjelentek az energianevez6kben a szakirodalomban elektronikus savszélességnek
nevezett Y értékek. Ezek azért keriilnek ide, mivel az dllapotok élettartalma véges. Emellett jol
lathatd, hogy ez az érték fiigg k-tdl is, 4m ezt a tovdbbiakban elhanyagoljuk és helyette [6] alapjan

a megvildgito 1ézer energidjaval paraméterezziik :

=1 =% = (18.88¢ +6.802¢} )meV (2.3.7)
k k 1

2.3.2. Kétfononos folyamatok leirasa

Amennyiben tiszta, hibamentes racsot tekintiink a fenti folyamatok nem adnak jarulékot és
csak kétfononos folyamatok jatszodhatnak le, de itt el6fordulhat, hogy a két fonon, nem azonos
sdvindex, emiatt a kés6bbiekben minden sdvindex-pdrra el kell végezni az dsszegzést, ezeket az
indexeket v-vel és p-vel jeloljiik. A fenti esethez hasonldan itt is lehetséges, hogy csak az elektron,
vagy csak a lyuk hat kélcson fononokkal, ebben az esetben a két fonon kvaziimpulzusa egymads
-1 szerese kell, hogy legyen, hogy teljesiiljon a kvaziimpulzus-megmaradds, ezen folyamatok
amplitiddja [6] alapjan:

(K, 7| Doy |k, *) (k, " | AH_q ;s |k + q, ") (k4 q, 7" | AHq v |k, %) (k, 7| D;, |k, 70)

K = :
“ (sL — & +ef —hoY —hoy — z%) (sL — &l T E Mo~ z%) (sL —gf ¢ — z%)
KPP — (k, | Dot |k, w*) (k, w*| AHg,v |k — q, ") (k — q, T*| AH_q ;s |k, 7*) (k, 7| D;y, | K, 7T)

o 7 n

ee2 N . " . * . ’
(sL— ey +&f —hw¥, —hog — 17") (sL—sl’f_quelf — hwy — 17"> (sL—s{f +&f — 17">

vy Ak v au 7 -qv 4

2.6. dbra. Az eel és az ee2 folyamat Feynman-diagramja

(k, | Dot |k, ) (k — q, | AH_q s |k, ) (k, 7| AHg v |k — q, ) (k, T¥| D;,, |k, T)

PP _
Khhl_ e —8”*4—8”—7;10)‘/ —hw“—'ﬁ € —g”*—|—g” —h(l)v _i € —Sﬂ*—i—gﬂ—.ﬁ
L~ & k —q ) L & k—q —q 13 L— & k 12

y
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(k, | Dot |k, ) (k+q, | AHg v |k, 7r) (k, 7| AH_q ;s [k + q, ) (k, T¥| D;, |k, T)

<€L — g7 + &7 —ho' —hoy — z%) <£L —&f +ef,  —hoy — zg) (SL —gF +¢gf— z@)

Ay auy ary -avy

2.7. dbra. A hhl és a hh2 folyamat Feynman-diagramja

Azonban az is lehetséges, hogy az elektron €s a lyuk is egy fononnal hat csak kodlcson, ez hasonld

az egyfononos folyamatok esetén az utdnszorédashoz, ezeknek az amplitidéi [6] alapjan:

KPP — (k+q,7|Dou [k +q,7%) (k, T| AH g s [k +q, ) (k+q,7*| AHy v [k, *) (k, | Diy, [k, 70)

hl T « X . « . ’
e (gL — &7 T &~ hwYy —hog — z%) (sL — &gt & —holy— z@) (eL —&F +gf— zg)
KPP (k—q,7| Doy |k —q, %) (k,m|AHy v |k — q,7) (k — q, 7" | AH_q ; |k, %) (k, 7| Dj, |k, 70)
=" N - _ - -
‘ (eL — gl el —hoY —hoy — zg) <£L — gl e —hog — z%) <£L —&F gl - z%)
-qv A au 7
qﬁ\ —qv\‘\
2.8. dbra. Az ehl és az eh2 folyamat Feynman-diagramja
KPP — (k—q,7| Doy [k —q,7*) (k —q, 7| AH_q ;, |k, ") (k, | AHg v |k — q, ) (k, 7| Diy, K, 70)
hel — . ) . . x . ’
he (eL — &t &0y — hog — z%) <£L —& e —hol - z%) (eL —&f +&f — z@)
K _ (k+q,7| Doy |k +q,7*) (k+q, 7| AHg v |k, ") (k, | AH_q , [k + qd, ) (k, T*| Djy, |k, 7r)
he2 =

(eL—efjrq+sf+q —hoY, —hog — z%) <£L—elf* +gf  —hoty - z%) (eL—el’f* +&f— z%)

au y -qu A

_q‘,\\x q l‘\\x

2.9. dbra. A hel és a he2 folyamat Feynman-diagramja
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Most, hogy ismerjiik az egy és kétfononos folyamatok kvantummechanika amplitidéit, ki tudjuk
szdmolni az dtmeneti valdszintiségeket, azaz az elméleti Raman-spektrumot, a kdvetkezd részben

ezt tisztazzuk.

2.3.3. Intenzitasok szamolasa

Az intenzitisok kiszdmitdsdhoz el kell Kkiiloniteni a virtudlis, azaz az egymastol
megkiilonboztethetetlen allapotok, illetve a valddi dllapotokat az dsszegzéskor, mivel ezeket nem
ugyanolyan moédon kell 6sszegezni. A kvantummechanikdbdl tudjuk, hogy virtudlis 4llapotok
esetén az amplitidokat kell 6sszegezni €s az igy kapott érték abszolutértéke a valdszinliség, mig a
valddi allapotok esetén a valoszintiségeket kell 0sszegezni. Jelen esetben az egy és kétfononos
folyamatok jol elkiilonithetSk, azaz ezekre kiilon elvégezhetSk az Osszegzések és a spektrum
ennek a két részosszegnek az Osszege lesz. Ezen feliil jol megkiilonboztethetéek a kiilonbozo
savindexi és frekvencidji fononok, azaz a kiilonboz6 savindexhez és (-hoz tartozé fononokra is
elég a valoszinlségeket Osszegezni. Ugyanakkor azt, hogy a gerjesztett elektron-lyuk par milyen
k kvaziimpulzussal rendelkezett a folyamat végén nem tudjuk meghatdrozni, az informdcié elvész
a rekombindlédés sordn, azaz ezek az dllapotok virtudlis dllapotok, azaz ezekre az dllapotokra az
amplitdddk osszegét kell venni. Ekkor felléphet olyan destruktiv jellegli interferencia a kiilonb6z6
k-val val6 folyamatok esetén, ami egyes cstcsok eltinését, vagy konstruktiv interferencia esetén
csucsok felerdsodését eredményezheti. A fentiek alapjan definidlhatunk egy a k-t61 mar nem fiiggé

mennyiséget az egy és kétfononos folyamatokra [6] alapjan:

2
1
pd pd
IV =Np ﬁkaiKi (k,q,v) (2.3.8)
Abhol Ny a k pontok szdma, Np pedig a hibdk szdma.

: 2

= N ;K{”’(k,q, v, (2.3.9)
N

ahol az i index a fentebb targyalt lehetséges folyamatokra valé 6sszegzést jelenti. Ezutan mar
csak ezeknek a valészinlségeknek az Osszegét kell kiszamolni, amit egyszerien megtehetiink,
ugyanakkor nekiink a bemend és a kijovd fény frekvencidjanak kiilonbségének fiiggvényében
van sziikségiink az dtmenetek valdszintiségére, ezért felhaszndlva a Fermi-féle aranyszabdlyt a
kovetkez6t kapjuk a spektrumra az @ = @y, — wy; fliggvényében [6] alapjan:

10) = i T 061 —0,(a) ~hon(a)— 0)(n(a"y) + 1) (n(0f) + 1)+
q u,v.q

1
ﬁ Zl\l/idq(s(gl - th(q) - (l))(n((l)zq) + 1)’
q v.q

ahol N, a q pontok szdma, n(®”,) a Bose-Einstein statisztika a megfelel6 fonon frekvencidra és

0(x) idedlis esetben Dirac-féle deltafiiggvény, ugyanakkor mivel nem tokéletes a rendszer, példdul
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a lézer sem lehet teljesen monokromatikus, vagy a beérkezd szort fotonok energidjat sem lehet
pontosan meghatdrozni, ezért ezt egy dlland6 félértékszélességli (sem -t6l, sem a sdvindextdl
nem fiiggd) Lorentz-gorbének vettiikk. Most, hogy mér ismerjiik a Raman-spektrum szdmoldsanak
alapjait konnyen megérthetéek azok a szdmoldsok, melyekben a matrixelemeket 1-nek vessziik,
amellyel igy mdr lehet szdmoldsokat futtatni, ezeknek az eredményét a 3.1-es és 3.2-es fejezetben
kozoljiik, ugyanakkor ezekbdl jol 14thatd, hogy a pontos szdmoldshoz és a kvantuminterferencia

megfigyeléséhez sziikséges a matrixelemek meghatirozésa.

2.4. Matrixelemek szamolasa

A kovetkez6 részben a Raman-spektrum pontos szdmoldsdhoz és ezdltal a
kvantuminterferencia megfigyeléséhez nélkiilonozhetetlen matrixelemek kiszamitdsanak elméleti

alapjait vezetjiik be és adunk médszert azoknak a kiszamitasahoz.

2.4.1. Foton-elektron matrixelem

A Raman folyamatok elsd 1épése mindig egy elektron-lyuk par keltése egy fotonnal, a
kovetkezdkben ezt a matrixelemet szdmitjuk ki egyszerli kvantummechanikai alapokra épitve.
A konkrét matrixelem kiszdmoldsdhoz ismerniink kell az Ggynevezett dipdl kozelitést, amelyet

a kovetkezSben roviden targyalunk.

Dipol kozelités
Tekintsiik az aldbbi toltott részecskére vonatkoz6 Schrodinger egyenletet:

1

5 (B—eA(r.0) Yy + V()Y =Ey, 2.4.1)

ahol P az impulzus-operétor, A(r,#) pedig a magneses vektorpotencidl. Mivel a vektorpotencidl

¢és az impulzus-operdtor nem felcserélhetd, ezért a négyzetre emelésnél koriiltekintSen eljarva a

kovetkezot kapjuk:
p’ (/Ss ¢ {D,A(r,t) }y+ ¢ Azw—i— Vir)y =E 24.2)
2m 2m A 2m v v, o

ahol az antikommutdtor értéke:
R h R h h
P, A1)}y = —2-AVY +[p,A(r1)]y = —2-AVy + —(VA)y. (24.3)
Ugyanakkor, ha Coulomb mértéket hasznilunk, azaz megkoveteljik, hogy VA = 0 és

elhanyagoljuk 2.4.2-ben az A%-es tagot, akkor a kovetkezd egyenletet kapjuk :

p? ihe
—y+—A(r,)Vy+V(r)y =Ey. (2.4.4)
2m m
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o

Jol lathato, hogy ez a toltetlen részecskére vonatkozo Schrodinger-egyenlet egy id6tdl fiiggd taggal
kiegészitve. Amennyiben elektronrdl beszéliink, akkor az id6fiiggd tag sokkal kisebb a tobbi
taghoz képest, ezdltal kezelhet6 perturbacidként. A perturbdciészamitds elvégzéséhez azonban
sziikséges A konkrét alakja. Amennyiben fénnyel val6 gerjesztést vizsgalunk, akkor érdemes egy
1d6to] és tértdl periodikusan fliggd sikhulldmot véalasztani, ezt [16] alapjéan a térfiiggd komponenst
levélasztva kovetkez6nek véalasztjuk:

—i |1

Alt) = — ) —eTOp 2.4.5
(t) o\ &’ ; (2.4.5)

ahol P a fény polarizdcidés vektora, @ a fény frekvencidja, / a fény intenzitdsa, & a vakuum
dielektromos dllandéja, ¢ pedig a fénysebesség.

Ez alapjan a kezd6 és végallapot kozotti matrixelem altaldnosan, bevezetve a hullamfiiggvények
k fliggését:

My g) = ) A0V [y k). 246

Ide behelyettesitve az dltalunk vélasztott vektorpoten01alt [16] alapjan konnyen belathatd, hogy az
atmenet matrixeleme:

eh I
Mg (kiskp) = 2 e OO (k)| V (k) P (2.4.7)

ma@

Itt bevezethetjiik az dgynevezett atmeneti dip6lvektort, melynek definiciéja:

Dy = (yr(ks)|V]i(ki)) . (2.4.8)

A tovédbbiakban ennek a vektornak a kiszamitasdval foglalkozunk, mivel ezen kiviil gyakorlatilag
a problémat megoldottuk és ennek ismeretében a matrixelem a fentieket ismerve konnyen

szamolhato.

Gerjesztés grafénben

A tovédbbiakban elhanyagoljuk ennek a vektornak a z irdnyd komponensét, mivel a
megvildgitast altalaban feliilrél alkalmazzak, illetve a szakirodalomban is olvashaté [16], hogy
a z komponens értéke 0, amelyet mi is ellendriztiink. A grafénben val6 gerjesztéshez ki kell
szamolni a fentebb definidlt dip6lvektort, amihez be kell illeszteni a (2.4.8) egyenletbe grafén

hullamfiiggvényére kapott képletet:

sz

Vi (T \er I(cha + chds), (2.4.9)

ahol A és B jeloli a két atomot az elemi celldban. Ezt beillesztve a kovetkezd képletet kapjuk a
dipdlvektorra adott k; kezdd €s ks kvaziimpulzusvektoru végéllapot kozott :

1 kR: —ik:R. X %

& L e Rie MRy (clich (95| V [9a) + el (0a]V08))- (2.4.10)

N ~
JsJ

D=
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Itt jol lathat, hogy hidnyzik az azonos atomok palydi kozotti tag, ennek oka, hogy egyszer(
derivdldssal megkaphatd, hogy a p, palydk derivéltja fiigg ¢ polirszog egy szogfiiggvényétdl,
amelyet egy teljes periddusra integrdlva O-t kapunk. A tovdbblépéshez vegyiik figyelembe,
hogy béarmely récsvektor felirhato két masik racsvektor Osszegeként, azaz: Ry = R; + R, ezt
behelyettesitve az el6z6 egyenletbe a j-re vald Osszegzést a kovetkezSre lehet visszavezetni
végtelen nagy racs esetén:

%;eﬂkf—“fﬂ‘f = 5(k; — kp). (2.4.11)

Ez azt jelenti, hogy gerjesztés és kibocsatds is csak azonos k vektord dllapotok kozott lehetséges,
ezért elég numerikusan kiszdmolni minden olyan k-ra, amelyre a kés&bbiekben integralni
szeretnénk, ami nagyban leroviditi a szdmolasi id6t. Ezt behelyettesitve a (2.4.10) egyenletbe a

dipolvektorra a kovetkez6t kapjuk, felhasznélva [16]-t:
Dy =} (ch (K)ep (k) (0] V [94) + ch(k)ey” (k) (0] V |95)). (24.12)
n

Az utolsé feladat a szamolds elvégzéséhez, hogy kiszamoljuk a (¢4| V |¢g) vektort. Errdl konnyen
beldthatd, hogy ardnyos lesz a két atomot 6sszekotd r’ vektorral, hossza pedig csak a két atom
tavolsagatdl fiigg, illetve valés. Az integralt kiszdmitva és a fenti Osszegzést elvégezve pedig
megkapjuk a gerjesztést azaz egy elektron valencia savbol a vezetési savba vald gerjesztés és a
kibocsétds, azaz a vezetési savbdl a valencia sdvba érkezés dip6lvektorat, amelyet felhaszndlva

megkapjuk a sziikséges matrixelemeket:
M i< —. (2.4.13)

Ugyanakkor ahhoz, hogy a szadmolds eredménye j6l szemléltethetd és ezaltal konnyen
ellendrizhet6 legyen definidljuk a kovetkezd, a szakirodalomban oszcilldtor er6sségnek nevezett
mennyiséget:

O(k) =V Dch:w (2414)

ahol D, a gerjesztéskor haszndlatos dipdlvektort jeloli, emellett dbrdzolhaté a normalt

dipdlvektorok irdnya is, ezeket az dbrdkat tartalmazza a 2.10 dbra.

2.4.2. Elektron-fonon matrixelem

A Raman-spektrumban minden esetben legalabb egy fonon keletkezik, vagy nyel6dik el, ezért
fontos meghatarozni az elektronok és a fononok kozotti csatolds (szaknyelvben electron-phonon
coupling) operdtorat és kiszdmitani annak matrixelemeit a megfeleld kezd6 és végéllapot kozott.
A kovetkezdben ennek a levezetését mutatjuk be, amely sordn nagyban tdmaszkodtunk [16] és
[17]-ra.

A szdmolas sordan felhaszndljuk a jol ismert Born—Oppenheimer-kozelitést, miszerint az

atommagok sokkal lassabban mozognak az elektronokndl, emiatt elég megoldani 4ll6 magok
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2.10. dbra. Normadlt dipdlvektorok és az oszcillatorer6sség grafénben

esetén a Schrodinger egyenletet az elektronokra, majd a magok mozgdsit az elektronok
hulldmfiiggvényének ismeretében egy effektiv potencidlban oldjuk meg, ennek részletes leirdsa
megtaldlhaté [7]-ben. Rezgések esetén azonban a magok mozgdsat is figyelembe kell venni a
megolddsndl, ezt kis amplitidok esetén [17] alapjdn az aldbbi potencidllal tudjuk figyelembe

venni:
N-1 6

or,)==Y Y Y Y AY(q)Vv(r—RE)SY(RS,q)e= @, (2.4.15)
j=00=ABv=I1 q

Itt j a racsban taldlhat6é atomokra, ¢ az elemi celldban levé két nem ekvivalens atomra, mig v
a fonon sdvindexekre valé Osszegzést jelenti, illetve p az abszorpcié (+), illetve emisszié (—
—) kozott tesz kiilonbséget. Emellett bevezetjiik Ag -t a rezgés amplitiddjara, v az tgynevezett
atomi deformadcids potencidl,®, a rezgés frekvencidja, S pedig a fentebb mar bevezetett fonon
sajatmoédus.

Miel6tt tovabblépiink foglalkozzunk a rezgés amplitidéjaval, ugyanis a sz€ls6 helyzetben a
teljes energia potencidlis energia lesz, azaz k(A;)2 /2 = hawy, ahol k = mo? rugdillands, ebbdl

megkaphaté az amplitid6 [16] alapjan:

2hNy(q)
AV = —P L 2.4.16
>\ o @ Ao

ahol m a szénatom tomege, Ny (q) a v mddusi fononok szdma, ez fiigg a h6mérséklettsl €s attdl,

hogy abszorpciérdl, vagy emissziordl van szd, a Bose-Einstein-statisztika alapjin:

1
s = 2.4.17)
absz h ’ (
exp ((;;VB—(;‘)> -1
1
Ny, =1+ (2.4.18)

haoy(q

exp< ToT )—1

=
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Ezutan konnyen felirhatjuk az adott kezdd és végdllapot kozotti maétrixelemet egy q
kvéziimpulzust fonon abszorpcidjdra, illetve emisszidjdra:

_ N-1 6 . ,
M kpk) ==Y Y Y (Wi A (@) VV(r — RE)SY (RS, q) [ Vi) - (2.4.19)

j=0 0=A,Bv=1

Ide behelyettesitve a grafén elektronjara vonatkoz6 hullamfiiggvény 2.4.9-ben szerepld alakjat,
akkor [16] alapjdn belathatd, hogy az dtmenet matrixeleme:
A (ki) = = Y AR(@)e] (kp)el (ki) exp(inf ki) exp(—irf k)8 (@)mp(xf xf).
e (2.4.20)
ahol 5,5, 0 a két nem ekvivalens atomra val6 Osszegzést jelenti egy elemi cellan beliil, mig [,1’ az
elemi celldkra valé 0sszegzést jelenti, illetve
rdy jeloli a o atomot az [-ik elemi celldban taldlhaté s atommal Osszekotd vektort emellett

bevezettiik az igynevezett atomi deformacids vektort:

p(rpy,rp) /d) —rpy)Vv(r)¢(r —rf)dr. (2.4.21)

Ennek kiszdmitdsdnak levezetésével itt részletesen nem foglalkozunk, ugyanakkor a deformécids
potencidl és a hulldimfiiggvény Gauss-gorbékkel val6 kifejtésével az integrdl elvégezhetd, ezt egy
program segitségével végeztiik el a [16]-ban leirtak alapjan. Ugyanakkor érdemes észrevenni,
hogy ha az 6sszegzést egy A tipusu atom koriil felvett szimmetrikus cellara végezziik el, akkor ezt
a cellat az A atomra titkrozve egy B tipusi atom koré felvett cellat kapunk. Ha ez mellé figyelembe

vessziik a [16]-ban leirt képletet:
mp(ryy,ry) = —mp(—rpy,—rp), (2.4.22)

akkor az Osszegzés sordn a o-ra vald Osszegzést megoldhatjuk egyszer(ibben, tgy, hogy az
exponensek komplex konjugdltjdnak -1-szeresével szorozzuk a tobbi értéket, igy memoridt és

szdmoldasi 1d6t takaritva meg.

2.4.3. Hiban val6 szorodas matrixeleme

Lattuk, hogy tobb olyan folyamat is lehetséges, ahol az elektron, vagy a lyuk szérédik egy
hibdn és igy egy fononnal valé kdlcsonhatds utdn rekombindlédhatnak. Harom kiilonb6z6 tipusd
hibat vesziink figyelembe [6] alapjan: on-site-hibat, hopping-hibét és Coulomb-hibat.

Az on-site hiba esetén az egyik atomnak a rdcsban megvaltozik az energiasdvszerkezet
szamoldsakor felléps egyik paraméter Vj-al,amellyel példdaul egy szén atomhoz kotott

hidrogénatomot tudunk modellezni, ennek a matrixeleme [6] alapjan:

0 Vo

(Wi Von [ Wiy f) = =5~ (2.4.23)
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A hopping-hiba esetén két elsé szomszéd atom kozotti hopping-paraméter véltozik meg O1;-¢l,
ezzel barmilyen olyan véltozast tudunk figyelembe venni, amely megvaltoztatja a szén-szén kotést
a grafénben, ennek matrixeleme:

5t

5 (D" (kp)e BRI L (ke MR, (2.4.24)

<1Ijk,-7i‘ Vhopp "kavf> -

ahol ®(k) = c§/cq, ahol ¢, c§ a vezetési sdvban levs hullimfiiggvény egyiitthat6i.
Végiil pedig a Coulomb-hibat tgy vessziik, mintha egy elemi toltés lenne h tdvolsdgra a grafén
racst6l, ami megfeleltethet6, hogy egy ion, vagy egy negativ toltésti molekula van a grafén sik

folott, ennek a matrixeleme:

¢ g expllky—ki+G)

1 i(k; — ki + G)R )@ (k) P(k;),

(2.4.25)

ahol G egy reciprok-ricsvektor, k a kornyezet dielektromos dallanddja, Ag a cella teriilete

(Yic,.il Veour | Wi, » ) =

és a matrixelemeket [6] alapjan vettiik. Ugyanakkor [6] alapjan az utolsé két hiba jaruléka

elhanyagolhat6, és ennek megfeleléen mi is csak az elsé matrixelemet vettiik figyelembe.
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3. fejezet

Eredmények

A kovetkezd fejezetben attekintjiilk azokat a konkrét szdmoldsokat, amelyeket az el6zd
fejezetben leirt elmélet alapjan numerikusan végeztiink el. Ennek keretein beliil attekintiink
tobb kozelitést, hogy ezdltal demonstrdljuk a kvantuminterferencia szerepét a grafén Raman-

spektrumanak kialakuldsaban.

3.1. Konstans matrixelem kozelités

Az egyik legegyszeriibb kozelitésnek szamit az az eset, amikor nem szamoljuk ki az allapotok
kozotti matrixelemeket €s azokat egységnyinek feltételezve szamoljuk ki a spektrumot. Ennél még
egyszerlibb modell, hogyha az energia €s a fononspektrumot sem szamoljuk ki, helyette egyszert
fuggvényekkel kozelitjiik Sket, ezek a parametrizalt relaciok. Emellett 1étezik olyan kozelités is,
melynek sordn elhanyagoljuk a fononok energidjat az energianevezdkben, de ezt a kozelitést mi
nem szdmoljuk, mivel nagyon durva kozelitésnek szadmit, melynél jobb kozelitések is egyszertien

szamolhatok.

3.1.1. Paraméterezett relaciokkal valo kozelités

A paraméterezett relaciokkal val6 szdmolaskor fontos, hogy tudjuk, hogy milyen fonon
gerjesztéseket szeretnénk vizsgdlni illetve, hogy milyen k vektord pontok kornyezetében
szeretnénk vizsgélni a gerjesztéseket.

Annak a fononsdvnak kivdlasztasat, amelyen vizsgdlni szeretnénk a gerjesztéseket
legegyszertibben szimmetria-analizissel tehetjiik meg. Ennek lényege, hogy a rdcs szimmetridit
felirhatjuk egy csoporttal, amelynek irreducibilis dbrazoldsait tekintve az dbrdzoldsok karaktereire
vonatkoz6 ortogonalitdsi reldciok segitségével kiredukdlhatok a Raman aktiv fononsdvok. A
grafén esetében ismert, hogy két olyan fononsdv van, amely szimmetria analizis alapjan jarulékot
adhat a Raman-spektrumba, ezek az LO és a TO savok. Az LO sdv, azaz a longitudindlis

optikai sdv olyan, melyben az atomok a rics sikjan beliil (in-plane médus) rezegnek a rezgés

29
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terjedési irdnydra merdlegesen, ezt jeloli a longitudindlis megnevezés, mig az optikai jelzé a
rezgés frekvencidjara utal, amely a Brillouin-zéna kdzepén sem nulla, ellentétben az akusztikus
sdvokra, amelyek esetén a frekvencia 0 az origéban, masnéven a I" pontban. A szdmoldsok
azt mutatjdk, hogy ez a sdv nagy mértékben a K pont kornyékén ad jarulékot, amelynek
kornyékén a sdv frekvencidjanak k fiiggése jol kozelithetd paraboldval, amit ki is haszndlunk
a paraméterezés soran. A TO sdvban, azaz a transzverzalis optikai sdvban val6 gerjesztések a
pontosabb szdmoldsok alapjan a D’ sdvba adnak jarulékot, és a gerjesztés a I" pont koriil megy
végbe. Azonban a G sav elsérendd folyamat eredménye, amelyet most nem vesziink figyelembe,
ezért ennek a szamoldsaval most nem foglalkozunk. Tehat csak az LO savot vessziik figyelembe
a spektrum szdmoldsandl, ennek paraméterezésére pedig felhasznaljuk a szamolt diszperzids
relaciokat, erre felhaszndljuk, hogy a K pont kérnyékén a frekvencia spektrum jol kozelithetd
parabolaval. fgy a szdmolt spektrumra kézileg illesztettiik a spektrumot, ennek eredménye a
kovetkezd paraméterezés:

®(q) = 0,067- (g5 +4;) +0,168, (3.1.1)

ahol a frekvencia az egyszer(iség kedvéért elektronvoltban értendd, hogy ne legyen a késébbiekben
gond az energidkkal valé dsszeaddssal.

A fonon-spektrum paraméterezésén kiviil fontos, hogy megfeleléen paraméterezziik az energia
diszperziét. Szerencsére a K pont kornyékén az energia diszperzié konnyen paraméterezhetd,
mivel ennek kodzelében a tdvolsdggal ardnyosan novekszik az energia, ezt a viselkedést nevezziik

Dirac-kipoknak. A paraméterezéshez felhasznéljuk a szakirodalomban ismert szoros kotést (tight

binding) kozelités energia diszperziot:

k k ky
e(k) = i?’\/l +4cos? %a +4cos 2 cos Via (3.1.2)

2 27
ahol + a vezetési, - a valencia sdv energiajat jeloli, a a grafén racsvektoranak hossza, y pedig
2,5eV értékd hopping integral, melyet mas pontosabb elméleti szdmoldsokhoz valé illesztésbdl
lehet megkapni.

Ezt a K pont kérnyékén sorba fejtve kapjuk meg a kip paraméterezését:

e(k) = £7,5\/k2 + k2. (3.1.3)

Itt az el6z6 esetben az energia értéke elektronvoltban értendd, igy dolgozhatunk a szdmolds sordn
n =1 egységrendszerben.

A szamolast elvégz6 program minden folyamatra a sziikséges k-ra és (-ra kiszdmolja az elektron
és fonon spektrumot a fenti paraméterezéssel. Ezutan ezekbdl kiszamolja az Osszes folyamat
amplitiddjat a matrixelemeket egységnek tekintve. Ezeket az amplitidokat felosszegezve az
Osszes k-ra az adatokat elmenti, ezutdn ezen szamok abszolit értékét felhaszndlva elvégzi az

0sszegzést minden q-ra megkapjuk a kijovo fotonok gyakorisdganak eloszlasat w fiiggvényében.
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Az eloszlast végiil cm ~'-ben kapjuk meg a bemend és a kijové fény frekvencidjanak
kiilonbségének fiiggvényében a spektrum maximumat 1-nek véve. A szdmolasokat 4 (1/A)) sugard
korre egy 1500 x 1500-as k racsra és egy 500 x 500-as q racsra futtattuk le tobb 1ézer energiara
1.8 —2.6eV tartomadnyban 0.2eV-ként.

A kozelitést felhaszndlva tobb dolgot is meg akarunk figyelni, egyrészt a D és 2D sdvok helyét
és alakjit, masrészt azt a szakirodalomban ismert jelenséget, mely szerint ez a D és a 2D sdv a
1ézer energidjat véltoztatva elcstszik koriilbeliil 50 cm ~'-el a D sdv és 100 cm1~'-el a 2D sdv
elektronvoltonként. Ezen jelenségek megfigyelése azért fontos, mert ezaltal lathatéva valik, hogy
egy ilyen egyszeri modellel is jol kozelithet6 a bonyolultabb szamoldsok eredménye, ugyanakkor
ez a modell nem mond semmit a kvantuminterferenciardl és annak hatdasardl a spektrumban, mivel
barmilyen q-ji fonon ugyanakkora valészintiséggel keletkezik, emellett barmilyen k-ji elektron
lyuk par azonos valészintiséggel keletkezik a fény polarizaciéjatdl fiiggetleniil.

A szamoldsok eredményét mutatja a 3.1 dbra mutatja 1,6 eV-0s,2,0 eV-os és 2.4 eV-os
l1ézerenergidkra. Ezutdn a D és a 2D csucsokra minden energidn Gauss-gorbét illesztettiink és igy
hatdroztuk meg a cstcsok pontos pozicidjat és a maximum helyének hibdjat. Ezutdn az energia-
maximumbhely pontokra egyenest illesztve a D sav eltoléddsra 43,815 cm ~! /eV-ot, mig a 2D sév
eltoléddsara 85,795 cm ~! /eV-ot kaptunk, ami j6l lathatéan egyezik a komplikéltabb modellek és
a kisérletek dltal kapott szdmokkal.

A kozelités tehat jonak mutatkozik a sdvok helyének, eltoléddsdnak és alakjidnak tekintetében,
ugyanakkor nem mond semmit az intenzitasokrdl, illetve a tobbi a kisérleti Raman-spektrumban

megfigyelhetd csticsrol, ezért bonyolultabb kozelitésekkel szamolunk.

3.1.2. Valodi relaciokkal valé szamolas

P

A paraméterezett reldciokkal valé szdmolds utdn térjiink 4t az el6z6 fejezetben taglalt
elmélet altal szdmolt eredményekkel val6é szdmoldsra. Ez a kozelités pontosabb, mivel a reldciok
rdcsperiodikusak, ezdltal elég az integraldst a racs Brillouin-zoéndjdra kiintegrdlni a spektrumokat,
mivel egy reciprok racsvektorral eltolva a rendszert nem valtozik meg sem a fonon, sem az energia
spektrum. Ezzel ellentétben ez a kozelités rosszabb az el6z6nél abban a tekintetben, hogy minden
sav jarulékat figyelembe veszi €s emiatt sok cstcs jelenik meg, amelyek a szimmetria analizis
sordn kiesnek és nem lesznek Raman aktivak.

A szamolt reldcidkat, mivel a Raman-spektrumokat tobbszor is kiszamoljuk kiilonb6z6
paraméterekre, ezért kiilon szamoljuk Gket €s a spektrumot szamol6 program kiilon fajlbol olvassa
be az adatokat. Azonban a reldciok kiszamoldsakor megadjuk azokat a k pontokat, amelyekre
szamoljuk a reldciokat, ugyanakkor a Raman-spektrum szdmolé program sok k' pontra nagyon
nagy futési idGvel szdmol, ezért beépitettem egy olyan algoritmust, amely megkeresi az adott k’

ponthoz legkozelebb levs k pontot és ezeket felhaszndlva kapjuk meg az adott k’-hoz tartozo

energia, vagy frekvencia értéket.
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3.2. dbra. Raman-spektrum konstans matrixelem kozelitésben és a keletkezett fononok eloszlasa a

K pont kornyékén

A szamolast 1680 x 1680 k pontra és 480 x 480 q pontra végeztiik el a Brillouin zéndban
2,4 eV-os lézer energidra. A szdmoldst csak azért végezziik el egy lézer energidra, mert az
eredményt csak a teljes szdmoldssal valé 0sszevetésre haszndljuk, hogy ezdltal figyelhessiik meg
a kvantuminterferenciat. A kvantuminterferencia itt azért nem jelenik meg, mivel az el6z6 esethez
hasonléan konstans matrixelemekkel dolgozunk és emiatt minden folyamatnak ugyanakkora a
valészintsége. Azonban, hogy meg tudjuk figyelni a kvantuminterferencidt nem csak a spektrumot
vessziik fel, hanem a q kvaziimpulzust fononok keletkezési gyakorisaganak eloszlasat is:

1 1
I(q) = &~ Y 13 6(e — hay(q) — hoy(q) — @) + N Y 1%8(e—hoy(q) — w).  (3.1.4)

q u,v,o qv,0

Ebben a kozelitésben ennek az eloszldsnak azok a pontok, amelyek jelentds jarulékot adnak
a Raman-spektrumba jol l4thatéan két Osszefiiggd részre oszthatdak, egy a K pont kornyéki,
az izoenergids vonalak mentén, illetve a I' pont koriil kor alakban elrendez6d6 pontok mentén
helyezkedik el. Ennek az eloszldsnak a kontdrozott 4brdjit és a Raman-spektrumot a 3.2 4bra

mutatja.

3.2. Matrixelemek figyelembevétele

A fentebbi kozelitésnél jobb eredményeket kapunk, ha figyelembe vessziik a kiilonb6zd
allapotok kozotti matrixelemeket. Az el6z6 részben lathattuk, hogy a konstans matrixelemekkel
végzett szamolads esetén az eredmények nagyban eltérnek a kisérleti eredményektdl, ez annak
tudhat6 be, hogy belépnek tiltott dtmenetek is, amikor olyan fonon keletkezik, aminek a
szimmetridk miatt nem lenne szabad keletkeznie. Ezeknek a kikiiszobolésére nem elég csak az

elektron-foton matrixelemet figyelembe venni, sziikséges az elektron-fonon maétrixelemek €és a
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3.3. dbra. Raman-spektrum és a fononok eloszlasa K pont kornyékén elektron-foton

matrixelemmel szamolva

hiban val6 szorodas matrixelemeinek is az ismerete.

3.2.1. Elektron-foton matrixelem figyelembevétele

Az elektron-foton matrixelemek figyelembevétele ugyan nem tiltja meg a Raman folyamatok
esetén fellépd tiltott dtmenetet, emiatt a spektrum nem lesz pontos, de ahogy azt a 2.4.1
részben lattuk nem engedi meg, hogy a I pontban keletkezzenek elektron-lyuk parok, ezaltal
megvaltoztatja a spektrum alakjat €s j6 alapul szolgdl az elektron-fonon méatrixelemeket tartalmazo
szamoldssal val6 Osszehasonlitdshoz és ezaltal a kvantuminterferencia megfigyeléséhez.

A szamoldshoz meg kell adnunk a bemen6 és kijovo fény polarizacidjt, mivel ettdl erdsen fiigg az
atmeneti méatrixelem. Ehhez bevezetjiik a parhuzamos és meréleges spektrum fogalmat, melynek
lényege, hogy a bemendé fénnyel pirhuzamos, vagy rd merSleges polarizdcidji kijovs fényt
vesziink csak figyelembe. Ez alapjdn pedig definidljuk a polarizdlatlan fényre vett spektrumot,
ezt ugy értelmezziik, hogy vesziink két egymdsra merdleges polarizdcidji bemend fényt és

mindkettére kiszdmoljuk a parhuzamos és mer6leges spektrumot, ezutdn ezt a négy spektrumot

osszeadva kapjuk meg a polarizalatlan fényre varhat6 spektrumot:
I=l+ i+l +1i (3.2.1)

A szamoldst a konstans madtrixelemek esetéhez hasonléan 1680 x 1680 k pontra és 480 x
x 480 q pontra végeztiik el a Brillouin zéndban 2,4 eV-os lézer energidra, mivel itt is csak
az Osszehasonlitds a célunk. A szdmolt spektrum és a fononok eloszldsa a 3.3 abran lathato.
Megfigyelhet6 a Raman-spektrumban, hogy csak a csiicsok egymdshoz viszonyitott intenzitdsa
véltozott meg, Gjabb csicsok nem jelentek meg és a konstans métrixelemeknél 14tott csiicsok sem
tlintek el. Ezzel ellentétben véltozast lehet l4tni a fononok spektrumdban, ahol észrevehets, hogy

a K pont kornyékén nem ugyanakkora valdszintiséggel keletkeznek fononok minden irdnyban,
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hanem nagyobb valdszintiséggel keletkeznek a I' pontok irdnydba, mint a tdlitk tadvolabb esd
részre. Ez azt mutatja, hogy a Raman-spektrumba nagyobb jarulékot adnak az "inner" folyamatok,
mint az "outer" folyamatok. Szintén észrevehetd, hogy a I' pont kornyékén sokkal nagyobb
valdszindséggel keletkeznek fononok, mint a K pont kornyékén, ez annak a jele, hogy ebben a
kozelitésben nagyobb jarulékot adnak a K pont kornyékén lezajlé "intra-valley" folyamatok, mint
azok a folyamatok mely sordn az elektron egy K pont kdrnyékérdl atszorddik egy szomszédos K

ponthoz "inter-valley".

3.2.2. Teljes szamolas

A teljes szamolds soran figyelembe vessziik mind az elektron-foton, mind az elektron-fonon
matrixelemeket, igy a lehet6 legpontosabb eredményeket kapjuk mind a Raman-spektrumra, mind
a fononok eloszlasara. Ugyanakkor figyelembe kell venni, hogy az elektron-fonon matrixelem
szdmoldsa sordn el kell végezni egy Osszegzést, amely lassan konvergdl, emiatt tobb atomra
kell elvégezni, hogy megfeleléen pontos eredményeket kapjunk, azonban ez nagyon lelassitja a
szdmoldst, ezért az 6sszegzést az adott atomhoz legkdzelebb elhelyezkedd 14 atomra végezziik
el, mivel a prébaszamitasok azt mutattdk, hogy ennyi atom utan mar keveset valtozik a spektrum.
Ugyanakkor a szamolasi id6 igy is tobb nagysidgrenddel hosszabb mint az el6z8 esetekben, ezért a
szamoldast az egyfononos folyamatok esetén 840 x 840 k pontra és 120 x 120 ¢ pontra végeztiik el
a Brillouin zéndban, harom kiilonboz6 1ézer energidra (1,96 eV 2,4 eV és 2,8 eV) azonos 300 K-es
hémérsékleten és 2,4 eV-os lézer energidra két kiilonbozé hémérsékleten (1073 K és 300 K), hogy
igy tanulmanyozzuk a csticsok helyzetének és alakjanak valtozasat kiilonb6zé homérsékleteken,
illetve 1ézerenergidkon, emellett futtattunk egy hosszabb 840 x 840 k pontra és 240 x 240 q pontra
valé szdmoldst a kvantuminterferencia jobb szemléltetésére. A kétfononos folyamatok esetén,
mivel minden sdvindexre kétszer kell Osszegezni, emiatt a szdmoldsi id6 hatszor hosszabb az
egyfononos folyamatoknal, ezért itt csak a szemléltetés céljabol egy szamolast futtattunk 480 x
x 480 k pontra és 120 x 120 q pontra a Brillouin zéndban, 2,4 eV lézerenergidra, 300 K-es
hémérsékleten.

A teljes szamolds eredményeként kapott Raman-spektrumban az el6z6 kozelitésektSl merSben
eltér6, hiszen mig a konstans matrixelem és az elektron-foton matrixelemeket tartlamazd
szamoldsnal tobb mint 10 csics lathaté a spektrumban, addig ebben az esetben harom jol
elkiiloniil csucs lathat6, ahogy azt a 3.4 4bran is latszik, amelyet tobb a szakirodalomban
[18] [19][20][21][22] taldlhat6 abra is mutat. Ennek magyardzata, hogy a fononok tobbsége
a racs szimmetridi miatt nem adhatnak jarulékot a szimmetria analizis alapjan. A csticsok
helyzete alapjan pedig meghatdrozhatjuk, hogy melyik sdvok gerjesztédnek, mivel a fononok
savszerkezetében csak az LO és a TO sdvok frekvencidja tartozik abban a tartomanyba, ahol
gerjesztéseket latunk, igy lathatd, hogy ebbdl a két sidvban gerjesztddhetnek fononok. Ha a

szamol4st kiilon-kiilon végezziik el a sdvokra, akkor az is kideriil, hogy D’ sdv a TO sdvon vald
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3.4. abra. A grafén Raman-spektruma, és a fononok eloszlasa a teljes Brillouin-zénaban

gerjesztésnek felelnek meg, mig a D és a G sdv az LO sdvon val6 gerjesztésnek felel meg.

A kvantuminterferencia mdasik szembedtld bizonyitéka a fononok keletkezésének eloszldsdban
nyilvdnul meg. A 3.4 4brdn jol lathatd, hogy az elektron-foton matrixelemet tartalmazé
szdmoldssal ellentétben nem keletkeznek fononok sokkal nagyobb valészintiséggel a I' pont koriil,
mint a K pont koriil, hanem kozel megegyez6 valdszintiséggel keletkeznek, azaz szinte ugyanolyan
gyakoriak az "intra-valley" és az "inter-valley" folyamatok. Emellett j6l 14that6 az is, hogy a K pont
kornyékén megnd az "inner" folyamatok jaruléka, mig az "outer" folyamatokra tovabb erdsodik a
destruktiv jelleg(i interferencia.

A kvantuminterferencia tehat tobbféle képen is befolyasolja a grafén Raman-spektrumat, a I
pont kornyéki fonon gerjesztésekre €s az interferenciat létrehozd matrixelemeket elhanyagold
kozelitésben nagy jarulékot adé "outer" folyamatokra destruktivan hat, mig a kozelitésekben
kevesebb jarulékot adé "inner" folyamatokra konstruktiv jellegli, igy nagyban befolydsolja a
Raman-spektrumot. A tovdbbiakban kvantuminterferencidnak a paraméterektdl valé fiiggését

vizsgéljuk, pontosabban a hdmérséklettsl és a 1ézer energidtdl vald fliggését.

A D és a D’ sav csiszasa a lézerenergia fiiggvényében

A fentebb leirtak alapjan elvégezve a numerikus szdmoldsokat azt latjuk, hogy a 1ézer energiét
valtoztatva véltozik a D, a G és a D’ sav maximumadnak helye. A D siav a lézer energidjat
novelve a nagyobb frekvencidk felé tolodik el, a paraméterezett relaciokkal valé szamoldshoz,
illetve a szakirodalomban[18] [19][20][21][22] taldlhaté eredményekhez hasonléan és a G, illetve
a D’ sav is hasonl6 viselkedést mutat. Azonban itt a paraméterezett relaciokkal valé szamolassal
ellentétben nem tudjuk kell6 pontossaggal elvégezni a szdmolast a hosszd szamitdsi id6 miatt,
illetve csak harom kiilonboz6 1ézer energidra tudtuk elvégezni a szamolést, ezért az eltolddas
nagysdgat nem tudjuk pontosan meghatarozni, ugyanakkor jol latszik a 3.5 dbran, hogy a D és

D’ savok eltoléddsdnak mértéke kozel megegyez6 nagysagu.
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3.5. dbra. Sdvok helyzetének véltozasa a lézerenergia fliggvényében

Kvantuminterferencia h6mérsékletfiiggése

A Raman-spektrum és ezdltal a kvantuminterferencia tobbféleképpen fiigghet a
hémérséklett6l, azonban ezek jelent6sége nem befolydsolja nagy mértékben a spektrumot.
Az egyik legjelentdsebb effektus az elektronallapotok betoltottsége nem O K hémérsékleten,

ugyanis az E energidju elektronokra vonatkozé Fermi—Dirac eloszlas:

1

=T (3.2.2)
er +1

(ner) =

ahol 1 a kémiai potencidl. Ez 0 K-en visszaadja a gerjesztésnél, €s a tobbi szamoldsnal felhasznalt
kozelitést, miszerint a Fermi-energidig vannak betoltve az allapotok, és felette egyetlen allapot
sincs betoltve. Ezt azért hanyagolhatjuk el, mert a 1ézer energidhoz tartozé hdmérséklet a lathatd
tartomdnyban jéval nagyobb mint a szobahdmérséklet, ezért az eloszlds nagyon jol kozelithetd
azzal, hogy az éllapotok a Fermi-energidig vannak teljesen betoltve.

Egy maésik a fentinél sokkal jelentSsebb effektus a fononok eloszldsa, mivel a fononok energidja
legaldbb egy nagysagrenddel kisebb a fény energidjdndl, ezért a rdjuk vonatkozd Bose-Einstein
eloszlds sokkal intenzivebben fiigg a kiils6 hémérséklett6l. A hdémérséklethez tartozd energia
szobahdmérsékleten csak egy nagysagrenddel kisebb a fononok energidjandl, ezért ezt az effektust
figyelembe vettiik az elektron-fonon matrixelemnél.

A hémérsékletfiiggést csak alacsony hémérséklet (1073K) esetén vizsgiljuk, mivel ebben
az esetben a fononok betoltottsége a szobahdmérsékleten végzett szamoldshoz képest
elhanyagolhatd, azaz gyakorlatilag nincsenek fononok a rendszerben. Ennek az lesz az eredménye,
hogy a szobahdmérsékleten felvett spektrummal Osszevetve latszik, hogy a D, és a G sav
intenzitdsa valamennyit csokkent, a D’ sdv intenzitdsa azonban sokat n&tt. Ennek az lehet a

magyarazata, hogy szobahdmérsékleten az alacsonyabb energidji fonon allapotok betoltottsége
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3.6. dbra. Savok intenzitdsdnak véltozdsa a h6mérséklet fiiggvényében

nagyobb, mint a magasabb energidjiaké, és igy kisebb lesz az intenzitdsuk az ezen folyamatok

altal 1étrehozott csicsoknak, ezt mutatja a 3.6 abra.

3.2.3. Kvantuminterferencia szerepe a Raman-spektrumban

A kvantuminterferencia megfigyelésének a fentebb leirttél jelentdsen eltér6 moddja, ha
szétvalasztjuk a 2.3.1. fejezetben leirt 8 kiilonboz6 folyamat altal 1étrehozott spektrumot. Leirtuk,
hogy a természetben ezek a folyamatok nem vdlaszthaték szét, és egyiittesen alakitjdk ki a
teljes spektrumot. Azonban kiilon-kiilon a folyamatok nem a vart spektrumot adjak ki, még a
paraméterezett relacidkkal val6 szamolas esetén sem. A szamolast harom folyamatra, pontosabban
azeel, ee2, és ehl jeld folyamatokra végeztiik el, 840 x 840 k pontra és 120 x 120 q pontra 2,4 eV-
os lézer energidval, szobahdmérsékleten, az eredményeket pedig a 3.7 dbra mutatja.

A paraméterezett reldcidkkal valdé szdmoldskor jol lathatd, hogy az eel, és ee2 folyamatok
spektruma megegyezik, és két csucs l4thaté benne, mig az ehl folyamat spektruma egy jelet ad
a D sdvba, és a jaruléka joval nagyobb az eel (felsd dbra), és ee2 (mdsodik dbra) folyamaténal.
Emellett lathaté egy apro, alig észrevehet6 vall az ehl (harmadik dbra) spektrumdban ott, ahol az
eel, és ee2 folyamat mdsodik csicsa l4that6. Azonban a teljes spektrumban (alsé dbra) mar nem
lathaté sem a vall, sem a masik jel, csak egyetlen D savot latunk, ebbdl arra lehet kovetkeztetni,
hogy a kis vall egy destruktiv interferencia miatt eltinik a kiilonb6z6 folyamatokra vonatkozé
amplitidokra valé 0sszegzéskor.

Az 6sszes matrixelemet figyelembe vev6 szamolds esetén hasonléan a paraméterezett reldciokkal
val6 szdmoldshoz a folyamatok kiilon-kiilon nem a teljes spektrumot adjdk. Itt azonban nem
jelenik meg az eel, és ee2 folyamatok spektrumdban az alacsonyabb frekvencidknal cstics, helyette

a 2D sav felhasadni latszik két kiilon csdcsra, illetve a D sav intenzitasa sokkal kisebb lesz a
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3.7. dbra. A paraméterezett relacios (bal), €s a minden matrixelemet figyelembe vevd (jobb)

szamolds az eel, ee2 és ehl folyamatokra, illetve az Osszes folyamatra (teljes szdmolds) vett

Raman-spektrum
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G, és a D’ savhoz képest. Emellett az is latszik, hogy az eel, és az ee2 spektrum kozel sem
azonos, eszerint a métrixelemek figyelembevételével 14thatd, hogy nem felcserélhetd a hiban vald
szorddés, és a fononkeltés sorrendje, azaz a rendszernek nincs ilyen jellegli szimmetridja, ezért
mindkét folyamatot ki kell szdmolni. Emellett az is észrevehetd, hogy az ehl folyamat spektruma
joval nagyobb intenzitdsi az eel, és az ee2 folyamat spektrumdndl, ebbdl az a kovetkeztetés
vonhat? le, hogy jelent6s az utdnszorddés jaruléka, azaz azon folyamatok jaruléka, amelyek esetén

az elektron és a lyuk is szerepet kap a folyamatban.

3.3. Osszefoglalas, kitekintés

Az el6z6 fejezetben lattuk, hogy mennyire jelentds szerepe van a kvantuminterferencianak
a grafén Raman-spektrumdban és ennek fiiggését is megvizsgéltuk a hémérséklettdl a gerjesztd
1ézer energidjatdl és a kiilonbozd folyamatok spektrumatdl is. Azonban nem szabad elfelejteni azt
sem, hogy ennek megfigyelése lehetetlen lett volna a szdmoldsokat ilyen pontossdggal elvégezni
a matrixelemek, illetve az elektron és fonon diszperzidk ismerete nélkiil, amelyekhez sziikséges a
szamoldsokhoz tartoz6 elmélet pontos ismerete. Ezek alapjan sikeriilt elérni a szakdolgozat azon
céljat, miszerint egy pontos és a kisérletekkel jol egyezd numerikus modellt alkottunk meg a grafén
Raman-spektrumdnak szimuldldsdra és a kvantuminterferencia megfigyelésére. A késGbbiekben
pedig ez a mddszer jol alkalmazhatd lesz gorbiilt grafén, illetve két, vagy hdromrétegli grafén,

vagy szén nanocsovek vizsgélatdra.
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4. fejezet

Fiiggelék

Atfedési integral paraméterei

Az atfedési integrdlok szdmolasahoz felhasznalt paraméterek :

Paraméter Erték Relativ hiba
a -4.22302 0.2171%
b 4.2242 0.2156%
c 7.80997 0.5183%
d 8.3911 0.6842%
e 44.9627 0.3574%
f -75.9367 0.3353%
g 54.1725 0.8294%
h -22.6116 1.222%

i 5.79711 1.515%
j -0.846145 1.737%
k 0.0535495 1.926%

Emlékeztet6iil pedig az illesztett fiiggvény alakja:

f(x) = ™ (1 +bx+cx® +dx® +ex* + fx° + gx® + hx” +ix® + j® + kx').

Atomi potencial és hullaimfiiggvény Gauss gorbék szerinti sorfejtése

A hullamfiiggvényt és az atomi potencialt [16]-bdl az aldbbi képletekkel fejtve sorba az atomi

deformacios vektor kiszamolasahoz:

k=1

42

(r—rop)?

4
b(r—10) = (e~ ) ¥ feexp <‘W
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1 r’
v(r) = . Z Vi €Xp <_F> .
k=1 k

Az illesztési paraméterek:

Paraméter Erték
Vi -2,13 | -1,00 | -2,00 | -0,74
Tk 0,25 | 0,04 | 1,00 | 2,80
I 0,05 | 0,41 | 1,06 | 1,05
Oy 2,16 | 091 | 0,13 | 0,39
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Koszonetnyilvanitas

Eziton szeretném megkdszonni mindenkinek, aki barmilyen segitséget nydjtott a
szakdolgozatom elkészitésében, akdr a fogalmazdasbeli, a helyesirdsi a gépelési, vagy a formai
hibak észrevételében és kijavitdsaban. Emellett kiilon kdszonet témavezetdmnek Koltai Janosnak,
akivel tobb mint egy éves kozos munka eredménye a szakdolgozat és a sok hasznos tanicsot,

utmutatast és segitséget amit téle kaptam.
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