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1. Bevezeto

A kvantumos bolyongasokat eredetileg a klasszikus véletlen bolyongasok anald-
gidjaként vezették be.[2] A klasszikus bolyongdsban altaldban valamilyen diszkrét
racson, illetve grafon mozgd részecskét tekintiink, és a vizsgalt mennyiség ennek
a részecskének a megtaldlasi valoszintisége. Fz egy valdszintiségi eloszlas a vizsgalt
grafon, amelynek idofejlodését az egyik csticsrol a masikra torténé ugrasokhoz tarto-
z6 valoszintiségi ratdk adjak meg. A bolyongas kvantumos valtozataban a bolyongo
részecske allapotat nem egy klasszikus valoszintiségi eloszlas irja le, hanem egy komp-
lex allapotvektor. Ez egy Hilbert-térnek az eleme, amelynek dimenzidja a vizsgalt
racs racspontjainak a szama, amelyeken a bolyongés zajlik, megszorozva a bolyongd
részecske belsé szabadsagi fokainak szamaval. A kvantumosan bolyongd részecs-
ke mozgasat nem atmeneti valoszindségek, hanem valdszintiségi amplitudok szabjak
meg, amelyek szintén komplex értékeket vehetnek fel (mint latni fogjuk, az altalunk
vizsgalt esetekben ezek helyett a hopping amplitiddk helyett az idofejlodést koz-
vetleniil az unitér idéfejleszt6é operdtorral tudjuk megadni). Annak valdsziniiségét,
hogy a részecske egy adott pontban tartézkodik, szokas szerint az allapotvektornak a
megfelel6 ponthoz tartozé komponenseinek abszoliutérték négyzetosszege adja. Ab-
ban az esetben, amikor a bolyongd helyzetét rendszeresen, kis idokozonként mérjiik,
a kvantumos bolyongas klasszikus véletlen bolyongésba megy at.

Az eredeti motivaciét a kvantumos bolyongasok tanulmanyozasahoz a kvantumi-
formacidéelmélet adta. Tobb kvantumos keres6 algoritmus felhasznalja a kvantumos
bolyongésok fogalmat[27]. Az a tény, hogy a kvantumos esetben a lokalizdltan in-
dulé bolyongé az id6vel linedrisan terjed szét (szemben a klasszikus esetbdl ismert
Vt-vel ardnyos terjedésel), felhasznalhaté a klasszikus keresési algoritmusoknél gyor-
sabb, kvantumos algoritmusok készitésére, példaul a Grover-algoritmus esetében.[9].
Ezen tilmenden belathatd, hogy kvantumos bolyongasok segitségével 1étrehozhatd
altaldnos kvantumszamitégép is.[8][16]

Az elmult években jelentGs érdeklédés jelent meg a kvantumos bolyongasok irant
a szilardtestfizika tertiletén is. Ennek oka az, hogy a kvantumos bolyongasok lehe-
tové teszik a szilardtestfizikiban nagy érdeklodést kivalté topologikus fazisok ta-
nulmanyozasat. A topologikus fazisokkal rendelkez6 anyagok, az un. topologikus
szigetelok jellemzbje, hogy bar a tombi résziik szigeteld, a feliiletiikon olyan allapo-

tok jelenhetnek meg, amelyek energidja a gap belsejébe esik (ezeket élallapotoknak



hivjuk). Ezen allapotok szdmat a tombi rész Hamilton-operatora jellemz6 topolo-
gikus invariansok hatarozzak meg, vagyis olyan mennyiségek, amelyek a rendszer
jellemz6 élallapotokat ma mar tobb rendszer esetén kisérletileg is megfigyelték, pél-
ddul BiyTes és BigSes kristalyok esetén[31]. Egy rovid osszefoglalé a topologikus
szigetel6krol olvashaté a [22] cikkben.

A topologikus szigeteloket tobb osztalyba sorolhatjuk, dimenzidjuk és szimmet-
ridik alapjan, igy felirhat6 a topologikus szigetel6k "periédusos rendszere'.[26]. Be-
lathato, hogy egy- és két dimenzidban a topologikus szigetelok Osszes lehetséges
osztalya szimuldlhaté kvantumos bolyongasok segitségével, tovabba a kvantumos
bolyongasokban olyan 1ij topologikus fazisok is megjelennek, amelyeknek nincs meg-
felelgje a statikus rendszerek kozott.[I5] A bolyongasok kiilonosen alkalmasak ilyen
mesterséges topologikus szigetelok 1étrehozasara, mivel szamos kiilonbo6z6 rendszer-
ben megvaldsithatéak, tobbek kozott csapdazott ionokkal[30], optikai rdcson 1évé
atomokkal[I2] és fotonokkal.[6]. Egy fotonokkal végzett kisérletben a topologikus

fazisok jelenlétére jellemz6 élallapotokat is sikeriilt detektalni.[14]

1.1. A dolgozat felépitése

Az irodalomban eddig elsdsorban homogén kvantumos bolyongasokat vizsgaltak,
vagyis olyan eseteket, amelyekben a rendszerre jellemzo paraméterek helytol fiigget-
lenek. Mivel a valés anyagok altalaban nem tokéletesen homogének, igy felmertil
az igény, hogy a jol kezelheto kvantumos bolyongasok esetében is megvizsgaljuk a
rendezetlenség hatasait, kiillonos tekintettel a bolyongéas topologikus fazisaira. Jelen
dolgozatban ezt tessziik meg, egy egyszeri, de gazdag struktirat mutatod példara
koncentralva. Bemutatunk egy kvantumos bolyongasok esetén altalanosan hasznal-
haté modszert a topologikus fazisok meghatarozasara, amelyet példarendszeriinkén
szemléltetiink, végiil pedig 6sszehasonlitunk egy masik lehetséges eljarassal. A dol-
gozat el6zményeként megemlitjik a [20] cikket.

A 2| fejezetben bevezetjik a vizsgalni kivant kvantumos bolyongast és hozza
kapcsoléddan a bolyongés effektiv Hamilton-operatoranak fogalmat.

A [3] fejezetben ismertetjiikk a homogén esetre vonatkozé eredményeket. ElGszor
megvizsgaljuk a bolyongés energiaspektrumat, majd a rendszer szimmetriaira épitve

belatjuk az élallapotok létezését és a topologikus szigetelok egyik alapveto tételét, a



tomb-él korrespondenciat.

A [4] fejezet targyalja az irodalomban fellelhet6é két mddszert a topologikus fazi-
soknak a rendezetlen rendszerekre torténd altalanositasat illeten.

A gondolatmenetiink szempontjabol lényeges korabbi eredmények Osszefoglala-
sa utan a [ és [0] fejezetekben ismertetjiik a rendezetlen kvantumos bolyongdsokra
vonatkozo 1j eredményeinket.

A || fejezetben bemutatunk egy mdodszert, amellyel a rendezetlen kvantumos bo-
lyongés topologikus fazisai hatékonyan meghatdarozhatéak. FEzt elészor egy altala-
nosabb esetre mutatjuk meg, majd megmutatjuk, hogyan alkalmazhato a korabban
vizsgalt egyszerii bolyongasra.

A [0] fejezetben a [j] fejezet eredményeire épitve megadunk egy képletet a vizs-
galt bolyongés topologikus jellemzéire tetszoleges korreldlatlan rendezetlenség ese-
tén, majd ezt a képletet alkalmazzuk a rendezetlenség két konkrét modelljére. Meg-
mutatjuk az altalunk kiszamitott mennyiségek kapcsolatat az élallapotokkal, végiil

pedig Osszehasonlitjuk eredményeinket a [4] fejezetben vazolt masik mddszerrel és

R

2. A split step kvantumos bolyongas

A kvantumos bolyongas kifejezés a kiilonbo6z6 lehetséges rendszereknek egy na-
gyon gazdag tarhazat oleli fel. Megkiilonboztethetiink folytonos illetve diszkrét id6-
ben lezajlo bolyongasokat. Ezen feliil kiillonbséget tehetiink az egyes bolyongasok
kozott aszerint, hogy milyen térbeli dllapotok kozott zajlik a bolyongas (1,2 vagy
3 dimenziés szabalyos racs vagy akar valamilyen altaldnos graf, lasd [I]), illetve a
bels6 szabasagi fokok szdma szerint.

A jelen dolgozatban egy olyan bolyongast vizsgdlunk, amely a matematikai leiras
szempontjabol még kell6en egyszerli, de mar gazdag viselkedést mutat, elsésorban
a topologikus fazisok tekintetében. Ennek érdekében arra az esetre korlatozzuk ma-
gunkat, amikor a bolyongas egy egydimenziés linedris lancon torténik, igy a lehetsé-
ges hely-allapotok egy egész szammal indexelhetéek. Ezen feliil a belso szabadsagi
fokok terét szintén a lehet6 legegyszeriibb nemtrivialis esetnek, vagyis 2 dimenzios-
nak véalasztjuk. Ezek utan a rendszer egy altalanos éllapota, a helyoperator és a o,

Pauli-méatrix sajatéllapotainak béazisan a kovetkezképpen irhato:



W= 3 Y o) (2.1)

p=—00 o=1,

Az allapottér meghatarozasa utan a kovetkezo 1épésben meg kell adnunk a rend-
szer dinamikajat. A jelen dolgozatban targyalt bolyongas a diszkrét idejii kvantumos
bolyongasok kozé tartozik. Ez azt jelenti, hogy a rendszer idéfejlédése diszkrét, T'
hosszusagu 1épésekben torténik. Ezt az idofejlodést valamilyen unitér idéfejleszt
operator irja le, amely Osszekapcsolja egymasssal a t és a t + T' idépontokban vett

allapotokat:

[W(t+T)) = Ul(t)) (2.2)

A gyakorlati megvalésitas szempontjabol a diszkrét idejii bolyongés azt jelenti,
hogy a laborban mesterségesen létrehozott rendszert (gondoljunk példdul optikai
racsban csapdazott atomokra) kiviilrél periodikusan manimupléljuk 7" periédusidé-
vel, az allapotokat pedig mindig csak stroboszkopikusan, az egyes periodusok végén
tekintjiikk. Vegyiik észre, hogy ekkor van egy szabadsagunk abban, hogy, hogy a
periédus kezdépontjat hol vessziik fel. Egyetlen periodikus protokoll tehat nem
egyetlen, hanem végtelen sok U id6léptetd operatort hataroz meg, amelyek egymas-
t6l a periédus kezdSpontjdban kiilonboznek. [4]

Az altalunk vizsgélt, ugy nevezett split step bolyongds esetén az idéfejlesztés négy

egymast kovetd 1épésbél all[13] (14sd a 1] abrat):

e Egy forgatds a belsé szabadsdgi fokok terében (spin-tér), az y tengely koril
egy 201 () szoggel, ahol megengedjiik azt a lehetéséget, hogy a forgatas szoge
helyfiiged legyen. Ekkor a forgatas operatora hely-reprezentacioban: R; =
D, e~ 101(z)oy

e Egy spinfiiggd eltolds. Ennek soran minden racsponton a hullamfiiggvény | 1)

komponense egy racsponttal jobbra tolodik. Az ennek megfelel operator:

St=elz+ D[ DT+ 1] )]

e Egy masik forgatas, az eloztol kiillonb6zo 0y szoggel, de szintén az y tengely
korill: Ry = @, e~ "02®)oy

e Végiil egy masik spinfliggd eltolds, ahol ezittal a |]) komponenst toljuk el
balra egy racsponttal: S| =3, |z — 1){(z|@ | )L |+ L@ | (T |

b}



Megjegyzés: a gyakorlati megvaldsitas esetén valdéjaban nincs eleve adott racs,
amelyen a részecske mozog, hanem az eltolasok végpontjai jelolik ki azokat a hely
allapotokat, amelyek kozott a bolyongés zajlik.

Egy id6lépés operatora:

U= Si R1 ST Rg (23)
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1. dbra. A split step bolyongds szekvencidja. Egqy lépés négy eqymdst kévetd ope-
raciobol all: eldszor a spin-térben végrehajtunk eqy forgatdst az y tengely korili,
20, szoggel; ezutan a | 1) spinkomponenseket eltoljuk jobbra egy rdcsponttal; Ezutdn
kéovetkezik eqy mdsodik forgatds 20, szioggel, végil pedig a ||) komponens eltoldsa
balra.

A fenti kvantumos bolyongas egyik érdekessége a szokvanyos kvantumrendsze-
rekkel 0sszehasonlitva az, hogy a rendszer dinamikajat nem a Hamilton-operatoron
keresztiil, hanem kozvetlentl az id6lépéssel adtuk meg. A definiciébdl nyilvanvalo,
hogy az ennek megfelel6 Hamilton-operator az idének periodikus fiiggvénye, az U

operatort pedig az aldbbi képlettel kapjuk, bevezetve a h = 1 konvenciot:

_; [totT
Uy = ¢ o HO (2.4)

A teljes id6fejlédés megadasahoz tehat ennek az idofejelszté operdatornak kelle-

ne megadnunk az idérendezett exponencidlis figgvényét. A kvantumos bolyongas



leirdsanal azonban az allapotokra csak a t =ty + NT, N € N idépontokban va-
gyunk kivancsiak. Emiatt nincs sziikségtink a H(t) operator ismeretére a periédus
minden idépontjaban (val6jaban tébb kulénbozé H(t) is szolgaltathatja ugyanazt
az id6lépéest). Ez lehet6vé teszi, hogy bevezessiink egy effektiv Hamilton-operdtort

az alabbi 0sszefliggéssel:

U = ¢~ HeaT (2.5)

Az igy definidlt H.g egy olyan idofiiggetlen Hamilton-operator, amely altal ge-
neralt idéfejlédés a periddusidd egész szamu tobbszorosei esetén egybeesik a H (t)
altal leirt idofejlédéssel. Ebben az értelemben a bolyongéas tekintheté a H.g altal
leirt statikus rendszer stroboszkopikus szimulaciéjanak[13]. Az effektiv hamiltoni
tanulmanyozasabol sokat megtudhatunk a bolyongas viselkedésérol. Ismét hangsu-
lyozzuk azonban, hogy a leirdsunk tartalmaz egy onkényes elemet: a[2.4]egyenletben
szerepld t, paramétert tetszlegesen valaszthatjuk egy periéduson beliil. Igy egy adott
bolyongéshoz, amelyet a H(t) id6fiiggé hamiltoni ir le, végtelen sok kiillonboz6 U
operator, és kovetkezésképpen végtelen sok effektiv hamiltoni tartozik. Ezekre a
kiillonb6z6 kezdéponthoz tartozod idolépteto operatorokra azt mondjuk, hogy ugyan-
azt a bolyongést kilonboz6 timeframe-ben irjak le (lasd [4]). Késobb latni fogjuk,
hogy a bolyongas topologikus tulajdonsidgainak meghatarozasdhoz tobb kiilonbo6zo
timeframe-bol szarmazé informaciot kell kombinalnunk.

A definiciébdl kitlinik, hogy a Heg operator sajatértékei egy 27 /T nagysagu
intervallumban vannak értelmezve. Ez a diszkrét idGeltolasi szimmetria kovetkezmé-
nye és teljesen analég azzal, ahogyan a diszkrét térbeli eltolasszimmetria esetén az
impulzus helyét a Brillouin-zénaban értelmezett kvaziimpulzus veszi at. Ennek meg-
feloen H.g sajatértékeit kvdzienergidknak fogjuk nevezni. Az egyszeriiség kedvéért a
tovabbiakban 7" értékét 1-nek vessziik, s a kvazienergidkat a [—m, 7] intervallumban
értelmezziik. A késébbiekben, ha az "energia" kifejezést hasznaljuk, akkor az alatt

mindig kvazienergiat értiink.



3. Topologikus invariansok a homogén bolyongas

esetén

A dolgozatban célunk a rendezetlen kvantumos bolyongasok vizsgalata az el6-
76 fejezetben ismertetett split step bolyongas példdjan keresztiil. Miel6tt azonban
ratérnénk a rendezetlen esetre, elOszor ismertetjiik a rendezett, homogén bolyon-
gasokra vonatkozé eredményeket. Ennek soran bevezetjiikk azokat a fogalmakat,

amelyekre késobb sziikségiink lesz a rendezetlen split step bolyongas leirasanal.

3.1. A homogén split step bolyongas spektruma

Ebben a fejezetben a homogén split step bolyongast vizsgaljuk, vagyis azt az
esetet, amikor a két forgatasi szog a helykoordinatatdl fuggetlen: 6y(z) = 60y és
Oy(x) = 0y Vx. Ez az eset mér jol ismert az irodalomban (lasd a [13] [3] cikkeket)
ezért most csupan osszefoglaljuk azokat a fontosabb eredményeket, amelyekre késobb
tamaszkodni fogunk a rendezetlen eset leirasanal.

A homogén esetben a rendszer a diszkrét idoeltoldsi szimmetria mellett diszkrét
térbeli szimmetriat is mutat. Ekkor a szilardtestfizikai rendszerekhez hasonléan
érdemes a koordinatareprezentaciobdl attérni kvaziimpulzus-térbe, akor az effektiv

Hamilton-operator diagonalissa valik:

Hu — / " Ak K (k| © Hog(k) (3.1)

Itt Heg(k) egy 2 X 2-es méatrix, amelyet az aldbbi egyenletbdl kaphatunk meg:

U(k) _ e*iHeﬂ‘(k') — e*ikoz/267i6’20ye*ikaz/QefwlUy (32)

A egyenletbdl kovetkezik, hogy Heg(k) trace-e 0. Kovetkezésképpen felirhato

a Pauli-matrixok linedarkombinéci6jaként:

He(k) = E(k) n(k) - o (3.3)

ahol o a Pauli-matrixokbdl allé vektor, n(k) a hdrom dimenzids tér egy egység-
vektora, E(k) pedig egy valés szam. Mivel n(k) - o sajatértékei +1, igy az adott k

kvaziimpulzushoz tartozé energidkat éppen +F(k) adja.



Felhasznélva, hogy tetszéleges n egységvektorra teljesiil exp(a n-o) = 1 cosa +
n-osina, a (3.2 egyenletbdl kifejezheté F (k) és n(k)[13]:

cos E(k) = cos 0 cos 03 cos k — sin 0 sin 0, (3.4)

. sin 64 cos 65 sin k
k — . . .
n(k) o TIAY 0 sin 0y cos 05 cos k + cos 6, sin O, (3.5)

—cos By cosbysin k

A egyenlettel megadott diszperziés relaciot néhany specidlis esetben a [2f ab-
ran lathatjuk. A 6, o paraméterek altaldnos értékei esetén a diszperzids relacio két
fiiggetlen agra bomlik, amelyeket gapek valasztanak el egymastol, a bolyongas tehat
szigeteloként viselkedik. A kvéazienergia periodicitasa miatt, tekintve, hogy az ener-
gidk £ F(k) alakban adottak, két olyan eset van ahol a savok keresztezhetik egymast:
E = 0-nél és E = mnél. A 0 energia koriili gap nagysaga 2(6; + 605), a 7 energia
koriilié pedig 2(6; — 6;). A képletet derivalva konnyen megallapithat6, hogy
a diszperziés reldci6 széls6értékhelyei k = 0 és k = m. Osszességében tehit négy
olyan eset van, amikor valamelyik gap zarédik. Ezeket a [1| tablazat foglalja 6ssze.
Ezek a feltételek négy egyenest hataroznak meg a homogén split step bolyongas két
dimenziés (01, 6;) paraméterterében ahogy az a [3| 4bran lathat6. Ha a paraméte-
reket gy valasztjuk, hogy ezen egyenesek valamelyikén helyezkedjenek el, akkor a
bolyongas vezetéként viselkedik. Latni fogjuk, hogy ezek a vonalak, ahol valamelyik

gap zardodik, killonbo6z6 topologiaju tartomanyokat valasztanak el egyméstol.

E=0 E=mr
k=0 92:—01 02:77'—01
k=m 92:91—71' 92:91

1. tablazat. Azon egyenesek egyenletei a split step bolyongds paraméterterében, ahol
a gapek zarodnak 0 vagy © energidn



Kvéazienergia E
Kvazienergia E
[e=]

T

—/2 /\ ool

. o el .
- —T/2 0 /2 T —m [ . ‘
Kvéaziimpulzus k - —/2 0 /2 T
(a) Kvaziimpulzus k
(b)

2. abra. A egyenletben leirt diszperzios reldcio €, paraméterek bizonyos ér-
tékeinél. Mindegyik dbrdn 05 = 0. Az (a) dbrdn egy dltalanos esetet (6, = w/4)
dbrazoltunk. Ldthatd, hogy ekkor véges gap van E = 0 és E = m koril is. A (b)
dbran lathaté 2 olyan specidlis eset, ahol a gap mindkét helyen zdrddik (0, = 0 - z6ld
gorbe; illetve 6, = 7 - kék gorbe), illetve a 6, = /2 eset, amikor mindkét sdv lapos.
Ekkor a csoportsebesség 0, k értékétol figgetlendil.

-7 —7/2 0 w/2 T

61
3. abra. A split step bolyongads paramétertere. A folytonos vonal azokat a pontokat
jeloli, ahol a gap bezarul E' = 0 energidndl, a szaggatott vonal pedig azokat, ahol az
E = pi energianal zarul.

3.2. Kiralis szimmetria

A split step kvantumos bolyongas egyik legfontosabb jellemz6je az tn. kirdlis

szimmetria jelenléte[I3][4]. Tekintsitk A Hamilton-operatoroknak egy H () sokasé-

10



gat, ahol a y egy formalis valtozo, amely 0sszefoglalja a rendszer 6sszes paraméterét.
A split step bolyongés esetén y egy, a kiilonb6z6 racspontokhoz tartozé dsszes 0 (x)
és Oy (z) szogek értékeibdl all6 vektort jelent. Ekkor a H(x) sokasag a paraméterek
kiillonboz6 eloszldsa esetén lehetséges Gsszes split step bolyongasokbol all. A H(x)-
knek egy ilyen sokasaga esetén azt mondjuk, hogy az altaluk leirt rendszer kiralis
szimmetriaval rendelkezik, amelyet a I' operator reprezental, ha az alabbi harom

feltétel teljesiil:

rf=r-! (3.6a)
=1 (3.6b)
H()I'=-TH(x) (3.6¢)

A egyenletbdl kovetkezik, hogy a kiralis szimmetria operatora az alabbi
alakba frhaté: T = I14 — Iz, ahol I14 és 1z merdleges alterektre vetité projektorok.
Az altereket, amelyekre vetitenek, a szilardtestfizikaban elterjed széhasznalattal A
és B alracsoknak nevezzik[5]. A egyenletbdl kovetkezik az alabbi osszefliggés:

MaHII4, =1IpHIlp =0 (3.7)

Ez azt jelenti, hogy a hamiltoninak csak a kiilonb6z6 alracsok kozotti métrixele-
mei nem nullak. Ha H-ra mint szoros kotéstt Hamilton-operatorra gondolunk, akkor
azt mondhatjuk, hogy az csak olyan hoppingokat taralmaz, amelyek az A alracsrdl a
B alracsra, illetve B-r0l A-ra visznek. Ebbdl az is kovetkezik, hogy kiralis szimmet-
ria csak akkor fordulhat el6, ha a hamiltoniban nincsenek diagondlis elemek (on-site
potencialok).

A egyenlet masik kovetkezménye, hogy ha |¢)) H-nak egy E energidju sa-
jatéllapota, akkor I |¢) is sajatallapot —E energidval. Emiatt I"|1))-t a |¢) dllapot
kiralis partnerének nevezziik.

Célunk belatni, hogy a split step bolyongas valéban rendelkezik kiralis szim-
metriaval. Ehhez azonban el6szor vissza kell utalnunk a timeframe-ek korabban
bevezetett definicidjara. Lattuk, hogy egy adott periodikus gerjesztési protokoll
nem egyetlen effektiv hamiltoninak felel meg, hanem azok egy egész sokasdganak,

amelyek kiilonbozé timeframe-ekhez tartoznak[4]. Ennek megfeleléen azt mond-
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juk, hogy a kvantumos bolyongas rendelkezik kiralis szimmetriaval, ha van olyan
timeframe, amelyben az effektiv hamiltonira teljesiilnek a feltételek. Ezeket a
timeframe-eket, ahol a szimmetria expliciten jelen van, kiralis timeframe-eknek ne-
vezziik. Minden kvantumos bolyongés esetén két ilyen kirdlis timeframe van (lasd
[4]). A split step bolyongas esetén ebben a két timeframe-ben az id6lépés operétora

a kovetkezoképpen néz ki:

U' = R(6,/2) S, R(65) Sy R(6,/2) (3.82)
U" = R(62/2) Sy R(6,) S, R(65/2) (3.8b)

Konnyen ellenorizhetjiik, hogy ezek valéban rendelkeznek kiralis szimmetriaval.

Definidljuk a szimmetria operatorat a kovetkezoképpen:

r— @ o (3.9)

Ekkor mindkét kirdlis timeframe-ben teljesiil TUT = U~!, ez pedig ekvivalens a
I'Hygl' = —Heg feltételle. Igy tehét a fenti I operdtor valéban kirdlis szimmetridt
fejez ki, méghozza két kiillonbozo timeframe-ben is. Vegyiik észre, hogy a bizonyitas-
ban nem hasznaltuk ki azt, hogy 6, »(z) paramétereknek milyen a térbeli eloszlésa,

igy az tetszoOleges inhomogén rendszerre is érvényes.

3.3. Elallapotok

Tekintstiink egy egyszerti inhomogén esetet, amely mindossze két tombbél (A
és B) all, ahogyan az a || 4bran lathaté. A teljes rendszer véges sok, L szamu
racspontbdl all, amelyeket periodikus hatarfeltétel mellett vesziink, vagyis az L + 1.
pontot azonositjuk az 1.-vel. A két tomb x = 1-nél és © = L/2-nél érintkeznek. A
tombbok homogének és a paramétereiket az egyszertiség kedvéért a kovetkezdképpen
valasztjuk: 08 = 7/2, 0F = 7/2, 62! = 68 = 0. Ekkor a definiciébdl kénnyen
ellendrizhetjiik, hogy egy tetszoleges racspontrél inditott bolyongd végig lokalizalt

marad: mindig csak a kiindulasi pontot és annak szomszédait jarja be. Ennek

LA bizonyitdshoz frjuk be a TUT szorzatba a definicidkat és minden tényez6 kozé szirjunk
be I'? = ll-et. Ezutdn hirmaséval csoportositva a tényezéket felismerhetjiik benniik az U-ban
szereplé operatorok inverzeit forditott sorrendben
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01 =—m/2 E 61 = m/2

/2

A® T 0 6

—m/2

v=L/2} =L/2+1 —7r —7/2 o R

(a) (b)

4. dbra. Két tombbdl dllé inhomogén bolyongds periodikus hatdrfeltételekkel. (a) Az
A tombben (kékkel jelolt racspontok) 01 = —n/2, a B témbben (z6ld rdacspontok)

01 = /2, 05 pedig O az egész rendszerben. A témboket két éles hatdr vilasztja el
x = 1-nél és x = L/2-nél, ezeket a piros szaggatott vonalak jelzik. (b) A két tombb
paraméterei a bolyongds paraméterterében. A kék pont az elsd, a zéld pont a mdsodik
tombnek felel meg.

ellenére egy kiilonbséget figyelhetiink meg attél fiiggden, hogy a részecskét a két
tomb hatardl, vagy valamelyik tomb belsejébdl inditjuk-e el. A tombbok belsejében
(x #1ésx # L/2+ 1) U sajatallapotainak alakja:

1 ‘ 0
|z) ® (O) +ilr — 1) ® (1> (3.10)

Ezek energidja £7/2 (az A tombben) illetve F7/2 (a B témbben) és egymas-
nak kirdlis partnerei (ez expliciten nem latszik, mivel most az eredeti timeframe-ben
vagyunk és nem a kiralis timeframe-ek valamelyikében; az U operator sajatérté-
kei a timeframe-t6l fliggetlenek, a sajatallapotok alakja viszont valtozik az egyik
timeframe-bél a masikba valé attéréskor). Ezeket az allapotokat a tovabbiakban
tombi allapotoknak nevezziik. Ezzel szemben a hatarokon (z = 1 illetve x = L/2+1)

a sajatallapotok alakja a kovetkezo:

1 0
|z) ® (O) tlr—-1)® (1) (3.11)

Az ezekhez tartozé energidk 0 illetve 7. Ha attérnénk valamelyik [3.8tben definialt
kirdlis timefram-be, azt latnank, hogy ezek sajat maguk kiralis partnerei (ne feledjiik,

hogy a kvazienergia periodicitava miatt £ = 7-t és E = —n-t nem kiilonboztetjiik
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meg). Ezeket az dllapotokat éléllapotoknak nevezziik. A név 2 dimenzids rendszerek
vizsgalatabol szarmazik, ahol a tombok kozotti hatar egy egy dimenzids élnek felel
meg. [25]

A kétféle sajatallapot kozotti killonbség akkor valik nyilvanvalova, ha a elkezdjiik
a 0 és 0P paraméterek értékét folytonosan valtoztatni (az egyszertiség kedvéért most
feltessziik, hogy a tombokon beliil ezek tovabbra is homogének, de fontos megje-
gyezni, hogy a gondolatmenet akkor is érvényes, ha a tombok belsejében inhomogén
rendezetlenséget vezetiink be). Ekkor a tombok belsejében a sédvok kiszélesednek,
a lokalizalt allapotok delokalizaltta valnak, a nekik megfelel¢ diszperziés relacion a
abran sarga vonallal jelolt lapos savok atmennek a [2al abran jelzett altalanosabb
esetbe, ahol a sajatallapotok linearisan terjedd, nem 0 csoportsebességii sikhullamok
(lasd |pa) abrat). Mi torténik az élallapotokkal? A kirdlis szimmetria megkoveteli,
hogy az energia sajatallapotok +FE energias parokban létezzenek. Ezen feliil az élal-
lapotok a kiralis timeframe-ekben I'-nak is sajatallapotai, ami akkor lehetséges, ha a
I altal definidlt két alracs koziil csak az egyiken vesznek fel nem nulla értékeket. Egy
adott hatarfelillethez tartozd két élallapot kiillonb6z6 energiaju, igy egyméssal nem
tudnak hibridizalédni (més, bonyolultabb rendszerekben el6fordulhat, hogy egyazon
hatarfeliileten tobb azonos energiaju élallapot is jelen van, ekkor azonban ezek mind
ugyanarra az alracsra koncentralédnak, igy szintén nem tudnak hibridizacioval tom-
bi allapotokat létrehozni). Ez azt jelenti, hogy egy éléllapot energidja a paraméterek
valtoztatasa soran rogzitett marad a 0 és 7 energidkon. Koradbban lattuk, hogy ép-
pen ezen energiak koriil a tombokben altalaban véges méretii gapek vannak. Mivel
a tombokben nincsenek megfelel6 energiaju allapotok, kovetkezésképpen az élalla-
potok a tomboket elvalaszté hatarpontok kozelében lokalizdlodva maradnak és a
tombok belseje felé exponencidlisan lecsengenek (lasd abra). Ez egészen addig
igy van, amig valamelyik tomb paraméterei nem érik el a (1] feltételek altal definialt
vonalak valamelyikét. Ekkor a gapek egyike bezarddik és az adott energian az egész
tombre kiterjed6 delokalizalt allapotok lesznek jelen a rendszerben. Ezek lehetévé
teszik, hogy a két kiilonboz6é hatarfeliileten 1év6, azonos energiaju élallapotok egy-
massal hibridizalédni tudjanak, tombi allapotokat hozva létre. A paramétereket
tovabb véltoztatva ezen allapotok energiaja elmozdulhat a 0 illetve 7 értékekrol, igy

ekkor maguk is tombi allapotokka valnak.
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(a) Megtaldldsi valészintiség |(x)|? (b) Megtaldldsi valészindiség |1 (x)|?

5. abra. Az origobdl indulo részecske propagdcidianak numerikus szimuldcidja. Az
dbrakon szin-kédélds jelzi a |(x)]* = |b(z,D)|* + [¥(x,)|? megtaldldsi valdszinii-
séget. (a) Egy homogén tomb belsejében, 61 = 0,3m és Oy = 0 paraméterek esetén.
Ekkor jol lathatéan két hullamfront terjed szét a rendszerben ballisztikus mddon. (b)
Két témb hatdrdrél indulva. A témbok paraméterei: 07 = 0,3w, 0F = —0,37 és
0y = 0 az egész rendszerben. Ekkor a hullamfiigguény jelentds része a hatdr kozelé-
ben marad lokalizalodva, jelezve az élallapotok jelenlétét.

Az élallapotok szama tehat akkor tud megvaltozni, amikor a tombok egyike at-
megy a egyenesek altal hatarolt tartomanyok egyikébdl egy méasikba. Tgy az azonos
tartomanyokban 1év6 pontok a paramétertérben az élallapotok szempontjabol ekvi-
valensek (ha példaul a két tomb paraméterei azonos tartomanyban vannak, akkor
nem lehetnek élallapotok, hiszen ez atdeformalhaté egy homogén tombbé nélkiil,
hogy kereszteznénk valamelyiket azon vonalak koziil ahol a gap zar6dik). Ez arra
utal, hogy a homogén kvantumos bolyongasnak kell legyen valamilyen jellemzdje,
amely csupan attél fliigg, hogy a paramétertérben a |3| abran jelzett tartomanyok
kozil melyikben vagyunk. Tovabba azt varjuk, hogy két, egymassal érintkezé ho-
mogén tomb esetén ennek a jellemzonek az értéke a tombokben meghatarozza, hogy
a tombbok hataran lehetnek-e élallapotok. Ez a gondolatmenet elvezet minket a

topologikus invariansok fogalméahoz.
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3.4. Csavarodasi szamok és topologikus invariansok

Tekintsiink egy homogén split step bolyongast. Induljunk ki abbdl, hogy va-
lamelyik kirdlis timeframe-ben vagyunk és irjuk az adott k& hulldimszdmhoz tartozo
effektiv Hamilton-operatort Hog(k) = h(k)o alakba, ahol h = (hy, hs, h3) egy harom
komponensti, k-tol fiiggd vektor. Ekkor a kiralis szimmetria feltétele, felhasznalva
a definiciét, leegyszertisodik a o, Heg(k)o, = —Heg(k) Yk kovetelményre. Ez
ekvivalens azzal, hogy a h; komponens 0, vagyis a h(k) vektor tetszéleges k érték
esetén az y — z sikban fekszik. A kvaziimpulzus periodicitdsa miatt h(k) végpontja
egy zart gorbét rajzol ki ebben a sikban, mikében k végighalad a Brillouin-zénan.
Ekkor két esetet kiilonboztethetiink meg: az origd vagy ezen a zart gérbén beliil,
vagy rajta kiviil helyezkedik el. Azt a szamot, ahdnyszor a gorbe megkeriili az ori-
g6t, csavaroddsi szdmnak nevezzik, és v-vel jeloljiik. Altaldban v valamilyen egész
értéket vehet fel. Ha az origd a gorbén kiviil van, akkor v = 0, ha pedig beliil. akkor
v lehet pozitiv vagy negativ, attdl fliiggden, hogy a gorbe az éramutatd jarasaval
ellentétes vagy megegyezo iranyban keriili-e meg az origét.

A csavarodési szamot explicit képlettel is megadhatjuk. Vezessik be a h(k) =
hi(k) +ihe(k) komplex szamot. Abban a bazisban, ahol a kiralis szimmetria opera-

tora diagonalis, az effektiv Hamilton-operator a kovetkezo alaku:

’ h(k)) (3.12)

Heg(k) = (h*(k;) 0

A csavaroddsi szam nem mads, mint h(k) fazisdnak teljes megvéltozasa, osztva

2m-vel, mikozben k végighalad a Brillouin-zénan. Ez a kovetkezoképpen szamithato:

1y d
= — —1 1
YT om /;7r dkdk og h(k) (3:13)

Mivel a h(k) vektor hossza éppen az E(k) energia, igy a vektor végpontja egy
7 sugaru korlapon beliil mozog, ahol a gomb feliiletének 6sszes pontjat azonositjuk.
Ebbdl jol lathato, hogy a csavarodési szam értékét kétféleképpen valtozhathatjuk
meg: a h(k) gorbét vagy az origén hiizzuk keresztiil, vagy pedig a gomb feltiiletén.
Ez a két eset annak felel meg, hogy a gap bezarddik £ = 0-nél, illetve ' = m-nél. Ez
azt jelenti, hogy H.g paramétereinek folytonos valtoztatasakor v értéke csak valame-
lyik gap zarédésakor tud megvaltozni. A rendszer olyan jellemzoit, amely érzéketlen

a paraméterek valtozasaira, egészen addig amig a szigetelo tartomanyban vagyunk
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és egyik gap sem zarul be, topologikus invaridnsoknak nevezziik. Igy tehit mindig a
csavarodasi szam, mind a rendszerben jele 1évé élallapok szama topologikus invari-
ans. Most azt fogjuk belatni, hogy ezek egymastol nem fliggetlenek: a csavarodasi
szam megvaltozasa a tombokben kapcsolatban van az élallapotok megjelenésével a
tombok hatédrdn. A kettd kozotti kapesolatot tomb-él korrespondencidnak (bulk-
bounary correspondence) szokas nevezni.

Az elso 1épés az, hogy az eddig tisztan geometriai alapon bevezetett csavarodasi
szamnak fizikai jelentést adjunk. Latni fogjuk, hogy ez a fizikai jelentés az elektro-
mos polarizacio fogalmahoz kapcsolodik. Egy egy dimenzids szigetelo kristdly esetén

a tombi elektromos polarizaci6 igy adhaté meg [23], [5]:

P,=c¢ Z’yn (3.14)

ahol a e az elemi toltés, szumma a betoltott savokra megy és +, az n. savhoz

tartozé un. Zak-fdzis:

o= g [ A )] () (3.15)

Itt |u,(k)) az n. savhoz és a k kvaziimpulzushoz tartozé Bloch-allapot az integra-
last pedig a Brillouin-zénara végezziik. Kirdlis szimmetria esetén vehetjiik az adott

alrdcsra vetitett polarizéciot (e egységekben):

1

P. =
A 21

d
Zn:/ dk(un (k) |TLa- - Taun (k) (3.16)

és hasonloan kapjuk a B alracs polarizaciéjat I14-t [1g-re cserélve a fenti képlet-

ben. A csavarodasi szam pedig atirhaté a kovetkezéképpen:

=Py Py = 217” ;/_’; dk<un(k)\r£€|un(k)> (3.17)

Amikor tehat a csavarodasi szam értéke eggyel megvaltozik, valamelyik alracs
a masikhoz képest egységnyi polarizaciora tesz szert. Ez még szemléletesebb, ha
megfontoljuk, hogy az elektromos polarizacié szoros kapcsolatban van a helyoperator
varhat6 értékével.[24] Ez lathaté a képletbdl is, ha figyelembe vessziik, hogy
impulzustérben a helyoperator az %% differencidloperatorral reprezentalhato.

A csavarodasi szam megvaltozasa tehat intuitiven gy képzelheto el, hogy a hul-
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lamfiggvények A illetve B alracsra vett vetiiletei egymashoz képest térben eltolod-
nak. A[.I7egyenlet alapjén a csavaroddsi szdm és az élallapotok kozotti kapesolatot
is megérthetjiik. A kirdlis szimmetria miatt a tombi allapotok mindig valaszthatok
gy, hogy egyenld silyuk legyen mindkét alrdcson. Igy a csavarodési szém,vagyis az
alracs-polarizaciok kiilonbsége az élallapotok megjelenésével tud megvaltozni. Ha
két kiillonbo6z6 csavarodasi szammal rendelkez6 tomb érintkezik egymassal, akkor az
alracs-polarizaciokban jelentkezo kiilonbséget a feliileten 1évé élallapotok egyenlitik
ki, igy az élallapotok szamét a tombok csavarodasi szamainak kiilonbsége meghata-
rozza. Fz utébbi Osszefliggés a kordbban emlitett tomb-¢él korrespondencia. Jeloljitk
a baloldali (L) és jobboldali (R), vy, illetve vg csavarodési szamokkal jellemzett tom-
bok hataran 1évo élallapotok szamat ma-val illetve mpg-vel, aszerint, hogy melyik
alrdcson laknak.[5][4] Ekkor:

vV — VR = M4 — Mp (3.18)

Ez az egyenlet ugyan megadja az élallapotok és a csavarodasi szamok kozotti
kapcsolatot, azonban érzéketlen az élallapotok energidjara. A célunk az, hogy olyan
tombi topologikus invaridnsokat talaljunk, amelyek kiilon-kiilon megadjak a 0 illetve
7 energiaju élallapotok szaméat a [3.18| egyenlethez hasonlé alakban. Ehhez idézziik
fel, hogy a [3.8] egyenletek értelmében a kvantumos bolyongés esetén két kiillonb6zo
kiralis timeframe van. Mindketto esetén definialhatunk egy csavarodési szamot a
képlet alapjan, ahol h(k) helyébe az adott timeframe-ben vett effektiv Hamilton
operator matrixelemét kell beirnunk. Jeloljik ezt a két csavarodési szamot v/-vel és
v’-vel. Eddig nem hivatkoztunk arra, hogy melyik timeframe-rél beszéliink, igy a
képlet egyarant érvényes v/-ra és v"-re.

Az élallapotok energiaja fiiggetlen a timeframe-t6l, a hullamfiggvény alakja vi-
szont fiigghet téle. Megvizsgéalva azt, hogy hogyan valtoznak az élallapotok az egyik
kirdlis timeframe-b6l a masikra valé attérésnél, belathaté (lasd a [4] cikket), hogy a
0 energiaju élallapotok azonos alracshoz tartoznak mindkét timeframe-ben, mig a 7

energiajuak ellentétes alrdcsokhoz. Ebbol kévetkezik az alabbi Osszefiiggés:

"o v /
My =Myo+ My ="Myt Mg, (3.19a)

1 1 1 ! /
Mp =Mpo+Mp,=Mpy+ My, (3.19Db)
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Ahol m/y i és m’y p az A alrdcson 1év6, E € {0, 7} energidji éldllapotok szama a
3.8t ben definidlt elsd, illetve masodik timeframe-ben. Kombindlva a [3.19] és a [3.18
képleteket:

/ /
My —Mpo=Yo,L — Vo,R (3.20a)

!/ /
My — Mp . = Vr — VrR (3.20b)

ahol bevezettiink két 4j jelolést:

/ /!

e ;” (3.21a)
rn

vy =2 ; - (3.21b)

A [3.20] egyenletbdl lathatd, hogy ezek a mennyiséget a vart médon megadjék
az adott energiaju élallapotok szamat két tomb hataran. vy-t és v,-t a kvantumos
bolyongas tombi topologikus invariansainak, vagy egyszertien csak topologikus inva-
riansoknak nevezziik. Fzek egylittesen ugyanazt az informaciét tartalmazzak, mint
V' és V" de praktikusabbak az élallapotok jellemzésének szempontjabol.

Osszegezve az eddig targyalt eredményeket, felrajzolhatjuk a split step bolyongés
fazistérképét. Az egyes tartomanyok hatarait mar lattuk a [3] abran, a hozzajuk

tartozo vy és v, topologikus invaridnsokat pedig a [6] 4bra mutatja.
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6. abra. A split step bolyongas fazistérképe. A zdrojelbe irt mennyiségek a topologikus
invaridnsok (vy,vy). A kilonbozé topologikus fazisokat azok a vonalak vdlasztjdk el
eqymdastol, ahol a gap zdrodik, ldsd a tablazatot

4. Altaldnositas a rendezetlen esetre

ABI3

riansoknak az el6z6 fejezetben ismeretett definicidja kizarélag homogén, eltolasra

és a [3.17] képletekbol vilagosan latszik, hogy a tombi topologikus inva-

nézve invaridns rendszerekben miikodik (ezért beszéliink tombi invaridnsokrol, mi-
vel a tombon beliil érvényesiil az eltolas-invariancia). Ezzel szemben az élallapotok
létezésére vonatkozo levezetésiink érvényben marad abban az esetben is, amikor az
eltolasszimmetria sériil, a levezetésbol pedig az is kévetkezik, hogy amig a gapek
be nem zarulnak addig az élallapotok robosztusak a tombot érinté perturbaciok-
kal szemben, akkor is ha azok valamilyen térbeli rendezetlenséget mutatnak. Ez
alapjan joggal varhatjuk, hogy a topologikus invaridansok definicidja kiterjesztheto
rendezetlen rendszerekre is [l

Az irodalomban kétféle ilyen altalanositassal taldlkozhatunk. Az egyik lehetOség
a[3.13|képlet dtfogalmazdsa kvaziimpulzus-reprezentéciobol valds térbe [I8]. A masik

2Jelen dolgozatban rendezetlenség alatt mindig térbeli rendezetlenséget értiink, vagyis olyan
esetet amikor a paraméterek - a 01, 05 szogek - minden x koordinata esetén valamilyen valészintiségi
eloszlasbdl szarmaznak, idében viszont allanddak. Feltessziik tovabba azt is, hogy a rendezetlenség
lokalis és korreldlatlan, az egyes racspontok paraméterei a tobbi racsponttdl fiiggetlenek.
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it a topologikus invaridnsok és a szérdsmatrix kozotti kapcesolaton alapul. [10] [28].

Most roviden ismertetjiik ezt a két modszert.

4.1. Valoés térbeli csavarodasi szamok

A tombi topologikus invariansok fogalmanak elso lehetséges dltalanositasa ab-
bdél indul ki, hogy, amint azt korabban lattuk, az invaridnsok értéke érzéketlen a
Ez azt jelenti, hogy ha adott egy szigetelé hamiltoni, akkor a topologikus invaransok
szamolasakor azt mindig helyettesithetjiik a "kilapitott" verzidjaval, amelyet tgy ka-
punk, hogy minden E energia-sajatértéket sign(E)-vel helyettesitiink. Jeloljik ezt az
operatort (Q-val. A definicié alapjan konnyen lathato, hogy ez két projektor kiillonb-
ségeként adodik: Q@ = P, — P_, ahol P, és P_ a pozitiv, illetve negativ energiakra
vetit.

A [B.12] és [3.13] egyenletekbdl 1athat6, hogy a csavarodasi szdm kiszamitdsahoz
a hamiltoninak az off-diagonalis elemére illetve ennek inverzére lesz sziikséglink. A
() operator esetében ezek egyszertien megadhatoak a kiralis szimmetria operator
projektorainak segitségével. Az off-diagondlis elem Q1 = II4QIlpg, inverze pedig
Q;Ulg = Qpa = QI (Ez az Osszefiiggés valdjaban csak a I14 H altéren érvényes,
ahol H a rendszerhez tartoz6 Hilbert-tér). Ezen felil a %ﬂ differencialoperator valos
térben egy —i szorzé erejéig megfeleltetheto a helyoperatorral vett kummutatornak,
% J™_ dk pedig megfeleltethetd az egységnyi hosszra vett trace-nek. Osszességében

A B.13 képlet valds térbeli megfeleléje egy L méretil rendszerre:

v=—Tr(QpalX,Qas])/L (4.1)

Altaldban a fenti képletet valamilyen véges méret(i rendszerre akarjuk imple-
mentalni, periodikus hatéarfeltételek mellett. Ekkor tigyelniink kell arra, hogy a ha-
[24]. Ennek megfeleléen numerikus szamitasoknal a diszkretizaciot is megfelel6en
kell elvégezni és a képletben szereplé kommutatort is a szokasostol eltéréen kell ér-
telmezni. A helyes diszkretizacids eljards megtaldlhaté a [21] cikkben, ezt kés6bb
osszefoglaljuk a fejezetben. Ezeket figyelembe véve a képlet segitségével tet-
sz6leges rendezetlen rendszerre kiszamithatjuk a csavarodasi szamot. A kvantumos

bolyongas esetében ezt mindkét kirdlis timeframe-hez tartozé effektiv hamiltoni ese-
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tén meg kell tenniink és ezekbdl a képleteknek megfeleléen kapjuk a keresett

topologikus invaridansokat. Ennek mikéntjére visszatériink a fejezetben.

4.2. A topologikus invariansok és a szorasmatrix kapcsolata

A masik Ut a topologikus invaridansok fogalmanak rendezetlen rendszerekre vald
altalanositdsahoz a szérdasmatrix fogalman keresztiil vezet. A szorasmatrix bevezeté-
séhez a periodikus hatarfeltételek helyett egy véges méretii nyilt rendszert vesziink,
amelynek mindkét feléhez visszaszoras nélkili vezetoket csatlakoztatunk, ahogyan
azt a [7] Abra mutatja. A kvantumos bolyongas esetében ez azt jelenti, hogy x > L
és © < 1 esetén (ezek a jobb- és baloldali vezetdk) az id6fejl6désbdl elhagyjuk a
forgatasokat és az idolépés operatorat egyszertien U = S| Sy-ként definidljuk. Ezzel
szemben az 1 < x < L tartomanyon (szorasi régié) meghagyjuk az eredeti id6fejls-
dést. Ekkor a vezetékben a sajatallapotok linearis diszperziéju sikhullamok lesznek
(lasd a[2b{abran zolddel jelolt gorbéket). A szérdsmatrix a két vezetében 1évé bejové

illetve kimend sikhullamokat koti 0ssze egymaéssal az alabbi médon[17]
(wm) _ (r(E) t'<E)) (Wém) 42)
W7 tE) 1'(E)) \[¥6u)

z=0 =1 x=2 r=L x=L+1

) ) O F_\ O ) O
Baloldali vezet6  Szdrasi régid obboldali vezetd

7. abra. A szordsi probléma megfogalmazdsakor a periodikus hatdarfeltételek helyett
eqy nyilt rendszert vesziink amelyhez két vezetot csatlakoztatunk. A szordsi régicban
az eredeti iddfejlodés érvényes mig a jobb- és baloldali vezetdkben csak az eltolisok
vannak jelen igy itt U = S| Sy.

Az In és Out indexek a bejovo illetve kimen6 sikhullamokat jelolik, mig az L
és R indexek rendre a baloldali és jobboldali vezetére utalnak. A képletben meg-
jelené matrix a szérasmatrix, amelynek komponensei az r , v’ reflexiés matrixok
(ez a leiras olyan rendszerekben értelmes, ahol a szérasi régioban nincs disszipacio;

ez a kvantumos bolyongasokra mindig teljesiil). Altaldnos esetben egy adott ve-
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zetOben tobb azonos iranyt modus is terjedhet, a szorasméatrix komponensei tehat
maguk is matrixok. A kvantumos bolyongas esetén az egymastol fiiggetlen jobb-
ra ill. balra halad6 sikhulldmok szdma megegyezik azzal, ahdnyszor az S; illetve
az S| operatorok szerepelnek az id6lépés operatordban. fgy a split step bolyongés
esetében mindegyik vezetében csak egy bejovo és egy kimend hullam terjed. Ekkor
a a szorasmatrix 2 x 2-es, komponensei komplex szamok amelyeket szorasi illetve
transzmisszioés amplitudéknak neveziink.

A szérdsmatrix és a topologikus invariansok k6zotti kapcesolatot részletesen vizs-
galtdk mind kozonséges topologikus szigetelékre[I0] mind kvantumos bolyongasok
esetére[28]. Most roviden Osszegezziik a bolyongdsokra vonatkozé eredményeket, a
split step bolyongasra koncentralva.

Ha a bolyongas egy idélépését az U operator irja le, akkor a reflexi6 illetve

transzmisszié kifejezhetd a kovetkezoképpen:

r(E) = (0,13 U0, 1) (4.3a)
s=0
HE) = (L+ 1,13 2070, 7) (4.3b)
s=0

Ehhez hasonléan kifejezhetd r/(FE) és t'(E) is.

A rendszer szimmetriai kiilonféle feltételeket szabnak a szérasmatrix alakjara
nézvést.[28] Ezek koziil a split step bolyongas topologikus invaridnsainak szempont-
jabdl leglényegesebb a kirdlis szimmetria. A ' operdtor egy E energiaju, jobbra
ill. balra halado6 sikhullamot atvisz egy —FE energiaja, az ellenkez6 irdnyba haladé

sikhullimma. Ez a kovetkezo feltételt jelenti a reflexios amplitudora nézvést:

r(E)=r(—E)" (4.4)

Mint lattuk, az élallapotok mindig E = 0 vagy E' = 7 energiaval rendelkeznek.
Ezeken az energidkon a [1.4] feltétel azt jelenti, hogy a reflexiés amplitudénak va-
lésnak kell lennie. Ezen kiviil, ha valamelyik szigetelé tartomanyon beliil vagyunk,
kon bejovo sikhullamok a széréasi régiéban evaneszcens hullamokként exponencialisan

lecsengenek. Ez azt jelenti, hogy az L > 1 hatédresetben r(0) és r(m) egységnyi szé-
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mok. A két feltételbol egytittesen kovetkezik, hogy négy kiillonb6z6 lehetoség van:
r(0) = £1 és r(w) = £1, egymdstdl figgetleniil. A reflexiés amplitudé el6jelének
megvaltozasa akkor lehetséges, ha a gap az adott energian bezarul, vagyis egyik to-
pologikus fazisbol a méasikba megytink at. Ez azt jelenti, hogy a reflexiés amplitudo
el6jele (kell6en nagy rendszer esetében ez megegyezik magéval az amplitudéval) j6
topologikus invarians. Tovabba igaz az, hogy a kotott allapotok rezonancidkként
jelentkeznek a széraskisérletben. Altaldnos esetben ahhoz, hogy két témb (jelol-
jik Oket A-val és B-vel) hataran kotott allapotok lehessenek, a det(1 — rarz) = 0
feltételnek kell teljesiilnie. Ebbol a feltételbdl belathaté hogy a reflexiés matri-
xok az élallapotokhoz tartozd energiakon megadjak az adott energiaju élallapotok
szaméat, vagyis teljestl rajuk a tomb-él korrespondencia.[I1][10][28] Ennek alapjan
a [3.21] egyenletekkel definidlt topologikus invaridnsok megfeleltethetéek a reflexios
matrixok bizonyos matrixinvaridnsainak (részletesen lasd a hivatkozott cikkeket). A
split step bolyongas esetén, ahol a reflexios matrix 1 x 1l-es, ez az alabbi egyszeri
Osszefiiggéseket jelenti:
1

Vg = §T(E) (E=0,7) (4.5)

« sz

a szorasi probléma nyelvezetére. Ennek szamos elonye van. Egyrészt, szemben a
képlettel, amelynek alkalmazasahoz a Hamilton-operator teljes spektrumat is-
merni kellett, a [4.5] képlet alapjan csupan az éléllapotok energidjan kell ismerniink
a rendszer viselkedését ahhoz, hogy az élallapotok szamat meghatdrozzuk. A to-
vabbiak szempontjabdél még fontosabb az, hogy a szérdsmatrixon alapuld definicio
természetes modon alkalmazhaté rendezetlen rendszerek esetére is.

A dolgozat tovabbi részében eloszor részletesen megvizsgaljuk, hogy hogyan iil-
tetheto at a szorasmatrixokra épiilé médszer a gyakorlatba olyan médon, ami leheto-
vé teszi mind a numerikus, mind az analitikus szamolasokat és bemutatjuk az ezzel a
modszerrel a rendezetlen split step bolyongas esetén elért eredményeket. A dolgozat
végén ismét visszatériink a valés térbeli csavarodasi szamokon alapulé modszerre és

osszevetjiik a két tton kapott eredményeket.

24



5. A valdstérbeli szorasmatrixok modszere

Ebben a szekcidban egy olyan moddszert mutatunk be, amelynek segitségével
konkrétan kiszamithatjuk a kvantumos bolyongas korabban definialt szérasmatrixat.
A modszert el6szor altalanosabb egy dimenzids bolyongasokra ismertetjik, majd

bemutatjuk a moédszer alkalmazasat a split step bolyongasra.

5.1. A moddszer altalanos leirasa

A szérési probléma megoldasaként olyan stacionarius allapotot keresiink, amely
a szorasi régidhoz csatlakoztatott két vezetoben a megfelelé hatarfeltételeknek tesz

eleget. Mivel a keresett allapot staciondrius, teljesiil ra az alabbi egyenlet:

Uly) =e " [y) (5.1)

Célunk az, hogy ebbdl a feltételbdl kifejezziik azt, hogy a [¢) allapot hulldm-
fiiggvényében hogyan aranylanak egymashoz a szomszédos racspontokhot tartozé
komponensek.

Tekintstink egy olyan egy dimenzids bolyongast, amelynek egyetlen idélépése N

darab forgatast, illetve eltolast tartalmaz:

UO - SNRN “ee SlRl (52)

ahol S; = S| vagy S; = St, R; pedig egy forgatds az y tengely kortl valamilyen
0;(x) szoggel, amely fiigghet a helykoordinatatél. Tegyiik fel, hogy az N darab el-
toldsoperdtor kozott n' darab Sy és nt darab S| van (valéjaban n' = n¥, kiilénben
a spektrumban nem lehetne gap). Ebben az esetben a hullamfiiggvénynek egy 1épés
utani értékét az x helyen az x — n'-tél & + n'-ig terjed pontokban a lépés elétt fel-
vett értékei hatarozzak meg. Tovabb bonyolitja a helyzetet, hogy az eltolasok kozé
beiktatott forgatasi operatorok miatt eléfordulhat az is, hogy a bolyongd részecs-
ke egyetlen 1épés alatt visszatér a kiindulasi helyére. Ez megneheziti azt, hogy a
szomszédos pontok hullamfiiggvényei kozott olyan kapcsolatot irjunk le, amely csak
egyetlen racspont paramétereitol fligg.

Hogy a fenti nehézségeket elkeriiljiik, az alabbi triikkhoz folyamodunk. Az ere-
deti Uy id6lépést felbontjuk N darab egyenl6 idotartalmu részlépésre. Ezt ugy érjitk

el, hogy az eredeti bolyongasrol N darab masolatot, "klont" készitiink. Ez megfelel
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annak, hogy a bels6 szabadsagi fokok szamat N-szeresére noveljik. Ezek utéan a

bolyongé allapota a kovetkezo altalanos alakba irhato:

W)= > > ¥(z,0,5)r,0,j) (5.3)

T o=l j=1
ahol az tjonnan bevezetett j index a kiilonbozo klonokat indexeli. Az 10j, N

klénbol allé rendszer egy idolépésének operatorat a kovetkezoképpen befinialjuk:

U=SRD (5.4)

ahol az egyes szimbdélumok jelentése:

(5.5a)

<
Il
-

N
I
N

Iy
I
P =
Ry

(5.5b)

<.
Il
—

D

ZZ;\fc,a,j(modN) +1)(z, 0, j| (5.5¢)

(5.5d)

Tehat a j. klénon az eredeti Uy operator j. részlépése miikodik, a D operator
pedig egy klénnal lefelé 1éptet (periodikusan, az N.-r6l az 1.-re). A definiciébdl
kovetkezik, hogy ha az N. klonrdl inditjuk a bolyongdt, akkor £ idolépés utdn az
allapota meg fog felelni a klénozatlen rendszer allapotédnak k/N 1épés utén, (a split
step bolyongés esetére ezt mutatja a [§fdbra) ha pedig a j. klénrél indulunk akkor az
idofejlodés annak felel meg, mint ha az eredeti bolyongast egy olyan timeframe-ben
frnénk fel, ahol a lépés az S;;R;1 operdtorral kezdédik. Mivel az 4j idélépést
N-szer kell ismételni ahhoz, hogy az eredeti dinamikat visszakapjuk, ezért a két
rendszer sajatenergiai kozott az alabbi osszefliggés all fent: Ey = N Eyign.

A klénozasi eljarast ugy definidltuk, hogy az 1j rendszerben a bolyongé helyko-
ordinataja minden 1épésben pontosan egy racsponttal valtozik meg. Ennek koszon-
hetoen most mar lehetoségiink nyilik arra, hogy egyértelmii kapcsolatot teremtsiink
egy adott energiaju stacionarius allapot szomszédos racsponthoz tartozé komponen-

sei kozott. Ennek érdekében a bels6 szabadsagi fokok terén térjiink at arra a bazisra,
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8. abra. A split step bolyongds klonozdsa. A masodik klonrdl indulva a klénozott
rendszerben bolyongo részecske dallapota t idé utdn megfelel az eredeti rendszer dlla-
potdnak t/2 idd utdn.

amelyen a S operator alakja a kovetkezé: S = diag(e ™, ... 7% e* .. e* 1,...1).
Ebben a bazisban az adott rdcsponthoz tartozé hullamfiggvény harom egymast ko-
vetd "szektorra' bonthaté: n' darab olyan komponense van, amelyeket az S operator
jobbra léptet, nt darab komponens, amelyeket balra léptet és n® = n' + nt darab

olyan amelyek a léptetéskor helyben maradnak. Az egyes szektorokat a megfelelo
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indexszel jelezve az adott pontbeli hullamfiiggvény a kévetkezoképpen irhaté:

vl
U, = | Ut (5.6)
\I’O
Ennek megfeleléen az idolépésnek az eltolast megel6zo részét, az RD operatort
is felbonthatjuk:

AT AT ATO At
A=RD = | A1 AH a0 ]| = | 4¢ (5.7)

AOT AOJ, AOO AO
Ahol A°P az operatornak a p szektorbdl a o szektorba képezo része, egy n? x n”
méretti matrix és A7 = (AT, A7+ A70): p.o € {1,],0}. Ezekkel a jelélésekkel a

stacionarius allapotokra vonatkozo feltétel:

ALl vl
AWy [ =P |0 (5.8)
AUY vy

Itt és a fejezet tovabbi részében ¢ a klonozott rendszerben vett energiat jeloli. A

harmadik egyenletbdl WY kifejezhetd:

U0 = G () (AT 4 A0Hut) (5.9)

T

ahol bevezettiik az alabbi jelolést:

ch(E) = (e_ia]lnoxno — Ago)_l (5.10)

WY fenti kifejezését visszairva a egyenletbe, az az alabbi Osszefiiggésre egy-

T vt (U]
L)) )

ahol bevezettiik a kdvetkezo jeloléseket:

szertsodik:
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v, = e (AL + ALGL(e)AY ) ; (5.12a)
tp = ¢ (Al + AI°GL(e) A ) ; (5.12b)
t, = (Al + APG,(e)AY) ; (5.12¢)
v, = e (ALl 4 AI°G,(e)AY) (5.12d)

A egyenlet a szordsmatrix defincidjara emlékeztet, azzal a kiillonbséggel,
hogy bejovo és kimend sikhullamok szerepét a hullamfiiggvénynek azon komponen-
sei jatsszak, amelyek egy adott 1épésben az x. racspontba beléptek, illetve onnan
kiléptek. Ennek megfeleléen a [5.11] egyenletben megjelené matrixot az x. racspont
valdstérbeli szorasmdatrizdnak, a[5.12] dltal definidlt komponenseit pedig valds térbeli
reflexios és transzmisszios amplitudoknak nevezzik. Vegytlik észre, hogy a jobbra,
illetve balra haladé médusok szama n' és nt, igy minél tobb eltoldst tartalmazott az
eredeti id6lépés, annal nagyobbak lesznek a valos térbeli reflexios és transzmisszios
matrixok.
vezettiik be, a valés térbeli szérdsmatrixra is vonatkozik a szérasmétrixokra leve-
zetheté kombinacios szabdly (lasd [17]). Ennek értelmében a teljes L racspontbdl
allo rendszer valos térbeli reflexids és transzmisszios amplitud6i megkaphatok az el-
s6 L — 1 pont szorasmatrixdnak és az L. pont szoérasmatrixanak kombindlasaval az

alabbi modon:

B=[1—v, |7, (5.13a)
v =t + 4 Betipog; (5.13b)
tir =tot o+ tvl L Brot o (5.13¢)
v =+t o BY; (5.13d)
=t Bt (5.13e)

Hasznalva ezeket a kombinacios szabalyokat, megkaphatjuk egy tetszoleges véges
méretli szorasi régid valds térbeli szorasmatrixat. Ebbol mar konnyen visszakaphat-

juk a be- és kimend sikhullamokat 6sszekapcsold szérasmatrixot a kovetkezoképpen.
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Vegyiink egy balrél bejovo sikhullamot. Ekkor a reflexios és transzmisszids méatri-

xokra az alabbi egyenleteknek kell teljestilniiik:

Ug = (e = e Fr(e)y] (5.14a)
Ul = te)h] = e Et(e)y] (5.14b)

« s ez

L] = Up; = r(e) = ety ; (5.15a)

ol = U = te) =€ty (5.15b)

Ezekhez hasonlé képletek érvényesek t/-re és t'-re is. Tehat a egyenletben
definialt valés térbeli szérasmatrixboél, felhasznalva a kombinaciés szabalyokat
és a Osszefiiggéset, visszatérve az eredeti klonozatlan rendszer F energidjara,
egy tetszOleges véges méretii rendszer esetén megkaphatjuk az r(E = 2¢) reflexios
amplitudékat barmely energian, beleértve a 0 és 7 energidkat is. Ezekbdl a kép-
letek segitségével meghatarozhatjuk, hogy az adott rendszerhez milyen topologikus
invariansok tartoznak.

A valos térbeli szérasmatrixok modszere tehat egy hatékony, numerikusan is jol
implementalhaté modszert ad a keztinkbe, amelynek segitségével meghatarozhatjuk
a rendszer reflexios amplitudéit és igy a topologikus invariansokat. A koévetkez fe-
jezetben latni fogjuk, hogy hogyan tudunk a valds térbeli szérasmatrixra alapozva
olyan képleteket levezetni, amelybdl a split step bolyongas esetére egzaktul kisza-

molhatéak a topologikus invariansok varhato értékei.

5.2. Alkalmazas a split step bolyongasra; additiv paraméte-
rek

Az el6z6 fejezetben ismertetett valds térbeli szorasmatrixok modszerét a split

step bolyongasra alkalmazva az alabbi képletet kapjuk a bolyongas egy adott, 6; és

0y szogekkel jellemzett racspontjanak valos térbeli szorasmatrixra abban az esetben

amikor a rendszer stacionarius allapotanak energiaja E:
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v v et eB12 5in 0, + e *E/2 gin 0, cos 64 cos O
sin 92

== 'E . . _ . .
t v 1 + e'® sin 0, sin 0, cos 61 cos Oy —e~E/2gin g, — F/?

(5.16)
Ez az S(F) valés térbeli szorasmatrix, amely definicié szerint az alabbi médon

teremt kapcsolatot a stacionarius allapot hullamfiiggvényének komponensei kozott:

vy v
: =9 i (5.17)
Vo v

Mint lattuk ez megfelel annak, hogy a szérasmatrix a bejovo és a kimen6 sikhulla-
mokat kapcsolja 6ssze egymassal. Ezzel ekvivalens leirast ad az un. transzfermdtriz,
amely a jobboldali vezetébenben terjedé sikhullamokat koti 0ssze a baloldali veze-
tében terjeddekkel.[I7] Ezzel 6sszhangban definidlhatjuk a val6s térbeli M transz-

fermétrixot az aldbbi Osszefliggéssel:

o))
S R (5.18)
(Wi v

A transzfermatrix nagy elénye a szorasmatrixszal szemben, hogy, mint az a de-
finiciobol konnyen lathatd, a teljes rendszer transzfermatrixa egyszeriien, az egyes
racspontok transzferméatrixainak szorzataként adodik. Amennyiben ezt sikeriil ki-
szamitanunk, beléle visszakaphatjuk a transzmisszi6 és a reflexié értékeit (ezzel
szemben szomszédos részrendszerek szorasmatrixaira bonyolultabb kombinacioés sza-
béaly vonatkozik, mint azt a képletekben lattuk).

A szérasmétrix korabbi [5.16] kifejezésébdl kiindulva kifejezhetd a split step bo-

lyongas transzfermatrixa, amelyre az alabbi kifejezés addodik:

M(E) _iE/2 e—iE/2

B 1 e’ + sin 6, sin 6, —e~F/2gin 0, — e'F/2 gin O,
~ cos B cos by

sin 65 —e " 4 ginf sin 6,
(5.19)

A topologikus invaridnsokat az E = 0 illetve F = 7 energidkhoz tartozd szorasi

sin 6, —

amplitudok adjak. Ezeken az energidkon a kirdlis szimmetridnak koszonhetden a

transzfermatrix alakja nagyban leegyszertisodik:
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M(0) = et (5.20a)
M(7) == e (5.20D)

Ez transzfermétrix ilyen jellegii paraméterezése haszndlatos topologikus szigetel 6knél[11]
és mas, kiralis szimmetridval rendelkez6 rendszerek esetén is, lasd [7],[19]. A Ag és
A paramétereket a tovabiakban kanonikus vagy additiv paramétereknek nevezziik
(az irodalomban idénként hasznélatos rajuk a Ljapunov-exponens elnevezés is[11]).

Ezek az alabbi modon fiiggenek a racsponthoz tartozé forgatasi szogektol:

sin 6y + sin 6, 1 —siné;)(1 —sin6d,

L )( )
tanh \g = — Ao(01,602) = =1 21
iAo 1 + sin #; sin 0, = Aol0h,62) 2 %8 (1 +sin6)(1 + sinfs) (5:21a)
sin #y — sin 6, 1. (sinf; —1)(1+sinbs)
tanh A\, = — Ar(01,00) = =1 21b
A A sin #y sinfy — 1 = Ax(01,02) 2 %8 (1 +sinf)(sinfy — 1) (5:21b)

Mint az a egyenletekbdl vildgosan latszik, a Ao, paraméterek additivak a
transzfermatrixok szorzasara nézve. Ez azt jelenti, hogy a teljes rendszer valds tér-
beli transzfermatrixa ugyanilyen alakba frhat6 a Ao — Ag% = 3, /\(()?r helyettesités-
sel, ahol /\Ef’;)r az x. rdcspont paramétereihez tartozd Ao, értéket jeloli. Visszatérve a
szorasmatrixra, azt kapjuk, hogy a reflexios illetve transzmissziés amplitudok a ko-
vetkezdképpen fiiggenek A\'-t6] (a kovetkezéekben bevezetjiik az £ mindexet, amely

a 0 és 7 értékeket veheti fel):

r(E) = — tanh A%’ (5.22a)
t(E) = 1/ cosh A% (E=0,m) (5.22Db)
Mint lathatd, megfeleléen nagy rendszer esetén az r(E) = +1 és r(E) = —1

topologikus fazisok az egy rdcspontra jutd dtlagos additiv paraméter, (Ag) = \%2'/L

pozitiv, illetve negativ értékeinek felelnek meg:[11]:

ve = —sgn(Ag)/2 (5.23)

A fazishatart a (A\g) = 0 feltétel teljesiilése jelzi. A fazishatdron a varakozasaink-
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nak megfeleléen a transzmisszio értéke 1-hez tart, ez a kiterjedt hullamfiiggvények
megjelenését jelzi, ami sziikséges feltétele annak, hogy az élallapotok szama meg-
véltozhasson (késébb kontruktivan is be fogjuk 14tni, hogy a A" paraméter eldjele
meghatérozza az E energias éldllapotok szamat). A fazishatért6l tédvol a transz-

misszi6 valoszinlisége a kovetkezoképpen irhaté:

1 _
E

Ahol bevezettik a {(E) = 1/{|A\g|) lokalizdcids hosszot. Ez tetsz6leges energiara
értelmezhetd a £(E) = —2L/In(T(E)/4) definiciéval. A lokalizaciés hossz jellemzi
a rendezetlen rendszerben kialakul6 sajatallapotok atlagos kiterjedését. A topolo-
gikusan szigetel6 fazisokban tehat a transzmisszié exponencidlisan csokken minden
energian, ami annak a jele, hogy az 0sszes sajatallapot valamilyen véges tartomanyra
lokalizalt. A fazishataron viszont valamelyik élallapothoz tartozé energian a lokali-
zéciés hossz rosszul definidlttd valik, hiszen ekkor 1/(\g) divergdl. Ez azt jelzi, hogy
ezen az energian az egész rendszerre kiterjedd delokalizalt allapotok vannak jelen.
Ahogy mar korabban is lattuk, ez sziikséges ahhoz, hogy az élallapotok szama meg-
véltozhasson. Igy tehat a topologikus fazisatalakuldst egy delokalizdcids dtmenet
kiséri, amely csak adott energidkon (E = 0 vagy E = ) jelentkezik. Ez 6ssze-
hangban van a korabbi gondolatmenetiinkkel, amely szerint az élallapotok szama
akkor tud megvaltozni, ha a kozottiik 1éve térben delokalizalt dllapotok vannak je-
len, amelyek lehet6vé teszik azt, hogy az egymastol tavol 16vo élallapotok egymaéssal
hibridizalédjanak. A Fermi-energian 1évo delokalizalt allapotok megjelennek mas,
kirdlis szimmetriaval rendelkez6 rendezetlen rendszerek esetén is, lasd a [29],[7] és
[19] cikkeket.

A 0 és 7 energids transzfermétrixhoz tartoz6 kanonikus paraméterek atlagos (Ag)
értékei tehat a egyenleten keresztiil lehet6vé teszik, hogy a 6, o(z) paraméterek
tetszoleges térbeli eloszlasa esetén meghatarozzuk, hogy a vizsgalt bolyongas melyik
topologikus fazishoz tartozik. A késobbiekben bemutatjuk, hogyan hasznalhaté fel

ez az allitas kilonbozo rendezetlen rendszerek fazistérképének felrajzolasahoz.

5.3. A homogén split step bolyongas szérasmatrixa

Mielott ratérnénk a rendezetlen rendszerek targyalasara, ellendrizziik, hogy a fent

vazolt megkozelités homogén rendszerekre visszaadja-e a[f4bran bemutatott fazisdi-
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agramot. Homogén rendszer esetén az[5.21]képlettel definidlt fliggvények megadjik a
Ag paramétereknek az egy racspontra jutd atlagos értékét: (Ag) = Ag(61,6,). Ezen
fiiggvények értékei jellemzik a paramétertér pontjait és az eldjelitk meghatarozza
a topologikus fazisokat. A fazishatarokra vonatkozé feltétel: A\p = 0. Az F = 0
esetben ez akkor teljestil, ha 0y = —6, vagy 6, = 0, — 7, E = 7 esetén pedig akkor,
ha 6, = 60, vagy 0y = m — 0,. Ezek azokkal a vonalakkal a paramétertérben ahol a
gap zarédik az adott E energianal és igy a megfelel6 topologikus invarians valtozhat.
Ahhoz, hogy a fazistérképet visszakapjuk a[5.21 képletekbdl, még ellendrizniink kell,
hogy az egyes tartomanyokban a megfelel6 el6jelet adjik-e a reflexio értékére. Ezt
legegyszeriibb gy ellendérzni, ha azt szamitjuk ki, hogy hova tart \g és A\, értéke,
mikézben a paramétertérben tartunk valamelyik tartomany koézéppontjahoz. Mint
a képletekbdl leolvashaté, ekkor a fliggvények divergalnak (ez a tokéletes ref-
lexi6 jele). A topologikus fazisok beazonositdsa szempontjabol a lényeges kérdés a
reflexios amplitudoé eldjele, vagyis az, hogy a megfelel6 \ paraméter a pozitiv vagy
a negativ végtelenhez tart-e. Ezt foglalja ossze a [2] tablazat. A tablazatban szerepld
eredményeket Osszehasonlitva a egyenlettel lathatd, hogy valéban a [ abran
lathato fazistérképet kapjuk vissza. A képletben definialt Ag (61, 02) fliggvények
lathatéak a [9 Abran.

01:71'/2 01:—71'/2
Ao —00 400
Ar —00 400

Oy =7/2 | Oy =—7/2
Ao —00 400
Ar +00 —00

2. tablazat. A g €s A\, paraméterek hatdrértékei abban az esetben amikor 61 és 0
valamelyike m/2-héz vagy —m/2-hoz tart

A fiiggvények tehat teljes leirasat adjak a kvantumos bolyongas topologikus
fazisainak. Beldliink kiszdmithatjuk a topologikus invaridnsokat (reflexiés ampli-
tudokat), amelyek végtelen méretii homogén rendszer esetén megegyeznek a témbi
csavarodasi szamokbdl szamitott értékekkel. Véges méretli homogén rendszer esetén
a topologikus invariansok nem ugrasszeriien valtoznak, hanem folytonosan mennek
at a fazishataron, a Ag paraméterek pedig a képleten keresztiil megadjak en-

nek az dtmenetnek a pontos alakjat. Ezen tilmenden, a rendezetlen kvantumos
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5 5
4 4
3 3
2 2
1 1
0 0
-1 -1
2 2
-3 3
-4 -4
—7 -2 0 w2 7w " ® - -n/2 0 w2 ®
91 91
(a‘) Ao (b) Ax

9. abra. A Xy és Ay kanonikus paraméterek a 01, 0o szogek figguényében, a m
eqyenletek alapjin. Az dbrdakon a fehér vonalak azokat a helyeket jelolik, ahol |Ag| >
5. Osszevetve a@ abrdval, ldthato, hogy az exponensek eldjelei megadjik a topologikus
invariansokat a osszefliggésnek megfelelden.

bolyongas esetén nem csupan azt hatarozzak meg, hogy az egyes racspontok me-
lyik topologikus fazishoz tartoznak, hanem azt is, hogy mekkora jarulékot adnak
a teljes rendszer reflexiés amplitudéjahoz. Ilyen médon a A\g paraméterek olyan
sulyfiiggvényekként szolgalnak, amelyek segitségével a rendezetlen rendszer paramé-
tereinek eloszlasabol kiszamithato a teljes rendszert jellemzd topologikus invarians.

Ezt fogjuk kihasznélni a kévetkezo fejezetben.

6. Rendezetlen split step bolyongas topologikus in-

variansai

A dolgozat tovabbi részében a rendezetlen split step bolyongést vizsgaljuk, vagyis
olyan rendszereket, ahol a #; és 0y paramétereket minden egyes racspontban vala-
milyen véletlen eloszlas szerint valasztjuk. Feltessziik, hogy ez az eloszlas minden
pontban ugyanaz és azt, hogy a rendezetlenség korreldlatlan. A rendezetlenséget
tehat egy, a paramétertéren adott (6, 0s) valdszintiségi mértékkel jellemezhetjiik.
Az el6z6 fejezetben bevezetett valostérbeli szorasmatrixokra, és azok additiv para-

métereire ([5.21] egyenletek) alapozva elészor megvizsgaljuk az dltaldnos esetet, majd
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két konkrét rendezetlen modellt. Belatjuk, hogy az altalunk bevezetett topologi-
kus invaridansokra teljestil a témb-€él korrespondencia, végil pedig roviden kitériink
a fejezetben emlitett masik utra is, amellyel a rendezetlen rendszer topologikus

invariansai szintén meghatarozhatoak.

6.1. Altalanos rendezetlen eset

Vizsgéljuk eloszor azt az esetet, amikor a rendezetlenség valamilyen tetszoleges
p(01,02) valdsziniliségi mértékkel adott. A Ap paraméterek additivitisa miatt azt
varjuk, hogy a minta méretének novelésével annak szorasi jellemzoi egyre jobban
megkozelitik az elméleti varhato értéket. Ebbol kiindulva nézziik azt a hataresetet,
amikor a rendszer méretével végtelenhez tartunk. Ekkor Ag-nek egy racspontra jutd

atlagos értéke:

1 z
) 1oroe = fim 737 (6.1)

A fenti kifejezés formélisan egy id6atlagnak tekinthetS[18], ahol az id6 szerepét
a rendszer L hossza jatsza (ez a megkozelités analdg azzal a médszerrel, amelyben a
transzfermatrix sajatértékeinek "bolyongasat" szokas vizsgalni a rendszerméter va-
lamilyen kis 6 L megvéltozasanak hatdsara, lasd a [17] konyvet illetve a [7] cikket).
Birkhoff ergodikus tételének értelmében ezt az idoatlagot atirhatjuk a paraméterté-

ren vett sokasdgatlagra:

Ae)ioo = [ [ dul6r, 82)A5(01,62) (6.2)
A 6.2 egyenlet a A\ fiiggvények definicidjival sszevetve tartalmazza a dol-

gozat {6 eredményét. A fenti integralt kiszamitva annak elGjele tetszoleges rendezet-
lenség esetén meghatarozza a topologikus invarians varhatoé értékét (kihasznalva azt,
hogy végtelen nagy rendszer esetén tanh L{Ag) lényegében egy signum fiiggvénynek

felel meg).

6.2. Elallapotok megkonstrualasa

Korabban lattuk, hogy a kvantumos bolyongas reflexiés amplituddja 0 illetve 7
energian egy 2-es szorzo erejéig megfelel az adott energiaja élallapotok szamat meg-

hatarozo topologikus invaridns értékének. Most a[5.20] egyenleteket kihasznalva exp-
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liciten is megmutatjuk, hogy a Ag paraméter el6jele meghatarozza, hogy létezhetnek-
e E energias élallapotok, illetve az élallapotok alakjara is a vart eredményt adja.

Tekintsiink egy hatarfeliiletet, amely egy homogén és egy rendezetlen bolyongast
valaszt el egyméstol: legyen z < 0 esetén 0y (x) = 0F és Oy(x) = 0% &llanddak, mig
x > 1 esetén 0, »-t valamilyen véletlen eloszlasbol vessziik. Olyan stacionarius meg-
oldasokat akarunk konstrualni, amelyek az z = 0 hatarfeliilet kozelében centraltak
és mindkét irdanyban lecsengenek a végtelenben.

A valds térbeli transzfermétrix definicio szerint a stacionarius megoldéds hullam-

fliggvényének komponenseit kapcsolja 6ssze az alabbi mdédon:

Ul vl
( ol ) = M(E) (\Ifil) (6.3)

Vizsgaljuk eloszor az E' = 0 esetet. Ekkor mint lattuk a transzfermatrix alakja:
M(0) = e+, Ebbél lathat6, hogy ha a (U], ¥}) komponenseket a o, Pauli-métrix
valamelyik sajatvektoranak valasztjuk, akkor racson eggyel jobbra lépve a kompo-

3" szgmmal szorzodnak, attol fliggen hogy a +1 vagy a —1

nensek csak egy e
sajatértékhez tartozo sajatvektort valasztottuk. Ha a racson balra lépiink akkor az
M (0) métrix inverze lépteti a komponenseket és igy a kapott szorzé e Mivel a
két iranyban az exponens eléjele ellentétes, igy csak akkor kaphatunk mindkét irdany-
ban lecsengd megoldast, ha (AF) = 500, A /L eldjele killonbézik (AF) = Ao(0E, 6%)
eléjelétsl. Ha az eldbbi pozitiv és az utébbi negativ akkor a (U], Wh) = (1, —1), for-
ditott esetben pedig a (\Ifi, \Ilé) = (1,1) vélasztas esetén kapunk olyan megoldast,
amely mindkét végtelenben lecseng.

Ugyanezt a gonolatmenetet megismételhetjik az F = 7w energiaju élallapotokra
vonatkozdan, kihasznalva hogy M () = e~*=v. Ekkor azt kapjuk, hogy ha (A\E) > 0
és (ALY < 0 akkor (U1, W}) = (1,4) a j6 vélasztés, ellenkezd esetben pedig (U], W) =
(1, —).

Osszehasonlitva ezeket az eredményeket a alfejezetben mutatott élallapotok-
kal, figyelembe véve a klonozasi eljaras részleteit, azt kapjuk hogy a fenti gondolat-

menet az élallapotok alakjat is helyesen adja meg.
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6.3. Binaris rendezetlenség

Annak érdekében, hogy némi intuiciot szerezziink a rendezetlenség hatasairdl,
érdemes megvizsgalnunk egy leegyszertiisitett modellt, amelyet bindris rendezetlen-
ségnek fogunk nevezni. Ebben a modellben a (61, 65) paraméterek csak két lehetséges
értéket vehetnek fel, az egyiket ¢ a mésikat 1 — ¢ valészintiséggel (¢-t a tovabbiakban

keverési aranynak fogjuk nevezni):

p(61,605) = q3(61 — 67)5(0; — 05') + (1 — q) 6(61 — 07)5(0> — 65) (6.4)

A paramétertér A pontjat a kovetkezdképpen rogzitjik:

0 = 0.625m (6.5a)
03 = —0.1257 (6.5b)

A B pontot pedig ugy valasztjuk, hogy az A ponton atmend, a fazishatarokkal

parhuzamos egyenesre essen:

08 =02 —mn (6.6a)

0F =02 +mn (6.6b)

ahol bevezettiik az m paramétert, amely az A és a B pontok paramétertérbeli
tavolsagat méri. m a [0, 1] intervallumon vehet fel értékeket, m = 0 annak az esetnek
felel meg amikor a két pont egybeesik, m = 1 pedig amikor a tavolsaguk mximalis
(ne feledjiik, hogy mindkét paraméter periodikus 27 szerint). A lehetséges eseteket
a [10] 4bra mutatja.

A bindris rendezetlen modell elénye, hogy mindossze két paraméter jellemzi: ¢
és m. Célunk az, hogy adott m esetén meghatarozzuk azt a kritikus q..;; értéket

amelynél a rendszer egyik topologikus fazisbdl atmegy a masikba.
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10. abra. Bindris rendezetlenség. A piros illetve kék korok az A és B pontok he-
lyeit jelzik az m = 1 esetben, mig a szaggatott vonal B lehetséges értékeit mutatja,
mikozben m értékével megyiink 0-tol 1-ig.

Jeloljiik a rendszerben el6forduld kétféle racspont szamat L 4-val illetve Lp-vel.

Ezekbdl N2t kifejezhetd:

Mot = LA 4+ LpAB (6.7)

Az egyik topologikus fazisbdl a masikba valé atmenet akkor megy végbe, amikor
A2t eléri a 0 értéket és a bolyongds az adott energidn vezetSként viselkedik. Tehat

a kritikus vonalon:

Lp A
-5 _ 2 6.8
L, B (6.8)
Ebbdl kifejezhetjiik a kritikus g értéket:
1 1
crit — = 6.9
qerit 1 + % 1— i\% ( )

Ezt a kritikus vonalat dbrazoltuk a [I1] 4brdn, Osszevetve a szérdsi amplitudéra

kapott numerikus eredményekkel.
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11. ébra. Fazishatdr a bindris rendezetlen bolyongds esetén. Az (a) dbra a
egyenletben definidlt q keverési arinynak a eqyenlet alapjdn szamitott kritikus
értékekét mutatja, a (b) dbra pedig a szérdsmdtriz numerikus szamitdsabol adddo
reflexios amplitudokat egy 40 rdacspontbol allo rendszerre. A numerikus szimuldciobol
kapott r = 0 vonal jol egyezik az elméletbol szamolt kritikus vonal helyével

6.4. Uniform rendezetlenség

Az elobb targyalt binaris rendezetlenségnél fizikailag motivaltabb egy olyan mo-
dell, amelyben a 0; o értékeket valamilyen folytonos eloszlasbdl valasztjuk. Ezek
kozil a legegyszeriibb eset az, amikor a két paramétert egymastol fiiggetlen egyen-

letes eloszlasokbdl valasztjuk. Ekkor a szogek értékei az x helyen:

01(x) = (01) + W, 06, (x) (6.10a)
() = (02) + Wy 06,(x) (6.10b)

ahol 00, (z) és 00,(z) értékeit egymastdl fiiggetlentil hizzuk a [—1, 1] egyenletes
eloszlasbol. A rendezetlenség erGsségét a Wy és Wy egytitthatok hatarozzak meg.
Az egyszeriiség kedvéért tekintsilk azt az esetet, amikor W, = Wy = W. Ekkor az
eloszlast a[12]abra mutatja. A megfelel6 valészintiségi mértéknek megfelel fliggvény
képlettel kifejezve (a tovabbiakban az atlagolast nem jeloljiik és az atlagos értékeket

egyszeriien 6, és 6 jeloli):
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1(01,05) — 41W2(@(01 W) — O + W) (O — W) — OO+ W) (6.11)

ahol O©(z) a Heaviside-féle fiiggvény.

(-3-1) G
p(®) (-3 (=3 (3:—3) | /2
(-2,-3) (3:3) 0 @y
SR QNS (53 |2
: 6 '
8)-wW ®) 0)+W
(a) (-2:—3 (3:3)
- —m/2 “0 7!‘/2 77_7r
61
(b)

12. dbra. Uniform rendezetlenség a split step bolyongdsban. (a) A szdgeket egyen-
letes eloszlasbol valasztjuk. (b) A sdrga terilet mutatja a paramétertér azon részét,
ahonnan az egqyes racspontok paramétereit vdlasztjuk, a W = W1 = Wy esetben. A
piros kor az atlagos értékek helyét mutatja, a sdarga négyzet oldalainak hossza pedig
2W.

Az uniform rendezetlen modellt négy paraméter irja le: a szogek atlagos értékei,
0, és 0y, illetve a rendezetlenség erdssége a két paraméter esetén, vagyis Wy és Wh.
Abban az esetben azonban, amikor valamelyik rendezetlenség eléri a maximaélis érté-
két (pélaul Wy = m), akkor az adott szoget a teljes [—m, +7] intervallumrdl vesszik,
igy ez az eset az atlagos 0, értéltol fiiggetleniil mindig ugyanazt a rendszert irja le.
Azt az esetet, amikor W, = Wy = 7, és a paramétereket a teljes paramétertérbol
valasztjuk egyenletes valoszintiséggel, erdsen rendezetlen hatdresetnek nevezziik.

Felhasznélva a képletet, a 6.2 integral az alabbi alakra egyszertisodik:

aaadd / O24W / Y
B 1o = / a6, /6 A\ p(0.,6,) (6.12)

0 —W —W
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Az integral értéke konnyen meghatarozhaté az erésen rendezetlen hataresetben.
Ekkor pélaul 0 energian:

™

o) s = / df [In(1 — sin @) — In(1 + sin 6)] (6.13)

Kihasznélva, hogy ™ dfIn(1 —sind) = [ dfIn(l + sinf) = —271In2 (vald-
jaban mindkét integrandus divergal az integralasi tartomany egy-egy pontjan, igy a
megfelel6 improprius integralok Osszegét vettiik) azt kapjuk, hogy az erdsen rende-
zetlen hataresetben a kanonikus paraméter (\g); oo varhat6 értéke 0. Ez megfelel
a varakozasainknak, hiszen ebben az esetben minden topologikus fazis egyforma
sullyal van képviselve. Az erésen rendezetlen hatarpont tehat a topologikus fazisok
hataran helyezkedik el. A fazishatar alakjanak meghatarozasdhoz a integralt
elvégeztiik numerikusan. Ehhez 6y értékét rogzitettitk m/4-en, az integralt pedig
kiillonboz6 61 és W értékek mellett szamoltuk ki. Az igy kapott (Ag) 100 atlagokbdl
szamitott reflexids illetve transzmissziés amplitudék értékeit a|13alés abrak mu-

c sz

kapott eredményekkel.

6.5. Osszehasonlitas a valdstérbeli csavarodasi szamokkal

Ebben a fejezetben eziddig a toplogikus invaransoknak a szérasmatrixon keresz-
til, a képlet altal megadott definiciéjaval foglalkoztunk. Ahogy korabban tar-
gyaltuk, létezik egy masik, a rendezetlen rendszerekre szintén alkalmazhaté defini-
cidja a topologikus invariansoknak, a csavarodasi szamok valés térbe atirt képletén
keresztil, amelyet a [4.1] egyenletben adtunk meg. A csavarodasi szdmnak ez a
definici6ja a [I§] cikkbdl szarmazik. Hasonloképpen szamolhaté a 2 dimenziés topo-
logikus szigetel6kben fellép6 topologikus invarans, a Chern-szam a nemkommutativ
geometria eszkozeit felhasznédlva. [21]

A képletet a numerikus implementacié céljabdl egy véges méretii, periodikus
hatarfeltételekkel ellatott rendszerre akarjuk értelmezni. Az értelmezést megnehe-
ziti, hogy periodikus hatarfeltételek esetén a helyoperator szokasos definiciéja nem
alkalmazhat6]24], emiatt a képletben szereplé kommutatort is djra kell értelmez-
niink. Roviden vazoljuk, hogy ez hogyan teheté meg, a [21] cikket kovetve.

Egy véges sok, N darab racspontbdl 4ll6 rendszer esetén a kvaziimpulzustérbeli

felbontést a A = 27/N mennyiség adja meg. Ekkor valamilyen k-t6l fiiggd A(k)
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mennyiség derivaltjat véges differencidakkal kell kozeliteniink:

OuA(k) — 0, A(ky) = f: emlAlkn +mA) — Ak, — mA)] (6.14)

m=1

ahol @ egy N/2-nél kisebb szdm. Célunk olyan ¢, egyiitthatokat talalni, ame-
lyekkel a fenti kifejezés exponencialisan pontos kozelitése lesz az eredeti derivaltnak.
Feltessziik, hogy A(k) kifejthetd A(k) = 3, b,e™* alakban, igy elég az e™*" ala-
ku fiiggvényekre megtalalni a megfelel6 egytitthatokat. Ezekre alkalmazva a [6.14

kifejezést:

(O — 0p)e™ =i(x — 2 e sin(mAx))e’™ (6.15)

A sin(mAz) figgvényt Taylor-sorba fejtve, ¢,,,-ek megfelel$ valasztasaval elérhet-
jik, hogy a zardjeles kifejezés x els6 2¢) — 1 rendjében eltiinjon. Az ehhez sziikséges
cm-cket az alabbi linedris egyenletrendszer megoldasaként kapjuk (¢! a ¢, egyiitt-

hatékbol képzett sorvektor transzpondltjat jeloli):

1 .
MCT:ﬁ(l,O,O,...,O)T My =371 dj=1,...,Q (6.16)

Ekkor (0 — &p)e*® = O(A2?1). Q = N/2 vélasztassal a hiba O(AN"1)-re
csokkenthetd.

A kvaziimpulzustérbol egy diszkrét Fourier-transzformaciéval térhetiink at valés
térbe. Ennek hatasara egy fl(k) operator esetén képletben szereplo differenciak

a kovetkezoképpen néznek ki:

5" enl Al + 1) = Ak — mA)] -

m=1
Q . A A . A~ . ~A A . S
} : Cm(e—zmAJ}AezmAz o ezmAacAe—zmAa:) (617)

m=1

Ez nem maés, mint az az [Z, fl] kommutator kifejezése egy véges méretii, perio-
dikus rendszer esetén. Ezt felhaszndlva lehetévé valik a [4.1] képlet implementaldsa

numerikus szamolasok céljabol. A kvantumos bolyongés esetén ezt mindkét kiralis

43



timeframe-ben meg kell tenniink, igy megkapjuk a v/ és v’ csavarodasi szamokat.
Ezekbol a képleteknek megfeleléen kapjuk a 0, illetve 7 energidju élallapotok
szamat meghatarozé topologikus invaridansokat. Ezt elvégezve a kordbban részle-
tesen targyalt, szorasmatrixokon alapulé médszerhez hasonléan megkaptuk a ren-
dezetlen bolyongas topologikus fazisait. A két mddszer eredményeit a abran
hasonlitottuk ossze. Megemlitjiik, hogy a valdstérbeli szorasmétrixok modszeré-
nek nagy elénye, hogy a rendszermérettel linearisan skalazodik, a képleteknek
megfeleléen. Ezzel szemben a masik modszer rosszabbul skalazodik, elsésorban a
matrixmiiveletek miatt, amelyek mind Q) 45 és Qg4 meghatarozasahoz, mind a kom-

mutator kiszamitasahoz sziikségesek.

7. Osszefoglalas

A dolgozatban részletesen megvizsgéltuk a kvantumos bolyongasokban megjele-
no6 topologikus fazisokat egy egyszerli rendszer, az tn. split step bolyongés példdjan
keresztiil. Az[2]és[3]fejezetekben bemutattuk a mér ismert eredményeket a homogén
esetre, részletesen megvizsgalva a bolyongas kiralis szimmetriajat és az ennek ko-
vetkeztében megjeleno élallapotok illetve topologikus invaridansok fogalmat, kitérve
a ketto kozotti kapcsolatra.
rendszerek esetére vald altalanositasaval kapcsolatos kozelmultbeli eredményeket,
amelyekre sajat eredményeink épiilnek.

A dolgozat méasodik felében (5 és [0] fejezetek) ismertettiik sajét eredményeinket
a rendezetlen split step bolyongas topologikus fazisaira vonatkozoan. ElOszor be-
mutattunk egy moédszert, amellyel a valostérbeli szorasmatrix fogalman keresztiil
a topologikus invariansok meghatarozhatoéak, nem csak a split step bolyongasban,
hanem maés, 6sszetettebb kvantumos bolyongés protokollok esetén is. Mddszeriinket
alkalmazva a split step bolyongasra, meg tudtuk adni a transzfermatrix kanonikus
paraméterezését. Belattuk, hogy az igy megjeleno, részrendszerek egyesitésére néz-
ve additiv A paraméterek atlagos értékének elGjele helyesen adja meg a bolyongas
topologikus invaridnsait. Megmutattuk, hogy ezaltal a topologikus invaridns tet-
sz0leges rendezetlenség esetén kiszamithato a A paramétereknek a rendezetlenséget

definialo eloszlas szerinti integralasaval. Ez az allitas, a A paramétereknek a bolyon-

« /e
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egyiitt, megadja a split step bolyongas topologikus fazisainak leirasat tetszoleges
rendezetlen esetben. Ez jelenti a dolgozat f6 eredményét. Eredményiinket alata-
masztottuk azzal is, hogy a transzfermatrix kanonikus paraméterezésébdl kiindulva
expliciten megmutattuk, hogy két tomb hataran az élallapotok megkonstrualasanak
sziikséges és elégséges feltételét adja az, hogy valamelyik additiv paraméter elGjele
kiilonbo6zzon a két témbben.

A rendezetlen bolyongasra vonatkozo altalanos eredmény targyalasa utan meg-
vizsgaltunk két konkrét modellt. Mindkét esetben felrajzoltuk a topologikus fazisok
térképeit és megkerestiik a fazishatdrokat (az elsé esetben analitikusan, a masodik-
ban az integralt numerikusan szamolva). Eredményeinkbél az is kitiinik, hogy a
topologikus fazisok hataran egy delokalizacios atmenet 1ép fel. Megmutattuk, hogy
a teljesen rendezetlen esetben (amikor a paramétertér minden pontja azonos valdszi-
niiséggel fordul el6), a rendszer vezetoként viselkedik. Eredményeinket a valéstérbeli
szorasmatrixon alapuld szamitogépes szimulaciokkal is alatamasztottuk.

A dolgozat legvégén Osszevetettilk a szérasmatrixon alapulé eredményeket egy
masik, a [21] és [18] cikkekben vazolt mddszerrel, amely a nemkommutativ geometria
eszkozeit hasznalja. Ezen cikkek alapjan osszefoglaltuk a médszer numerikus imple-

« /e

eredményeinket.

8. KoOszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani témavezetomnek, Dr. Asboth Janosnak, aki meg-
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A. 1. fiiggelék

Az elvégzett kutatasi feladatok:

e Szamitogépes szimuldcio irdasa python nyenven a kvantumos bolyongas idoébeli
fejlddésének szimuldldsdra. Ezzel a [20] cikkben szereplé 2. &brat reprodu-
kaltam, valamint ehhez hasonlé abrakat készitettem a split step bolyongasra

vonatkozolag.

e Szintén python nyelven programot irtam a rendezetlen bolyongés allapotsi-
riiségének meghatarozasara. Ez q [20] cikk 3. abrdjanak reprodukélasit és a

split step bolyongasra torténd altalanositasat tette lehetové.

e Témavezetommel kozosen dolgoztuk ki a [5] fejezetben leirt szamitasi modszert
(valés térbeli szordsmatrixok modszere). Ezt a médszert 6neédlléan alkalmaz-
tam a split step bolyongas esetére. Kiszamitottam a bolyongast jellemzo szora-
si, illetve transzfer matrixokat. Meghataroztam a transzfermatrixokat jellemzo

additiv paramétereket.

e Leirtam a topologikus fazisok és az emlitett additiv paraméterek atlagos ér-
tékei kozotti kapesolatot. A [I8] cikk gondolatmenetét kévetve belattam,
hogy a rendszerméterrel végtelenhez tartva a rendszer az additiv paraméte-
rek sokasag-atlagaval jellemezheto fejezet). Megmutattam azt is, hogy az
additiv paraméterek helyesen adjak meg mind az ¢élallapotok 1étezésére vonat-
kozé feltételt, mind az allapotokra jellemz6 méretskalat fejezet).

e A bolyongas szérasi jellemzoit két konkrét példa rendszerre kiszamitottam
mind az analitikus képleket segitségével (egyik esetben a sziikséges integra-
ldst numerikusan elvégezve), mind a szérdsmatrix iterdldsdval numerikusan,
python nyelven irt programok segitségével és fejezetek).

e Szintén numerikusan meghataroztam a topologikus invaridnsokat egy masik,
alternativ médon is, lasd [6.5] fejezetet.
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13. abra. Az uniform rendezetlen split step bolyongds topologikus fdzisai és szordsi
jellemz6i 0 energidn, a 6, = 7/4 metszetben. Az (a) dbra a[6.15 integrdl numerikus
szamitdsabol szirmazo, E = 0-hoz tartozo dtlagos (No)1 oo additiv paraméterekbdl
kapott v(E = 0) = —tanh Ay valds térbeli reflexids amplitudst, a (b) dbra pedig
a §(E = 0) = 1/|\o| lokalizdcios hosszat dabrdzolja. Az dabrdrol hidnyzo fehér vo-
nal azokat a helyeket jeldli, ahol £(0) > 20. Ldthatd, hogy a killonbozd topologikus
fdzisok hatdra a homogén rendszerbeli fazishatdrhoz tartozo pontot a teljesen rende-
zetlen ponttal dsszekotd egyenes mentén fekszik. A (c) és (d) dbrdk a valés térbeli
szorasmatrix iteraldsdval kapott reflexios amplitudokat illetve lokalizdcios hosszokat
abrdazoljak, eqy L = 80 méretid rendszer eggtén, 100 realizaciora dtlagolva.
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14. abra. A szérdsmdtrizszal és a valostérbeli csavaroddsi szamok seqgitségével szami-
tott topologikus invariansok dsszehasonlitisa. (a) A 0 energidas reflexids amplitudo
varhato értéke dsszevetve a 0 korili gap bezdrulasdval a rendezetlenség erdsségének
fligguényében. A piros gorbe a legkisebb pozitiv illetve legnagyobb negativ kvdziener-
giakat dbrdzolja. Ldthato, hogy a rendezetlenség erdsodésével a gap bezarul, majd,
tovdabb novelve a rendezetlenséget, a reflexios amplitudo értéke elkezd csokkenni, amig
az erdsen rendezetlen hatdaresetben eléri a 0 értéket. A szimuldciokat egy 200 rdcs-
pontbdl allo rendszerre végeztiik és a paraméterek 1000 realizdcicjdra dtlagoltunk. (b)
A megfeleld gorbe végtelen rendszer esetére, a képlet alapjan. (c) A képlet
diszkretizdalasaval kapott topologikus invariansok, eqy 50 racspontbol allo rendszerre,
2500 realizdciora dtlagolva.
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