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Kivonat

A piroklérok (kémiai képletiik AB,O,, ahol A és B fémionok) és spinellek (AB2O,)
magneses ionjai sarokosztdsos tetraéderekbdl felépiil piroklér racsot alkotnak. A pi-
roklor racs rendkiviil frusztralt, ahol a klasszikus Heisenbergmodel 7' = 0 homérsékletig
rendezetlen marad. Az S = 1/2 spinek viselkedésér6l azonban sokkal kevesebbet tudunk.
Egy nemrégiben végzett numerikus szdmitds bizonyitékot szolgaltatott az inverzids
szimmetriasértésre a kvantum SU(2) szimmetrikus Heisenberg-model alapallapotdban [1].

Ezeken az eredményeken felbuzdulva konstrudltam egy olyan Hamilton operatort, amely-
nek egzakt alapdllapotai sértik az inverzids szimmetridt: minden masodik tetraéderen a
spinek szingletteket alkotnak, a hullaimfiiggvény ilyen szinglettek szorzata. Mivel minden
tetraéderen két linedrisan fiiggetlen SU(2) szinglett lehet, az alapallapotok egy erdsen
degeneralt sokasagot alkotnak, amely dimenzija 2 x 2V%t/2 ahol N, a tetraéderek szdma.

A Hamilton operator elddllitasdhoz egy 7-racshelyli, két sarokosztasu tetraéderbdl
felépitett alakzatbol indulok ki. Tovabbd megkdvetelem, hogy az egyik tetraéderben szing-
lettet alkoto spinek hulldmfiiggvényei az alakzat Hamilton operatoranak két- és négy-spin
cserékbdl allo sajatéllapotai legyenek. A teljes Hamilton operator igy a racsot lefed6 alak-
zatok Hamilton operatorainak osszege. Ezt a konstrukciot a sakktdbla racsra alkalmazom,
amely a piroklor racs kétdimenzios analdgja. A 16 €s 20 racspontu periodikus klaszte-
rek numerikus egzakt diagonalizdldsa utdn visszakaptam az alapéllapot sokasdganak vért
degeneraciojat, tovabba pontos alsé korlatot is adok a sakktdblas klaszter energidjara.
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1. fejezet

Bevezetés

1.1. Frusztralt magnesek

Egy magneses rendszerben a magneses momentumok kozotti M, kolcsOnhatdst a
Heisenberg-modell adja meg. Mivel a M; mdgneses momentumok ardnyosak a lokalizalt
elektronok S; spinjével, a Heisenberg-Hamiltoni a kovetkez6képpen irhaté fel

1
H = 52 Ji;8:S; (1.1)
1%#]
ahol S; a spinoperdtor a rdcs ¢ helyén, és J;; = J;; a S; és S, kozotti kicserél6dési

kolcsonhatds. A szigeteld méagneses rendszerekben, amikor a kdlcsonhatds eredete a szu-
percsere, a J; ; > 0 és a csatolds antiferromdgneses [2]. A S, egyetlen lokalizalt elektron
esetén S = 1/2. A Hund-szabdly miatt tobb elektron nagyobb spineket is képezhet, mint
példaul a Cr** ionok S = 3/2 a CdCr,0, spinellben, vagy a Fe*™ S = 5/2 a ZnFe,04-ben
[3]. Nagyobb spinek esetén a kvantumhatdsok elhanyagolhaték. Az operatorok helyett
az 1.1 egyenletben hairomkomponensti S vektorokat haszndlhatunk, amelyek nagysiga
S? = 1, ezeket klasszikus spineknek nevezziik.

Klasszikus spinek esetén az antiferromagneses Heisenberg-Hamiltoni egyetlen kotésen
Jij > 0 esetén akkor minimalizdlédik, ha S; = —S;. Bipartite rdcsokon, mint példdul
a négyzet vagy kobos racson, ahol csak els6szomszéd kolcsonhatdsok vannak, a spi-
nek antiferromagnesesen rendezddnek — két alracsos szerkezetet alkotnak antiparallel ori-
entdciokkal. Minden kotésen a klasszikus energia optimdlis, S; - S; = —1. Nem bipartite
racsokban, példdul haromszog vagy mads, haromszogeket tartalmazo racsokban a spinek
nem tudjak teljesiteni ezt a feltételt.

Nézziik meg ezt klasszikus spinekkel és Hamiltonival rendelkezd haromszogon ke-
resztiil.

HZJ(Sl'SQ+Sl'Sg+SQ'Sg). (1.2)
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Ez a Hamiltoni felirhat6 teljes négyzetként:

J 3
H=5S—57, (1.3)

ahol Sio; = Z?Zl S;. Ha két spin parhuzamos, és a harmadik spin mindkettvel antiparalel,
mint az 1.1(a) abran, akkor a teljes energia egyenld —.J-vel. Ehelyett az dsszes energia
minimélis, ha S;,; = 0, tehat a spinek 120°-t zdrnak be és egy sikban fekszenek, mint
a 1.1(b) dbran. Ebben az esetben a teljes energia —%J . Ez egy frusztrdlt rendszer, mivel
egyik kotés sem éri el az optimlis energiat, —.J-t. Megjegyezziik, hogy ez az édllapot egyedi,
elhanyagolva a globdlis O(3) forgdsok miatti trividlis degeneraciot.

2 2

(@) (b)

1.1. abra. Klasszikus spinkonfigurdcidk a haromszdgben. A nyilak a klasszikus spineket
jelolik. Az (a) dbrdn az 1,2 és 2,3 kotések energidi optimdlisak (—.J), de nagyon rossz
az 1,3 kotésen (+J), a konfiguracid Osszes energidja —.J. (b) Egyik kotés energidja sem
optimdlis (—J/2), de ez a minimalis energidjd konfigurdcié —3.J /2.

A tetraéder esetében a Hamiltoni a kovetkez6 formaban irhatoé fel
4
H=J ) S;8;. (1.4)
1<i<j

A hdromsz6ghoz hasonléan a Hamiltoni is kifejezhetd
J
H = §S§ot +c, (15)

ahol ¢ = —2J és
Stot == Sl + SQ + Sg + S4. (16)

Az 1.6 egyenletet a tovabbiakban tetraéder-szabalyként fogjuk emlegetni. A teljes energia
minimalizalédik, ha S;.. = 0, de az egyedi dllapot helyett (mint a haromszog esetében),
most végtelen szdmu konfigurdcionk van, mert most a spineknek két belsé szabadsagi
fokuk van a megfelel6 konfiguracié megtaldlasara, ahogy az 1.2 abréan lathat6 [4].
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1.2. dbra. A két szabadsagi fok v} és ¢ a klasszikus spinekre egy tetraéderen, amely kielégiti
aS; +S2+ Sz + S, = 0 feltételt.

A tetraéderek a piroklor racs épitdkovei, amely sarokosztasu tetraéderekbdl épiil fel.
A piroklorracsot a magneses ionok (B) valdsitjak meg az A;B,O; kémiai képletii piroklo-
rokban, ahol A és B fémionok, valamint az AB,O, spinellekben. A piroklor racsban a
klasszikus spinek a tetraéder alapallapotdnak nagyfokd degeneraltsagat oroklik: egy kiter-
jedten degeneralt alapallapotd sokasdg a rdcs minden egyes tetraéderére kielégitia Sy = 0
feltételt.

1.3. dbra. Sarokosztésos tetraéderekbdl felépiild piroklor racs.

Az n-komponensi klasszikus spinnel rendelkez$ piroklor racs alapéllapotdnak expli-
cit konstrukcidja azt mutatja, hogy a Heisenberg-spinek korrelacids fiiggvénye, amely a
spinrendszer kollinearitisat adja meg, két legkdzelebbi szomszédos tavolsdgban még na-
gyon alacsony hémérsékleten is nullat ad, ami megerdsiti a piroklor racs hatalmas dege-
neraltsagat [5].
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1.4. dbra. A Heisenberg- és XY -antiferromagnesek korreldciés fiiggvényei 5 x 1074.J
homérsékleten. A spin-spin korrelacids fiiggvény 2048 Heisenberg-spinbdl all6 rendszerre
pont-szaggatott vonallal van abrazolva. Ez az abra [5] cikkbdl lett masolva.

Miutén lattuk a klasszikus spinek frusztracidjanak kovetkezményeit a piroklor racson,
feltehetjiik a kérdést, hogy a kiterjedt alapallapot degeneréltsag hogyan tiikroz6dik a kvan-
tumspinek viselkedésében. S = 1 esetén a NaCaNiyF; -on végzett neutronszorasos
kisérletek alacsony hdmérsékleten spinfolyadékszert dllapotra utalnak [6]. S = 1/2 esetén
ez még nyitott kérdés. MielGtt tovabb targyalndnk, hasonlitsuk 6ssze a S = 1/2 spinek
alapallapotédt a haromszogon €s a tetraéderen.

1.2. S = 1/2 spinek haromszogon és tetraéderen

1.2.1. Haromszog

Lattuk, hogy a klasszikus spinekkel rendelkezd hdromszog alapéllapota az az dllapot, ami-
kor a spinek 120°-t zdrnak be. Kvantumspinekkel ez teljesen mdsképp van. A hdrom
S = 1/2 spin, amelyek a haromszodg sarkaiban vannak, egy nyolcdimenzids Hilbert-teret
feszitenek ki, mely két 2 dimenziés S = 1/2 (dublett) altérre és egy 4 dimenzids S = 3/2
(quadruplett) altérre bonthato:

Lolgl 11,38 .
27272 27272

Az alapallapotot antiferromagneses esetre kapjuk , amikor Sy, = 1/2 az 1.3 egyenletben.

Ez akkor teljesiil, ha két spin szinglett kotést 1€tesit, mig a harmadik szabad marad, mint az

1.5 abran. Az ¢ és j helyeken 1év0 spinek kozotti szinglettkotést szokds a kovetkezoképp

jeldlni:
1
[é, 4] = NG T =11 (1.8)

A minusz jel miatt a szinglett kotések orientéltak, igy [i,j] = —[j,¢]. Ezt a jelolést
haszndlva az 1.5 4bran lathaté allapotokat, balrdl jobbra haladva, a kovetkezdképpen
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irhatjuk fel: |[1,2], 1), |[2,3],71), és |[3, 1], 1). Ezek koziil csak kett5 linedrisan fiigget-
len, mivel a harom allapot 6sszege zérus:

[L2], D)+ 2,3 D +IB D) =N = UD+ M = WD+ [T =11 =0. (1.9

Mivel a szabad spin felfelé vagy lefelé mutathat, az alapéllapot teljes degeneracidja négy.

2 2 2

1 3 1 31 3

1.5. dbra. A |[1,2], 1), |[2,3], 1) és |[3,1],1) szinglettkotés-konfiguraciok (balrdl jobbra)
a hdromszogon Sy = 1/2 esetén.

A Heisenberg kicserél6dés atirhaté permutacié operatorral:

1

Fij=28:8;+ 3, (1.10)

ahol P; ; a i és j helyeken 1€v0 spineket sz6 szerint felcseréli. Példaul, ha csak két pontot
vesziink figyelembe, akkor Py 5 |11) = [11) és P |1]) = ||1). Tovédbba, ha egy |1, j]
szinglett kotésre hat, akkor P ;[i, j]| = [j,i] = —[¢, j] kapunk.

A permutacios operatorokkal a haromszog Hamiltonia (1.2) a kovetkez6képpen irhat6d
fel:

/1 1 3. J
H=1J ) SPi—7) =37+ 5(Pa+ Pus+ Pos) (1.11)

)] 4
1<i<j

Az 1.5 abra els6 konfiguracidjara haté harom permutacids operator:

(PLQ + P1,3 + P2,3) |[1>2]7 T> = |[27 1]7 T> + ’[372]7 T> + ‘[173]7 T>
=—(L2,D+23L D +I311)) . (112

Amint azt az 1.9 egyenletben lattuk, a fenti egyenlet utols6 sora egyenld nullaval:
(P2 + Pis+ Prs)[[1,2],1) = 0. (1.13)

Az utolsé egyenletet figyelembe véve tehat az 1.5 dbra elsd konfiguracidja a Heisenberg-
Hamiltoni sajatdllapota, amelynek sajtértéke —3.J /4,

H12), 1) =~ 71[1,2] 7). (1.14)

A Siot = 1/2 altérben fennmaradé konfiguraciok szintén sajatallapotok és alapallapotok.
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Abban az esetben, ha Si,; = 3/2, S, =3/2a
(Pra+ Pig+ Po3) [111) = 3[111), (1.15)

igy a sajatérték %J , és ugyanez torténik S, = —3/2, vagy barmely mas S, dllapot esetén
a Siot = 3/2 kvartettben. Ezek az eredmények kovetkeznek az 1 egyenletbdl isa N = 3
specidlis esetben, amely a kdvetkezdket adja:

3 0, SA =1/2
Pio+ P+ Pog=5A5A+1) ——= , 1.16
1,2 1,3 2,3 A(Sa +1) 1 {37 Sp = 3/2 (1.16)
ahol Sap := Si.. Ha a fenti egyenletet elosztjuk 3-mal, akkor a kovetkezd eredményt
kapjuk
1 0, Sa =1/2
A 3( 1,2 1,3 23) {17 Sp = 3/2 (1.17)

amely egy projektor, a P2 = P, tulajdonsaggal. Ezt a projektort fogjuk haszndlni a
Majumdar-Ghosh modell egzakt dimerizalt alapdllapotdnak bemutatdsara.

1.2.2. Tetraéder

Most egy tetraédert tekintiink, amelynek sarkaiban négy S = 1/2 kvantumspin van. A
négy S = 1/2 spin 16 dimenziés Hilbert-tere két 1 dimenziés S = 0 (szinglett), hdrom 3
dimenziés S = 1 (triplett) és egy 5 dimenzids S = 2 (kvintuplett) altérre bomlik:

1 1 1 1
§®§®§®§=0@0@1@1@1@2- (1.18)

A Hamiltoni felirhaté6 ugyanabban a formaban, mint az 1.5 egyenlet, ahol most
¢ = —3J/2. Antiferromédgneses kicserél6dés esetén ez Si,y = 0 esetén minimélis, ami
akkor teljesiil, ha a spinek szinglett dllapotokat képeznek. A spineket két szinglettkdtésbe
kell parositanunk, €s ez harom kiilonbdzé mddon valésithaté meg, ahogyan az 1.6 dbran
lathaté. Ezek a kovetkezSképpen irhaté fel: |[1,2], [3,4]), |[1, 3], [4,2]) és |[1, 4], [2, 3])-
Ezek koziil a konfigurdciok koziil csak két allapot linedrisan fiiggetlen, az 1.18 egyenlet
szerint [7]. Az alabbiakban megmutatjuk, hogy a harom konfiguricié dsszege nulla.

4 4 4

1.6. 4bra. Szinglett valencia kotés konfigurdcidk (vastag piros vonalakkal dbrazolva)
I[1,2], [3,4]), |[1, 3], [4,2]) és |[1, 4], [2, 3]) (balrdl jobbra) a tetraéderen S, = 0 esetén.
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Vilasszuk szét ezeket a konfigurdciokat az 1.7 abra szerint. €s jeloljiik az dllapotokat
a kovetkez konvencioval: |1;];,[k,[]),ahol i < jési # j # k #1 # 1€ {1,2,3,4}, az
indexek pedig a csucspontokat jelolik. A tovdbbiakban az indexeket elhagyjuk. Ezekkel
az allapotok a kovetkez6képpen irhatdk fel

|[17 2]7 [374]> = |Tla [3a 4]> - |lTa [3a 4]>v (1.19a)
|[17 3]7 [47 2]> = |Tia [47 2]> - |lTa [47 2]>> (1.19b)
[1,4],[2,3]) = [11,[2,3]) — 11, [2,3])- (1.19¢)

Most tekintsiik csak azokat az éllapotokat, amikor az 1-es cstcsnak |1) spinje van:
111, 3,4, |11, [4,2]) és |1],[2,3]). Ebben az esetben a harom allapot dsszege kiesik,
mint az 1.9 egyenletben:

T4 3, 4D+ 114 [4, 2D+, [2,3]) = [T — TUD+HTUT = 1D+ = 11D = 0.
(1.20)

Ugyanez érvényes arra az esetre is, amikor az 1-es cstcsnak ||) spinje van. Az 1.19
egyenletbdl kovetkezik, hogy

[[1, 2], [3,41) + 11, 3], [4,2) + |[1, 4], [2,3]) = O, (1.21)

igy a konfiguraciok koziil csak kettd linedrisan fliggetlen és ezt kellett bemutatni.

4 4
3 3
1 1
2

1.7. ébra. Si,; = 0 konfiguracidk, ahol a 4 spinbdl csak 2 képez szinglett kotést (vastag
piros vonalakkal abrazolva) és a maradék két S = 1/2 spin (fekete nyilak).

A haromszogh6z hasonléan a Hamiltoni (1.4) permutédcidkkal irhat6 at:

4
1 1 J
H=J Z (ipiJ — 4_1) = 5(—3+P172 +P1,3+P1,4+P2,3 +P2,4+P3,4) (122)
1<i<j

Ha megvizsgaljuk az 6sszes permutdcid Osszegének hatdsat, kideriil, hogy kiejti a szing-
letteket:
(Pio+Pis+Pia+Pos+ Poy+ Psg)l[l,2],[3,4])

= —2(I[1,2], [3,4]) + [12, 3], [1, 4D + [[4, 2], [1, 3]))
=0, (1.23)
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ugyanigy, mint a haromszog (1.13) esetében. A szinglett dllapotok a Hamiltoni
sajatallapotai és egyben alapallapotok is, amelyeknek sajatértéke —3.J/2.

Ha Siet = 1 vagy Siey = 2, ahol Sie := Siot, akkor az 6sszes permuticid osszegének
hatdsét az 1 egyenlet specidlis esetébdl (N = 4) kaphatjuk:

07 Stet =0
Pio+Pis+Pia+Pos+Pos+Psg=S(Se+1) =142 Se=1 . (1.24)
67 Stet =2

Az 1.24 egyenletbdl vildgosan latszik, hogy csak a F; ; 2-rdcspont kicserélddésekkel nem
tudunk projektort konstrudlni, més tagokat is alkalmaznunk kell. Vezessiik be a kovetkezd
jelolést:

P® = Piy+ P+ Pia+ Pos+ Pos + Pia, (1.25)
Pt(:t) = P1oP3y+ P3Py + PrabPsgs. (1.26)

A R;(e? a tetraéder szokdasos kicserélddéseinek Osszege, a R:(:t) eredete pedig a négy-spin
gylrd kicserél6dés. Pt(jt) hasznos a Pt(ft) négyzetének kifejezésére, mivel

(P)? = —6Py + 6P + 2R, (1.27)
ahol F} az indentitds permutacié. Egy teljesen szimmetrikus tetraéder esetében, amelynek

szimmetridja 7,;, nem jelenik meg tovabbi tag. A 4 spin tagot is tartalmazé Hamilton
operéator

Hiet = aoPy + as P2 + ay P (1.28)
és sajatértékei

E(Siet = 0) = ag + 3a4 (1.29)

E(Stet = 1) = ag + 20,2 — Ay (130)

E(Stet = 2) =ag + 6@2 + 3@4. (131)

Ebbdl megalkothatjuk a Py, projektort, amely kiejti a szingletteket és kivetiti a Sioy = 1
és Siet = 2 allapotokat.
1 1 o 1 _4u
Pret = §P0 + épt(et) — gpt(e) (1.32)
Ez megfelel a (Pie)? = Pies projektor tulajdonsagnak, igy a sajatértékek vagy nulldk vagy
egyesek.
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1.3. Majumdar-Ghosh Hamitoni az S = 1/2 spin lancra

Az egydimenzids S = 1/2 Heisenberg-lanc, elsé szomszéd (J;) kolcsonhatassal, egzaktul
megoldhatd a Bethe Ansatz segitségével, hézagmentes spektrummal [8]. Ha hozzdadjuk a
madsod szomszéd kolcsonhatést (J5), Jo/J; ~ 0.24 koriil kvantumfazis-atmenet kovetkezik
be egy réses, dimerizdlt fazisba [9]. A Heisenberg-lanc Hamiltoni .J; és J; kdlcsonhatéassal
N ponttal a kovetkez6képpen néz ki

N
H =) JiSiSi1+ JsS;i Sisa (1.33)

i=1

ahol Sy 1 = S; és Sy = So, ha periodikus peremfeltételt feltételeziink.

1.8. abra. A Majumdar-Ghosh Hamiltoni dimerizalt alapallapotai. A szaggatott vonalak a
masod szomszédos J cserét jelolik, a folytonos vonalak pedig a J;-t. Az alapéllapotok,
[1,2](3,4]... és [N, 1][2,3][4,5]..., a szinglett valencia kotések szorzata (vastag piros
vonalakkal dbrdzolva), és sértik a transzlacids invarianciat.

Ha hozzaadjuk a .J, masod szomszéd kicserélddést, akkor a modell mar nem meg-
oldhat6 analitikusan a Bethe Ansatz-al. Egy speciélis pontban Jy/J; = 1/2 (Majumdar-
Ghosh pont) azonban az alapdllapot kifejezhetd az 1.8 dbran lathato spin szinglet kotések
szorzatdval. Az alabbiakban megmutatjuk, hogy ez a modell egy egzakt sajatillapota. A
Majumdar-Ghosh pontban a Hamiltoni (1.33) a kdvetkezd format olti

N
1
Hue =J ) (Sism + §Sisz-+2) : (1.34)

i=1

ahol J := J;.
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Ez atirhato teljes négyzetek 6sszegeként:

N

Hyc = ——JN Z i+ Si1 + Sisa)” . (1.35)

A teljes spin a (i,i + 1,7 + 2) pontokban S{°* = S; + S; 1 + S, (a sdrga hdromszog az
1.8 dbrédn). Négyzetének sajatértékei St'(Si° + 1), ahol Sf°* = 1/2, 3/2. Ebbdl kénnyen
konstrudlhatunk egy projektort:

1

1
MG:_St;otQ__
7) 3(1) 47

)

(1.36)

ami 0-t ad S{°* = 1/2 és 1-et S{°* = 3/2 esetén. A 1.2.1 bekezdésben mér taldlkoztunk ez-
zel a problémédval egyetlen haromszogre, ahol a haromszég Hamiltoniat (1.2) egy projekt-
orral fejeztiik ki. Az 1.17 egyenletet kovetve a harom egymas utdni helyen hat6 projektor
operatort a kovetkezdképpen definialhatjuk

1 0, for S =1/2
’PMG:—PM + P iio+ Pii1s = ’ L 1.37
‘ 3( s . #1i+2) {1, for St = 3/2 (137
Ezzel a Hamiltoni a kovetkezd6re irhato at:
Hye = JZ PMG (1.38)

Mivel a Hamiltoni pozitiv egyiitthatoju projektorok osszege, ha J > 0, egyértelmd, hogy
a Hamiltoni minimdlis, ha az 6sszes projektor PMS nulla sajétértéket ad. Ez az 1.13
egyenletbdl is lathato, hiszen az 1.8 abran dbrazolt [1,2][3,4]... és [N, 1]|2,3][4,5]...
hullamfiiggvények minden hdrom egymast kovetd ¢, + 1 és ¢ + 2 pontbdl allo
haromszogben egy-egy szinglett kotést tartalmaznak. Ezzel megmutattuk, hogy az
alapallapot kétszeresen degenerdlt €s sérti a transzlacios szimmetriat.



2. fejezet

A spin-1/2 Heisenberg-modell a piroklor
racson

A bevezetSben roviden kitértiink a klasszikus spinekre a piroklor rdcson. A klasszikus
spinek viselkedése jol ismert — a spinek rendezetlenek maradnak, de engedelmeskednek
a tetraéder-szabdlynak (1.6). Ezzel szemben a S = 1/2 spinek viselkedése nem ismert.
Hidnyoznak az egzakt analitikus eredmények, és a haromdimenzios modellnek a numeri-
kus kezelése is nehézkes. A legujabb eredmények kozé tartozik a siirlis€gi matrix renor-
maliz4cids csoport modszerének alkalmazdsa 128 racspontig terjedd rendszerre, ahol egy
inverzids szimmetridt sértd alapdllapotot taldltak [1]. Mdésrészt a pszeudofermion funkci-
ondlis renormalizdcids csoport mddszerrel egy kiterjesztett kvantum-spin-folyadék fazist
taldltak, amely robusztus a 1égzési anizotropia bevezetésével szemben [10]. Ezek csak
numerikus médszerek, €s az ellentmondas mutatja a probléma nehézségét.

Célunk egy olyan S = 1/2 Hamiltoni megkonstrudldsa, amelyben a tetramerizalt
allapotok egzakt alapéllapotok, ahogyan a Majumdar-Ghosh Hamiltoniban a dimerizalt
allapotok egzakt alapéllapotok. Ezt a problémat el6szor egy projektor megkonstrualasaval
kozelitjiik meg.
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2.1. A projektor megkozelités

(@) (b)

2.1. abra. A piroklor rics az (a) dbran, és a motivum a (b) abrédn, ahol A a zold és B a
magenta szint jeloli.

Modelliinktd]l megkoveteljiik az inverzios szimmetria spontan sértését, ami akkor valdsul
meg, amikor a 2.1(a) abran l4that6 piroklor racs zold (A) vagy magenta szind tetraéderei
(B) spin-szinglett allapotot képeznek. Jelolve |04 )-val egy A-tipusu tetraéderen 1évé spin-
szinglett konfiguraciot, a hullamfiiggvény a szinglettek szorzata az 6sszes A-tetraéderen,

way=[[ 10a)- 2.1)

A tetrahedra

Ez példaul az tgynevezett 1€legzd piroklor [11] hullamfiiggvénye, ahol csak a zold (A)
tetraéderek €lein végesek a kicserélédések, a magenta (B) tetraéderekhez tartozé éleken
eltiinden kicsik — ez a szétvélasztott tetraéderek hatarértéke. A 1.2.2 bekezdésben a
Heisenberg-modell sajatdllapotait vizsgdltuk egyetlen tetraéderen. Megallapitottuk, hogy
a szinglett alapallapot kétszeresen degenerdlt. A |05) a |15 -ban e két szinglett allapot
barmelyikét jeloli, és ezeknek megenged;jiik, hogy kiilonboz6 tetraédereken kiilonbozd
linedris kombinacidkban legyenek. Az Osszes lehetséges konfiguracidt figyelembe véve
a |15 ) hullimfiiggvények egy 2V4 = 2N/ dimenzidju linedris teret fognak kifesziteni,
ahol Ny = Ny /2 az A tetraéderek szdma — ezt a linedris teret M, alapdllapot sokasdgnak
fogjuk nevezni. Mds széval a M, az A tetraéderek kétdimenzids szinglett sokasdgainak
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tenzor szorzata,

Ma = {10101+ 108,)2} ® 10420, 1104200} @ -+ @ [0y, )+ [0ax, ).}
= {’OA1>1 ’OA2>1 ) ‘OA1>1 |OA2>2 ) ’0A1>2 ‘0A2>1 ) ‘OA1>2 ’OA2>2}
@ {10801 1104002} @+ @ {0y, ) +[0ax, )} 22)

)
1

A B tetraédereken hasonloan konstrudlhatjuk a szinglettekkel rendelkezd allapotokat,

sy =] ]108) - (2.3)
Mg

Ezek az dllapotok alkotjdk a My sokasagot.

Célunk egy olyan ‘H Hamiltoni felépitése, melynek a fenti dllapotok O sajatértékkel
rendelkez6 alapallapotai lesznek:

H |77ZJ> = 07 when |77ZJ> € MAUB . (24)

A Majumdar-Ghosh modell 6tletét kovetve a H Hamiltonit projektorok Osszegeként
fogjuk felirni.

H=> gP. (2.5)

geG

Itt P egyetlen operatort jelent, amelyet a G tércsoport g elemével kell eltolni és elforgatni.
Minden |5 ) és |p) € Ma_g, a gP |ta) és gP |1p) értékének nulldnak kell lennie,

gP |tay =0, (2.62)
gP Yy =0, (2.6b)

barmely g € G esetén. A kovetkezSkben egy olyan P operatort fogunk 1étrehozni, amely
7 helyre terjed ki. Ez a 7 hely egy motivumot alkot, amely két sarokosztasos tetraéderbdl
all (egy magenta és egy z0ld szinll), ezt az dbra 2.1 mutatja. A motivum elég nagy ahhoz,
hogy a szinglettet barmelyik tetraéderen (A vagy B) tartalmazza. A csucsok jelolését a
2.1(b) abrdn megadottak szerint vessziik fel.
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2.2. abra. A motivum lehetséges alapallapotai, ahol a spinek szinglett kotéseket képeznek
az A-tetraéderen.

A motivum projektordnak megalkotdsdhoz tekintsiik az A allapotot, amely az 2.2 dbran
lathaté. Ha a M hullamfiiggvényeket a motivum hét pontjara korlatozzuk, akkor az A
tetraéderben 1€v{ szinglett azt jelenti, hogy a szinglett az 1,2,3 és 4 helyeken alakul ki, és
a projektornak O sajatértékkel kell rendelkeznie a kdvetkezd hullamfiiggvényekkel:

[17 2] [37 4]050607 ) (273)
[1,3][4,2]os0607 , (2.7b)
[1,4][2,3]os0607 (2.7¢)

az 2.2 dbran balrdl jobbra dbrazolva. Az 2.7a egyenletben szerepld [1,2][3,4] valencia
kotések biztositjdk, hogy az 1,2,3 €s 4 helyeken 1€v6 spinek szinglettet alkotnak, az 5,6 és
7 helyeken 1év6 tobbi spinek pedig tetszSlegesek (egy masik szinglettben vesznek részt,
amely a motivumon kiviil van). Naiv médon az alapallapot 3 x 2% = 24-szeresen dege-
nerdlt lenne, ahol 23 az 5,6 és 7 helyeken 1év3 hdrom spin degenerdltsiga, de a hdrom
szinglett konfiguraciobol csak kettd linearisan fiiggetlen (1asd 1.2.2 bekezdésben). Ek-
kor a motivumra korldtozott alapallapotd sokasdg dimenzidja, MP°U, 2 x 23 = 16. Ha-
sonloképpen megvizsgalhatjuk azt az esetet is, amikor a szinglet a B (magenta) tetraéderen
van. A 4,5,6 és 7 helyeken 1év6 spinek szinglettet alkotnak, és ezek novelik az alapéllapoti
sokasag dimenzi6jat, vagyis MTU 2 x 16 = 32-re.

Nehéz feladat lenne kézzel meghatarozni ezeket a sokasdgokat. Ezért ezeket a
szamitdsokat a Mathematica programmal fogjuk elvégezni. Eldszor bazisvektorokat
konstrudltunk a 2 = 128 dimenziés Hilbert-téren. Ezutin a P> + P34 Hamiltoni
alapallapotbeli sokasdgaként az 2.7a egyenlet 8 konfigurdcidjit konstrudltuk meg, a 128
dimenzids Hilbert-téren a permuticiok matrixreprezenticidinak felépitését és numerikus
diagonalizalasat kovetve. Az eljarast megismételtiik az 2.7b egyenlet konfiguraciéinak
megkonstrualasahoz a P, 3 + P, 4 Hamiltoni alapdllapotbeli sokasagat véve, €s igy tovabb.
A MEOU elgallitasdhoz Osszegydjtottiik a linedrisan fiiggetlen sajatvektorokat. Ezeket
megismételve arra az esetre, amikor a szinglettek a B tetraéderen vannak, megkapjuk a
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Mot sokasdgot. Ekkor a projektor sokasdga a MU gs MIOUL Jinegrisan fiiggetlen
sajatvektorainak gydjteménye,

MX(L)JU]; _ MZIOtifUMgOtif. (28)
Ekkor a keresett P projektor
P=1— >, l|a)al. (2.9)
lope MR

Ahhoz, hogy a projektort permutidciok formajaban kapjuk meg, OsszegyUjtjiik az 0sszes
olyan permuticiét (P;) az indexhalmaz {1,2,3,...,7} felett, amelynek rendje |P;| < 2.
Jeloljiik ezt a halmazt P-vel. Ezutdn P, € P-t véve, ¢; egyiitthatéval, megkapjuk a per-
muticiokkal rendelkezd projektort:

P = Z CiMPi ) (210)

PiGP

ahol Mp, a P, matrix reprezenticidja a 128 dimenziés Hilbert-téren. A 2.9 egyenle-
tet 0sszehasonlitva a fenti egyenlettel, meghatdrozhatjuk az egyes c; és P; értékeket. A
kiilonboz6 kifejezéseket a 2.1 tdblazatban gy(jtottiik dssze.

Egyiitthatd Permutéciok

—-1/6 Pra, Pi3, Po3, Psg, Psr, Psr

—-1/9 Py, Poy, Ps4, Pys, Pag, Pay

—1/27 Pis, Pig, Piyg, Pos, Pag, oy, Pss, Psg, P37, PioPssPsr, PioP3sPsr, PioP3rPsg,
PisPysPes7, PraPagPsq, PraParPse, PisPesler, Preleslsn, PriPasPse

—1/54  PioPys, PioPys, PioPiz, PisPis, PisPie, PisPuiz, PiaPsg, PraPs7, PrabPsx,
PosPys, PosPig, PogPir, Po 4Psg, PouPsr, PouFPsn, P3aPse, Psa Psr, P3aFsy

1/54 P1oP3yPse, PioP3sPsq, ProPsylsq, PioPisBsr, PraPiePsr, PraPyrPsg,
PisPosPsg, PraPouPsq, PraPoulPsq, PiaPasBPsr, PiaPagPsr, PiaPirPsg,
PP 3Psg, PLaPogPsq, PLaPosPsq, PosPysPsq, PasPiePsq, PasPiiPse

1/27 PioPss, PioPsg, PiaPsy, PisPas, PisPog, PisPoq, PisPas, PisBsy, PiegPsgs,
PiePsz, PiaPeg, PiiPss, PasPor, PosPst, Poilse, P3slsn, PsePsa, PsilPse

1/9 ProPsy, PiaPoy, PraPog, PyisPer, PigPsr, Pi7Psg

2.1. tablazat. A permutiaciok (mdsodik oszlop) és azok egyiitthatdja (els6é oszlop) a 2.10
egyenletben. Az utolsé sorban a Py az identitdspermutécidt jeloli.

Osszességében egy olyan Hamiltonit hatdroztunk meg, amelynek alapallapotai spontdn
sértik az inverzids szimmetridt. A Hamiltoni olyan P projektorok &sszege, amelyek ki-
elégitik a P? = P projektor tulajdonsdgot, €s a szinglett szorzatbdl 4116 hullamfiiggvények
nulla sajatértékkel rendelkez$ alapallapotok: P |4y = 0 és P gy = 0. A projekt-
or nehézkes (példaul 6 helycserét tartalmaz), és nehéz értelmezni a fizikai jelentését. A
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bonyolult forma oka az, hogy a fennmaradé 128 — 32 = 96 allapotoknak mindnek 1-es
sajatértékkel kell rendelkeznie. Ebbdl a megfigyelésbdl kiindulva a kovetkezd fejezetek-
ben egyszeriibb €s értelmesebb Hamiltonikat prébalunk taldlni, amelyeknek az alapallapot
sokasdga megegyezik a projektoréval.

2.2. A Hamiltoni

Ebben a szakaszban megprobalunk egy megfeleld H.,o;¢ Hamiltonit talalni, amely helyet-
tesitheti az el6z6 szakaszban l1étrehozott P projektort. Kiindulépontként megkoveteljiik,
hogy Hpotir tiszteletben tartsa a motivum Dsq pontcsoport-szimmetridjat. A Dsq csoport
generatorai a permutdciok segitségével a kovetkezbképpen fejezhetSk ki

i =P sPgPar, (2.11a)
Cy = Pia3P567, (2.11b)
04 = P2,3P6’7 s (2110)

ahol i az inverzid, C5 a 2m/3-as forgatds és o, a tikkrozés. Kovetjik az 2.1(b) dbra
szamozdasat. A Hamiltoni felépitéséhez a motivum Osszes olyan permutacigjat vessziik,
amelyek 2- és 4-racshely kicserélddést tartalmaznak. A permutacidk nyelvén az Osszes 2-
racspont P, ; halmaza, ahol ¢ # j € {1,2,3,...,7}, az &sszes 4-racspont P, ; P ; halmaza,
ahol a i,j,k,[ € {1,2,3,...,7} pontok mind kiilonboz8ek, és az identitds permuticié F.
Az egyes permuticidkra a csoport elemeivel hatva a permutdcidk 19 pélyajat kapjuk. Az
azonos palyéan 1évS permutacidknak azonos sulyuk lesz a Hamiltoniban. A 128 dimenzids
Hilbert-téren a méatrixabrazoldsban 1év6 permutéciok sulyaikkal vett 0sszege egy Hotie-t
fog adni 19 paraméterrel hq, ho, ..., h1g. A palyédkat a 2.2 tadblazatban gyjtottiik ossze.
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Paraméter Permutaciok
hy Py
o Pis, Pog, Py
hs Pio, Pi3, Po3, Psg, P57, Py
hy Pia, Poy, P34, Pys, Prg, Pyr
hs Pig, Pi7, Poas, Pag, P35, Psg
he P oPsg, Pr3Ps7, Po3Psr

2.2. tablazat. A permutécidk kiilonbozd palydi (masodik oszlop) és stlyaik (els6 oszlop).

Ahhoz, hogy a sajatillapotok megegyezzenek a projektoréval, a Hamilton operatornak
kommutalnia kell a P projektorral:

[Hmotit, P] = 0. (2.12)

Ez a feltétel 19-r61 12-re csokkenti a fiiggetlen paraméterek szamat, amelyek a 2.3 tablazat
motif

els6 oszlopdban szerepelnek. Tovabbd, a Hamiltoninak minden |1)) € MY} esetén meg
kell felelnie a kovetkezd feltételeknek

Hmotit [1) = 0. (2.13)

gy maradt 7 fiiggetlen paraméter g1, go, ..., g7, amelyek a masodik oszlopban ldthaték a
2.3 tablazatban.

Osszefoglalva, egy 7 paraméteres Hamiltonit kapunk, amelyre a M g dllapotok eg-
zakt sajatallapotok O sajatértékkel. Ezek azonban nem feltétleniil alapdllapotok, hiszen a
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spektrumban lehetnek mds, alacsonyabb energiaju allapotok is. Olyan g; kombinéaciot kell
taldlnunk, amely biztositja, hogy az 0sszes tobbi allapot pozitiv energidju legyen. Ehhez
meg kell hatdroznunk a Hamilton operator sajatértékeit.

Paraméterek, melyek kielégitik a Paraméterek, melyek kielégitik a Permutédciok

[Humotit, P] = O feltételt Humotit [0y = 0 feltételt
h,l 1591 PO
ho 10g2 PLS; Py, P:s,?
hs 593 Py, P1,37 P, 3, P5,6-, P57, P6,7
hy 10g4 Piy, Pou, P3a, Pas, Pig, Pax
hs 595 Pig, Pir, Pags, Paz, Pss, Psg
he 9o P1oPsg, PLalsq, Pasler
hz —g1 + 49> — 293 + 494 — Ggs P175P2,6~, P1,5P3,7~, PQ,GP:;J
hg —g1 +492 — 293 + 494 — 695 PigPas, PiiPss, PorPsg
hg —91—92—293— 91— Gs PioPsy, PiagPoy, PraPes, PisPsr, PiePsr, Pi7Psg
—hy — hy +2hs + h7 + hg — hg 91— 92— 293 — gs — g5 PioPsq, PisPag, PisPas, PisPsq, PasPsr, P37Psg
hiy g7 Py oPy7, PisPys, PLaFPsq, PosPus, PouPsy, P3aPsg
hia —10g2 + 595 + 9o PioPsq, PiaPsq, PisPse, PiabPsr, PasPss, PasPsy
—hy + hs + hg —g1 — 692 — 293 + 494 — g5 PisPy7, PisPsg, PiePsr, PliPog, PasPsn, PagPss
—hy + hs + hr —g1 — 692 — 293 + 494 — g5 PrePoq, PrePss, PiilPas, PiiPss, PasPss, ParPss
—hy — hy 4+ 2hs + hy + hg — hg 91— 92— 293 — gs — g5 PiyPss, PiloPsg, PisPas, PisPay, PiePas, PiePsy,
Pi7Ps, Piablse, PasBer, Panbses, PssPsr, PssPsyr
ho — hs + hyy 10g2 — 595 + g7 P1,2P4,5-, P1,2P4,6-, Pl,:;P4,5-, P1,3P4,77 P1‘4P5,67 Py 4Ps 7,
Po3Pyg, PosPiz, Poulse, Paallsn, Psabsn, Psabsx
haz —01+ 492+ 393 — 694 — g5 PiyPs, PLyPss, PrePay, PiePus, PiiPsa, PiiPys,
PouP3g, PasPus, PorPs4, PorPys, P3sPyn, PssPyr
haz —g1+ 492+ 393 — 694 — g5 PiyPog, PraPsg, PisPes, PisPsa, PisPig, PisPur,
PouP3z, PogP34, PogPus, PosPiz, P37lys, PsalPygs
—hy + hs + hi7 —g1 — 692 + 393 — 694 +4g5  PiraPayr, PraPsg, PiePsa, PiePar, PiiPey, PiiPag,

PoyPss, PosPsy, PosPyr, PonPys, PssPis, PssPus

2.3. tdblazat. A meghatdrozott paraméterek a [Hyotit, P| = 0 €s Humonir |10) = 0 feltételek
alkalmazdsa utan.

A Hamiltoni diagonalizaldsdaval az a probléma, hogy 128 dimenziés maétrixunk van,
7 fiiggetlen paraméterrel, és sziikségiink van a sajatdllapotok 4ltalanos megoldasara.
A g; paraméterekkel rendelkez6 128 x 128 matrix kozvetlen diagonalizalasa még a
Mathematica szdmara is félelmetes feladat. E nehézség megkeriilésére a kovetkezd
triikkot alkalmazzuk. Véletlen egész szamokat generdlunk a paraméterek szdmadra, és
a Hamiltoni numerikus sajdtvektorait vessziik. Ezutdn a Hamiltoni és a numerikus
sajatvektorok tenzorszorzatat, valamint ezek transzponaltjat ({n;} ® H ®{n;}", ahol n; a i.
numerikus sajatvektor) visszaadja a részben diagonalizilt Hamiltonit. Ezutin a diagonélis
azon elemeit vessziik, amelyek egész szamokat tartalmaznak. Ezt tobbszor megismételve
a Hamiltoni 104 sajatértékét tudjuk azonositani.
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Degeneracié  Sajatérték

32 0

4 —9092 + 3093 + 6095

4 991 — 3692 + 48g3 — 6694 + 5495 + g6

6 —14g; — 11992 — 58g3 + 8194 + g5 + 996 — 397
2 1291 — 33g2 + 54g3 — 33g4 + 27g5 + 996 + 3g7
12 —149, + 91gs + 4793 — 3994 — 2995 + 697

8 691 + 5192 + 2793 — 3994 — 995 + 6g7

8 6g1 + 692 + 12g3 + 694 + 695 + 6gy

12 —1491 + 1192 + 4793 — 3994 + 1195 + 697

2 1891 - 2792 + 693 + 93g4 - 2795 + 996 + 997

6 4g1 + 5992 + 3893 — 21g4 — 05 + 996 + 1597

8 —63g; + 42g2 + 5493 — 108¢s — 485 + 9gs + 18g7

2.4. tablazat. A meghatédrozott sajatértékek és degeneracidjuk.

A fennmarad6 24 sajatérték meghatdrozasdhoz megalkottuk az S, operatort, és kis
sullyal hozzaadtuk a Hamiltonihoz: H + 5., ahol ¢ egy kis szdm. Ezutdn véletlen egész
szamokat generdltunk a paraméterekhez, és diagonalizaltuk a métrixot. Ezutan kivédlasztva
azokat a sajdtvektorokat, amelyeknél a (v;|S.|v;) nem nulla, 4 x 6 sajatvektort kapunk,
amelyeknél S, egyenls —3/2,—1/2,1/2,3/2. Ezekkel a Hamiltoni minden S, esetén
ugyanazok a sajatértékei lesznek. Ekkor elég csak a S, egyetlen esetére meghatdrozni
a sajatértékeket. A Hamiltoni és a sajatvektorok tenzorszorzata, valamint a sajatvektorok
transzpondltja ({v;} ® H ® {v;}T, ahol v; az i-edik sajdtvektor, S, = 3/2-el), egy 6 x 6
matrixot ad, amelynek sajatértékei karakterisztikus polinom mdédszerrel meghatarozhatok.
Az eredmények a 2.2 tabldzatban lathatok.

Degeneracié  Sajatérték

—4(2310g1gs — 624093 + 6309195 + 1800gg; + 36092 -+ 72609294 + 19807395 — 8409195 + 58209295 — 9007395 —
—2640g495 — 144093 + 990gags + 2709396 — 360gsgs + 13209297 + 3609397 — 480g597))

2x8 1(6g1 + 969> + 4293 + 694 — 24g5 + 697 + +/(—691 — 9692 — 4295 — 694 + 2495 — 6gr)?—
—4(—7140g2 + 609192 + 36092 + 1809193 + 2700g2gs + 60g2gs + 1809394 — 234092 + 60g, g5+
+8520g295 — 900395 + 609495 + 609297 + 1809397 + 60g597))

2.5. tdblazat. A fennmarado 24 sajatérték €s degeneraciojuk.

Most mar abban a helyzetben vagyunk, hogy a sajatértékek pozitivitasat kielégithetjiik.
Az egyszerliség kedvéért egyparaméteres megolddsokat keresiink. Mivel egy paramétert
rogzithetiink, ezért gs-t 1-nek véalasztjuk. Tobb megoldast is kaptunk a kovetelményeinkre,
és azt valasztottuk, amelyik a legkevesebb tagot tartalmazza. Ez lathaté az egyenletben
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(2.15). A g paraméternek meg kell felelnie a
g > 35/18 (2.14)
feltételnek.

erotif :5(]3172 + P1,3 + p273 + P5,6 + P5’7 + P6,7 + P174 + P2,4 + P374 + P4,5 + P4,6 + P4,7)
+ g(P1oFPs7 + PisPsg+ PosPsr+ PioPsg+ PioPsr+ PisPs7+ P3Py
+ Py3Ps6 + PasPsr)
5
- §(P1,2P3,4 + P3Py + PiaPes+ PysPsr+ PielPsr
+ PyaPse+ PioPss+ PisPor+ PiegPas+ Pielsqs+ PorPsg+ P3slsr
+ PioPsg+ PioPsy+ PisPos + PisPog+ PisPas+ PisBsy+ PirPas

+ Pi7Ps6 + PosFPsr+ PogPsr+ PagPs7+ P37Ps6) . (2.15)

2.3. 16- és 20-racspontos klaszterek

Ebben a szakaszban a meghatarozott Hamiltoni (2.15) alapallapot-degeneraltsagat el-
lendrizziik kiilonb6z6 méretd klasztereken, mivel ha az visszaadja a vart degeneraltsagot,
akkor felhaszndlhaté a bonyolult projektor helyettesitésére. A 2.1 bekezdésbdl ismert,
hogy a |1 ) alapallapot 2Vtt/2_szeresen degenerdlt, és ugyanez igaz a |¢g) alapallapotra
1s. Ezért a N sarokosztasu tetraéderekbdl kialakitott piroklor racs alapéllapot dege-
neraltsaga 2 x 2Newet/2,

(@) (b) (©)

2.3. dbra. A 16- és 20-racspontos klaszter az (a), (b) dbran (piros vonallal hatarolt sarga
teriilet). A (c) dbran a klaszter két lehetséges lefedése (piros vonallal hatarolt sarga teriilet).
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A piroklor racs 2 dimenzids dbrdzoldsa a jol ismert sakktdbla racs, és a kovetkezdkben
ezt fogjuk hasznélni a szdmitds bonyolultsdganak csokkentése érdekében. A degeneraciot
a sakktabla racson vizsgiljuk N = 16, 20 racspontos klaszterekkel, mint az 2.3(a) és
(b) dbrdn. A récsvektorok N = 16 esetén v{'® = (0,4) és o{'” = (4,0), N = 20
esetén 1)520) = (2,4) és v§2°) = (4,—2), ami a klaszter periodikus peremfeltételeit adja.
Ahhoz, hogy megkapjuk a rdcs Hamiltonit, mint az 2.5 egyenletben, fel kell 6sszegezniink
a klaszter 0sszes motivumanak Hamiltoniét:

N
o= o (2.16)

i=1

ahol az Osszeg 1-t61 N-ig tart, mivel a motivum klaszterbe dgyazasdnak N lehetséges
médja van, mint az 2.3(c) dbran. Mivel a H™ %! az 2.1(b) 4bran jelolt indexezés szabdlya
szerint van indexelve, csak tjra kell indexelniink a H™°" -t az 6sszes motivumra az dsszeg-
ben. Ez dgy torténik, hogy indexeket rendeliink a rdcspontokhoz, periodikus perem-
feltétellel. Ez lehet6vé teszi, hogy meghatarozzuk az 0j és a régi indexelés kozotti kapcso-
latot, igy a permutécidkat is gjraindexelhetjiik. Miutan megkaptuk a rdcs H Hamiltoniat,
a ( NN 2) dimenzids Hilbert-téren a Hamiltoni matrixreprezentacidjanak diagonalizdlasdval
meghatdrozhat az alapallapot. A 16-racspontos klaszterre 12870 x 12870 dimenzids
matrixunk van, a 20-rdcspontos klaszterre pedig 184756 x 184756, igy a teljes diagona-
lizalas szamitasigényes vagy lehetetlen. Ehelyett a Lanczos-mddszert hasznaljuk, amely
numerikusan pontosan megadja az m legkisebb sajatértékeket és sajatvektorokat. Ez egy
iterativ mddszer, amelynek eredménye a bemeneti vektortdl fiigg. Az degenerdcié meg-
hatdrozdsahoz a Lanczos-mddszert véletlenszer(i vektorokkal inicializéltuk és tobbszor le-
futtattuk, abban a reményben, hogy az alapallapoti sokasagot kifesziti. Az N = 16 klaszter
esetén 40-szer, N = 20 esetén pedig 100-szor futtatjuk le. Ennek a sajitvektorhalmaznak
és transzpondltjainak tenzorszorzata adja az atfedési madtrixot, amelynek rangja meg-
hatarozza a degeneraciot. A rang kiszamitasdhoz az 4tfedési matrixot diagonalizdljuk,
és megszdmoljuk a nem nulla elemek szamét. Az atfedési matrix szamitott sajatértékei
N = 16 és 20 esetén a 2.4 és 2.5 abran lathatok. Mint lathaté, mindkét esetben az
alapéllapot degeneraltsdga egyenld 2 x 2Vet/2.yel. N = 16 esetén a tetraéderek szdma
Niet = N/2 = 8 és az alapallapoti sokasagnak M, g dimenzidja 2 x 2 = 32, mint a
nem nulla sajatértékek szdma az dbrdn 2.4. N = 20 esetén a degeneracié 2 x 2° = 64,
mint az 2.5 abrén.
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0.001

10-13L

Eigenvalue of the overlap matrix

10-18 L, ‘ ‘ : :
0 10 20 30 40

Eigenvalue index

2.4. dbra. A 16-racspontos klaszter degeneraltsaga g = 1 paraméterrel. Az atfedési matrix
sajatértékei logaritmikus skdldn dbrdzolva. Visszanyerjiik a 32 dimenziés M g so-
kaségot.

0.001F
1078 ¢

10—13:

Eigenvalue of the overlap matrix

10-181

0 20 40 60 80 100

Eigenvalue index

2.5. abra. A 20-racspontos klaszter degenerdcidja g = 1 paraméterrel. Az atfedési matrix
sajatértékei logaritmikus skdldn abrazolva. Visszanyerjiik a 64 dimenziés M g so-
kasagot.

Ezutdn megvizsgaltuk a Hamiltoni alapéllapotat. A 2.6 és 2.7 abrakon a sajatértékek
minimumat dbrazoljuk az 2.15 egyenletben szerepld g paraméter fiiggvényében. Mint
lathatjuk, meglep6 moédon, a H Hamiltoni alapéllapota ¢ > 0 esetén nulla, és fer-
romagneses, ha ¢ < 0. Amikor létrehoztuk a H™°' Hamiltoniit, megkoveteltiik, hogy
a [y € Mup alapallapot legyen, de g < 35/18 esetén a |p) ¢ Mg dllapot energidja
kisebb lesz, mint 0, a |¢) energidja. Ha a racs H Hamiltoni energidjat tekintjiik, kideriil,
hogy a |¢) hullimfiiggvény g < 35/18 alatt alapdllapot marad. Ez val6szintileg azért van,
mert a |¢) hulldimfiiggvény nem lehet egyidejiileg az dtfed6 motivumok sajétallapota, ami
megnoveli ezen dllapotok energidjdt, igy a |¢) alapallapot maradhat.



2.4. Fizikailag motivalt Hamiltonik

23

Minimum of eigenvalues

=50
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-200
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2.6. dbra. A Hamiltoni sajatértékeinek minimuma (kék pontok) a 16-racspontos klaszter-

ben. A g paraméter —2 és 2 k6zott mozog.

Minimum of eigenvalues

-100

-200

-300

T T T T T T T T T T
0000000000000 000OCOO O

0

g parameter

2.7. dbra. A Hamiltoni sajatértékeinek minimuma (kék pontok) a 20-rdcspontos klaszter-

ben. A g paraméter —2 és 2 k6zott mozog.

2.4. Fizikailag motivalt Hamiltonik

Az 2.15 egyenlet egy egyszerli Hamiltonit ad, amely leirja a motivumot, de ez csak egy
matematikai megkozelités, nincs fizikai jelentése. Ezt a Hamiltonit vizsgalva érdekes ese-
tet talaltunk, amikor a permutdciokat két haromszogrol vessziik, mint az 2.8(a) dbrén is

lathato.

Hp = (Pio+ Pis+ Pas)(Psg+ Psz+ Por)
= (S (Siot? +1) = 3/4)(Spar (Spat +1) — 3/4)

(2.17a)
(2.17b)



24 fejezet 2. A spin-1/2 Heisenberg-modell a piroklor racson

Ez a Hamiltoni az alapéllapot sokasdgabodl szarmazo6 allapotra hatva nullat ad, mivel a fenti
egyenletben szerepld tényezdk egyike a tetraéderek egyikén 1évo szingletre hatva nullat ad,
mint az 1.13 egyenletben.

(b)

2.8. dbra. A Hp és 7—[8 29467 Hamiltoniban részt vevé haromszogek.

Ezutdn megvizsgaltuk, hogy van-e a motivumban mds hdromsz6g konfiguricid, ami a
fentiekhez hasonléan miikodik. Egy masik haromszogkonfiguracié a 2.8(b) dbran lathatd,
az alabbi Hamiltonival:

H823)(467) = (P2 + Pig+ Po3)(Pag+ Puz+ For) - (2.18)

A motivumban 6 haromszogpar koziil lehet valasztani. Az egyenértékidi szimmetridval
rendelkezd haromszogparok 6sszege, HSQ?’)(%?) + 7-[2123)(456) +
osztva 2-vel, a kovetkezo.

..., az egyszerlség kedvéért

Hq = (Pia+ Pis+ Pos)(Pis+ Pig+ Pir)
+(Pio+Pisg+ Po3)(Pse+ Psr+ FPsr)
+ (P174 + P274 + P374)(P576 + P577 + P677) . (219)

Mivel a 7-[8 28)(467) |ty = 0, ahol |1y € Mg, ezért az ekvivalens Hamiltonik dsszege is
nullat ad, Hq [¢) = 0.

Tovéabba észrevettiik, hogy a g; paramétereket tigy valaszthatjuk meg a 2.3 tdblazatban,
hogy az 0sszes 4-racspont kicserélddést tartalmazo kifejezést kiiktassuk. Ez a Hamiltoni a
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kovetkez6

Hr =Pia+Pis+Pig+Pig+Pos+ Pos+ Pogt
+P277+P374+P375+P376+P377+P475+P476+P477—6

7

Z Pij| —(Pra+ Pis+ Po3)— (Psg+ Psg+ For) — 6

1<i<j

3
= 51.7(S1. 7+ 1) — S123(S123 + 1) — S567(Ss67 + 1) — 1 (2.20)

A probléma a fenti Hamiltonival az, hogy negativ sajatértékei is lehetnek. Gydgyithatéd
ez a probléma, ha hozzdadjuk a Hp €s Hq értékeket? Ezeket a Hamiltonikat kiilonb6zd
paraméterekkel adtuk hozza

H™ = ] Hp + J,Hq + J Hr. (2.21)

E Hamiltoni sajatértékeit a 2.6 tdblazatban gyjtottiik Ossze.

Stot E degeneracy
0 8
o —3J, +6J, 4
—6J, + 12J, + 9J, 1
—6J, +18J, +9J, 1
0 4%
3J, 4
3/2 6.J, 4
—3J, +9J, +9J, 1
—3J, +21J,+9J, 1
5J, +6J, 4
52 2J, +6J,+9J, 1
2J, +24J, +9J, 1
72 94, +27J,+9J, 1

2.6. tablazat. A H™ = JHp + J,Hq + J Hgr energidi és degeneraltsdguk. A
sajatallapotok teljes Sy, spinjét az els§ oszlopban adjuk meg. A csillag a M%%E so-
kasdgban 1évd 2 x 8 + 4 x 4 = 32 sajatallapotokat jeloli.

Az energidk csak J. > 0 esetén nem negativak, igy az energiaskalat J, = 1 értékkel
allithatjuk be. Ekkor az 6sszes energia pozitiv voltdnak feltétele a kovetkezd
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A megengedett J, és J, tartomanyt a 2.9 dbra mutatja.

1.0F
05}
0.0}

5 -05¢
-1.0f

-1.5¢

-20L

2.9. dbra. A lehetséges J,,, J, paraméterek tartomdnya (zold teriilet), fix J, = 1 értékkel.

Az ezen a teriileten 16vS paraméterek kielégitik a H™ = J,Hp+.J,Hq+J, Hr Hamiltoni
energidiainak pozitivitasat.

A kovetkezOkben J, = 0, J, = 1 értéket valasztunk, és csak a J, paramétert
valtoztatjuk. Az alapéllapot degeneraltsagat J, = 1 esetén egy 20-rdcspontos klaszte-
ren ellendriztiik a 2.3 fejezetben targyalt mdodszerrel. A vart 64 alapallapotot kaptuk. Az
alapallapot energidja J, fiiggvényében az 2.10 4bran lathat6. J, = 0.175 esetén a M p
sokasag az alapallapot. Ez az érték ismét kisebb, mint a motivum sajatértékei altal vart
Jy = 0.5, mint az 2.9 abrdn. J, < —0.6 esetén az alapallapot a ferromagneses allapot.
Ezen értékek kozott az alapéllapotok egyéb allapotok. Ez egy nagyon biztaté eredmény,
mert olyan Hamiltonit taldltunk, ahol a 4-rdcspont kicserélddés silya viszonylag kicsi. A
realis modellekben a 4-racspont cserék magasabb rendli folyamatok, amelyek erdssége
gyengébb, mint a 2-racspont kicserélodéseké.
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of = S ' ' S ;.;.;.L.Q...L.l.é.j

100}

150

Minimum of the eigenvalues

200}
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1 L L 1 L L L 1 L L L 1

-0.2 0.0 0.2 0.4
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2.10. abra. Az alapallapot energidja a J, fiiggvényében, ahol J, = 0 és J, = 1, a 20-
racspontos klaszteren vizsgalva. A kék pontok az alapéllapot energidit, a piros vonal pedig
a ferromdgneses allapot energidjat jeloli.



3. fejezet

Osszefoglalas és kitekintés

A frusztrdlt rdcsokon végzett kvantum-spin modellek a modern kondenzalt anyag fizika
legdsszetettebb problémai kozé tartoznak. Kiilondsen magasabb dimenzidkban az elméleti
megkozelités gyakran numerikus mddszerekre korlatozodik. Itt a rendkiviil frusztralt pi-
roklor racson 1év6 spineket vizsgéltuk a szélsdséges kvantumhatarban. Kutatasunk célja
olyan Hamiltonik megkonstrualdsa volt, ahol az alapéllapotok pontosan ismertek. Ezek a
Hamiltonik bonyolultak, de reméljiik, hogy kiindulépontként szolgélhatnak a fazisok jobb
megértéséhez ezekben a modellekben.

Egy nemrégiben végzett numerikus szamitas egy lehetséges inverzids szimmetriasértd
fazist vetett fel a piroklor racsban. Ez inspiralt benniinket egy olyan pontos alapallapotokat
tartalmaz6o Hamiltoni megalkotdsara, amely spontan sérti ezt a szimmetridt, €s amely egy
tetraéderekbdl 4ll6 alracson szingletteket alkoté spinekbdl 4ll. Ez az alapallapot nem
csak az inverzids szimmetridt sérti, hanem extenziven degeneralt, és egy sokasdgot al-
kot. A Majumdar-Ghosh-modell szellemében létrehoztunk egy Hamiltonit, mint projekt-
orok Osszege, a keresett alapallapot sokasdggal. A projektorokat egy 7 racspontbdl allé
motivumon definidltuk, amelyet két sarokosztasu tetraédert alkot. Ezek a motivumok a
récs teljes lefedettségét adjdk. A projektor szdmos tagbdl all, beleértve a 6-rdcspont ki-
cseréldodéseket is.

Egy egyszerlibb Hamiltoni megtaldldsa érdekében a motivumon a két- és négy-
racspont kicserélddések linedris kombindcigjat tekintettiik. Megkdoveteltiik, hogy az
alapallapot sokasdga nulla energidju legyen, az Gsszes tobbi dllapotnak pedig véges po-
zitiv energidjunak kell lennie. Ezzel a matematikai konstrukcidval eljutottunk a sziikséges
feltételeket kielégitd Hamiltonik halmazahoz. Megkozelitésiink érvényességének el-
lendrzésére Hamiltoniainkat 16- és 20-rdcspontos klasztereken tekintettiik periodikus pe-
remfeltételekkel. A numerikus egzakt diagonalizdlds megerGsitette az alapallapot so-
kasdganak vart degeneréltsagat. A megoldas szerkezetét vizsgdlva egy atlathatd €s fi-
zikailag motivalt médszert taldltunk a kivant tulajdonsdgi Hamiltonik konstrudldsara.
Végiil egy viszonylag egyszerli formdhoz jutottunk, a motivumon 1évd Hamiltoni csak
két- és négy-racspont kicserél6désekbdl allt, amelyek nem atfedé haromszogeken végzett
permuticiok szorzatai. A pontos diagonalizdlds kimutatta, hogy a négy-racspont ki-
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cserélodések stlya viszonylag kicsi lehet a két-racspont kicserélddésekhez képest.

A végeredmény felvetette azt a kérdést, hogy az ilyen négy-racspont kicserél6dések
megvaldsithatok-e egy fizikai rendszerben. Példdul a magnetoelasztikus csatolds adhat
négy-racspont kicserélddést, a fluktudciok is hatékonyan leirhatok magasabb rendd kife-
jezésekkel.

Egy masik kérdés, hogy az extenziv alapallapot sokasdg hogyan noveli a dege-
neraltsagat. A kapott modell valésziniileg egy kvantumkritikus pontot ir le, ahol sok
fazis taldlkozik. Ettdl a ponttdl vald eltérés kiilonbozd effektiv kdlcsonhatasokat vezet
be a tetraédereken 1év6 szingletek szabadsagfokai kozott. Ezek azonban a jovore hagyott
vizsgélatok.



Koszonetnyilvanitas

Szeretnék koszonetet mondani a Wigner Fizikai Kutatokézpontnak a sziikséges mun-
kakoriilmények biztositdsaért és a gyakornoki programjukbdl szarmazd pénziigyi
tdimogatasért. A szdmitasokat szamitogépeken végeztem, amelyeket részben az NKFIH

OTKA K 124176. szamu tdmogatdsabdl finansziroztak.

Halas vagyok tovabba témavezetdmnek, Penc Karlonak, aki rengeteg id6t és energiat fek-
tetett abba, hogy a dolgozatom alapjaul szolgal6 ismereteket a rendelkezésemre bocséssa,
valamint a folyamatos konzultaciokért, amelyek segitettek a munkdmban és a dolgozat
megirasaban valo eldrehaladdsban.



Fiiggelék

Itt egy olyan kifejezést adunk, amely a P; ; 0sszegét egy IV oldalu teljes grafban a teljes
Sn spinre vonatkoztatja:
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