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Kivonat

A kvantum spinlancok legegyszertibb modellje, amiben kvantumos fazisatalakulds meg-
figyelhetd, az un. transzverz térbeli Ising modell. A szakirodalomban ismert, hogy a fer-
romagneses fazisban gerjesztés hatasara domének jonnek létre, a domének kozotti falakra
pedig, mint kvézirészecskékre tekinthetiink. Egy kvantum kvencs (a Hamilton-operator
paramétereinek hirtelen valtozdsa) hatdsara létrejove idéfejlédés sordn ezek a gerjeszté-
sek terjesztik a korrelacidkat és Osszefonddést a rendszerben, igy alakul ki az egyensilyi
allapot. Jelen dolgozatomban elsGsorban a transzverz térbeli Ising modell analitikus meg-
oldasat, hatareseteinek perturbativ vizsgalatat és a rendszerben terjedd lokdlis kvantum
kvencsek numerikus szimulaciojat szeretném targyalni. Az utébbi esetén — témavezetém
csoportjanak korabbi munkaja nyoman - szeretném megvizsgalni a dinamikit abban az
esetben, ha bekapcsolunk egy tovabbi longitudindlis magneses teret is, ami megsérti a
modell integralhatésidgat és bezard dinamikahoz vezet.
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1. BEVEZETES

1. Bevezetés

Az er6sen korrelalt kvantumrendszerek kutatasa az utébbi idében a tudomanyos vildg érdekl6désének
eloterébe keriilt. Ennek oka nemcsak az elméleti kihivasban rejlik, hanem az egyre jelentosebb gya-
korlati alkalmazdsokban is. Az ilyen rendszerek ugyanis makroszkopikusan is kvantumos viselkedést
mutathatnak, és olyan egzotikus jelenségeket figyelhetiink meg benniik, mint példdul a kvantum fazis-
atalakulds. Ezen jelenségek kihasznalasa igéretes lehetOséget nyujt 1j kvantumtechnolégiai eszkézok
kifejlesztésére és alkalmazdséra.

A kvantum spinldncok az erésen korrelalt kvantumrendszerek egy fontos osztélyat alkotjdk. Vizsgé-
latuk egyrészt azért fontos, mert hatékony elméleti eszkézokkel modellezhetdk, tobb esetben analitikus
modszerekkel is megoldhatoak, ugyanakkor valédi anyagi rendszereket is modelleznek: megvalésitha-
tok, mint effektive egydimenziés magneses anyagok (pl. CoNbeOg) [1-3], vagy csapdézott ultrahideg
atomok segitségével [4-6].

A kvantum spinldncok legegyszeriibb modellje az tn. transzverz térbeli Ising modell, amiben
kvantumos fazisatalakulas figyelheté meg [7]. Dolgozatomban elsdsorban ezen modell egydimenzids
valtozatanak vizsgalatat szeretném targyalni, mind analitikus, mind numerikus modszerekkel.
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2. Kvantum spinlancok és fazisaik

2.1. Fazisatalakulasok

Klasszikus fazisatalakulasnak azt a jelenséget nevezziik, amikor egy anyag bizonyos fizikai jellemzo6i
véges T hémérsékleten, valamilyen paraméter fliggvényében (ami bizonyos esetekeben maga a hémér-
séklet) ugrasszeriien megvaltoznak. Ezzel szemben kvantum fazisitalakulds torténhet 7= 0 K hémé-
résékleten is, jelen dolgozatomban elsOsorban ilyen jellegti fazisatalakuldsokat vizsgalok. Tekintsiink
egy rendszert, melyet leir6 Hamilton-operdtor H(g) valamilyen dimenziétlan g csatolasi allandé fiigg-
vénye [7]. Véges rendszerméret esetén az alapallapot energidja dltaldban analitikus fliggvénye g-nek, ki-
véve abban az esetben, ha g valamilyen megmarad6 mennyiséghez csatolédik, vagyis H(g) = Ho+gHj,
ahol Hy és Hy kommutalnak. Ez azt jelenti, hogy Hg-nak és Hi-nek létezik kozos sajatfiiggvény rend-
szere, igy annak ellenére, hogy a sajatértékek fiiggenek ¢ értékétdl, a sajatfiiggvények nem. Ekkor
valamilyen kritikus g. értéken bekoévetkezhet az, hogy az elsd gerjesztett dllapot energidja atfed az
alapallapotéval és ez a két energiaszint felcserélédését eredményezi ("level-crossing"), tehdt lesz egy
olyan g. érték, ahol H(g) alapallapota nem analitikus viselkedést mutat g fiiggvényében. Végtelen
rendszer méret esetén viszont mast is megfigyelhetiink: lehet(nek) olyan pont(ok), amiknek megfelelé
ge értékeknél véges rendszerméret mellett nem latunk nem-analitikus viselkedést, végtelen hatareset-
ben viszont degenerdltta valik az alapallapot. Azokat a pontokat, amikben végtelen rendszerméret
mellett az alapéallapot ¢ fliggvényében nem-analitikus viselkedéslivé valik, abban az esetben is, ha
véges rendszerben nem ezt tapasztaljuk, kvantum fazisatalakulds helyeként azonosithatjuk. Altals-
ban a szakirodalomban egyébként csupan az utébbi, csak végtelen rendszerméret esetén bekovetkezo
alapallapoti nem analitikus viselkedéseket azonositjuk kvantum fazisdtalakulasként, dolgozatomban
én is elsOsorban ezzel foglalkozom. Megjegyzend, hogy ezek létrejottéhez nem kell, hogy Hg és Hi
kommutéaljon.

Fontos megjegyezni tovabba, hogy az ebben az értelemben vett fazisatalakulasok valamilyen soka-
sag kollektiv viselkedésének eredményeképp jonnek létre. Precizen tehat csak végtelen rendszerméret
hatareset mellett beszélhetiink a fenti definicié szerinti fazisatalakuldsrél, bar nyilvan szimulédcidk so-
ran csak véges rendszereket tudunk létrehozni, igy ezek esetén csak bizonyos kozelitéssel tudunk ilyen
jelenségeket vizsgalni.

Megjegyzendd tovabba, hogy a klasszikus fazisatalakulasok a hémérsékleti fluktuaciok eredménye-
ként jonnek létre, egy klasszikus rendszer pedig T' = 0-n jellemz6en be van fagyva egy fluktudciémentes
allapotba. Ezzel szemben a kvantumrendszerekben a Heinsenberg-féle hatarozatlansagi elv miatt is
keletkeznek fluktudcidk alapallapotban is, vagyis 7' = 0 -an ezek a fluktuaciok eredményezik a kvantum
fazisatalakulasokat.

A fazisatalakulasokat mind klasszikus, mind kvantumos esetben tébbféleképpen csoportosithatjuk.
Az egyik legalapvetobb osztdlyozasuk, ha elso- és masodrendii fazisatalakuldsokra csoportositjuk ¢ket
a szabadentalpia szerint. Elsérend( fazisatalakulds sordan (pl. ferromdgneses allapotban a spontén
mégnesezettség kialakuldsa miatt 1étrejovo két "magnesezettségi 4g" kozotti Atmenet) a szabadentalpia
els6 derivéltja nem folytonos, mig mésodrendii fazisatalakulas esetén (pl. para-ferromégneses dtmenet)
csak a szabadentalpia masodik derivaltjanak van ugrdasa. Fontos kiilonbség a két csoport kozott, hogy
masodrendii fazisatalakulds esetén a korrelacids hossz végtelenné valik, mig els6rendli esetben véges
marad.

2.2. Transzverz térbeli Ising modell

A transzverz térbeli Ising modell olyan transzverz kiils6 térbe helyezett spinek viselkedését irja le,
amik kozott elsé szomszéd kolesonhatdsokat vesziink csak figyelembe. A rendszert definialé Hamilton-
operator, periodikus hatarfeltétel mellett, ekkor az alabbi alakban irhato:

H=-JhY 677> 667,

(i5)
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ahol J valamilyen pozitiv, a Hamilton-operator dimenziéjat megadd konstans, h a kordbban g-vel
jelzett, dimenzidtlan csatolasi allandé, (ij) az elsé szomszédokat jeloli, 67 és 67 pedig a megfeleld

Pauli-matrixok:
1 0 0 1
AZ . AT

A Hamilton-operator elsé tagja a transzverz tér hatdasanak, mig mésodik tagja a spinek kozotti
els6 szomszéd kolcsonhatasnak felel meg.

A tovabbiakban szoritkozzunk a modell egydimenziés esetére, vagyis amikor a spinek egy lanc
mentén helyezkednek el. Ekkor a Hamilton-operatort a kovetkezo alakba irhatjuk

H=-JnY 67 ~J 6767, (1)

aminek tulajdonképpen csupan annyi szerepe van, hogy jobban kiemeli a tényt, hogy csak els6-
szomszéd kolecsonhatasokat vesziink figyelembe. Ha az elsé tagban szereplé szumméban &§ helyett
67-t frnak, akkor felismerhetnénk a klasszikusan is kezelheté Ising modellt (ekkor 67 tulajdonképpen
csak egy klasszikus véltozd, aminek értékkészlete {1,-1} ). Azt a tényt, hogy a transzverz térbeli
Ising modell kvantumos viselkedést mutat, maga a transzverz tér megjelenése okozza. Megjegyzen-
d6 azonban, hogy a klasszikus, 1 dimenziés Ising modellben véges hémérsékleten sem tapasztalunk
fazisatalakulast.

A dolgozat tovabbi részeiben a transzverz térbeli Ising modell (a tovabbiakban TFIM) egydimenzios
esetét fogjuk vizsgalni, mindig T' = 0 K hémérsékletet feltételezve.

Az (1) kifejezésben lathatd, hogy a Hailton operétor tagjai nem kommutélnak egymadssal, ami - a
fentiek alapjan - azt jelenti, hogy csak termodinamikai hataresetben, vagyis végtelen rendszerméret
esetén torténhet fazisatalakulas a modellben.

Vegyiik a kovetkezo unitér operatort

P=T]s7, (2)
J

aminek hatdsdra minden spin az eredeti allapotaval "ellenkez6 irdnyba fordul at", vagyis a | 1) dllapotu
spineket a | | ) dllapotba forgatja és forditva. Mivel

67 - Pt¢,"P =0} , 67— PT6;P=-67,

igy P kommutél az (1) Hamilton-operéatorral, vagyis az (1) Hamilton-operéator rendelkezik Zo szimmet-
riaval. Megjegyzendo, hogy a Pauli-méatrixok fent megjelenitett bazis-valasztasa mellett szokasosan:

|T>=<$) és |¢>=®-

Nyilvanvaléan T' = 0-n nincsenek hémérsékleti fluktuacidk a rendszerben, viszont kvantum fluktu-
aciok megjelennek a —Jh Y, 67 tagnak koszonhetSen, hiszen utébbi megforditja ("flippeli") a spineket,
aminek koszonhetoen ellene dolgozik a rendez6désnek.
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3. A TIFM hataresetei és ezek perturbativ vizsgalata

A kovetkezbekben attekintjiik a TIFM hatareseteit és ezek perturbativ vizsgalatat véges, de elegen-
déen hossz lancon. A perturbiciészamitas alapvetfen a témavezetOom utmutatisaval végzett 6nalld
szamolas.

Tekintsiik a rendszert leir6 Hamilton-operatort, az egyszeriiség kedvéért J = 1 valasztassal:

L-1 L—1
H=-— Z (67674 +ho?) =— Z (Zi Zig1 + hX;) (3)
=0 =0

ahol az egyszerlibb irdsmoéd kedvéért bevezetett jelolés szerint értelemszerien Z; = 67 és X; = o7.
Valasszunk a tovabbiakban is periodikus hatarfeltételt: ¢ = ¢ + L, vagyis

Zi="Ziyr ¢ Xi=Xip.

3.1. Paramagneses fazis

A paramdgneses fazisi hataresetben h — oo, igy a (3) Hamilton-operdtort érdemes a kovetkez6képp
atskdlazni: H = hH, ahol

L—1
- 1
i=0
Ha h — oo, akkor nyilvanvald, hogy a fenti, atskdlazott Hamilton-operator els6 tagja elhanyagolhato
a masodik mellett, vagyis ebben a hataresetben a (nem degenerdlt) alapallapot egyszeriien

0) ===,

ahol

| =)i=—7=(T)i+[4)), Xl =)i=+1-[—=),

1
V2
vagyis az alapallapot energidja H egységeiben mérve, J = 1 vélasztassal —L. A gerjesztett llapotok-
nak megfelel6 sajatallapotokat a spinek atforgatasaval kapjuk:

Hri,ro,....}) == = = s 2= L)

Ezekre az allapotokra, mint egyrészecskés, kétrészecskés ...stb. allapotokra tekinthetiink, annak fligg-
vényében, hogy hany spint forditottunk at. Az adott részecskeszamu allapotok nyilvanvaléan degene-
raltak h — oo esetben. Az ilyen jellegli kvazirészecskéket magnonoknak nevezziik.

Ha h nagy, de mar nem a végtelen hataresetben vagyunk, a fenti az allapotok nem lesznek tébbé
sajatallapotok, hiszen megjelenik a (4) Hamilton-operatorban az elsé tag is. Utébbit viszont figyelembe
vehetjilk a perturbacio szamitéds segitségével, amennyiben h > 1. A —% > ZiZiy1 perturbalé operator
két szomszédos spin irdanyat forditja meg, igy alapallapotban a perturbalé operator varhato értéke
zérus:

1 1
=50l > ZiZia|0) = —7 > {01ZiZi1110) =0,

tehédt az alapallapot energidja 1/h vezetd rendjében nem valtozik.

Tekintsiitk most az |{r}) egyrészecske allapotokat. Ezek az dllapotok L-szeresen degenerdltak,
energidjuk H egységeiben mérve 2 egységnyivel nagyobb az alapallapot energiaszintjénél, hiszen 6%
sajatértékei kozott 2 a kiilonbség. Ahhoz hogy meghatirozzuk az egyrészecske allapotok energidjanak
a perturbald operator hatdsara torténd felhasadasat, diagonalizalnunk kell a perturbalé operatort a
megfelel6 degeneralt altéren. A perturbald operator hatdsa az egyrészecskés allapotokra a kévetkezd-
képp irhaté:

> ZiZial{r}) = [{r + 1}) + [{r — 1}) + 3-részecskés dllapotok .
1
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Ekkor a perturbalé operator matrixa:
1, 1
_E<{7’ H Z ZiZig1|{r}) = 1 (67"’77“—1 + 57“’77“—1—1) .
i

A jobb oldalon 1év6 zardjelben megjelené matrix elsé tagja annak a miiveletnek felel meg, mintha
egy diszkrét (spinek kozotti, 1-nek vélasztott) tavolsaggal eltoltuk (periodikus hatarfeltétel miatt el-
forgattuk) volna a lancot balra, mig a masodik tag annak, mintha egy diszkrét tavolsidggal eltoltuk
(elforgattuk) volna jobbra. Az ezekhez a miiveletekhez tartozé operatorok kommutalnak, igy létezik
kozos sajatfiiggvény rendszeriik, kdzos sajatfiiggvényeik az alabbi alakban irhatdak fel:

1 L-1

= eikr,r
|k>_ﬁ7§) ’>a

amik tulajdonképpen sikhulldmok

hullimszdmmal, ahol n = 0,1... (L — 1) egész szam. Attérve tehét a fenti bazisba (hulldmszamtérbe)
méar kénnyen kiszamolhatjuk a perturbalé operator varhaté értékét egyrészecske allapotban:

1 1/ . , 1
_E<k‘ Z;Ziziﬂ\k) =-7 (e’k + e_Zk) = —EQ cosk.

Igy tehat egy k hullimszdmnak megfeleld impulzussal rendelkezd egyrészecske allapot energidja az
alapallapothoz viszonyitva H egységeiben:

1
Ey(k)— Ey=2— EQcosk +0 (h_Q) )
mig H egységeiben:

(k) = h(Ev(k) — Eo) = 2(h — cosk) + O (h™") . (5)

Tekintsiik most a kétrészecske allapotokat. Ezeket az allapotokat a vakuumallapotbdl kiindulva
ugy hozhatjuk létre, ha atforditunk két spint, két kiilonb6z6 helyen:

|{’I"1, T2}> = ZT1 ZT2 |0> )
Ezen allapotok teljes halmaza indexelheté rendezett 1 < ro parokkal. Tovabba konvencié szerint
[{r,r}) = Z:Z,10) = |0).

A h — oo hataresetben a kétrészecskés dllapotok szintén degenerdltak, az alapdllapothoz képest 4
egységnyi energiaval H egységeiben mérve. Ahhoz hogy kiszamoljuk a perturbslé operdtor varhaté
értékét kétrészecskés allapotban, ismét valasztanunk kell egy olyan bazist, ahol a perturbalé operédtor
diagondlis. Ezt az el6z6ekhez hasonléan sikhullam allapotok valasztéasaval tehetjiikk meg, hullamszam-
térbe attérve ezaltal:

|k, ko) = N (ki ka2) > (e“ﬂ”ei’m + S(kl,kg)eikme“””) [{r1,72}) -

r1<re

A fenti egyenletben megjelend két tag oka a részecskék megkiilonboztethetetlensége, vagyis hogy nem
tudjuk megmondani melyik rendelkezik k; hullimszamnak megfelelé impulzussal és melyik ko-nek
megfelelével. Figyelni kell tovabba arra is, hogy a két tag kozott lehet egy altalanos faziskiilonbség,
amit a fenti osszefliggésben S (ki, ko) reprezentdl. A kifejezés elején megjelend N (k1, ko) faktor a
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normalasi tényezd. Koévetkezo 1épésként szamoljuk ki a perturbalé operator egy tagjanak hatdsat az
eredeti bazisban:

ZiZiv1 {r1,me}) = i1 {r — 1,m2}) + 0iy [{r1 + 1Lm2}) + Si—1 [{71,72 — 1})
+ 0i o [{r1,72 + 1}) + ketténél tobb vagy kevesebb részecskés allapotok .

Ezt felhasznalva a preturbal6 operdtor egy tagjanak hatdsa hullamszamtérben:

ZiZiv1 k1, ko) = N (kq, k2) Z (ez‘klmeikgrz + S (k1, k) eile’QeikQ’f'l) (Oiry—1 |{r1 — 1,m2})
r1<re
+ 0iry [{r1 + 1,r2}) 4 0ipg—1 {r1,m2 = 1}) + Gigry [{r1,72 + 1))

7”7

+ kettonél tobb vagy kevesebb részecskés allapotok.

A perturbalé operator tagjainak hatdsat Osszeadva lesz tehat négy szummaénk, amiket megfeleléen
atindexelhetiink. Példaul a szummat, ami az [{r; — 1,72}) tagot tartalmazza, dtindexelhetjik a ko-
vetkez6képp: s1 = r; — 1, igy az alabbi kifejezést kapjuk

N(kl, kQ) Z (eik1(51+1)eik27‘2 + S (kI; kQ) eik1T2€ik2(Sl+1)) |{31’ T2}> =
s1+1<rs
N (kl, k;Q) Z (e’ikl eiklsleikQTQ + S (klu kQ) eikgeikl'r’geikgsl) |{Sla T2}> .

s1<ra—1

Vegyiik észre, hogy ez az Osszefliggés a fazisfaktoroktdl eltekintve majdnem dgy néz ki, mint |ky, ka)
kifejezése, azt leszamitva, hogy az s; = ro — 1 tag hidnyzik. Hasonléan a tobbi szummat is atindexelve
a kovetkez6 kifejezést kapjuk a teljes perturbdlé operator hatdséara:

S ZiZia ka ko) = N (ki ko) >0 (eMrerme®ors 49 (ky, ko) etehmetheon) | sy, mo})

s1<ro—1

+ N (kla ]6'2) Z (e—ik1 eiklsl eik‘zT‘g + S (kla ]{72) e—’ik‘Qeik‘l’r‘geik‘Qsl) |{51; 7,,2}>

s1<ro+1

+N(k1, k2) Z (e’ik’ze’ik1rleik’282 + S (klu k2) eik’leik’182€ik2’r‘1> ‘{rl’ 82}>
r1<sz+1

+N (kla k2) Z (efikgeikﬂj eik282 + 9 (kh kQ) e*ikl eiklsgeikgrl) |{’I”1, 82}>
ri<ss—1

+ kett6nél tobb vagy kevesebb részecskés allapotok.

Ha a fenti kifejezésben megvizsgaljuk a tagokat észrevehetjik, hogy - ahogy azt az elsé tag esetén
mar megjegyeztitkk - mindegyik szumma a fazisfaktorokat leszamitva csupan egyetlen tagban tér el a
|k1, ko) allapot kifejezésétol: az elsé szummabdl hidnyzik az s; = ro — 1 - ahogy ezt mar kordbban
is emlitettiik - , a masodik és a harmadik szummaéaban pluszban szerepel az s; = ro tag, az utolsd
szummabol pedig hidnyzik az r; = so — 1 tag. A plusz tagok csupédn alapallapoti jarulékok, szimunkra
nem érdekesek, hiszen késobb tgyis kiesnek az ortogonalitds miatt, akarcsak a tobbi kettétol eltéro
részecskeszamu allapotok jarulékai. Ha a "hidnyzo' tagokat kivonjuk és hozzdadjuk a kifejezés jobb
oldaldhoz a kdvetkezot kapjuk:
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D" ZiZisa lkaka) = N (kuska) 3 (M1e™M9 6272 18 (ky, ky) e2eiraeiest ) {sg ra))

Z (e—ikzleikzlsleikgm + S (k1 ko) e—ikgeiklrzeikgsl) 1{s1,72})

+ N (k1 ko) (eikzeiklrleikZSQ + S (k1 ko) eikleiklsgeikgrl) 1{r1, s2})
(e—ikgeiklmeikgsz + S (k1 k2) o~k eiklsgeikgrl) 1{r1, s2})

— N (k1, ko) Z (eik1eiklsleik2r2 + S (k1 ko) eik2€z’k1r2eik251) 1{s1,72})

_ N (kla ]CQ) Z (e—ikzeik’lrleikzsg + S (kla ]{72) e—ikl eiklszeikzrl) |{’l"1, 82}>
ri=so—1

"oz

+ kettonél tobb vagy kevesebb részecskés allapotok.

A fenti kifejezést tovabb alakitva

Z Zz'Zi—H “ﬁ, k2> =2 (COS k1 + cos kg) |]€1, k’2>

— N (K1, ks) Z (ei(k1+k2)eik151eikzs1 + S (ky, ko) ei(k1+k2)eiklsleik251) {51, 51 +1})
s1

— N (/61, kg) Z (eiklrl 6ik2r1 =+ S (kl, /{2) Ciklrl eikQH) ’{7’1, ™ =+ 1}>
1

+ kettonél tobb vagy kevesebb részecskés allapotok.

adddik. Lathatd, hogy ahhoz, hogy a degeneralt altér |k, ko) dllapotai a perturbald operator sajatvek-
torai legyenek, vagyis hogy |ki, k2) bazisban diagonalis legyen Y. Z; Z; 11, S (ki1,k2) = —1 sziikséges,
vagyis a gerjesztések soran létrejovo kvazirészecskék fermionok, hiszen hullamfiiggvényiik

|]€1, ]432> — N(k‘l,k?z) Z <6ik1r16ik2r2 - eik17"26ik27“1> |{7"1,7’2}>

r1<ra
teljesiti a

k1, ko) = — |ka, k1)
Osszefliggést. Késébb ezt az analitikus megoldéds kereteiben is targyalni fogjuk. A fentiek alapjan
tehédt ha kiszamoljuk a perturbal6 operdtor varhat6 értékét kétrészecske allapotban, |k1, ko) bézisban
és kihasznéljuk, hogy a kettotol eltérd kvazirészecske szammal rendelkezé allapotok ortogondlisak

barmilyen kétrészecske allapotra, igy ezek jaruléka zérus, akkor a kétrészecske allapotok alapéllapoti
energdhoz viszonyitott spektruméara a kovetkezd adédik H egységeiben:

1
Eo(ki,ks) — Eg =2 — E2 (cosky + cosks) + O (h_Q) .
Visszatérve H egységeibe, a gerjesztési energiaspektrumra a kovetkezot kapjuk:
€ k1, ka) = 2h — 2 (cos k1 + cos ko) + O (™) = e (k1) + € (k). (6)

Mint lathato, a spektrumban semmilyen kolcsonhatési tag nem jelenik meg, a gerjesztési energia csupan
tisztan két egyrészecske energia Osszege, ami azt jelenti, hogy a gerjesztésekre tigy tekinthetiink, mint
nemkolesénhaté fermionikus kvazirészecskékre.

A magasabb részecskeszammal rendelkezé dllapotok spektruménak perturbativ szdmolésa teljesen
hasonldéan torténik és az eredmény teljesen analég a (6) kétrészecskés gerjesztési spektrummal: mindig
annyi fliggetlen egyrészecske energiatag osszege a végeredmény, ahany részecskés allapotot vizsgalunk
aktualisan.
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3.2. Ferromagneses fazis

A ferromdgneses hatdresetben h — 0. Ha tekintjiikk a (3) kifejezésben szereplé Hamilton-operétort,
akkor lathato, hogy h — 0 hataresetben a transzverzalis térrel kapcsolatos tag elhanyagolhato a
kolesonhatasi tag mellett. Ennek megfeleléen a rendszer alapallapota kétszeresen degeneralt lesz —J L
(=L ha J = 1) energidval, a két alapédllapotot pedig a kovetkezSképp jelolhetjiik:

) =11...1)
=) =14 )
Ebben az esetben a domének kozotti falakra tekinthetiink dgy, mint kvazirészecskékre, amiket kinkek-
nek neveziink. Periodikus hatarfeltétel és ilyen jellegii kvazirészecske értelmezés mellett viszont csak
paros szamu kvézirészecske lehet a rendszerben (aperiodikus hatéarfeltétel esetén pedig csak paratlan

szamu). Ennek megfeleléen a legalacsonyabb energiaji gerjesztett allapotok a degenerélt kétrészecske
allapotok vagy 2-kink allapotok, amikor két doménfal jelenik meg a rendszerben:

Hry,z2h) =1 Tl Lt 1)
i j L—i—j

Konvencié kérdése, hogy egy véges lanc esetén mit irunk z1 és xo helyére, amik megadjak a doménfalak
poziciéit. Itt most azt a konvencidt hasznaljuk, hogy a doménfalak a két racspont koézott félaton
helyezkednek el, vagyis a fenti kétrészecske allapot esetén

1
:1:1:1'—5, x2:i+j—§.

Minden ilyen kétrészecske allapot energidja az alapallapothoz képest (2-2J=) 4, H egységeiben mérve.
Tovabba konvencié szerint:

{z,z}) = |+).

A paramaégneses fazis kétrészecske dllapotainak vizsgalatdhoz hasonléan attérve hullimszamtérbe (im-
pulzustérbe) a kétrészecske allapotot a kovetkez6képp irhatjuk:

ot ko) = N (ka, ko) D (€M7 e™272 4 S (R, g 1726200 ) {5}

x1<T2

ahol az el6z6ekhez hasonléan S (k1, ko) a fazis, N (k1, k2) pedig a normélési faktor, amirdl feltehetjiik,

hogy
N (ki, ko) = N (ko, k1)

A normadlési faktor biztositja, hogy
-1
(ks ko | k1, KS) = Opypr Opghy, + S (K1s k2) ™ Oyt Ol

amibdl kovetkezik, hogy
S (k1,ka) = S (Ko, k1) "
A fentieket kihasznalva az alabbi kifejezéshez juthatunk:
g, k) = N (ka, ko) D (€612 4 S (R, eg) ™ €22 em ) |, o))

r1<x2 (7)
= S (k1, ko)t |ky, ko)

Vegyiik észre, hogy

o, ) = N (ka, ko) D (S (o, ) e eihone o eibareeihans) (g gy} 8)

r1<T2
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A (7) egyenlet alapjan egyértelmi, hogy
S (k1,k2) |k2, k1) = |k1, k2) -

Ha h tovabbra is nagyon kicsi (h < 1), de mar nem a h — 0 hatdresetben vagyunk, akkor a fenti
allapotok nem lesznek tobbé sajatallapotok, viszont a spketrumot vizsgalhatjuk perturbaciészamitas
segitségével, perturbalé operatornak a — >, hX; tagot tekintve. Akéarcsak a paramdagneses esetben,
a perturbaciészamitas elsérendjében a ferromagneses fazisban sem valtozik az alapallapot energidja,
mivel

L—1

~hy +|X|+——hZ (+ 1. At D=0
=0
L—1

—hz yX\+——hZ Lt =0
L—1

—h Y (+]Xi|-) =—hZ+|¢ il =0
=0

L—1
—h Y (=X =) =—h2 b =o0.
i=0

Megjegyezziik, hogy

bt D =z, 2 +1})  ahol x:i—%.

Ahhoz hogy megkapjuk a kétrészecskés impulzus sajatallapotokhoz tartozé energidk eltolédasat el6szor
a kovetkezot kell kiszamolnunk:

Xi {w1,m2}) = 050172 {w1 — 1,22}) + 0 4, 41/2 {71 + 1, 22})
+ i mo—172 {1, 02 — 1}) + 6 g1 /2 {71, 22 + 1})
+ 0 vagy 4-kink &llapotok,

aminek felhasznalasaval a kovetkez6 matrixelemeket kapjuk:

L—-1
({ah, 25} [ Xl {1, 20}) =
1=0

590’1,951716:(321’2 + 51’ 561+16x2x’2 + 5x1:1:’1536/ ro—1 + 536196’15 ! wo+ls X2 >x1+ 1a
5:E’1,rl—16272m’2 + 5r1m’15x’2,:r2+1 s T2 =21+ 1.

(9)

Megjegyzendd, hogy, hasonléan a paramagneses fazis koordinatatérbeli allapotaihoz, itt is Ggy inde-
xeljiik ezeket az dllapotokat, hogy =1 < xo. Kovetkez6 1épésként szamoljuk ki az alabbi kifejezést

L—-1
Z X; |/€1, k‘2> _ ./\/(k‘l, k2) Z (eilﬂmeiksz + S (kb /{2) eiklmeikzml) |{.Z‘1 + 1’ l’g})
j r1+1l<zo
+ N (k1 k) > (eiklxleim? + S (kq, k2) eiklmeikﬁl) {z1 —1,22})
x1<T2
N (b ka) > (emetan 4§ (hy k) €M1 ) {2y, @y — 1))
xr1<xo—1
+N(k1, k‘g) Z (eik1x1€ik2x2 + S (kla /€2) eik’lxzeik‘zm) |{.1‘1,:E2 + 1}>
1 <T2

+ 0- vagy 4-kink allapotok.

10
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A fenti kifejezésben szerepld szummaékat konnyen atindexelhetjiik a kovetkezOképp: az elsé két szum-
maban rendre 1+ 1 = y1, illetve z1 — 1 = y1, mig a masodik kettében rendre xo —1 = ys és zo+1 = yo
valasztédssal:

L-1
Z X; |]€1, k2> =N (kl, k?g) Z (efikl ety gikaza + S (]{71, kg) €7ik26ik1x26ik2yl) \{yl, .%'2})
=0

Y1 <2

+N (kla kig) Z (eikl eik1y1 eikgmg +S (kla kig) eikgeiklmgeik2y1> |{y1, x2}>

y1<wo—1

+ N (k1 k) Y (eikgeiklgjleikw2 + S (K1, k2) €ik1€ik1y2€ik2m> Hx1,y2})

1 <y2

+ N (k1 k) Y (e_iheiklxleihw +e MG (ky, ko) 6ik1y2€ik2x1> Hx1, y2})
r1<y2—1
+ 0- vagy 4-kink allapotok,

majd tovabbi véaltozdcserével a

L-1
S Xilk, ko) = N (ki k) > (e7reiamethars 4 g (ky k) eheeibrrzethon ) |{zy, ,})
=0 r1<x2
+ N(kﬁl, kg) Z (eikl eiklxleikzxg + S (klz k2) eikgeiklmgeikga:l) |{5L‘1, x2}>
r1<xo—1
+ N(kl, k‘g) Z (eikgeiklxleikgxg + S (kb k‘g) eik1eik1mgeik2m1) |{:L‘1, :L'2}>
r1<x2
+ N(kl, kZ) Z (e*’”@eiklxleikQIQ + e*ilﬁs (kh kg) eiklz‘geikgz1) |{$1, x2}>
r1<xro—1

+ 0- vagy 4-kink allapotok
Osszefiiggés adodik. Vegyiik észre, hogy ez a kifejezés atalakithatd a kovetkezéképp

L—-1
Z Xi ’kl, kg) =2 (COS kl -+ cos kQ) |{k1, k2}>
=0

. N(kﬁl, k‘g) Z (eikl eiklxleikzwg + S (k].) kg) eikzeiklmgeikle) |{5L‘1, £C2}>

r1=x9—1

_ N(kl, kQ) Z (e—il@eik‘lx1eik2$2 + e—i]ﬁs (klv k’2) eiklxgeik2m1> |{.’L‘1, $2}>

r1=x9—1

+ 0- vagy 4-kink allapotok.

Hasonléan a paramégneses fazishoz, ahhoz hogy |k1, ko) sajatfiiggvénye legyen a perturdbéalé operd-

tornak az
(ezk1 ezkl ($271)62k2$2 +S (kh kg) ezkg 6zk112 ezkg (ngl))

—e'(Ftk2)z2 (1 4 G (k1 ky)) =0

és az
(e—ikzeikl(xg—l)eikzzz + e—ik15 (kla k2) e’ik‘lzzeik‘z(xz—l))

= th2)(@271) (1 4§ (ky, ko)) = 0
egyenl6ségeknek teljesiilnie kell, ami csak gy lehetséges, ha
S(ki,ke) = —1

teljesiil, vagyis a kétrészecske allapotok alakja hulldimszamtérben (impulzustérben)

|]{31,k‘2> _ N(k‘l, ]{72) Z (eik1m1€ik2x2 _ eik1z2€ik21’1) |{£L’1,l’2}> .

xr1<T2

11
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A kétrészecske allapot kifejezésébdl azonnal latszik, hogy utobbi a kvazirészecskék felcserélése esetén
elGjelet valt, a gerjesztés kvazirészecskéi tehat ebben az esetben is fermionok. Mivel hullamszamtérben
a perturbdldé operator diagondlis, a gerjesztési spektrum energiaszintjeinek megvaltozasahoz csak a
diagondlis elemek kiszdmoldsa sziikséges (az el6z6ekhez hasonléan) amire a

L—1
(k1,ko| — h Z Xilk1, ko) = —2h (cos ky + cos k3) (10)
i=0

Osszefiiggés adddik. Ferromagneses allapotban a kétrészecske allapotok gerjesztési spektruma az alap-
allapoti energidhoz viszonyitva tehat

€ (k1,ke) =2 —2hcosky; +2 — 2hcosks,

ami alapjan azonosithatjuk az egyrészecskéhez tartozd
e(k) =2(1 — hcosk) + O (hQ) (11)

gerjesztési spektrumot, noha kiilon egy kvazirészecskét soha sem figyelhetiink meg a rendszerben.
Nagyobb részecskeszamokhoz tartozé gerjesztési spektrum hasonléan szamolhatd, aminek eredménye-
ként arra juthatunk, hogy ferromagneses fazisban is a megfeleld egyrészecske energidk Osszege lesz a
rendszer energidja az alapallapothoz viszonyitva.

3.3. Kramers-Vannier dualitas

A fentiekben a h > 1 esetet paraméagneses fazisnak, mig a h < 1 esetet ferromégneses fazisnak
neveztilk, aminek oka, hogy az el6bbi esetben a magnesezettség operatordnak varhaté értéke zérus,
utébbi esetben viszont véges [8] - errél részletesebben lesz sz6 a modell numerikus targyaldsénal. Ebben
az alfejezetben arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy a két fazis kozott h milyen értékénél torténik
fazisatalakulds, meddig beszélhetiink para és meddig ferromégneses fazisrél. A modell egyszeriisége
miatt feltételezhetjiik, hogy egy kritikus pont van, ahol fazisatalakulds torténik, de egyébként ennek
precizebb targyaldsara az analitikus megoldas ismertetésénél keriil sor.

Idézzik fel a perturbalé operator ferromagneses fazisban, kétrészecskés allapotban, koordinata
térben kiszdmolt métrixelemeit (9):

L—1
({2, 2} | Y hil {z1, 20}) =
1=0

h - 6x'1,x1715x21/2 + 51/1,11+15:1:2:1:’2 + 633136/15.’17/2,.’17271 + 6x1x'15x’2,x2+1 , T2 > X1+ 11
6:1:’1,331—15@:5’2 + 5:51:v’151’2,12+1 5 o =21 + 1.

Analég moédon a paramagneses fazisban is kiszamolhatjuk a perturbalé operator matrixelemeit:

1 Lt
<{7“’177“§} ‘E Z ZiZip1|{r1,m}) =
i=0

l { 67“’1,7“17157"27"’2 + 5r’1,r1+16r2r§ + 5r1r’16r’2,r271 + 5r1r’15ré,r2+1 , Te>T1+ 17

h 67‘/177‘1—167’27"/2 + 5r17"/157’§77’2+1 ) re=r1+ 1

Vegyiik észre, hogy h > 1 esetén a

L-1

~ 1
H=-Y" (hZiZz'+1 + Xi)

i=0
operator spektruma megegyezik h < 1 esetén a

L—
H=-> (ZiZis1 + hX;) (12)
=0

—_

12
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operator spektrumaval, ha a h-t lecseréljitk 1/h-ra. Ez lathaté a fenti matrixelem szamoldson: ha
paramagneses fazis (a tovabbiakban PM fazis) spektrumdaban az 1/h helyére h-t helyettesitiink, akkor
visszakapjuk a ferromagneses fazis (a tovibbiakban FM fazis) spaktruméat. Béar a fenti szamolas két-
részecske allapotokra és elsérendben tortént, az algebrai struktira alapjan érthetd, hogy ez barmilyen
magasabb rendben és barmennyi (lehetséges) részecskeszam mellett ugyantgy teljesiil. Ennek meg-
feleléen a PM fézis és az FM fazis dinamikéja leképezhet egymasba h — 1/h megfeleltetéssel, amit
Kramers-Vannier dualitdsnak neveziink. Példaul a diszperziés relacié a perturbécidoszamitas minden
rendjében kielégiti a

erm(k, h) = hepnm(k, 1/h) (13)

relaciét. A fentiek alapjan megsejthetd, hogy a (13) reldcié nemcsak perturbativ kozelitésben, hanem
egzaktul is teljesiil (precizebben 1d. az analitikus megoldés targyaldsanél). Ennek megfeleléen megke-
reshetjiik a kritikus pontot is, ahol a két fazis atalakul egymaésba. Ez ott kovetkezik be, ahol az els6
gerjesztett dllapot és az alapallapot kozotti rés eltiinik, vagyis ahol

erm (0, he) = 0.
Viszont ha h, kritikus pont, akkor nyilvan 1/h. is az, viszont csak egy kritikus pont létezését varjuk,

ez pedig ugy lehetséges, ha

he=—=1.
he

A 0 < h < 1 tartomanyon tehat ferromédgneses fazisban van a rendszer, a h = 1 pontban fazisatalakulas
torténik, a 1 < h tartomanyon pedig paramagneses fazisban van a rendszer.

13
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4. Az egydimenziés TFIM analitikus megoldasa

4.1. Jordan-Wigner transzformacio

A kozponti 6tlet, amin az egydimenziés transzverz térbeli Ising modell megoldasa alapul T = 0
esetén [7], az annak a felismerése, hogy egy feles spinekbél 4ll6 rendszer nagyon hasonlé dinamikét
mutat egy spintelen fermionokbdl 4ll6 rendszerhez a kovetkezd megfeleltetéssel:

spinek fermionok

spin le I -« > ‘ beto6ltott allapot

spin fel 417 - Ures allapot

A fenti megfeleltetést az operatorok nyelvén megfogalmazva:

67 =1-2c¢;, (14)

+ rendre a fermionikus eltiintets és kelts operdtor. A (14) reldciét motivalja, hogy a 67

ahol ¢; és c;

1és -1, mig a cfci operator a fermionok részecskeszam operatoraként 0 vagy 1 értéket vehetnek fel,
aminek megfelel6en a jobb oldali kifejezés is 1 vagy -1-et lehet. Kézenfekvs lenne a megfeleltetést a
6t = (67 +i6Y) /24 ciésa b;” = (6% —i6Y) /2 <> ¢f asszocidcibval teljessé tenni, azonban ez nem
elégiti a sziikkséges kommutaciés relacidkat, hiszen bar egy konkrét i helyen visszaadja a korrekt spin
algebrat, egy spinlancra, ahol tobb, kiilonb6z6 helyen vannak spinek, mar nem, ugyanis kiillonb6z6

helyekre a &;* operatorok kommutélnak, mig czr és ¢; antikommutal:
hai#j: {&i_,&jﬂ =0 és {Ci,c_-'_} =0.

A problémat Jordan és Wigner Gtlete alapjan tgy oldhatjuk meg, ha fenti, naiv megfeleltetést kiegé-
szitjiikk egy string operatorral, vagyis

O'Z-+ = [H (1 — 2c}'cj)] Ci

j<t

j<t

o, = [H (1 — 26;_6]‘)] cj‘.

A Tl (1 — 26;_0]‘) = [lj<; 65 string operdtor +1 értéket vesz fel, attdl fiiggden, hogy az i-edik

helytdl balra paros vagy paratlan fermion helyezkedik el. Ez a string operator megoldja a kommutator
relaciokkal kapcsolatos probléméat. Vegyiik példaul, az adltaldnossidg megszoritasa nélkiil, azt az esetet,
amikor [ < . Ekkor

ofo; = [H (1- zcjcj)] ¢ [ };[l (1- 2c;cm)] ot

J<i

Ekkor ha "jobbra akarjuk vinni" ¢;-t, akkor figyelembe kell venniink, hogy ¢; kommutél a [T,,.; (1 — 2¢;¢,)
sztring operator minden tagjaval, cl+—el pedig antikommutal, hiszen

{Ci, C;_} = 51]

Kihasznalva tovabb4, hogy ¢ kommutdl a I[,,; (1 — 2¢)c) string operdtorral, illetve tovabbi &t-
csoportositasok utan a kovetkezo kifejezéshez jutunk:

U;raf = — [ H (1 - 202‘10,71)] clJr [H (1 — ZCjcj)] C; (1 — QC;rCi) (15)

m<l,m#i j<i
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Szdmoljuk ki az utolsé két tag felcserélésének hatését, figyelembe véve, hogy ¢ = 0:
¢i(l— 202—-"_62‘) =c¢; —2(—c¢fei+1)e; = —¢; = —(1 — 2¢f ¢;)ei,

amit felhasznélva, valamint tovabbi dtalakitdasok utdn a (15) egyenletet a kovetkezd alakba irhatjuk
at:

afal_ = [H (1 — 2(:;20,,1)] cl‘*' {H (1 — QC;FCJ')] Ci = Uz_az‘+

m<l 7<i

Vagyis a kommutacios relaciok igy mar teljesiilnek, sikeriilt megfeleltetést taldlnunk a spinek és a
fermionok kozott. Az ar viszont, amit fizetniink kell ezért az, hogy nagyon nem-lokalis reprezentéciot
kell hasznalnunk.

Kihasznalva, hogy 67 inverze 6nmaga, felirhatjuk az inverz relaciokat is, amelyek

R 5% +
ci = Haj o;

<t

+ ~Z -
¢ = Haj o; .

<t

Belathaté tovabbé [7], hogy a

{Civc;r} = 51]) {Ciacj} = {C;rvcj} =0 (16)

relacidk a
+ - _ A A +1 +
{O’i ,O'j } = 5Z-jaf, [O’iz, O'j ] = :l:26ij0i

Osszefiiggéseket implikaljak és forditva.

4.2. Az egydimenziés TFIM analitikus megoldasa

A fentiekben ismertettilk a Jordan-Wigner transzforméacié tipikus alakjat. Ebben az elfejezetben
utébbi alkalmazésat fogjuk bemutatni a transzverz térbeli Ising modell megoldasara.

Ehhez, kényelmi okokbdl, forgassuk el a 4.1. fejezetben definialt spinek tengelyét a kovetkezoképp,
hogy dolgozhassunk az (1) Hamilton-operatorral:

6% — 6%, 6% — -6~
és frjuk a Jordan-Wigner transzforméaciot az alabbi alakba

(ci + cj) .

67 =1— QCj_Cl', 67 =— {H (1 — 2cjcj)
j<i

A célunk, hogy a Jordan-Wigner transzformécié fenti alakjat megjelentessiik az (1) Hamilton-operatorban.
A G7-et tartalmazé tag dtalakitdsa trivialis, viszont a 6767, ;-es taggal dolgozni kell, ezt a kovetkezd-
képp alakithatjuk at:

67671 = {H (1-2¢f¢))

(o)

7<1

IT (1- 2cj+cj)} (e + )

j<i+l
majd a (16)-es antikommutéciés relaciékat kihasznalva
67670 = (ci+ ¢l )1 —2¢] i) (civn + ¢iyy) = (—ei+ ¢ ) (e + i)

+ +
=¢ Ciy1+ c;»:lci + cjciH + Ccit16
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adodik. Igy tehat a transzverz térbeli Ising modell Hamilton-operdtora ¢; és cj operatorokkal felirva:

H = —JZ(c;rciH + C;Zrlci + c;rcztrl + cip16 — 2hci+cl- +h). (17)

(2

A Hamilton-operator fenti alakja alapjan megallapithatjuk, hogy H egy egyrészecske operator, vagyis

nemkolcsénhaté fermionokat ir le. Az anomalis tagok, Cjciu és +ci11¢; azt eredményezik, hogy a

rendszerben a részecskeszam nem marad meg, habar a paritds megmaradé mennyiség. Ezek a tagok
azért jelennek meg, mivel a 6767, operdtorok parosaval tudjak atforgatni a spineket.
Ahhoz, hogy diagonalizalni tudjuk a Hamilton-operatort, el6szor térjiink at sikhulldm bazisba

1 —ikr;
ck=—= ) cje "N
k /7N ; 7
amit behelyettesitve a (17) kifejezésbe a

H = JZ(Z(h — coska)c; ¢, — isinka {cfkczr + c_kck} —h)
k

kifejezés adddik, ahol @ = r;y1 — r; a racsdllandd, amit a perturbacidészamitasandl az egyszeriiség
kedvéért 1-nek valasztottunk. A Hamilton-operatort ezutan atirhatjuk az alabbi alakba

B i (h — coska) isin ka e\ _
H= 2']];){( Ch s Ok ) ( —isinka  —(h — coska) ety ho+ (h = coska)
+2J(h — 1)cg co.

Figyeljiik meg, hogy a szummaban a k értékek felére Gsszegziink, az utolso tag pedig a k = 0-nak felel
meg. A k # 0 részben szerepl6 matrixot a kovetkezdképp alakithatjuk at:

(9 — cos ka) isin ka o 10 ) . 0 —i
( —isinka  —(h — cos ka) = (h— coska) 0 —1 sinka i 0 )

Ez a matrix diagonalizalhatd egy unitér transzformacio segitségével, ami Osszességében egy Oy szogl
forgatas az xy sikban, ahol

tam 0 sin ka
anfy = ——
h — coska’
a transzformécié matrixa pedig
O _igin %
U — =itk cos 5 isin 3
k o 0.> |
—1S1n 35 COS 5

ahol

A diagonalizalt matrix alakja tehat

U,j( (h — cos ka) isinka ) )Uk: \/(h—cosk:a)2+sin?ka< (1) _01 )

—isinka  —(h — coska

Az Uy méatrixot arra hasznéaljuk tulajdonképpen, hogy végrehajtsunk egy Bogoliubov-transzforméciét:
. Yk —isin g cos 5 Yk
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Megjegyzendd, hogy a 7, mennyiségek kielégitik a fermionikus antikommutacios relacidkat [7], vagyis
(it} = {renti } = oo
A Bogoliubov-transzformécié utan megkapjuk a Hamilton-operator alabbi alakjat

H=> e (%’ﬁk - v-wfk) + const.,
k>0

kihaszndalva az antikommutacios reldcidkat pedig ezt a kdvetkezoképp alakithatjuk &t

szk:&?k ('Y]j')’k_;)7 (18)

ahol

Ep = 2J\/(h — coska)? + sin® ka = 2Jv/1 + h2 — 2h cos ka. (19)

Ezzel tehat a keresett masodkvantalt alakra hoztuk a rendszer Hamilton-operatorat, ; meghataroza-
saval megadtuk az energiaspektrumot. Megvizsgalhatjuk a kis és nagy h-s hatareseteket is:

h<1l = ep=2J(1-hcoska)+ O (h?)
h>1 = Ek:QJh(l—%coska—i-O(%))

amik sszhangban vannak a perturbaciészamitds soran kapott eredményekkel ((5),(11)).

4.3. Az egyrészecske spektrum vizsgalata

Ha tekintjitk az egyrészecske spektrumot (19) és h > 1 értékrél indulva csokkentjiik h-t, akkor ész-
revehetjiik, hogy a h = 1 pontban valami kiilénos dolog torténik: az els6 gerjesztett allapot és az
alapallapot kozotti rés eltlinik, hiszen a rés nagysiga A = 2J|h — 1|, ami h = 1 esetén A = 0 ér-
téket vesz fell Ebben a pontban ugyanis kvantum fézisatalakulds torténik [7], a h = h. = 1 pontot
pedig kritikus pontnak nevezziik. A rendszer ebben a pontban atalakul egy olyan fazisbdl, ami esetén
az alapallapot rendelkezik globélis Zs szimmetridval (paramagneses fazis), egy olyan fézisba, amiben
viszont ez nem teljesiil (ferromdgneses fézis), vagyis az alapallapot kétszeresen degeneraltta valik,
spontan szimmetriasértés kovetkezik be. Mivel méas h érték nincs, ahol eltlinne az elsé gerjesztett
allapot és az alapallapot kozotti rés, igy megallapithatjuk azt, hogy valdoban egy kritikus pontja van
a rendszernek, h. = 1, ami megegyezik a Kramers-Vannier dualitds kihasznalasaval kapott értékkel.
A rendszer mindkét fazisdban teljesiil, hogy az alapallapot és az elsé gerjesztett allapot kozotti rés
nagysiga A = 2J|h — 1|, ez egyértelmii a kiszamolt spektrum alapjin. Ha a rendszer megkozeliti
a kritikus pontot, akkor ez a rés eltlinik valamint a korrelaciés hossz is divergalni fog [7], vagyis a
fazisatalakulds masodrendii. Az egyrészecske spektrum h > 1, h = 1 és h < 1 esetben a 2. abran
lathaté.

Van azonban egy fontos kérdés, amit a fenti analitikus megoldds sordn még nem targyaltunk:
a ferromdgneses fazisban (h < 1) a spektrum kétszeresen degeneralt (hiszen két alapallapot van,
amit gerjeszthetiink), viszont ez sehol sem tiikrozédik a fenti szdmolasban. Ennek oka, hogy a fenti
gondolatmenet egy dolgot nem kezel teljesen precizen: a hatarfeltételeket, ugyanis eddig periodikus
hatarfeltételt vilasztottunk a szamolashoz de Ugy tekintettiik a ldncot, mintha végtelen lenne. A
kovetkez6ekben az alapallapoti degeneracié megértéséhez tekintsiik szabad végilinek a spinlancot és
vezessiik be a Majorana operatorok koncepcidjat.
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h>1
2(1+h)
3
w
1 2(h-1)
-7 -rt/2 0 /2 7
k
(a) Az egyrészecske spektrum paramdgneses fazisban (h > 1)
h=1
2(1+h)
3
w
2(1-h)
-7 -t/2 0 /2 b
k
(b) Az egyrészecske spektrum a kritikus pontban (h = 1)
h<1
2(1+h)
£
w
- 2(1-h)
-7 -rt/2 0 /2 7

k

(¢) Az egyrészecske spektrum ferromégneses fézisban (h < 1).

2. dbra. Az egyrészecske spektrum kiillonboz6 fazisokban.
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4.4. Majorana operatorok

Nyilt spinlancot tekintve a transzverz térbeli Ising modell Hamilton-operatora az aldbbi alakban irhato
fel

L-1 L

H=-J lz (—ci + Cf) <C¢+1 + Ciﬂ) + hz (1 — 26?62-)] . (20)
i=1 i=1

Definidljuk a kovetkez6 operatorokat [9]:

aj =c¢j+ cj, bj =1 (c;r - cj) . (21)

Az a; és bj operatorok (21) alakjabol azonnal latszik, hogy
al = aj és b;r =bj,
vagyis hogy ezek hermitikus operatorok. Teljesiilnek tovabba a kévetkezd antikommutacios relacidk:
{aj.ap} = {c; +cf ey + ey ={cf e} +{cj, e} = 8550,
{bj, b} = 0,5,

{bjaaj’} = ’L{C;_ — Cj,Cyr + Cj;} =1 ({C;_7Cj’} - {Cj7c;;}) =0.

A fentiek alapjan az a; és b; operdtorok a (21) definiciéval 2L darab, fiiggetlen, antikommutalé hermi-
tikus operatort jeldlnek, melyek mindegyikének négyzete 1-et ad. Az ilyen tulajdonsdgi operatorokat
Majorana operatoroknak nevezziik. A (21) definicidk alapjan trividlis, hogy a tisztdn transzverz fer-
mion kelt6 és eltiinteté operdtorokat a Majorana operatorok kévetkezé kombindacidjaval kaphatjuk
meg:

, 1 ,
Cjzg((lj“‘lbj), c zi(aj—zbj),

amit felhasznélva a

1

C]~+Cj = Z (aj — ij) (CL]' —+ Zb]) = (CL]2 + b? — QiCijj) =

>~ =

kifejezés adodik, vagyis
—iajbj = 2¢¢; — 1. (22)

A Majorana operdtorok (21) definici6ja és a (22) kifejezés felhaszndlasaval a rendszert leird (20)
Hamilton-operatort a kovetkezé alakban irhatjuk fel a Majorana operatorok segitségével:

L-1 L
H=—J > (=ibjaj1) +h)_iajb;| . (23)
j=1 j=1

Tekintsiik most ennek a Hamilton-operatornak a hatéareseteit:
h > 1 hatéaresetben (PM fazis) a (23) Hamilton-operéator az aldbbi médon kozelithetd

L L
H=Jg Z (—iajbj) = a Z c;rcj + const., (24)
j=1 J=1

ahol « ardnyossagi tényez6. Megfigyelhetd, hogy a Hamilton-operatorban megjelenik az 6sszes Major-
ana operator a;b;-vel aranyos alakd parok formajaban, ezek 6sszege adja a teljes operdtort. Ha utobbit
fel akarjuk irni tisztdn transzverz fermion operatorokkal kifejezve is, ahogy a fenti 6sszefiiggésben is
lathatd, akkor a (21) definicé értelmében a c; és cj operatorokba csak az a;, b; Majorana operatorok
adnak jarulékot.
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h < 1 hataresetben (FM fazis) a (23) Hamilton-operator a kovetkezOképp kozelithetd

L—1
H=~J Z (ibjaji1) = 2/ Z d+d + const., (25)
Jj=1 j=1

ahol o' ardnyossdgi tényezd, d; és d;r pedig az alabbi alakban definidlt, 4j fajta fermion eltiinteté és
kelt6 operatorok:

1 . .
5 (b +iagen),  df =5 (b —iagn).

Megfigyelhet6, hogy a (25) Hamilton-operator d; és alj+ segitségével felirt alakja nagyon hasonlé a

dj =

(24) Hamilton-operator c; és c;—al kifejezett alakjahoz, viszont fontos kilonbség, hogy az el6bbiben
L — 1 darab d; fermion jelenik meg, mig az utébbiban L darab c; fermion. Megjegyzendd tovabbé
az a kiilonbség is, hogy a (25) kifejezésben megjelend szumma tagjai b; + ia;q1-vel ardanyos alaki
parokbdl allnak (a1 és by, egyéltalan nem is jelenik meg), illetve a d;, d;' operdtorokba is a b; és az
a;+1 operatorok adnak jarulékot. A hidnyzé 4j fajta fermion léptetd operdtorokat a kovetkezé alakban
definidlhatjuk

Slotib),  di=
Bar dy és dj\', nem jelenik meg explicite a (25) Hamilton-operator kifejezésében, nyilvinvaléan bele-
szamitanak a 2V dimenziés Hilbert tér elemeibe, viszont a Hilbert-tér allapotainak energiaja fiiggetlen
attél, hogy az N-edik d, fermion allapot be van-e toltve, ami azt eredményezi, hogy a spektrum FM
fazisban kétszeresen degeneralttd valik.

4.5. Véges spinlanc vizsgalata

Ha komolyan szeretnénk venni a rendszer véges méretét, akkor ahogy mér emlitettiik, a spektrum
megalkotdsara korabban mutatott szdmolds (4.2. fejezet) nem teljesen preciz, méas megkozelitést kell
alkalmaznunk [10].

Belathaté [11], hogy a periodikus hatarfeltétellel értelmezett transzverz térbeli Ising modell (1)
Hamilton-operatora, a spin tengelyek

6% — =67, 6% — 67

elforgatasaval és igy a 4.1. fejezetben értelmezett Jordan-Wigner transzforméci6 segitségével és az ott
targyalt c; és c;r fermion lépteté operatorok felhasznalasaval az aldbbi alakba frhaté:

L-1
Z (Am6f+1 6;-) =—J Z [cj - cj} [CJH + j+1}
=1

7j=1
—JhZ[ —c; cj} — Jei™N (cL—cJLr> (cl—l—cf) , (26)

ahol
L
r_ +
=25
Jj=1

a rendszerben 1év6 fermionok szamanak operétora. A tovabbiakban védlaszunk paros szami spinekbdl
all6 lancot, vagyis L = 2m. Mivel [H,e"™N] = 0, igy a két operator egyszerre diagonalizalhaté, hiszen
létezik kozos sajatfiiggvény rendszeritk. Megmutathaté [10], hogy a H Hamilton-operator blokk-
diagonalis H = H. ® H,, ahol a H,/, operatorok a Fock-tér kiilonbozd alterein hatnak, amik rendre a

paros, illetve paratlan szdmu fermion esetet irjak le.
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4.6. Paros fermionszam

Tekintsiik elészor a paros szami fermion alteret. Ekkor /™ = 1, igy a (26) kifejezés alapjan

L L
H, = —JZ [C;r - Cj} [Cj+1 + C;Zrl] — th [cjcj — c;'cj} ,
j=1 j=1
ahol megkoveteljiik a fermionokra vonatkozo antiperiodikus hatarfeltételt, vagyis

CL+1 = —C1. (27)

Az antiperiodikus hatérfeltételt kielégit6 szektort gyakran Neveu-Schwarz (NS) szektornak nevezziik
[12]. A H. Hamilton-operator Fourier-térbe valé attéréssel diagonalizalhato:

1 & s
c(kp) = ﬁ ZCJ‘G knj,
j=1

ahol, kihasznélva a (27) hatarfeltételt,

2n(n+1/2) L L
k = — T Ty e e T — ]..
" L " T2
A fentiek segitségével beldthaté [10], hogy a paros részecske szamu esetet leir6 Hamilton-operator
diagonalis alakja

1
+
n=—=%L
2

ahol az akn,a,jn operatorok a kordbban a (18)-as 6sszefiiggésben i, 'y,j—val jelolt operatoroknak meg-
felel6 keltd és eltiinteté operatorok, illetve

€ (kn) = 2J\/1 + h2 — 2hcos(kn), (28)

ismét egységnyi racsallandot vdlasztva. gy tehdt a Fock-tér paros fermionszdmi alterének bazisat
Fourier-térben a kovetkez6 alakban irhatjuk fel

2m
j:
ahol |0)ns az NS-szektor vikuumallapota.
4.7. Paratlan fermionszam
Tekintsiik most a péaratlan fermionszamhoz tartozé alteret. Ekkor ™V = —1, igy a (26) kifejezés

alapjan
L L
H,(h) = —JZ [cj - c]} |:Cj+1 + C}:J - th cjcj - cjcj,
j=1 j=1
ahol periodikus hatarfeltétel teljesiilését koveteljiilk meg a fermionokra, vagyis

CL+1 = C1. (29)

A periodikus hatarfeltételt kielégit6 szektorra gyakran Ramond (R) szektorként hivatkozunk [13]. A
H, Hamilton-operator diagonalizaldsdhoz Fourier térbe attérve a

L

1 L

C(pn) = 4\/E § CjeanJ,
i=1
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transzformacé segitségével, ahol a (29) hatarfeltétel miatt

_2mn L L 1
pn L ) n = 2 b 2 )
belathaté [10], hogy
%71 1 1
Hy= Y e(on) |65, - 5| - 2700- 1) |afao - 5. (30)
i
n#0

ahol az &y, , d;;n operatorok a fentiekhez hasonléan a g, 'y,j—val jelolt operatorokkal analég keltd és

eltiinteté operatorok, valamint a e (p,) fiiggvény is megegyezik a (28) fiiggvénnyel. Igy tehét a Fock-tér
péaratlan fermionszamu alterének bazisat Fourier-térben az alabbi alakban irhatjuk fel

2m+1 R
p1s- - pamyr) = [ @0k, pj€R
j=1

ahol |0)r az R-szektor vakuuméllapota.

4.8. Paramagneses fazis

Paramégneses fazisban (h > 1), mivel —2J(1 —h) > 0, igy &p, = oy, és &
esetben is) a fentieknek megfeleléen a Hamilton-operator alakja

t = af definiciéval (n =0
Pn Pn

H, = Z e (kn) ozznakn —i—E%)\IS,

kn€NS
(31)
H, = Z e (pn) a;rnapn + ES{,
pn€ER
ahol Ef = —% > gea€(q), a=R,NS. A rendszernek egyetlen alapallapota van: |0)xs. A rendszerben
1év6 péaros szamu fermionikus kvazirészecskéket leiré allapotok a
2m
|k17"’7k2m>NS == H a—k’;|0>NS7
p; ENS
mig a paratlan szamu fermionokat leird allapotok a
2m+1 ~
p1, - v =[] o [0
k?]' €R

alakban allnak elé, ahol a |0)g &llapot nem valédi alapallapot, nem eleme a Hilbert-térnek. Megmu-
tathat6 [9] az Euler-Maclaurin formula korrekcids tagja segitségével, hogy

EYS — Bt = 0 (e71%), (32)
vagyis L — oo hatéresetben E)S = Ef. A fenti sszefiiggésben & ~ 1/|1n(h)| a korrelaciés hossz [7].

Az utébbi allitas érthetd is, hiszen L — oo esetben az Ej = —% > qea e(q), a=R,NS kifejezésben a
szummabol integral lesz, eltiinik a félegész és az egész kvantumszamok ko6zotti kiilonbség.
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4.9. Ferromagneses magneses fazis

Ferromégneses allapotban (h < 1) a Ramon-szektorban figyelmesnek kell lennniink, mivel —2J(1 —
h) < 0, vagyis az ag|0)r 4llapot energisja alacsonyabb, mint a |0)r &llapothoz tartozé energia, igy
definialjuk 4t az el6bbit, mint a Ramon-szektor "valédi" alapallapota:

aolO)r := |0)R,
valamint vegyiik a kovetkez8 definicidt: &, = ap, és & = o ha n # 0, kiilénben ag = ag és
&g = ap. Ekkor az antikommutaciés reléciét kihasznélva
At +
agag =1 — ag ao, (33)

vagyis a ferromégneses fazis Hamilton-operatorat is ugyanolyan alakba irhatjuk, mint (31). Figyelniink
kell viszont az kvazirészecskéket leir6 allapotok el6allitasanal arra, hogy a Ramon szektor alapallapotat
ugy definidltuk at, hogy az eredeti alapéallapotra hatottunk egy &g eltiinteté operatorral, vagyis a
Ramon-szektor kvazirészecskéi is paros sokan lesznek. Ennek megfelelen ferromagneses allapotban
csak paros szamu kvazirészecske lehet a rendszerben. A rendszer kiillénbo6z6, paros fermionszamiu
allapotai ekkor a fenti definiciokkal a

2m

|]{21,...,k}2m>R: H Oé;rj|0>R
kj€R

€S a
2m

’ph cee 7p2m>NS = H a;j ‘O>NS
p; ENS
alakban dllnak elé. Véges rendszer esetén a rendszer alapallapota |0)ng, de fontos, hogy |0)R is eleme
a Hilbert-térnek. Mivel ferromédgneses esetben is teljesiil a (32) Osszefiiggés, igy L — oo esetben az
alapallapot degeneralttd valik, alapallapotban pedig a spontan szimmetriasértés kovetkeztében a

75 (00 10)xs)
kombinécidk koziil valamelyik allapot irja le a rendszert.

Erdekes kérdés, hogy hogyan tudunk nemkolesénhaté fermionokkal lefrni egy kélesénhato spinekbél
all6 rendszert? Hol van eldugva a kolcsonhatas? Erre a kérdésre a valasz egyrészt az, hogy a két leiras
kozotti attérést biztositd Jordan-Wigner transzformécié nemlinearis és nemlokéalis, masrészt hogy ha
szimplan egy nemkolcsonhato rendszeriink lenne, akkor nem kapnank olyan fermionikus sajatallapotot,
ami nem eleme a tényleges Hilbert-térnek.

Fontos megjegyzés tovabba, hogy amit az &g és dar operatorok atdefinidlasakor csinaltunk, az nem
pusztan egy matematikai atalakitds. Ennek a miiveletnek sokkal mélyebb jelentése van: ez hordozza
magaban a spontan szimmetria sértést, igy a fazisatalakulas jelenségének kulcsat is.

Erdemes még megjegyezniink, hogy a 3. fejezetben, a perturbéciészdmitasban alkalmazott szem-
léletes kvazirészecske képek, a doménfal/elforditott spin mint egy kvazirészecske megfeleltetések, csak
a 3. fejezet hatareseteiben, perturbative hasznalhatbak. Szemléletes képet azonban a koztes tarto-
manyokban is tudunk tarsitani a matematikai leirdshoz: ebben az esetben is valaszthatjuk az egy-
részecske - doménfal/atforditott spin megfeleltetést, azonban mar nem tudjuk megmondani, hogy a
kvéazirészecskék pontosan melyik helyen vannak, hiszen a hullamfiiggvények delokalizalédnak, ahogy
az a perturbaciészamitas segitségével lathato.
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5. A TIFM numerikus vizsgalata

Munkdm soran nemcsak analitikus megkozelitéssel vizsgaltam a transzverz térbeli Ising modellt,
hanem numerikus eszk6zok segitségével is. A numerikus vizsgilathoz el6szor megalkottam az (1)
Hamilton-operatort, Python programozasi nyelv segitségével. A Hamilton-operator sszedllitasandl
fontos, hogy ritka matrixokat hazsnaljunk, kiiléonben programunk sokkal memoria- és id&igényesebb
lesz. A rendszer numerikus szimuldcidja sordn L-t mindig paros szdmnak valasztottam, az altalam
megvalositott leghosszabb spinlanc pedig L = 20 hossziisdgi volt, vagyis 20 spinbdl allt. Tovabba az
egyszerliség kedvéért mindig J = 1 valasztassal dolgoztam.

5.1. A kod ellen6rzése

Tovabbi szamoldsok el6tt elészor érdemes ellendrizni, hogy az 0Osszeéllitott Hamilton-operatorban
nincs-e hiba. Erre én most tobb lehetOséget is ismertetni fogok, amiknek az altalam létrehozott
kéd mind megfelelt:

e Spektrum: Természetesen a legkézenfekviobb lehetéség a Hamilton-operator sajatértékeinek
megkeresése numerikus tton, majd ezek Osszevetése az elméletileg vart spektrummal. Fontos
megjegyezni, hogy mivel a rendszer véges, ezért mindenképp figyelembe kell venni az ezzel jaro
effektursokat, igy az analitikus spektrumot a 4.5. fejezet megfontolasai szerint kell eléallitani.

e A rés nagysaga: Jo ellenérzési lehetéség kiillonbo6z6 h értékek mellett kiszamolni az elsé ger-
jesztett allapot és az alapallapot kozotti energiakiilonbség nagysagat és ezt Gsszehasonlitani az
elméleti varakozdsainkkal, a rést ugyanis a 4. fejezet alapjan A = 2.J|1 — h| nagysagunak varjuk.

e« Magnesezettség: Az i-edik spin helyén mérheté magnesezettség varhato értékét alapallapotban
a

My =loxo® ... 0 Loxa @G, Ploxo® ... DB Laxo (34)
i1 L=

magnesezettség operator varhatéd értékének kiszdmolasaval kaphatjuk meg. Mivel a rendszer
eltolas-invarians, igy barmelyik ¢ helyen kiszamolhatjuk a varhaté értéket, hiszen ugyanazt az
eredményt kell kapnunk. A numerikusan szamolt eredményt ellenérzés céljabdl 6ssze kell mar
csak hasonlitani az elméleti varakozassal: belathaté [8], hogy L — oo esetén

h<l: [(mg)(h )\—(1—h2)1/8,
h>1: (mg)(h) =

Megjegyzend, hogy a rendszer dsszmagnesezettségét

M=) "y
i

alapvet6en mint a transzverz térbeli Ising modellben T' = 0-4dn torténd kvantumfazisatalakulas
rendparamétereként tekinthetjiik, melynek értéke h > 1 esetben zérus, h < 1 esetén (M;)(h) =
+L(1—h?)Y/8, ferromégneses fazisban ugyanis - ahogy mér emlitettiik - spontdn magnesezettség
kovetkezik bel [14].

o« Kommutacios relacidk: A rendszer diszkrét eltoldsi szimmetridval, valamint Zo szimmetridval
rendelkezeik, vagyis a Hamilton-operator invarids a diszkrét eltoldsra (pontosabban a spinek
diszkrét értékkel valé rotaldsira) valamint az Gsszes spin tiikrozésére. Ez azt jelenti, hogy H
kommutél a T diszkrét eltolas és a

S=]]s¢
(2

IPrecizebben a spontdn méagnesezettségrol csak L — oo hatéresetben beszélhetiink.
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"spin-fordité" operatorral:
[HT]=[H,S] =0

Ezen kommutacios relacidék kiszamolasa tovabbi lehetdséget nyidjt a program ellenérzésére.

5.2. Kvantum kvencsek a TIFM kiilonboz6 valtozataiban

Egy rendszerben a Hamilton-operator paramétereinek hirtelen megvaltozasat kvantum kvencsnek ne-
vezziik. Egy kvantum kvencs lehet globalis és lokalis is.

Globalis kvantum kvencsnek nevezziik azt az esetet, amikor az energiasiiriiség véges, vagyis a
rendszerbe pumpélt energia extenziv. Ennek legegyszeriibb megvaldsitasa, amikor a Hp,. kezdeti (pre)
Hamilton-operator (diszkrét) eltolds-invaridns, a rendszer kezdeti allapota az ut6bbi alapédllapota (ami
szintén eltolas-invaridns) és a hirtelen valtozas soran kialakuld, id6fejlodést leiré Hy,os: (post) Hamilton-
operétor is (diszkrét) eltolas-invarians.

A lokalis kvantum kvencsek esetén ehhez képest a rendszerbe pumpélt energia nem extenziv, hanem
O(1) szerint skalazodik. Lokélis kvantum kvencs példdul, amikor a tisztdn globélis kvencs esetéhez
képest a H,,,s¢ Hamilton-operdtor két tag osszegeként all el6: egy transzldcio-invaridns és egy lokalis tag
6sszegeként (ahol az utébbi elrontja a rendszer eltoldsi szimmetridjat) és a rendszert tovabbra is Hpost
alapallapotabdl inditjuk. Egy masik példa, ha a H,,.. 4ll egy eltolds-invaridns és egy lokalis tagbdl, a
rendszert ennek alapallapotbdl inditjuk, a Hy,s viszont rendelkezik transzlacié-invarianciaval. Ekkor
ha Hp,st teljesen megegyezik a Hy,. eltolas-invaridns részével, akkor lokdlis, mig ha nem, akkor egy
lokalis és egy globalis kvantum kvencs kombinaciéja hatarozza meg a rendszer dinamikajat.

5.2.1. Kvantum kvencs a TFIM-ben

A kvantum kvencsek leirdsa a transzverz térbeli Ising modell keretein belil mar egy évek ota vizsgalt
probléma [10,15,16]. Ferromagneses fazisban egy kvantum kvencs hatdséara létrejové idéfejlédés [17,18]
soran a rendszerben 1év6, korabban mar targyalt, kvazirészecskének megfeleltetett doménfalak, vagyis a
rendszer gerjesztései terjesztik a korreldcidkat és osszefonddast, igy alakul ki az egyensilyi dllapot [16].

Munkam soran a TFIM-ben terjedé kvantum kvencs egy lehetséges esetét numerikus eszkézok
segitségével vizsgaltam, Python programozasi nyelv hasznédlataval. Az altalam vizsgalt, idofejleszt6
Hamilton-operator az (1) operator volt, L = 20 és - ahogy mar emlitettem - J = 1 vélasztéssal,
ferromédgneses allapotban. A kiindulé allapot a kdvetkezé kvantumaéllapot volt:

(0)) = Sj|+),

ahol |[4) az a polarizalt allapot, ahol minden spin "felfelé 411", Sj pedig a j-edik spint atfordit6 operator:

A

Sj=loxo® ... ® 126 ® Lowa ® ... & Laxo,
i~1 L%

ahol a szimuldcié sordn mindig a j = L/2 valasztassal éltem. Az S'j operator leprogramozasa egyszeri
feladat, nem olyan konny(i viszont el6éllitani a |+) allapotot. Ehhez nagyon hasznos a kovetkezo
eljaras, amit én is alkalmaztam ennek megkonstrudlasra: legyen |v1) és |vg) a numerikusan kapott két
alapallapot. Ekkor

7

[+) = alvi) + Blvz) & |=) = Blvr) — afva),

ahol |—) az a polariziciés allapot, amikor minden spin "lefelé all". A fenti kifejezésben « és § kons-
tansok, melyekre teljesiil, hogy |a|? + |5]|? = 1. Megmutathat6, hogy ha kiszamoljuk az

me, = (va|hilv), a,b € {1,2}

matrixot, akkor ennek a sajatértékei +£m;, a sajatvektoraira pedig rendre

1) = (g) 65 12) = (fa>
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adddik, tehét az el6bbi métrixot megkonstruédlva, majd diagonalizélva kiszdmolhatjuk a |[+) dllapotot.
A fenti kifejezésben r; az i-edik spin helyén 1é6v6 mégnesezettség operatora (34), m; pedig az utébbi
varhaté értéke alapallapotban. Nem tul nagy térfogat esetén a |0)ng és |0)r &llapotok energidja
kozott véges eltérés van, igy elméletileg a |v1), [v2) allapotok ezeknek felelnek meg, viszont ez a véges
kiilonbség lehet annyira kicsi, hogy numerikusan gyakorlatilag degenerdlt lesz az alapallapot, ami
azt eredményezi, hogy a numerikusan kapott két, legalacsonyabb energiaju allapot ezek valamilyen
kombinacidjaként all el6. Ezért van sziikség erre a kicsit koriilményesebb eljardsra: ha nem lenne
ez a numerikus hiba, akkor a konstansok értéke egyszertien a = 8 = 1/4/2 lenne. A fejezet elején
bevezetett osztdlyozas alapjan a fentiekben leirt és dltalam vizsgalt kvantum kvencs lokalis.
A szimuldci soran a kezdeti |¢(0)) kvantumallapotot fejlesztettem idében a

() = e 0))

egyenletnek megfelel6en és minden idépillanatban kiszédmoltam minden spin helyén a (34) magnesezett-
ség varhato értékét (a tovabbiakban (i)(t)|7;](t)) = m(i)) a rendszert leird aktudlis hullamfiiggvény
segitségével. Tobb kiilonb6z6 h < 1 értéket vizsgaltam, melyek koziil a h € {0.1,0.2,0.3,0.4} értékkel
jellemezhetd rendszerek magnesezettségének idéfejlédése a 3. dbran lathatd. A szemléletesebb kép
kedvéért a h = 0.2 eset idofejlodését a 4. dbran haromdimenzids forméaban is megjelenitettem.

Az abrakon tobb dolgot is megfigyelhetiink. Elészor is [dthatunk egy jellegzetes fénykupot, amin
adott pillanatban kiviil talalhaté spineket a rendszerben keltett "zavar" gyakorlatilag még egyaltalan
nem érte el. Ez annak a kévetkezménye, hogy lokalis kvencset inditottunk el a rendszerben. Azt is meg-
figyelhetjiik, hogy a kvencs terjedése a rendszerben jél lokalizalt, ellentétes iranyban mozgd, konstans
csoportsebességli hullimcsomagok formdjaban torténik, melyek az idoterjedés folyaméan alig folynak
szét, ami arra enged kovetkeztetni, hogy a rendszer modellezhet6 kvazirészecskék segitségével, amirol
persze a szakirodalom alapjan tudjuk is, hogy jol miikodik [10,15]. Ahhoz, hogy a kvazirészecskékkel
val6 modellezés alkalmazhaté legyen, harom dolognak kell teljesiilnie: a kvantummechanikai allapo-
tot leiré hulldimcsomag(ok)nak jol lokalizdltnak kell lennitik, az id6fejlédés sordn nem folyhat(nak)
szét jelentGsen, valamint a kvazirészecskékre hatd potencidl hely szerinti derivaltjdnak megvaltozésa
megfeleléen kicsiny kell legyen (a hullimhosszhoz képest, ami az impulzus reciprokéval ardnyos), ami
az Ehrenfest-tételbél adodo feltétel. Esetiinkben az analitikus megoldas targyalasanal lattuk, hogy a
rendszer gerjesztéseit nemkolcsonhaté fermionokkal modellezhetjiik, vagyis a részecskékre haté poten-
cidl zérus, és mivel a szétfolyds is csekély mértékii, a kvazi-klasszikus kozelités alkalmazhatd. A futasi
eredmények alapjan (3. és 4. dbra) megéllapithatjuk, hogy a hulldimcsomag(ok) anndl gyorsabb(ak),
minél erdsebb a transzverzalis tér, vagyis minél nagyobb a h érték. Azt biztosan tudjuk, hogy a két
hulldmcsomaggal leirhaté kvantuméllapotban tobb, kiillonb6z6 részecskeszamu allapot megjelenik, hi-
szen ez teszi térben lokalizaltta. Egyébként belathaté [19], hogy a maximélis sebességii kvazirészecske
gerjesztés vpmar = 2Jh = 2h sebességgel terjed a rendszerben, ez hatdrozza meg a "fénykupot'.

Erdekes kérdés, hogy pontosan milyen kvazirészecskeszami és azon beliil milyen impulzusi kvézi-
részecskéket tartalmazo allapotok jelennek meg a két, ellentétes irdnyt hullaimcsomaggal jellemezhetd
allapotban. Azt biztosan tudjuk, hogy csak paros részecskét tartalmazd allapotok keveredhetnek be,
hiszen ferromagneses fazisban vagyunk. Mivel a futdsi eredmények alapjan a fénykipon belili tar-
tomany kozel homogén magnesezettségilinek tekinthetd, valamint minél magasabb részecskeszamu az
allapot, anndl tobb energia sziikséges az allapot betoltéséhez és a mi kezdeti allapotunkkal viszonylag
kevés energiat vittiink a rendszerbe , ezért feltételezhetd, hogy legnagyobb stllyal az alapallapotok és
a kétrészecske allapotok szerepelnek a rendszert leiré hullaimfiiggvényben. Ezt a feltevést dolgozatom-
ban numerikus eszk6zok segitségével vizsgaltam: t6bb kiilonboz6 L ldnchossz és h < 1/3 érték esetén
kiszamoltam az alapallapotok és a kétrészecskés allapotok kezdeti allapottal vett atfedéseinek négyzet-
Osszegét (tehéat ezen allapotok valésziniiségeinek Osszegét), valamint Osszehasonlitottam az atfedések
négyzetével sulyozott energiadsszeget az alap- és kétrészecskés allapotokra a Hamilton-operator ki-
indulési allapotban szamolt varhaté értékével, vagyis a teljes varhat6 energidval (ezen mennyiségek
mindegyike idéfiiggetlen kell hogy legyen, hiszen zért kvantumos rendszert inditunk tiszta dllapotbdl).
Az utdbbi azért hasznos, mert igy nem kell az Gsszes t6bbi bekevered6 allapot kezdeti allapottal vett
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3. dbra. A mégnesezettség varhaté értékének idéfejlédése a TFIM keretein beliil,

lokalis kvantum kvencs esetén, kiillonb6z6 erésségli transzverz terek mellett.

4. abra. A magnesezettség varhatd értékének idéfejlédése a TFIM keretein beliil,
lokélis kvantum kvencs esetén, h = 0.2 er0sségii transzverz tér mellett.

atfedéseinek négyzetosszegét is kiszamolni és ezt Gsszehasonlitani az alapallapotok és a kétrészecskés
allapotok kezdeti allapottal vett atfedéseinek négyzetosszegével a numerikus pontatlansagok és hibak
feltérképezésének céljabol. Ugyanis amennyiben a kiszamolt teljes energia varhaté érték és a bekeve-
redési valészintiségekkel stulyozott alapallapoti és kétrészecske allapoti energidk Gsszege jo kozelitéssel
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megegyezik, akkor az energiamegmaradéas miatt az idofejlédés soran végig elmondhatjuk, hogy a di-
namikat jol kozelithetjiik kvaziklasszikusan, csupan kétrészecskés allapotokat felhaszndlva. A h < 1/3
feltételre azért volt sziikség, mert ekkor teljesiil, hogy minden kétrészecske allapot energidja alacso-
nyabb a magasabb részecskeszammal biré dllapotok energidjanal, igy az elébbi dllapotok egyszeriien
elkiilonithet6ek a numerikusan szamolt spektrumban. Fontos megjegyezni, hogy a valészinliségek ki-
szamolasdhoz a Hamilton-operator adott degenerdlt altereihez tartozo sajatvektorokat ortonormaltnak
kell vélasztani (mivel H hermitikus, igy az ortogonalitds kiillonb6z6 sajatértékekhez tartozé sajatvek-
torok esetén automatikusan teljesiil) amit gy tehetiink meg, hogy az adott, degeneralt alterekbe
esO, numerikusan kiszamolt sajatvektorok halmazan Gram-Schmidt ortogonalizaciét hajtunk végre. A
fentiek alapjan az altalam numerikusan szamolt eredmények az 1., a 2. és a 3. tablazatban lathatoéak.

| L [ p(h=0.05) | p(h=0.1) [ p(h=0.15) | p(h =0.2) | p(h =0.25) | p(h =0.3) |

4 0.898349 0.739468 1.0 1.0 1.002118 0.598077
6 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
8 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0
10 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0

1. tabldzat. Az alapéllapotok és a kétrészecskés allapotok kezdeti allapottal vett
atfedéseinek abszoluit értékének négyzetosszege (tehat az dllapotok valészintiségeienk
osszege) killonbo6zé L és h értékek mellett.

| L | E'(h=0.05 | E'(h=0.1) | E'(h=0.15) | E'(h=0.2) | E'(h=0.25) | E'(h =0.3) |

4 3.590642 2.945269 3.977561 3.960190 3.946561 2.308197
6 3.997500 3.989981 3.977407 3.959710 3.936807 3.908595
8 3.997499 3.989981 3.977404 3.959695 3.936751 3.908435
10 3.997499 3.989981 3.977404 3.959695 3.936748 3.908422

2. tablazat. Az alapéallapotok és a kétrészecskés allapotok kezdeti dllapottal vett
atfedéseinek abszolut értékének négyzetosszegeivel silyozott, az alapallapothoz vi-
szonyitott energiaértékek Osszege, a (1) Hamilton-operdtor egységeiben, kiilonboz6
L és h értékek mellett.

| L [AE/(h=0.05) [ AE'(h=0.1) | AE'(h=0.15) | AE'(h=10.2) [ AE'(h=0.25) | AE'(h=0.3) |

4 0.406859 1.04474372 0.0 0.0 -0.008609 1.602720
6 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
8 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
10 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

3. tablazat. Az alapallapotok és a kétrészecskés allapotok kezdeti allapottal vett
atfedéseinek abszolut értékének négyzetosszegeivel silyozott, az alapallapothoz vi-
szonyitott energiaértékek Osszegének és az alapallapothoz viszonyitott, kezdeti alla-
potban szamolt teljes energia varhat6 értékének kiilonbsége, a (1) Hamilton-operator

egységeiben, kiilonboz6 L és h értékek mellett.

Az 1. tabldzatban kilonbozé L és h értékek mellett a

p(h) = Z 1(7|9(0))|?, 7 € {alap- és kétrészecskés allapotok}
J
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mennyiségek vannak feltlintetve, ahol [1(0)) a kezdeti dllapotot jeldli, |j) pedig az alap- és kétrészecskés
allapotokon fut végig. A 2. tablazatban az

Z\ (Gl (0)*(Ej — Eo), j € {alap- és kétrészecskés allapotok}

mennyiségeket, mig a 3. tdblazatban a

AE'(h) = ({(i|H|(0) Z| GOV (E; — Eo), j € {alap- és kétrészecskés allapotok}

mennyiségeket jelenitettem meg. A tablazat értékeinek pontossigat nagyjabdl hat tizedesjegynyire
becsiiltem, bar lathato, hogy L = 4, h = 0.025 értékek mellett valamiféle nagyobb numerikus hiba
is jelentkezik (hiszen az alapéllapotok és a kétrészecske allapotok valdsziniiségeinek Osszege a becsiilt
hibandl nagysigrendekkel nagyobb értékkel 1 felett van és ennek megfelelden a kiszamolt E'(h =
0.25) energiadsszeg is nagyobb a teljes energidnal). Az mindenesetre megallapithat6, hogy L > 4
esetben ilyen effektusok mar nem jelentkeznek. A tdblazatokban megjelenitett értékek alapjan azt a
kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy nagy L lanchosszisdgok (L > 4) és h < 1/3 esetén a kezdeti [1(0))
allapotba j6 kozelitéssel (6 tizedesjegy pontossdggal) csak az alapallapotok és a kétrészecske allapotok
keverednek be, mivel ezek bekeveredési valdszinliségeienk Osszege 6 tizedesjegy pontossiaggal egyet
ad. Mivel a h = 1/3 pont fizikailag nem egy kitiintetett hely (pl. nem torténik itt fazisatalakulds)
igy feltételezhetjiik, hogy az el6bbi allitds nemcsak h < 1/3 esetben, hanem az egész ferromégneses
tartomanyon teljesiil.

Az, hogy ennyire j6l kozelithetjiik az alapallapotok és a kétrészecskés allapotok kombinaciéjaval
a rendszer kvantumallapotat azért fontos, mivel munkam folytatasaként kés6bb kvazi-klasszikus kép-
ben szeretném vizsgalni a rendszert kvazirészecskék segitségével, aminek szempontjabodl ez egy jol
hasznosithaté eredmény.

5.2.2. Kvantum kvencs a TFIM longitudinalis taggal kiegészitett valtozataban

Ebben az alfejezetben azt az érdekes kérdést vizsgaljuk meg, hogy mi toérténik a kvantum kvencsek
idofejlédésével akkor, ha a TFIM modellhez képest bekapcsolunk egy longitudinalis teret, amivel meg-
sértjiikk a modell integralhatésagat [20]. Ekkor a TFIM (1) Hamilton-operatorat ki kell egészitentink
a longitudinalis teret leiré taggal az aldbbi médon

H= —JZ&Z&;«’H Jhy Y 67 —Jh, Y67, (35)

ahol h, = h a korabbi jeloléssel, h, pedig a longitudindlis tér dimenziétlan csatolasi allanddja, ami az
utébbi erésségét adja meg.

Vizsgaljuk meg el6szor azt az esetet, amikor a longitudinalis tér egyiranyd az eredeti magnesezett-
séggel, vagyis h, > 0, amit bezar6 fazisnak neveziink [20]. Munkdm sordn els6sorban numerikusan
vizsgaltam az ilyen rendszerben terjed6 kvantum kvencseket. Az altalam hasznalt idéfejleszté opera-
tor ekkor a fentiek alapjan a (35) Hamilton-operdtor volt h, > 0 és ferromagneses (h, < 1) esetben,
L = 20 és J = 1 valasztassal. A kiindulé allapotot a tisztdn transzverz TFIM-ben terjedé kvan-
tum kvencs targyalasanal ismeretetett kiindul6 allapothoz teljesen hasonldéan allitottam el6, csak més
Hamilton-operatort (35) diagonalizdltam. A kordbbi definicidéval ez egy lokélis kvencs. Az idéfejlédés
soran, akarcsak a tisztan transzverz TFIM esetén, a magnesezettség varhato értékét szamoltam ki
minden idépillanatban és minden spin helyén. A szimulécié sordn mindig a h, = 0.25 értékkel dolgoz-
tam, viszont tobb kiilénboz6 h, értéket vizsgéltam, melyek koziil a h, € {0.05,0.1,0.2,0.4} értékkel
jellemezhetd rendszerek magnesezettségének idéfejlédése az 5. dbran lathaté. A h, € {0.1,0.4} érté-
kek esetén a hosszabb id6fejlédés szemléltetésének céljabdol megjelenitettem nagyobb idétartomanyt
lefed6 "hétérkép" és haromdimenziés dbrakat is (6. dbra, 7. dbra és 8. dbra).
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hx=0.25, h,=0.05 hx=0.25, h,=0.1

8 1012141618 20 0 2 4 6 8101214161820
spinek spinek
5. dbra. A maéagnesezettség varhato értékének idofejlédése a longitudinalis taggal

kiegészitett TFIM keretein beliil ferromégneses fazisban, h, > 0 és lokalis kvantum
kvencs esetén, kiillonb6zo erésségli longitudinalis terek mellett.

hy=0.25, h,=0.1 hy=0.25, h,=0.4
TP
20 - 20 -
15 - 15 A
i 10 - 10 A
5 1 5 1
0 — 0 —

0 2 4 6 8101214161820 0 2 4 6 8101214161820
spinek spinek
6. dbra. A mégnesezettség varhato értékének (hosszabb) id6fejlédése a longitudinélis

taggal kiegészitett TFIM keretein beliil ferromagneses fazisban, h, > 0 és lokalis
kvantum kvencs esetén, kiillonb6zo erdsségli longitudinalis terek mellett.
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hy=0.25, h,=0.1

7. dbra. A maéagnesezettség varhato értékének idofejlédése a longitudinalis taggal
kiegészitett TFIM keretein belill ferroméagneses fazisban, lokalis kvantum kvencs
esetén és h, = 0.1 erdsségii longitudindlis tér mellett.

hy=0.25, h,=0.4

8. dbra. A madgnesezettség varhatd értékének idofejlédése a longitudinalis taggal
kiegészitett TFIM keretein beliil ferromagneses fazisban, lokalis kvantum kvencs
esetén és h, = 0.4 er6sségii longitudindlis tér mellett.
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A tisztan transzverz TFIM keretein belil vizsgalt kvantum kvencsekhez képest itt valami egészen
mast latunk: a magnesezettségben keltett "zavar' nem terjed szét korlatlanul a rendszerben, hanem
jO kozelitéssel a tér egy korlatolt tartomanyaban marad, bizonyos spineket egyaltaldn nem ér el, amit
bezarasnak ("confinement'-nek) neveziink. Ezt a jelenséget globalis kvencsekben mar vizsgaltak [20],
és ennek eredményei alapjan az altalam vizsgalt és az dbrakon bemutatott lokalis kvencsekben (nem
tokéletesen periodikus) oszcillacidkat varunk. Az 5. dbrén valdszintileg til rovid az idéfejlédés, hogy
ez jol kivehet6 legyen, viszont az 6. abran, h, = 0.4 esetben mar megfigyelhetiink oszcillaciéra em-
lékeztet6 idofejlodést. Az oszcillacié nemcsak analitikus okok miatt lehet aperiodikus: ha bizonyos
korrelacidk elérik a térfogat hatarat, akkor ez megzavarja az idéfejlédést, ami az oszcillacié szétesését
eredményezi, valészintileg ezt latjuk a 6. dbran mindkét esetben az idéfejlédés végén. Az dbrakon,
ahogy a tisztdn transzverz TFIM esetén is, visszatiikr6zodik a kvantum kvencs lokalitasa. Megfigyel-
het6 tovabba, hogy minél erésebb a longitudinalis tér, annal korlatozottabb, kisebb a térnek azon
tartoméanya, ahova a "zavar" eljut.

A tisztan transzverz TFIM-ben nem torténik termalizdcié, mivel a modell integralhatd, viszont
lathattuk, hogy egy kvantum kvencs hatasara létrejové idofejlodés folyaman a rendszer az egyenstlyi
allapotdhoz tart, az Gn. altalanositott Gibbs-sokaksdghoz. Ha viszont bekapcsolunk egy longitudiné-
lis teret, akkor az tn. "Eigenstate Thermalisation Hypothesis" [21,22] alapjan naivan termalizaciot
varnank, vagyis azt, hogy a "zavar' szétterjed a rendszerben, kialakul a termikus egyensilyi allapot.
Paramagneses fazisban (h; > 1) ez be is kovetkezik [23-25], viszont az dltalam vizsgélt ferromédgneses
(hy < 1) tartoményon - ahogy mar az elébbiekben is utaltam ra - egyaltaldn nem ez torténik. A tisztan
transzverz TFIM-hez hasonléan, a ferromagneses fazisban a domének kozotti falakra (kinkek) mint
kvazirészecskékre tekinthetiink, tehat ebben az esetben is miikodik a kvaziklasszikus kozelités. Ha a
longitudindlis tér egyiranyu az eredeti magnesezettséggel, vagyis bezaré fazisban vagyunk (h, > 0)
akkor ez egy bezard er6t jelent a doménfalak kozott. Ekkor a részecskékre hatd bezard erd a kinkek
tavolsagdval ardnyos (linedris) potencialbdl szarmaztathato:

V(r) =2Jh,mr,

ahol m a magnesezettség kinkek kozotti varhato értékét jeloli, r pedig a kinkek kozotti tavolsag. Ez-
zel in. mezon allapotok alakulnak ki, és a doménfalak nem tudnak eltdvolodni egymastol, vagyis a
kvézirészecskék lokalizalédnak, ami megakadélyozza az egyenstly kialakulasat [20].

A kovetkezbekben vizsgdljuk meg azt az esetet, hogy mi torténik, ha a longitudinélis tér ellentétes
irdnyt az eredeti magnesezettséggel, vagyis a (35) Hamilton-operatorban h, < 0. Ezt az esetet én
munkam soran szintén elsésorban numerikus szimuldcidk formajaban vizsgdltam. A szimuldcidk so-
ran dltalam hasznalt id6fejleszté operdtor a bezard fazishoz hasonléan a (35) Hamilton-operator volt
ferromagneses (h; < 1) fazisban, L = 20 és J = 1 vélasztassal, viszont h, < 0 esetben. Kiinduld
allapotnak ekkor azt a mesterségesen létrehozott allapotot vilasztottam, amikor minden spin tisztan
felfelé &ll, kivéve a kozépsd L/2-ediket, ami lefelé. A fenti definicié alapjan ez egy globdlis és egy
lokélis kvantum kvencs kombinacidjat jelenti. Az idéfejlédés soran, ahogy a korabbi szimulacidk alatt
is, a magnesezettség varhatd értékét szdmoltam ki minden id6pillanatban és minden spin helyén. A
szimulacié soran mindig h,; = 0.4 értékkel dolgoztam, viszont t6bb kiilonb6z6 h, értéket vizsgaltam,
melyek koziil a h, € {—0.2, 0.3} értékekkel jellemezhetd rendszerek magnesezettségének id6fejlédése
a 9. dbrdn lathaté. Ezen feliil a h, = —0.3 esetet haromdimenziés abran is megjelenitettem (10. &b-
ra), valamint sszehasonlitdsképp feltiintettem egy dbrat (11. dbra), amin a bezar6 esetben, h, = 0.4,
h, = 0.2 paraméterekkel, ferromagneses kvazisban, lokalis kvenccsel végzett és a nem bezard eset-
ben, h, = 0.4, h, = —0.2 paraméterekkel, ferromagneses kvazisban, lokalis és gobalis kombinaci6ji
kvenccsel végrehajtott szimulacié eredményei lathatok.
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9. dbra. A maéagnesezettség varhatd értékének idéfejlédése a longitudindlis taggal

kiegészitett TFIM keretein beliill ferromagneses fazisban, h, < 0, lokalis és globdlis
kvantum kvencs kombinaci6 esetén, kiilonb6z6 erdsségii longitudinalis terek mellett.

10. dbra. A maégnesezettség varhatd értékének idéfejlédése a longitudindlis taggal
kiegészitett TFIM keretein beliil ferromagneses fazisban, lokélis és globalis kvantum
kvencs kombinacid esetén és h, = —0.3 erésségii longitudindlis tér mellett.
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11. abra. A magnesezettség varhatd értékének idofejlédése a longitudinalis taggal
kiegészitett TFIM keretein beliil ferromagneses fazisban, h, = 0.4 erdsségii transz-
verzalis tér mellett, két esetben: h, = 0.2 paraméterrel és lokalis kvenccsel, valamint
h, = —0.2 paraméter mellett, lokélis és globalis kvantum kvencs kombinécié esetén.

A szimulaciék eredményeként a nem bezard, h, < 0 esetben is azt tapasztaljuk, hogy a "zavar"
nem terjed szét korlatlanul a rendszerben, hasonlé jelenséget latunk, mint bezar6 fazisban, azonban
a 11. abra tanulményozasaval észrevehetjiik, hogy a kialakulé idéfejlédési mechanizmus bar nagyon
hasonld, mégis kiillonbozik. A szakirodalom alapjan ebben az esetben is (nem feltétlentil tokéletesen
periodikus) oszcillacidkat varunk [19], viszont ezen oszcillacidk fizikai magyarazata jelentGsen kiulonbo-
zik a bezaré esetétdl. A futasi eredményekrél késziilt abrakon az oszcillaciés viselkedés nem tiikrozodik
latvanyosan, s6t a kialakuld, bezardsra emlékezeteto tartomanyok szétesését latjuk. Az el6bbi részben
annak koszonheté, hogy valdsziniileg ebben az esetben is kevés volt a szimulécios id6. Az oszcillacié
szétesését elsésorban valdszinlileg az okozza, hogy a kialakulé tartomanyok tébb oszcillalé "buborék"
idofejlédésének kombindciéjaként allnak el6, amik koziil bizonyos buborékok mérete meghaladhatja
a rendszerméretet, tehat ebben az esetben is a térfogat (tulsdgosan kicsi) véges mivolta okozza a
problémat. Az abrdkon megfigyelhetjiik tovabbéa, hogy a kvencs kévetkezményeképp a mégnesezettség
nemcsak a korlatos, elérhet6 tartomanyon beliil, hanem kis mértékben azon kiviil is megvaltozik, ez
a globdlis kvencs kovetkezménye. Ezen kiviil a futdsi eredmények alapjan azt a kovetkeztetést is le-
vonhatjuk, hogy a bezar6 esethez hasonléan itt is igaz, hogy minél erésebb a longitudinalis tér, annal
korlatoltabb, kisebb a "zavar" altal elérheté tartomény (I1d. 9. &bra), vagy méshogy fogalmazva a
létrejové "buborékok" mérete.

Ha a longitudindlis magnesezettség eléjele ellentétes az eredeti tér eldjelével, vagyis nem bezird
fazisban vagyunk (h, < 0), akkor a bezaras eseténél réviden ismertetett kvazirészecske képben gon-
dolkodva azt mondhatjuk, hogy ekkor taszité er6 hat a kinkek kozott [19]. Viszont ez alapjan naivan
azt gondolhatnank, hogy ekkor a "zavar" még gyorsabban szétterjed a rendszerben, mint a tisztan
transzverz TFIM keretein beliil, vagyis az (ebben az esetben termikus) egyensilyi allapot még gyor-
sabban bekovetkezik. A szimuldciés eredmények alapjan azonban lathatjuk, hogy valami egészen méas
torténik: egyaltalan nem alakul ki az egyensulyi allapot. Ez az allitas elméleti megfontolasokkal is alé-
tdmaszthaté: megmutathat6 [19], hogy a taszit6 erd szintén oszcillaciéra kényszeriti a doménfalakat,
amit Bloch-oszcillacionak neveziink. A Bloch-oszcillaciok kialakulasa a modell racs-struktarajaval all
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kapcsolatban, és kvaziklasszikus kozelitésben kénnyen megérthetd. Azt kordbban mar lattuk, hogy
h: < 1, h, = 0 esetben kvaziklasszikus képben a kinkek mint nemkoélcsénhatéd fermionok viselkednek
(k) diszperzids relaciéval, ahol

e(k) = 2J1/1 + h2 — 21 cos k.

Kvaziklasszikus képben ezek a fermionok a diszperziés relacié alapjan szamolhatd csoportsebességgel
haladnak:
o(k) = 86(14:)'

ok
Ha most bekapcsolunk egy h, < 0 longitudindlis teret, akkor a kinkek kozott taszito erd 1ép fel. Elso
kozelitésben hanyagoljuk el az e(k) diszperziés relécié longitudinélis tér hatasara 1étrejové korrekeibjat,
valamint vizsgaljuk csak a rendszer allapotdba bekevered6 azon kétrészecske allapotokat, amik két,
ellentétesen halad6 kvazirészecskét irnak le, vagyis egy kink-anitkink part. Ekkor a kinkek kozott a
longitudindlis magneses tér hatasara 1étrejovo taszitd potencial:

1/8
V() = —xr = —2mlhafr = 2. (1 - 82) "7,

ahol r a kinkek tavolsaga. Ekkor a szemiklasszikus mozgasegyenletek a kévetkez6képp irhatok:

Oe(k)
ok’

o 10V X

P9 -
" 2 Or 2’

ahol a 2-es és 1/2-es faktorok amiatt jelennek meg, mivel két kink relativ mozgésat vizsgéljuk. A
masodik egyenletbdl azonnal kévetkezik, hogy

1
aminek segitségével az els6 egyenlet is megoldhato:
4
r(t) = Y [e (ko + xt/2) — € (ko)] + ro,

ahol rg a kinkek kezdeti tavolsdga, +ko pedig a kinkek kezdeti impulzusa. Mivel €(k) periodikus,
ezért a kink-sebesség eldjelet valt, amikor a k impulzus atlépi a Brillouin-zéna hatarat, vagyis amikor
k = 4+mw. Ekkor tehat a kinkek visszafordulnak, ami azt eredményezi, hogy visszatérnek az eredeti
pozicidjukba és valamilyen T'(ky) id6 elteltével Gsszeiitkoznek, amikoris az &ltaluk hatérolt buborék
"6sszeomlik". Ez akkor kévetkezik be, amikor

k‘o+XT(k‘0) /2 = 27T—]<30.

Ebben a pontban a kink és az antikink visszaverédik egymdsrol és elkezdddik a folyamat eldlrdl, igy
alakul ki tehat a buborékok Bloch-oszcillacija. Persze a rendszert leiré teljes (nem feltétleniil tokélete-
sen periodikus) oszcillacié jé kozelitéssel tobb ilyen oszcillalé buborék kvantumos szuperpozicidéjaként
alakul ki, melyek kezdeti mérete és impulzusa is eltér.

Az "egy atforditott spin" dllapotbdl indulé globélis kvantum kvencsek vizsgélata egyébként jelenleg
is aktivan kutatott kérdés, ezzel foglalkozik példaul a frissen megjelent [26] preprint is.
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6. Kitekintés és tovabbi tervek

A kés6bbiekben munkam folytatdsanak els6 1épéseként szeretnék informativabb, hosszabb idejl, na-
gyobb felbontast és nagyobb térfogatt rendszer valasztasaval szimuldcidkat késziteni, melyeket Ossze-
hasonlitanék a szakirodalomban megtaldlhaté eredményekkel is [19,20]. Egy lehetséges mddszer a
sokkal nagyobb térfogati szimuldcié megvaldsitasahoz az an. TEBD médszer [27], ami segithet athi-
dalni a korabban emlitett, tl kis rendszerméretekbdl fakad6 problémakat.

Kovetkezo 1épésként szeretném mélyebben megérteni a TFIM és ennek longitudinalis térrel médo-
sitott valtozatanak analitikus (mar amikor lehetséges), kvaziklasszikus leirasat. Kozelebb kertilhetiink
a modell megértéséhez a rendszer bizonyos mennyiségeinek vizsgalataval is, ilyen példaul az Gsszefo-
nédottsag, pontosabban a kiszdmolhat6 osszefonddottsagi entropia. A rendszerben a kvantum kvencs
nyoman létrejovo ellentétes irdnyba terjed6 hullimcsomagok ugyanis 6sszefonédott allapotban vannak.
A tisztan transzverz TFIM keretein beliil ez az 0sszefonddottsag az egyensilyi allapot kialakulasa fo-
lyaméan delokalizal6dik, viszont longitudinalis tér jelenlétében lokalis marad, hiszen ekkor nem alakul
ki egyensulyi allapot.

A longitudinalis magneses tér bekapcsolasanak hatdsara a rendszer transzportfolyamatainak jellege
is megvaltozik, hiszen a bezaras vagy a létrejové Bloch-oszcillacidok dontéen megvaltoztatjak a rendszer
id6beli dinamikajat: a kvazirészecskék lokalizalodnak. Tovabbi munkam f6 célja a transzportfolyama-
tok elemzése bezar6 fazisban, kiillonb6zé kvantum spinldnc modellekben, {gy nemcsak az Ising-modell
keretein beliil, hanem példdul a Heisenberg modellben vagy a Potts-modellben. Az Ising-modell ese-
tén ennek leirdsa mAr részben ismert [28], azonban mdas modellekben, illetve feltételek mellett még
nem vizsgaltak a problémat. A kutatémunka soran mind numerikus eszkozokkel, mind analitikus ko-
zelitésekkel tervezem vizsgalni a felvetett kérdéseket. A rendszerben létrejové transzportfolyamatok
vizsgalatat két fizikai szitudcidban tervezem elvégezni. Egyrészt, ha a rendszert inhomogénné tessziik
az altal, hogy belehelyeziink egy doménfalat (gerjesztést), akkor a rendszer tovdbbra is zart marad,
viszont mar nem lesz sajatdllapotban. A feladat tehat a rendszert leird allapotfliggvény idébeni vizs-
galata. A masik mddszer, hogy a rendszert nyiltnak tekintjik, a gerjesztést pedig valamilyen kiilsé
erd hatdsanak [29-31]. Ekkor a lefrdshoz az in. Lindblad-formalizmus [32] elsajatitdsa és hasznédlata
sziikséges.

36



7. OSSZEFOGLALAS

7. Osszefoglalas

Dolgozatom kozponti téméaja a kvantum spinldncok legegyszeriibb modelljének, a transzverz térbeli
Ising modellnek (TFIM) analitikus és numerikus vizsgélata. Szamos jelenség azonban, amit megfigyel-
hetiink ennek az egyszer(i modellnek a keretein beliil, megfigyelheté méas, komplexebb rendszerekben is
(példéul a kvantum fazisatalakulas), igy a TFIM megértése és vizsgalata kozben elsajatitott ismeretek
szélesebb korben is hasznosak.

Az 1. fejezet rovid bevezetdje utan dolgozatom 2. fejezetében ismertettem a kvantum fazisatala-
kulas fogalméat, majd bevezettem a transzverz térbeli Ising modell koncepciéjat T = 0 hémérsékleten.

A 3. fejezetben részletesen kifejtettem a TFIM hatéreseteit (h — 0 és h — oo0) majd ezek perturba-
tiv vizsgalatat, tovabba bevezettem a kvazirészecskék perturbativ koncepciéjat. A perturbaciészamités
eredményeként megkaptuk, hogy a modell Hamilton-operatoranak spektruma nemkdélcsonhatéd fermi-
onikus kvazirészecskék egyrészecske energiatagjainak o6sszegébol all eld, amirdl késébb lattuk, hogy
nemcsak perturbativ esetben teljesiil. A fejezet végén megismertettem az olvasét a Kramers-Vannier
dualitas fogalméval, aminek segitségével meg tudtuk hatarozni a kritikus pont helyét, mely h. = 1,
ahol kvantumos fazisatalakulas térténik a rendszerben.

A 4. fejezetben el6szor bevezettem a Jordan-Wigner transzformécié fogalméat, majd ismertettem
a TFIM analitikus megoldésanak leroviditett valtozatat, mely egy dolgot nem kezel precizen: a ha-
tarfeltételeket, hiszen egyszerre tekintette a lancot végtelennek és valasztott periodikus hatarfeltételt.
Ennek kovetkeztében az L — oo hataresetben jol visszakaptuk a spektrumot, viszont nem kaptunk
informéciét a ferromagneses fazis spektruménak kétszeres degenerdltsagarol. Az utobbi probléma fel-
oldasahoz a Majorana operatorok bevezetésén keresztiil jutottunk el. A fejezet végén kitértem tovabba
a ténylegesen véges rendszerbeli spektrumra és sajatallapotokra is.

Az 5. fejezetben a TFIM kiilonb6z6 valtozatainak numerikus vizsgalataval foglalkoztam. Els6sor-
ban a kiilonb6z6 rendszerekben terjedé kvantum kvencseket vizsgaltam. A tisztan transzverz TFIM
keretein beliil a numerikus eredmények alapjan arra a kdvetkeztetésre juthatunk, hogy bekévetkezik az
egyensulyi allapot elérése, amit a szakirodalom is alatdmaszt [10]. A numerikus eredmények alapjan
azt a kovetkeztetést is levonhatjuk, hogy nemcsak a modell kvaziklasszikus leirasa lehetséges, de ez jo
kozelitéssel csak kétrészecskés dllapotok segitségével megtehetd. A tisztdn transzverz TFIM elemzése
utan megvizsgaltam azt az esetet is, elsdsorban numerikus eszkozokkel, hogy mi torténik ha a rend-
szeriinkbe bekapcsolunk egy longitudinalis mégneses teret is, milyen lesz ekkor a kvantum kvencsek
nyoman létrejove idéfejlodés. Numerikusan azt tapasztaltam, majd analitikus megfontoldsokkal ald
is tamasztottam, hogy ha a longitudindlis tér irdnya megegyezik az eredeti méagnesezettséggel, akkor
bezaras kovetkezik be, vagyis a dinamika a rendszer egy bizonyos tartoményéra korlatozoédik, aminek
kovetkeztében oszcillaciok alakulnak ki a magnesezettségi profil idéfejlédésében. Szintén numerikus
tapasztalatok alapjan azt a kovetkeztetést is levonhatjuk, hogy abban az esetben is hasonlé oszcilla-
ciok jonnek létre, ha a longitudinalis tér eldjele ellentétes az eredeti magnesezettséggel, viszont ezen
oszcillaciok fizikai magyarazata jelentdsen kiillonbozik a bezard dinamikaétél. Ebben az esetben is
analitikus megfontolasokkal tamasztottam ald a tapasztaltakat, arra a kévetkeztetésre jutva, hogy a
magnesezettségi profil id6fejlédésében Bloch-oszcillacidk alakulnak ki, ami a modell racs-szerkezetének
koszonheto.

Végiil a 6. fejezetben ismertettem munkam tovabbi tervezett 1épéseit, céljait.

Munkam eredményeként koézelebb keriilhetiink a transzverz térbeli Ising modell és ennek longitu-

dinalis térrel kiegészitett valtozatanak, valamint a kvantum kvencsek megismeréséhez, megértéséhez,
tovabba az elsajatitott ismereteket komplexebb kvantum rendszerek esetén is hasznosithatjuk.
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