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KivoNAT. Ebben a dolgozatban az ax + by = p(z) alakd egyenletekre vizsgdljuk a Ramsey-
problémét. A {6 eredményiink egy tétel, amely elégséges feltételt ad a, b pozitiv egész
szamokra és p polinomra ahhoz, hogy ax + by = p(z) 2-Ramsey legyen, azaz a pozitiv
egész szamok barmely 2-szinezése esetén végtelen sok monokromatikus megoldédsa legyen az
ax + by = p(z) egyenletnek. Ez tobb nevezetes eset 2-Ramseységét vonja maga utdn, példaul
az ax +y = 7" egyenletét, tetszleges a € Z*-ra és n > 2-re, tovdbba az ax + by = cz?
egyenletét, olyan a, b és ¢ szdmokra, ahol Inko (c, m) = 20 &5 Inko (c, m) =20

valamilyen ¢, ¢’ € Z=9-re és végezetiil az ax + by = ayz?

amelyre Inko(a,b) =1,d >2,a4 > 0ésa; #0.

+---+ayz € Z[Z] egyenletét,

1. BEVEZETO

A Ramsey-elmélet monokromatikus mintdzatokat keres a Z* halmaz véges szinezéseiben.
Ennek hosszu torténete Schur [20] 1916-0s hires tételére vezethets vissza, amely szerint az
x+y = z egyenlet Ramsey, azaz a Z* barmely véges szinezése esetén az x + y = z egyenletnek
van monokromatikus megolddsa. Egy mdsik klasszikus példa van der Waerden [22] tétele,
amely szerint {x,x +y,...,x+ ({ — 1)y} Ramsey barmely ¢ € Z* esetén. Rado [16] késGbb
korszakalkoté munkdjaban megoldotta a Ramsey-problémat minden linedris egyenletre, jel-
lemezve mindazokat, amelyek Ramsey-k. Azo6ta szamos dltaldnositast tanulmdanyoztak, 1dsd
pl. Bergelson és Leibman [2]] van der Waerden tételének polinomidlis kiterjesztését.

Ebben a dolgozatban a Schur-tétel polinomiélis kiterjesztéseit vizsgaljuk, nevezetesen az
ax + by = p(z) alakd polinomokat. Csikvéri, Gyarmati és Sarkozy [4] megmutattak, hogy
x +y = 72 nem 16-Ramsey, azaz szerkesztettek egy olyan 16-szinezést Z*-ra, amelyre az
x +y = z> egyenletnek nincs mds monokromatikus megolddsa, mint az x = y = z = 2
trividlis megoldds. Green és Lindqvist [7] ezt az esetet Fourier-analitikus érvekkel teljesen
megoldottdk, és azt a kielégit§ valaszt adtdk, hogy a Z* barmely 2-szinezése végtelen sok
monokromatikus megoldést tartalmaz, €s 3 szin elegendd a nem trividlis monokromatikus
megolddsok elkeriiléséhez. Mas széval, x + y = z> 2-Ramsey, de nem 3-Ramsey. Val6jiban
a [7]-ben talalhat6 3-szinezés konnyen adaptalhaté annak kimutatdsara, hogy ax + by = p(z)
nem 3-Ramsey semelyik a, b € N és p(z) € Z[z] esetén sem, ahol deg(p) > 2. Pach [15]
egy rovidebb, kombinatorikus bizonyitast adott az x + y = z? egyenlet 2-Ramseységére. Ezt
kovetSen Liu, Pach és Sdndor [12] teljesen megoldottdk a Ramsey-problémat az

{(xx,y,z:x+y=p(2)}

mintdzatra, minden Z feletti polinomra, igy megadva egy polinomidlis dltalanositasat a Schur-
tételnek. Bebizonyitottdk, hogy az x + y = p(z) egyenlet akkor és csak akkor 2-Ramsey, ha
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p(1)p(2) paros. Ha p(1)p(2) pératlan, akkor p csak paratlan értékeket vesz fel, igy az egész
szamok paritds szerinti szinezése elkeriili az x + y = p(z) egyszind megolddsait. Eredményiik
szerint ez az oszthat6sagi korlat az egyetlen akadélya a x + y = p(z) 2-Ramseységének.

Dolgozatunkban a Ramsey-problémat vizsgdljuk az ax + by = p(z) alaki egyenletek
esetén, ahol a és b pozitiv egész szdmok. Mint kordbban emlitettiik, a mohd szinezés
segitségével lathatd, hogy az egyenlet nem 3-Ramsey. Az a = b = 1 esetben az egyenlet
2-Ramsey-nek bizonyult, hacsak a paratlan-pératlan szinezés nem kertiili el a monokromatikus
megolddsokat. Ha 1-nél nagyobb egyiitthatokat engediink meg, akkor a 2-Ramseység tobb
esetben is megddlhet. Miel6tt pozitiv irdnyd eredményeinket ismertetnénk, nézziink néhany
példat arra, amikor az egyenlet nem 2-Ramsey. A tovdbbiakban a szinezésiink (amit dltalaban
¢-vel jeloliink) két szine +1 és —1 lesz, amit gyakran +-ra és —-ra fogunk roviditeni.

1. Példa Ha minden z esetén Inko(a, b) t p(z), akkor ax + by = p(z) trividlisan nem
2-Ramsey, sét az egyenletnek egyéltalan nincs egész szamokbdl 4116 megoldasa.

2. Példa Legyen p egy primszam. Ha p | a és p { b, akkor az ax + by = z7~! — 1 egyenlet
nem 2-Ramsey. Legyen ¢(t) = +, ha p | 1 és ¢(t) = — masként. Ha p | x,y,z, akkor
ax+by =0 % —1 = z77' =1 (mod p). Ha p f x,v,z, akkor ax + by £ 0 = z/1 — 1
(mod p).

Altaldnosabban, barmely n > 1 esetén az ax + by = L | egyenlet nem 2-Ramsey,
ha p" | a, p" {1 b.

3. Példa Az x+4y = (z+2)(z+ 1) = 22 + 3z + 2 egyenlet nem 2-Ramsey. Valéban, a
¢(t) =+,har=0,1 (mod 4) és ¢(t) = —,har = 2,3 (mod 4) szinezés esetén nem létezik
monokromatikus megoldis.

2 4 2

A f6 eredményiink a kovetkezd tétel, amely megmutatja, hogy bizonyos technikai feltételek
teljesiilése esetén az ax + by = p(z) egyenlet 2-Ramsey.

1.1. Tétel. Tegyiikfel, hogy p € Z|z] egy legaldabb mdsodfokii polinom pozitiv féegyiitthatéval,
és legyenek a és b pozitiv egész szamok 1igy, hogy Inko(a, b) = 1. Tegyiik fel tovabbd, hogy
léteznek olyan d és u pozitiv egész szamok, valamint olyan t és v egész szamok (amelyek mod
d illetve mod u maradékosztalyokat jelolnek), hogy a kovetkezd hat feltétel teljesiiljon:

(1) (a+b)t=p(t) (mod d),

(2) hak =t (mod d), akkora | p(k+d) — p(k),

(3) ha k =t (mod d), akkor az m = M ésm’ = "% szdmokra teljesiil u | m és

24 m’ és (a,m’) = (b,m") = (u,m’) =1,

(4) p(v) = (a+b)v (mod u),

(5) ha k =t (mod d), akkor p(k) = (a+ b)v (mod u),

(6) haj=v (mod u) és k =t (mod d), akkor b | p(k) — aj.

Ekkor az ax + by = p(z) egyenlet 2-Ramsey.

Az [1.1] tételt fel lehet ahhoz haszndlni, hogy az ax + by = p(z) alakid egyenletek néhény
sajatos osztdlyanak a 2-Ramseységét kimutassuk, ahogy ez a tovdbbiakban lathat6.

1.2. Kovetkezmény. Legyenek a és b relativ prim pozitiv egész szamok. Ha a p(z) =
aqz?+---+aiz € Z[z] polinomra igaz, hogy d > 2, aq > 0ésa; # 0, akkor az ax+by = p(z2)
egyenlet 2-Ramsey.
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1.3. Kovetkezmény. Legyenek a és n pozitiv egész szamok gy, hogy n > 2. Ekkor az
ax +y = 7" egyenlet 2-Ramsey.

1.4. Kovetkezmény. Legyenek a, b, c pozitiv egész szamok, amelyekre Inko(a,b) = 1, és
legyen p prim. A b szdmot b = pP""*B alakba irhatjuk, ahol v,(b) = pn — &, n € Z és
€€{0,1,...,p—1}. Halnko(a,c) = 1, Inko(B, c) = 1 és létezik t € Zyp,n, amelyre

t=0 (mod p™)
t''=ac™!  (mod B)
Pl =bc™! (mod a),

akkor az ax + by = czP egyenlet 2-Ramsey.
Figyeljiik meg, hogy a p = 2 specidlis esetben az [[.4] Kovetkezmény az aldbbiakat adja:

1.5. Kovetkezmény. Legyenek a, b, c pozitiv egész szamok, amelyekre Inko(a, b) = 1, Inko(a, c) =
20 és Inko(b, ¢) = 2U valamilyen €,€ € 7Z° esetén. Ekkor az ax + by = cz* egyenlet 2-
Ramsey.

1.6. Kovetkezmény. Legyenek a, b és c pozitiv egész szdamok. Ekkor az ax+by = cz* egyenlet

2-Ramsey, ha Inko (C =20 és Inko (C, m) = 2¢ valamilyen ¢, € € 730 esetén.

_a
> Inko(a,b)

Jelolések. Az m pozitiv egész esetén hasznaljuk a Z,, := Z/mZ jelolést. Ha p prim és a
egy nullatdl kiilonbozs egész szdm, akkor v, (a) a legnagyobb egész szdmot jeldli, amelyre
pvp(a) | a.

2. B1ZONYITASOK
Ebben a fejezetben bebizonyitjuk az eredményeinket.

Az[l1)tétel bizonyitdsa. ElSszor gyorsan beldtjuk az dllitdst az a = b = 1 esetben a Liu,
Pach és Sandor cikkében a [12, 1.4. kovetkezmény] megadott sziikséges €s elégséges feltétel
haszndlatdval. Eszerint az eredmény szerint, egy legaldbb els6foku, pozitiv fGegyiitthat6ja
p polinomra az x + y = p(z) egyenlet pontosan akkor 2-Ramsey, ha 2 | p(1)p(2). Tehat
elég belatnunk, hogy ha minden z egészre p(z) = 1 (mod 2), akkor az (1)-(6) feltételek
nem teljesiilhetnek mind. Es valdban, ha d,u,t,v-re a feltételek mind teljesiilnek, akkor
(4) miatt u | p(v) — 2v, és mivel p(v) pdratlan, u-nak is paratlannak kell lennie. k = t-re
m = p(k +d) — p(k), ami pdros, és mivel u pératlan, ezért m’ = =* (ami a (3) miatt egész)
szintén paros. Viszont ez ellentmond annak, hogy a (3) szerint m’ paratlan. Ezzel befejeztiik
a bizonyitdst az a = b = 1 esetben.

Mostantdl feltehetjiik, hogy a és b kiilonboz8k. Hasznaljuk az U = max(a, b) és L =
min(a, b) jeloléseket. Legyen p(z) = ¢, + cpo12" ' + -+~ +c1z+ co, ahol n > 2 és ¢, > 0.
Vegyiink olyan d,u € Z* szamokat és dZ + t és uZ + v maradékosztalyokat, melyek teljesitik
az (1)-(6) feltételeket. Legyen ¢ : Z© — {+, —} tetszGleges 2 szinnel valo szinezés. Be fogjuk
latni, hogy az ax + by = p(z) egyenletnek végtelen sok monokromatikus megolddsa van.
Indirekten tegyiik fel, hogy csak véges sok van.

A bizonyitdsunkban haszndlni fogjuk az £y > 0 és &; > 0 valdés konstansokat, melyeket
kell6en kicsinek valasztunk meg a, b, p és d fliggvényében. (A megvilasztasuk modjat
késébb részletezziik.)
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Egy k pozitiv egészre, melyre k =t (mod d), azt mondjuk, hogy k-nél d-vdltas torténik,
ha ¢(k) # ¢(k +d).

1. Allitas. Végtelen sok d-véltds van.

Bizonyitas. Indirekten tegyiik fel, hogy csak véges sok d-vdltds van. Ekkor 1étezik olyan
Ko € Z*, hogy a {k € Z* : k =t (mod d); k > Ky} halmaz monokromatikus. Elegendd
belatni, hogy barmely K| > Ky-ra, az ax+by = p(z) egyenletnek van olyan monokromatikus
megoldasa, amelyben x, y, z > K.

Mivel p foka legaldbb 2, és fGegyiitthat6ja pozitiv, vdlaszthatunk egy olyan z; > K értéket,
melyre z; =t (mod d) és p(z1) > (a + b)z; + 4a*b>d. Ekkor (1) miatt

p(z1)=p(t)=(a+b)t=(a+b)z; (mod d),

legyen p(z1) = (a+b)z; +{d, ahol tudjuk, hogy £ > 4a’b?. Trjuk fel £-et £; -2ab + £, alakban,
ahol €1, {> egészek és 0 < ¢, < 2ab. Az {-re vonatkoz6 alsé becslést haszndlva ¢; > 2ab.

Mivel Inko(a, b) = 1, a Bézout-lemma szerint 1éteznek r és s egészek, melyekre ra+sb = 1.
Konnyen lathatd, hogy r és s valaszthatd gy, hogy |r| < b és |s| < a legyen. Tekintsiik az
aldbbi szamokat:

x=z1+ (1b+br)d,
y=2z1+ (f1a +brs)d,
=121
Ekkor mivel 6| < 2ab és |r| < b, az £{; > 2ab becslés haszndlatdval kijon, hogy

€1b + r > 0. Hasonléan €1a + {55 > 0 is fenndll, igy x,y,z > z; > K;. Tovabba tudjuk,
hogy x,y,z =t (mod d). Valamint

ax+by = (a+b)z1 + 2abl; + (ra+ sb)tr)d = (a+ b))z + Labt; + t>)d =
=(a+b)zi+{d =p(z1) = p(2),

tehat egy olyan monokromatikus megoldasat talaltuk az ax+by = p(z) egyenletnek, melyben
mindhdrom véltozo6 értéke legaldbb K. Ezzel készen van az 1. dllitds bizonyitdsa. O

Nevezziik a k; < kp szdmokndl 1€vG d-véltasokat szomszédosnak, ha nincs olyan k; <
k3 < ky szam, aminél d-véltas fordul el6. EmlékeztetGiil a jeloléseink U = max(a, b) és
L = min(a, b).

2. Allitas. Végtelen sok olyan k| < k, szomszédos d-véltasokbdl 4116 par van, amelyre
kz <U kl.

Bizonyitas. Indirekten tegyiik fel, hogy csak véges sok ilyen d-valtaspar van, és Ky egy
fels6 korlat az Osszes ilyen par elemeire. Legyen K egy kellGen nagy egész szam, melyre
K > Ky, és még tovabbi feltételek is teljesiilnek rd, melyeket késébb részleteziink.

Az 1. éllitas miatt 1étezik harom szomszédos d-valtés, k| < ko < k3, ugy, hogy k; > K.
Ekkor mivel ki, ko, k3 > K, teljesiil ko > Uk és k3 > Uk,. Az altaldnossig csorbitdsa
nélkiil feltehetjiilk, hogy minden x € (dZ + t) N (ky, k] szdmra ¢(x) = —, és minden
x € (dZ+1) N (ky, k3] szdmra ¢(x) = +. Technikai okokbdl rogzitsiink egy kicsi € > 0 valds
szamot, melyre L + % +& < U — ¢ (ez lehetséges, mert U > L + 1 miatt L + % < U).
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Most vegyiink egy olyan z pozitiv egészt, melyre z = ¢t (mod d) és
L
(L t o +s) ky < p(z) < (U - ¢&)ka.

Ehhez vegyiik észre, hogy p(z + d) — p(z) egy n — 1-ed foku polinomja z-nek, ndc, > 0
fGegyiitthatoval. Tehat léteznek K| és D pozitiv valds szamok, melyekre p(z + d) — p(z) <
D7 ! minden z > K val6s szdmra. Tovabbd, mivel deg p = nés c, > 0, 1éteznek olyan K,
és E pozitiv valés szamok, hogy p(z) > Ez" minden z > K, valdés szdmra. Ha most z € R €s
7z > K1, K>, akkora € = p(z) jeloléssel azt kapjuk, hogy o > E%z, igy 5 > z"‘lE"%, tehat
p(z+d)-p(z) < D7"! < DE~ ("%, Legyen F = DE‘%, ez egy pozitiv konstans. Mivel
¢, > 0, létezik K3 > K|, K>, hogy p monoton n§ [K3,o0)-en. Legyen K > K, K3, p(K3);
ekkor p felveszi az (L + % + &) ko értéket valamilyen zo > K3 helyen. Legyen z; a legkisebb
olyan eleme dZ + t-nek, amely nagyobb, mint zo. Ekkor z; < zo +d és p(z1) < p(z0+d) <

n—1

n=l -l
p(z0)+F-(p(z0) " = (L+&+&)ka+F-(L+&+&) " k," < (U-g)ka, haK (és emiatt
ko 1s) elegendGen nagy. Vagyis z = z; kielégiti a feltételeinket.
Most pedig kiilonboztesslink meg két esetet z szinétdl fiiggben.

1. eset: ¢(z) = —.
Ebben az esetben a célunk az, hogy olyan x,y € dZ + ¢ pozitiv egész szdmokat talaljunk,
hogy Lx + Uy = p(z) és k; < x,y < ky. Ekkor ¢(x) = ¢(y) = —, és igy taldltunk egy

monokromatikus megoldast, amelyre max(x, y,z) > K.
ElGszor is bebizonyitjuk, hogy 1étezik x1, y; € dZ +1t, hogy Lx; + Uy; = p(z). A Bézout-
lemma szerint vegyiink olyan r, s egészeket, hogy rL + sU = 1. Ekkor (1) szerint,

p(z) = (L+U)t (mod d),

tehat p(z) — (L + U)t = d egy bizonyos ¢ € Z-re. Legyen most x; =t +rfd és y; =t + sld,
tehat Lx; + Uy = L(t+rfd)+U(t+std) = (L+U)t+td(rL+sU) = (L+U)t+¢d = p(z).
Vegylik észre, hogy barmely w € Z esetén az x = x1 + wdU és y = y; — wdL szdmok

szintén kielégitik az Lx+ Uy = p(z) ésx,y € dZ+t feltételeket. Minden alkalommal, amikor
w-hez 1-et adunk, az x — y mennyiség d(L + U)-val né. Tehdt létezik olyan w € Z, hogy
x—y| <d-BY éigy

px)  L+U <ay< p) L+U

L+U 2 L+U 2

Elég nagy K (és igy k») esetén tehdt,

L+L+e)k L+U LU+L L+U 1
x,yZ( gtelke |, L+U_ LU+ ky 4 ——ky—d- 2225 Lk sk
L+U 2 U(L+U) L+U 2 U
& U L+U
—-& +
< kr»+d- k
x’y_L+U 2+ < K3

LU+L
U(L+U)’

Igy taldltunk a célunknak megfeleld x, y-t.
2, eset: ¢(z2) =+

ahol felhasznaltuk, hogy % < ami a nevezdkkel val6 felszorzdssal trividlisan adddik.
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Az el6z8 esethez hasonldan 1étezik x1, y; € dZ+1t, hogy Lx; + Uy = p(z). Legyen ismét
x =x1+wdU ésy = y; —wdL valamely w € Z-re, most a célunk az, hogy taldljunk x, y > 0O-t,
hogy ¢(x) = ¢(y) = +.

Aszerint az indirekt feltevésiink szerint, hogy csak véges sok "kozeli" d-véltaspar van,
konnyen lathatéan kovetkezik, hogy léteznie kell L egymadst kdvetS dZ + t alakd pozitiv
egésznek, amelyek mindegyike + szind. Igy lehetségiink van w-t tigy bedllitani, hogy
y =y; —wdL egyenlé legyen ezek egyikével. Ekkor

P U z( ! 3)

U
kz—zy>k2

L L

elég nagy K-ra (és igy kp-re is). Tovdbba nyilvanvald, hogy x < p(z) < Uk, < k3. Ezért
¢(x) = +, hiszen x € (ky, k3]. Tehat ismét taldltunk egy monokromatikus megoldast, amelyre
max(x,y,z) = K (mivel x > ky > K).

Mindkét esetben egy-egy monokromatikus megoldast taldltunk, amelyre max(x,y,z) >
K. Mivel K tetszGlegesen nagy lehetett, ez azt jelenti, hogy ax + by = p(z) egyenletnek
végtelen sok monokromatikus megolddsa van. Ezzel az ellentmonddassal befejeztiik a 2.
allitas bizonyitdsat. O

A tovédbbiakban legyen k| és k, két szomszédos d-valtds, melyekre k| < ko < Uk;. A 2.
allitas miatt k| tetszGlegesen nagy lehet; vegyiik giOM -nél nagyobbnak, ahol M a max(x, y, z)
maximalis értéke az ax + by = p(z) egyenlet Osszes monokromatikus megolddsa kozott.
(Az g¢ értéket 1-nél kisebbnek vessziik, hogy ez M-nél is nagyobb legyen.) KésGbb néhany
tovabbi feltételt is meg fogunk hatdrozni arra vonatkozédan, hogy mekkora k-t vegyiink. Most
k egyezzen meg vagy ki-gyel, vagy k,-vel. Az dltaldnossdg csorbitdsa nélkiil feltételezhetjiik,
hogy ¢(k) =+és p(k+d) = —.

Vegyiink egy tetszSleges 0 < j < @ egészt, melyre j = v (mod u). Ekkor (6) miatt
adodik, hogy b | p(k) —aj. Tekintsiik a kovetkezd két egyenletet, ahol m a (3) feltétel szerint
van definidlva (és (2) miatt egész):

aj+b- —p(k) — 4 = p(k)
b
p(k) —aj
b b
Mivel az ax + by = p(z) minden monokromatikus megolddsara max(x, y,z) < k, ezért

a(j+m)+ =plk+d)

a ( J» W, k) és a ( Jj+m, W, k + d) harmasok egyike sem lehet monokromatikus.
Ebbdl kovetkezik, hogy ¢(j) < ¢(j +m), hiszen mdskiilonben ¢(j) = +¢€s ¢(j +m) = —, és
fliggetleniil p(k)T_aJ szinétdl, az emlitett két harmas egyike monokromatikus lesz.

Tehat minden olyan y € Z,, maradékosztily esetén, ahol y = v (mod u) (vegyliik észre,

hogy ez értelmes, hiszen u | m), ¢ monoton (mZ + y) N [1, ’#) elemein. Minden ilyen y

maradékosztaly esetében legyen B(y) a (mZ+7y) N [1, ’%k)) legkisebb olyan eleme, amely +
0]

szind. Ha nincs ilyen, legyen B(y) -
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Ezutan definidljuk a kovetkezd halmazt:

p(k) }

A= Euly, +v: >
{7 “ v B a+b+eg;

3. Allitas. Minden y € uZ, + v esetén létezik egy egyértelmi v’ € uZ,, + v, amelyre
ay’ = p(k) — by (mod m), ez pedig megad egy uZ,, + v — uZ,, + v,y — v’ bijekciot.

Bizonyitas. Mivel Inko(m’,u) = 1,ay,y +u,y +2u, ...,y + (m’ — 1)u mod m maradékok
teljes maradékrendszert alkotnak mod m’. Ez viszont az 6sszes olyan mod m maradék, amely
kongruens v-vel mod u. Mivel Inko(a, m’) = 1is teljesiil, {ay, a(y+u),a(y+2u),...,a(y+
(m’—1)u)} szintén teljes maradékrendszert alkot mod m’. Az (5) feltétel miatt p(k) = (a+b)y
(mod u). Tehdt az ay’ = p(k) — by sziikséges feltétel teljesiil mod u, fiiggetleniil attdl, hogy
uZy, + v melyik elemét valasztjuk. Mivel m = um’ és Inko(u,m’) = 1, a feltételnek mar
csak mod m’ kell teljesiilnie. Létezik egy egyértelmd w € {0,1,2,...,m’ — 1}, amelyre
a(y + wu) = p(k) — by (mod m’), és igy ¥’ = v + wu az egyetlen megoldas. A leképezés
injektiv, mert ay’ = ay” = p(k) — by (mod m) azt jelentené, hogy m’ | m | a(y’ —y”),
és mivel Inko(a, m’) = 1, ez azt jelenti, hogy v = y” (mod m’), de uZ,, + v minden eleme
kiilonb6z8 mod m’, ami ellentmondas. O

4. Allitas. Minden y € uZ,, + v esetén vagy y vagy 7’ eleme A-nak.

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy egyikiik sem eleme A-nak. Ebben az esetben az ax +
by = p(z)-ra adunk egy monokromatikus megoldast, amelyben z = k, ami ellentmondést
eredményez (mivel tudjuk, hogy minden ilyen megoldds esetén max(x,y,z) < ki). Ismét
legyen ra + sb = 1, r, s € Z, és legyenek xq, yo egész szdmok, amelyekre xo =y’ és yp = y
(mod m). Tudjuk, hogy ay’ + by = p(k) (mod m), ezért axg+ byy = p(k) + {m valamilyen
¢ € Zesetén. Ha x; = xg — rfm és y| = yo — stm, akkor ax| + by, = p(k). Minden w € Z
esetén, ha x = x| + wbm és y = y; — wam, akkor ax + by = p(k), aholx =y’ ésy =y
(mod m). A 2. allitas bizonyitasanal latott érveléshez hasonldan létezik olyan w, hogy

p(k) a+b p(k) a+b
—~ - < T+ -m
a+b 2 a+b 2
Mivel g-t k-tdl fiiggetleniil vdlasztottuk, és m egy olyan polinom k-ban, amelynek a foka
kisebb mint p-nek, ezért k-t (és igy k-t) vehetjiik elég nagynak ahhoz, hogy
p(k) _pk) a+b pk) a+b p(k)

< m<x,y< + m < .
a+b+e;  a+b 2 Y a+b 2 a

p(k)  p(k)
at+b+e1’ a
szind. Tehét ¢(x) = ¢(y) = +, és azt is tudjuk, hogy ¢(k) = +, tehét z = k-val (x,y, z) egy
monokromatikus megoldés, ez pedig ellentmondds. O

m<x,y

Mivel y,y’ ¢ A, az mZ + vy és mZ + y’ halmazok minden [ )-beli eleme +

5. Allitas. aA + bA = uZ,, + p(v).

Bizonyitas. Tekintsiik azi : y — y’ permutéciot az uZ,, +v halmazon, és irjuk i-t diszjunkt
ciklusok szorzataként. A 4. 4llitds szerint egy tetsz6leges ciklusban, barmely két szomszédos
elem koziil legalabb az egyiknek A-hoz kell tartoznia, tehét a ciklus tagjainak legaldbb a fele
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A-ban van. Ezt Osszevetve azzal a ténnyel, hogy az alaphalmaz szdmossdga paratlan (m’
paratlan (3) szerint), azt kapjuk, hogy |A| > %|uZm + .

TetszGleges y1,y2 € A esetén ay| + by, = (a+b)v (mod u), tehat (4) szerint ay; + by, =
p(v) (mod u), vagyis aA + bA C uZ,, + p(v). Most rogzitsiink egy 6 € uz,, + p(v) elemet.
A 3. dllitdsban bebizonyitottuk, hogy 1étezik egy i : uZ,, + v.— uz,, + v bijekcid, amelyre
minden y € uZ,, + v esetén ai(y) + by = p(k) (mod m). Az egyetlen feltétel, amit ebben a
bizonyitasban hasznaltunk, hogy (a+b)v = p(k) (mod u). Tehat ugyanigy bebizonyithatjuk,
hogy 1étezik egy olyan j : uZ, +v — uZ,, +v bijekcid, hogy minden y esetén aj(y)+by = ¢
(mod m). Ez azért van igy, mert a (4) alapjan tudjuk, hogy 6 = p(v) = (a+b)v (mod u). A
J permutacié ismét kifejezhet§ diszjunkt ciklusok szorzataként, és mivel |A| > %|uZm +v|,
legalabb egy ciklus elemeinek tobb mint fele A-ban van. Ekkor ennek a ciklusnak van
két szomszédos eleme, ami A-ban van, tehat 1étezik y € A, amelyre j(y) € A. Ekkor
0 = aj(y)+ by (mod m), tehit 6 € aA + bA. Ezzel az 5. allitas bizonyitasat befejeztiik.
O

6. Allitas. Az [gok, (1 — €9)k] N (uZ + v) halmaz minden eleme + szind.

Bizonyitas. ElSszor is rogzitsiik az g értékét ugy, hogy 0 < &g < % és 5(1 - &) > &

teljesiiljon. (Az g¢ < % feltétel sziikséges ahhoz, hogy ez az intervallum ne legyen iires, a
masik feltételre késGbb lesz sziikség.)

Legyen i € [gok, (1 — &0)k] egy egész szam, amelyre i = v (mod u). Ekkor p(i) =

p(v) (mod u). Az S. dllitdsban ldttuk, hogy fiiggetleniil att6l, hogy p(i) milyen mod m
maradekosztalyban van (ezt az osztilyt jeloljik p(i)-vel), felithatjuk mint p(z) = aj, +
bj, ahol j,,j, € A. A j, és j, modulo m osztdlyoknak rogzitsiik a ji és jo tetszSleges
reprezentansait. Ekkor aj + bj, = p(i) + {m valamilyen £ € Z esetén. Legyen ra + sb = 1
és helyettesitsiik ji-t és jo-t a j; — rlm és j, — slm reprezentdnsokkal. Igy feltételezhetjiik,
hogy ¢ = 0, vagyis aji + bj, = p(i).

Megmutatjuk, hogy I€teznek olyan j| €s j} reprezentdnsai az emlitett osztalyoknak, hogy

aji+bj,=p(i)és0<ji,j; < aflg +l Ha ezt sikeriil kimutatni, akkor A definicidja szerint

¢(j1) = ¢(j)) = —, ésag(i) = 1nd1rekt feltételezésre alapozva az ax+ by = p(z) egy olyan
monokromatikus megoldés lenne, amelyre max(x,y,z) > i > g9k > M, ami ellentmond az

TetszGleges w € Z esetén legyen j| = ji +wbm és ji = j» —wam. Bkkor aji +bj} = p(i)
és a szokdsos érveléssel kivalaszthatjuk w-t tgy, hogy

p(i) a+b , ., _pl) a+b
P T TY MR

A p(z)/ és p(z+d) — p(z) olyan n, illetve n — 1 fokd polinomok, amelyek fSegyiitthatdja
pozitiv. Igy léteznek a K1, K>, C, D, E, F pozitiv valés szamok (p, d és g fiiggvényében),
amelyekre Ez" < p(z) < FZ" minden z > K1 valés szamra, és Cz"! < p(z+d) — p(z) <
Dz ! minden z > K> valés szamra Itt £ 7 béarmilyen 1-nél nagyobb valds szdm lehet, igy
megkovetelhetjiik, hogy F < E - teljesuljon Tovéabba létezik K3 > 0 ugy, hogy p

monoton ng a [ K3, c0) halmazon.

(T=&9)" 8)"
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Ekkor F(1 — &p)" < E alapjan vélaszthatunk egy &£; > 0 elég kicsi szdmot, amelyre
F(1—-¢go)" - E
a+b a+b+e;

()
Elég nagy k esetén gok > K3, K1, ami azt jelenti, hogy
E(eok)" < p(eok) < p(i) < p((1 —€9)k) < F((1 - &0)k)". ()
Tovabba k > K; esetén azt kapjuk, hogy
n—1 _ n—1
Ck <m:p(k+d) p(k)SDk .

(k)
a a a
A (), (xx) és (xxx) egyenlStlenségek alapjan kellGen nagy k esetén az alabbiakat kapjuk

p(i) a+b F(1-g&y)" , a+b D _ ,_ E
+ < K"+ —— - —k _
a+b 2 T a+b 2 a <a+b+£1

./

]1,jé

n

IA

ahol k > K esetén Ek" < p(k), tehdt ji, j; < p(k)

a+b+e;*
Tovédbbd, a (xx) és a (x*x) felhasznaldsdval, elég nagly k esetén azt kapjuk, hogy

YY) p(l) a+b E{-)g D -1
s = - 2 kn - _ki’l > 0.
T 72 a+b 2 m a+b a

Tehat igazoltuk, hogy ¢ (i) = +, és ezzel a 6. dllitas bizonyitasat befejeztik. O

Az [I1] tétel bizonyitdsdnak befejezéséhez figyeljiik meg, hogy az eddigi érvelés k =
k1 és k = kp esetén is fenndll. Az 4dltaldnossdg csorbitdsa nélkiil feltételezhetjiik, hogy
¢(ki) =+ és ¢p(ky) = —. Ekkor (mivel feltételeztiik, hogy ¢(k) = +) a 6. dllitas szerint az
[eok1, (1 — &9)ki] N (uZ + v) minden eleme + szind, és az [goks, (1 — g9)ka2] N (UZ + v)
minden eleme — szini. Ha a két halmaznak van kozos eleme, akkor ellentmondést kapunk.
Ehhez elégséges feltétel, hogy (1 — €9)k; > goky + u. Mivel gy < ll](l — &0), elég nagy k
(és igy k7) esetén goky + u < %(1 —&0)ky < (1 — gp)ky. (Itt hasznaljuk azt a tényt, hogy
kz < Uk 1.)

Ezzel befejeztiik az [I.1]tétel bizonyitdsat. o

. ~ . ., i .- z " a; _ 5 Yj
[1.2] Kovetkezmény bizonyitdsa. Irjuk fel a-t és b-t a = 2 1[12 p;,b= ][[1 qj’ alakban, ahol a
pi-k €s g ;-k paronként kiilonbozd primek, p = 2, a1 > 0 és minden mas Kitevd pozitiv. (Ha

a pératlan és b paros, akkor felcseréljiik Sket.)
Legyen
lLI max{a;,vp.(a;)+1} ﬁ max{y;,vq (a;)+1}
d= 2 PP . q,; i

i J
i=1 j=1
és t = 0 (megjegyezziik, hogy a; # 0 miatt v,(a1) j6l definidlt minden ¢ primre). Legyen
r N
"y = p:nax{v,,i (a1),2vp,; (ar)+1-a;} ) l_l q:laX{Yj"'qu(al),quj (ap)+1}

i=1 j=1
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és v = 0. Ezek a valasztasok kielégitik az[I.1]tétel feltételeit, mivel ha feltessziik, hogy d | k
ésulj:

(1) (a+b)-0=0= p(0) (mod d)

(2) Mivela | d,ezérta | p(k+d) — p(k).

(3) Azt kapjuk, hogy

d / .
m:p(k"'d)—p(k) :E‘lai [(k+d) — k']

a a

Mivel d | k, d' | (k+d)" — k'. Vegyiik észre, hogy barmely ¢ € {pi,q;|i =
I,...,r, j=1,...,s} esetén vq(dz) > vy (a1d), igy

vq (p(k +d) — p(k)) =v4(aid),
amibdl kovetkezik, hogy

ve(m) =vy(ar) +vy(d) = vy(a).

Tehat v, (m) = v, (u), ezért u | m és Inko(m’, 2ab) = 1.
4) (a+b)-0=0=p(0) (mod u)
(5) u| p(k), mivel d | k,u | d*>ésu | ad. Emiatt (a+b)-0=0= p(k) (mod u).
6) b| p(k)—aj,mertb |u,ul| jésu| p(k) teljesiilnek (5) miatt.

O

2.1. Megjegyzés. Ez a bizonyitds megmutatja, hogy az dllitas akkor is igaz, ha p(z)-hoz ag
konstans tagot adunk, amely kielégiti a d | ag és u | a feltételeket. Itt d | ag biztositja, hogy
(1) igaz maradjon, u | ag pedig azt, hogy (4) és (5) tovdabbra is érvényes maradjon.

Megjegyezziik, hogy a és b szerepe a bizonyitdsban felcserélhetd, hogy u-ra mds értéket
kapjunk, amelyet szintén haszndlhatunk e fenti megfigyelésiinkben.

- r .
Kovetkezmény bizonyitasa. Irjuk n-tn =27 [] p)' alakba, ahol a p;-k kiilonb6z6 pdratlan
i=1

p
primek, y nemnegativ egész és y;-k pozitiv egészek. Fejezziikkia-taa = 2%a’ [] p{" alakban,
i=1
ahol a és az @;-k nemnegativ egészek és Inko(a’, 2n) = 1. Az éltaldnossag csorbitdsa nélkiil
feltehetjiik, hogy @ = a’n — aqg valamilyen o/, g € Z=-ra. o’ és aq vélasztisa nem feltétleniil
egyértelmd, azonban megvalaszthatjuk Sket igy, hogy ha @ = 0, akkor @’ = ap = 0. Legyen
most
d=2"a" ésu=2"- [] p»™.
pllnko(n,a)
p=3 prim
P

ahol a” = a’ [] p{. Konnyen ldthatéan u = 2% - [ p;"»") egy ekvivalens definici6 u-ra,

i=1 ieJ
ahol

J={ie{l,2,....,r}:pilad’}={ie{l,2,...,r} :a; # 0}.
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t-t ugy fogjuk definidlni, hogy az kielégitse az aldbbi kongruencia relacidkat:

{ t=0 (mod 2%")
tr=1 (mod a”)
v-t pedig gy, hogy v = (a+1)"'#" (mod u). Ez a definicié a kovetkezd két tény miatt
értelmes:
e El6szor is haszndltuk, hogy a + 1-nak 1étezik multiplikativ inverze modulo u.
Bizonyitds. u minden p primosztdjara, vagy p = p; valamelyi € J-re, vagy p = 2. Ha
p =pi,akkor p | a” | a,ezért p t a+ 1. Ha p = 2, akkor @ # 0, amibél kovetkezik,

hogy @ # 0,1gy p | a and p 1 a + 1. Ebbdl azt kapjuk, hogy Inko(u,a + 1) = 1, innen
adddik az allités. O

o Misrészt, mivel r egy modulo d = 2% a” maradékosztaly és nem pedig modulo u, be
kell latnunk, hogy ha ¢t; = ¢+ (mod d) akkor (a + 1)~ 1= (a+ 7' (mod u). Ez
az eredmény a kovetkezd éllitas kovetkezménye.

Allitds. Hat; = t (mod d), akkor 1t} = 1" (mod u), ahol d-t, u-t €s t-t a fentiek szerint
definialjuk.

Bizonyitds. Valdban, ha t; = t (mod d), akkor #; = t + tpd valamilyen f, egészre. t
definici6jabol azt kapjuk, hogy ¢ = 2%'¢’ valamilyen ¢’ egészre, igy

’ ’ n ’ n ’
-t = (2"‘ t+122° a”) - (2" t') =29 [(¢ +ta”)" - ()],

ezért mondhatjuk, hogy v,(#] —1") > a’n = @ + ap > ap = v2(u). Ha vesziink egy masik
p = 3 primet, hogy p | u, akkor tudjuk, hogy p = p; valamilyen i € J-re. p > 2-bdl
kovetkezik, hogy p | a”, ami maga utdn vonja, hogy

Inko(p, t) = Inko(p, ;) = 1,
mert ¢ és t; invertdlhatok modulo a”. Masrészt p = p; | dt, = t; — t, igy az un. Lifting-the-
exponent lemmabdl adddik, hogy
vy (17 = 1) = v, (n) + v, (dta) = yi + v, (2%) + v, (a”) + v, (12)
=yi+0+a;+v,(t2) 2y =v,(u).
Mivel v, (1) < v, (¢} —1") igaz u barmely p primosztdjdra, ¢/ =" (mod u). O

Most mar készen dllunk annak bizonyitdsara, hogy az[I.1| Tétel feltételei teljesiilnek. Valé-
ban:
(1) Az (a+1)r = 1" 6sszefiiggés teljesiil modulo 2% és modulo a”, tovabb4, Inko (2%, a”’) =
1, tehét szintén teljesiil modulo 29q" = d;
(2) Tudjuk, hogy k +d = k =t (mod d), teht a fenti Allitds bizonyitdsiban szerepld
érvelést haszndlva mindeni € J, p = p;-re:

vp((k+d)" = k") =yi+a;i+v,(1) =yi+a; > a; =v,(a),

és p = 2-re:
vp((k+d)" = k") =a+ag > a=v,(a).
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Most bebizonyitjuk, hogy a’ | (k+d)"—k", igy az el6z§ allitasokkal egyiitt azt kapjuk,
hogy a | (k + d)" — k". Valéban, mivel k =t = 1 (mod a”), ezért k = 1 + k1a’
valamilyen k; egészre, és d = dia’, ahol d; = 2% ﬁ pl(.“ . A lifting-the-exponent
lemma segitségével minden p | a’ primre ad6dik, hogl}:/1
vp((k+d)" = k") =v, (1 + (ki +dp)a’)" = (1 + kia')")
=v,(n) +vy(d'd) =v,(d),

ahol az utols6 egyenlGség Inko(a’, n) = Inko(a’, d;) = 1 kovetkezménye.

(3) A (2) apr6 médositasaval konnyen lathatd, hogy au | (k +d)" — k", ezért u | m. Még
egyszer a (2)-beli eredményeket haszndlva és a tényt, hogy v, (m’) = v,((k +d)" -
k") = vp,(u) — v,(a) minden p primre, igaz, hogy

a+ay—ay—a, p=2;
Yitai—vi—a, p=pi,i€J;
vp(a') —vp(d), pla
vp(m'), otherwise.

vp(m') =

b

amelybdl (3) tovabbi feltételei kdvetkeznek.

(4) (1)-bdl az allitasunk alkalmazasaval megkapjuk, hogy 1" = ((1 +a)”! t”) (mod u),
amely ekvivalens (1 + a)v = v" (mod u)-val,

(5) Kihasznalva azt a tényt, hogy (1 + a)v = (1 +a)(1 +a)~'t* (mod u), ismét alkal-
mazhatjuk az allitdsunkat, hogy megkapjuk, hogy k" = (1 + a)v (mod u);

(6) b = 1-b6l kovetkezik, hogy b | p(k) — aj, minden k, j € Z-re.

[1.4| Kovetkezmény bizonyitdsa. Legyen d = aBp" és legyen t a tétel dllitdsa szerint. p # 2
esetén legyen u = 22 p"r(*P"B mig p = 2 esetén legyen u = p*»(*P"B. Vilasszuk
v € Z,-tugy, hogy a

v=0  (mod p'r()*rn)
v=0  (mod 2"())
V=t (mod B)

kongruencidk teljesiiljenek. Megjegyezziik, hogy a tétel feltételei alapjan minden esetben
létezik ilyen v (vegyiik észre, hogy ha 2 | B, akkor v>(c) = 0). Ezek a vélasztasok kielégitik
a[l.1] Tétel feltételeit, ha feltessziik, hogy k = ¢ (mod d) és j =v (mod u):
(1) (a+b) -t =ct? (mod d) teljesiil a r-re tett kikotések miatt.
(2) Mivel a | d, azt kapjuk, hogy a | c(k + d)P — ckP.
(3) ElGszoris jegyezziik meg, hogy mivel a, B és ¢ paronként relativ primek és Inko(a, b) =
1, k relativ prim a-hoz és B-hez. Adddik, hogy

(k+d)”—kp:C i( ) d i

i=1
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Mivel a | d, az 6sszeg minden tagja oszthaté a-val, az els§ tagot, 2 d’; kivéve, ame-

lyik relativ prim a-hoz. Ezért Inko(a, m) = 1. Hasonl6an, B | m, de Inko (%, B) = 1.
Mivel p" | k, k = p"¢ valamely ¢ € Z*-re. Ekkor

(k +d)P — kP = pP" (€ +aB)P — ).

((+aB)? —tP =t+aB—-{=aB %0 (mod p), ezért v,(m) = v,(c) + pn.

Igy, ha p = 2, akkor m’ = € Z és Inko(m’, a) = Inko(m’, B) = Inko(m’,2) = 1.

Ha p # 2, akkor is azt kapjuk, hogy m” = m € Z, amelyre Inko(m”,a) =
Inko(m”, B) = Inko(m”,p) = 1. Ha 2 | a vagy 2 | B, akkor v,(c) = 0, m"” = m’
és Inko(m’,2) = 1. Maiskiilonben m’ = % = 2 ¢ Z és Inko(m’,2) = 1, mivel
2 f (k +d)P — kP, hiszen d paratlan.

Igy mindkét esetben u | m, 2 4 m’ és (a,m’) = (b,m’) = (u,m’) = 1.

4) (a+b)v=0=cvP (mod 22, (a+b)yv =0 = cv? (mod p’r(*P) és (a+b)v =
at = ct? = cvP (mod B), t vélasztdsa miatt. Igy az ekvivalencia teljesiil modulo u
is.

(5) (a+b)v =0 = ck? (mod 2"2()), (a+b)v =0 = ck” (mod p’r()*P") hiszen p" | k
€s (a+b)v = at = ct? = ck? (mod B). Vagyis az ekvivalencia teljesiil modulo u is.

(6) Az (5) miatt kapjuk, hogy B | ck? — aj, ugyanis aj = (a + b)v (mod B). Tovabba
pP" % | ck? — aj, mivel pP" osztja mind k”-t és j-t. Tehat b | ck? —aj.

O

Kovetkezmény bizonyitdsa. Az altalanossag csorbitdsa nélkiil feltételezhetjiik, hogy a pa-
ratlan. Ekkor alkalmazhatjuk az kovetkezményt az ax + by = cz? egyenletre, mert a
kongruencia-rendszer megoldhatésdgara vonatkoz6 feltétel automatikusan érvényes, ha p = 2.
Tehét az ax + by = cz” egyenlet 2-Ramsey. O

A kovetkezS lemma segitségével kiterjeszthetjiik ax + by = cz? (ahol a, b, ¢ paronként relativ
primek) 2-Ramseységét d(ax + by) = cz’-re.

d o
2.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy az ax + by = p(z) = 3, aic'27' egyenlet 2-Ramsey, ahol
i=0

d .
a,b,c,ag € Z*, p € Z[z], ¢ | a1 és ¢ | ag. Ekkor az acx + bcy = p'(z) = 3, a;7' egyenlet
i=0

2-Ramsey.

Bizonyitds. Legyen ¢ a Z* halmaz egy 2-szinezése. Tekintsiik az acx + bcy = p(z) egyen-
letnek csak azokat a megolddsait, amelyekre x, y, z mind oszthaté c-vel. Legyen x = cx’,
y = ¢y és z = cz/. Az egyenletbe behelyettesitve az x, y, z hdrmast akkor és csak akkor

kapunk megoldést, ha
d

ax’ + by’ = Z aic (2) = p'(2).
i=0
Legyen ¥ (j) := ¢(cj) a Z* egy mdsik 2-szinezése. Ekkor a feltétel szerint végtelen sok
olyan x’, y’, 7/ megoldas létezik, hogy ax’ + by’ = p’(Z') és ¥ (x") =¥ (y') = ¢ (7). Az ilyen
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megoldasok esetén viszont acx + bcy = p(z) €s a ¢ definicidja szerint ¢(x) = ¢(y) = ¢(2).
Tehét az acx + bey = p’(z) egyenlet 2-Ramsey. O

Az[1.6| Kovetkezmény bizonyitdsa. Az dllitas kozvetleniil adédik az [1.5] kovetkezménybdl és
a[2.2]lemmabol. O
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