A TUTTE-POLINOM EGY ALTERNATIV MEGKOZELITESE
BEKE CSONGOR, CSAJI GERGELY KAL ES PITUK SARA

TEMAVEZETO: CSIKVARI PETER (ELTE TTK, SZAMITOGEPTUDOMANYI TANSZEK)

KIVONAT. A dolgozatban minden H paros grafthoz definidlunk egy Ty (x,y) kétvéltozos poli-
nomot, amit a H permutacids Tutte-polinomjanak fogunk nevezni. Erre teljesiil, hogy tetsz6-
leges G gréf esetén, G-nek a hagyoményos értelemben vett Tutte-polinomja el8éll Ti(x,y) =
Zf‘:l in (x,y) alakban, valamely G-bdl kapott Hy,...,H; pdros grafok esetén. Ki fog deriilni,
hogy a T (x,y) és Tg(x,y) polinomok sok szempontbl nagyon hasonléan viselkednek. Ennek
készonhetSen Ty (x,y) rendkiviil hasznos eszkdznek bizonyul a hagyomdanyos Tutte-polinommal
kapcsolatos kérdések vizsgalataban. Ezt tobb példan keresztiil is demonstraljuk. Tobbek kozott
adunk egy 4j bizonyitdst a Jackson-egyenl&tlenségre, ami szerint

T6(3,0)75(0.3) > Tg(1,1)?
minden elvdgdél; és hurokélmentes G grafra, felhasznalva, hogy
TH(?’aO)fH(O?s) > TH(] )1 )2

teljesiil minden olyan H pdros grafra, amely nem tartalmaz izolalt csticsot. Tovabb4, kiterjeszt-
jik Brylawski egy hires tételét a Tutte-polinom egylitthat6irdl, és adunk rd egy uj, egyszer

bizonyitast.

1. BEVEZETES
Legyen G = (V,E) egy n csucst, m éld graf. Jelolje Tg(x,y) a G Tutte-polinomjdt [7]:
To(x,y) = Y, (x— DB (st
ACE
ahol k(A) jeloli a (V,A) graf 6sszefiiggbségi komponenseinek szamit.

A G gréf Tutte-polinomjébdl G szdmos tulajdonsdga kiolvashaté. Példdul t(G) = T(1,1),
valamint F(G) = Tg(2,1) megadja, hogy G-nek héany feszit6féja, illetve feszitGerdeje van. Egy
F C E élhalmaz feszit6erd6t alkot, ha kormentes. (A feszitd elnevezés arra utal, hogy mindig
V-t tekintjiik az erd6 csticshalmazanak.) Az a(G) = T(2,0) érték épp G aciklikus irdnyitasai-
nak szdmaval egyezik meg, 7;(0,2) pedig G erSsen sszefiiggd irdnyitdsainak szdmaval. Ezen

kiviil a G csdcsainak ¢ szinnel vald jo szinezéseit szdmol6 kromatikus polinom, valamint a
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sehol sem nulla Z,-folyamokat szdmol6 folyampolinom is kifejezhetd 7i segitségével: eldb-
bi a ch(G,q) = (—=1)" MO GO T5(1 — ¢,0), mig utébbi a Cs(g) = (—1)" "+tHAT5(0,1 - q)
modon. A Tutte-polinomrdl az [1, 2, 4, 8] forrdsokbdl nyerhet atfogé képet az olvasd.

Tutte eredeti definicija [7] eltér a fent leirttél, de beldthaté, hogy ekvivalens azzal. O a
kovetkezSképpen definidlta a Tutte-polinomot. Legyen T egy feszit6fa G-ben. Ha e € E(T) a
fanak egy éle, akkor legyen cut(7,e) az a vagds G-ben, amelyet T — e két komponense hatédroz
meg. Tovdbbd ha e ¢ E(T) egy olyan él, ami nem tartozik a T feszit6fdhoz, akkor jeldlje
cyc(T,e) azt a kort G-ben, amely akkor keletkezik, ha T-hez hozzdadjuk e-t. Tekintsiik most
az éleknek egy rogzitett sorrendjét. Nevezziink egy e € E(T) élt beliil aktivnak a T feszitofara
nézve, ha a cut(7,e) vagasban szerepld élek koziil e a legutolsé a sorrendben, egy e ¢ E(T)
élt pedig kiviil aktivnak T-re nézve, ha a cyc(T,e) kor élei koziil e a legutols6. Vegyiik észre,
hogy hae € E(T) és f ¢ E(T), akkor f € cut(T,e) pontosan akkor teljesiil, ha e € cyc(T, f),
és ebben az esetben e és f koziil legfeljebb az egyik lehet aktiv. Jelolje ba(T') és ka(7T') a beliil,
illetve kiviil aktiv élek szdmat 7T-re nézve. Ekkor

To (x,y) _ bea(T)yka(T) '
T

Fontos, hogy a fenti 6sszegben az éleknek ugyanazt a sorrendjét tekintjilk minden feszitéfa
esetén. Egy T feszitGfabol kiindulva konnyen definidlhatunk egy H[T| paros grafot: H|[T]
csucsai legyenek G élei, ugy, hogy az egyik szinosztdlyt a T-ben szerepld élek, a masikat pedig
a T-ben nem szerepld élek alkotjadk. Az e € E(T) és f ¢ E(T) éleknek megfelel§ csicsokat
pontosan akkor kossiik dssze éllel, ha f € cut(7,e), vagy ezzel ekvivalensen e € cyc(7, f).

1. dbra. Példa egy G grafra, és a paros grafra, amit G egy feszit6fajabol kapunk

EttS] az Stlettd] vezérelve a dolgozatunkban minden H péros grathoz definidlunk egy Ty (x,y)
kétvaltozds polinomot a fenti (Tutte-féle) definicié mintdjara. Viszont ahelyett, hogy H csucsa-
inak egy fix permuticidjit tekintenénk, atlagolni fogunk az Osszes lehetséges permutéciora.
Latni fogjuk, hogy T (x,y) és T (x,y) sok szempontb6l hasonléan viselkedik, és T (x,y) bizo-
nyos tulajdonsdgaibél levezethetSk az analég tulajdonsdgok T (x,y)-ra. A formdlis definici6 a

kovetkezb.
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1.1. Definici6. Legyen H = (A, B, E) péros graf. Tegyiik fel, hogy V(H) = [m]. A 7w : [m] — [m]
permutdcidra nézve az i € A csucsot beliil aktivnak nevezziik, ha
(i) > max 7w(j).
(i) jmax, (/)
Hasonl6an egy j € B csucsot kiviil aktivnak hivunk, ha
w(j) > max 7(i).
() > max_ (i)
Jelolje ba(m) és ka(m) a belill, illetve kiviil aktiv csticsok szdmat. Legyen
Tr(x,y) = — Z x0a(m)
neSm

a H péaros graf permutdcios Tutte-polinomja.

1.2. Példa. Legyen H = P5 az 5 cstcsu tt, ahol A 3, B pedig 2 cstcsbdl all. Ekkor
Tps(x,y)—ix +i 2+1 xy + 2y —I—i +— !
; 15 15 3 15 15 15
Konnyen l4thatd, hogy ha 6sszegezziik G minden T feszit6fdjara a H[T'] paros grafok permu-
tacios Tutte-polinomjait, akkor pont G Tutte-polinomjat kapjuk (Id. a 2.6. Lemmat).
Megjegyezziik, hogy hasonlé grafpolinomot definidlhatunk tetsz6leges (nem feltétleniil pa-
ros) grafokra is. Bizonyos tulajdonsagok erre az altaldnosabb polinomra is érvényesek marad-

nak.

1.3. Definici6. Legyen G = (V,E) tetszGleges graf. Tegyiik fel, hogy V = [m]. A &: [m] — [m],
permutécidra nézve az i € V csticsot aktivnak nevezziik, ha
m(i) > max x(j).
JENG(i)
Jelolje A(x) az aktiv csticsok halmazdt a T permutacidra nézve. Rendeljiik hozzd az i csicshoz

az x; valtozét (i =1,...,m). Legyen

T6(X1,%2, -« Xm = Z H X;.

TESH ZEA

1.4. Megjegyzés. A Tutte-polinom definiciéja természetes moédon dltalanosithaté grafok helyett
tetsz6leges matroidokra. Ebben az esetben is minden nehézség nélkiil elkészithetok a megfeleld

paros grafok.

Eredmények. A dolgozatunkban f6ként két, a Tutte-polinommal kapcsolatos kérdéssel fog-
lalkozunk: a Brylawski-azonossagokkal és a Merino-Welsh sejtéssel.

A Brylawski-azonossagok szerint ha

X,y) = Ztijxiyj,
i,J
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akkor 191 = t19, ha G-nek legaldbb egy éle van, o9 —#11 + #92 = t10, ha G-nek legalabb két éle
van, és altalanosan
h h—i h—i )

) ( : )(—1)%‘:0,

i=0j=0 \ J
ha G-nek legalabb £ €éle van. A dolgozatban megmutatjuk, hogy hasonl6 azonossagok érvénye-
sek a Ty (x,y) polinomra is. Tovabba bebizonyitjuk, hogy a tétel egy altalanosabb verzidja is
igaz, mely a h > e(G) esetre is egy szép zart képletet ad a fenti Gsszegre.

A madsik probléma, amit vizsgdlunk, a Merino-Welsh sejtés. Merino és Welsh azt sejtette,

hogy ha a G graf nem tartalmaz sem hurokélt, sem elvago élt, akkor

max(TG(Z,O),T(;(O,Z)) > TG(l, 1)
Késébb Conde és Merino megfogalmaztdk a sejtés egy erdsebb valtozatat is, miszerint
TG(2,0) + TG(O,Z) > ZTG(l, 1),

valamint
T5(2,0)76(0,2) > Tg(1,1).
Nyilvanvaléan a multiplikativ valtozatbdl kovetkezik az additiv, amibdl pedig kovetkezik az

eredeti, maximumos valtozat. Megfogalmazhatjuk az analdg sejtést Ty (x,y)-rais:
Tr(2,0)T(0,2) > T (1,1)> = 1

minden izolalt csicsot nem tartalmazé H péaros grafra. Az deriil ki, hogy ha a permutacids
Tutte-polinomra vonatkoz6 sejtés igaz, akkor az eredeti sejtésnek is igaz mindhdrom verzidja.
Meg fogjuk mutatni, hogy reguldris paros grafok permuticids Tutte-polinomjaira igaz a sejtés,
valamint belatjuk, hogy

T1(3,0)Tx(0,3) > Ty (1,1)?
fennall minden izolalt csicsot nem tartalmazé H péros grafra. Ezzel egy ) bizonyitast nyeriink
a Jackson-egyenlGtlenségre, miszerint

T6(3,0)T5(0,3) > Tg(1,1)?

fennall minden olyan G grafra, amelyben nincsenek sem hurokélek, sem elvagé élek.

Jelolések. A dolgozatban a grafokat G-vel, a paros grafokat H-val jeloljiik. Altaliban ha G
tetszSleges graf, akkor a csicsainak szdmat n, az éleinek szdmat pedig m fogja jelolni. Ha H
paros graf, akkor viszont a csucsok szamat jeloljiik m-mel. Ennek az az oka, hogy legtobbszor
a H péros gréafot egy G grafbol kapjuk, és H csicshalmaza ilyenkor G élhalmazanak felel meg.
Ha H = (A, B,E) péros graf, akkor az |A| = a, |B| = b jeloléssel éliink. K, , jeloli a teljes paros
grafot a és b méretli szinosztalyokkal, P, pedig az n cstcsu utat. Hav € V(H), akkor H — v-vel
jeloljiik azt a grafot, amelyet H-bol a v cstics torlésével kapunk. Ezen kiviil mindig #;;(H) fogja
jelolni az x'y/ monom egyiitthat6jat Ty-ban. Ez a mennyiség V (H) azon permutacidinak szamat

adja meg, amelyekre nézve pontosan i beliil aktiv és j kiviil aktiv csics van H-ban.
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A dolgozat felépitése. A kovetkez$ szakaszban 6sszegyjtjik Ty (x,y) pér alapvetd tulaj-
donsédgat. Ezutdn részletesen megvizsgéljuk a polinom bizonyos specidlis egyiitthatéit. Majd a
Brylawski azonossdgokat tanulményozzuk mind a Ty (x,y), mind a Tg(x,y) polinomokra. Ezt
koveti a Merino-Welsh sejtésrdl sz616 szakasz, végezetiil pedig még megemlitiink par nyitott

kérdést és megjegyzést.

2. ALAPVETO TULAJDONSAGOK

Ebben a szakaszban az djonnan definidlt permutacios Tutte-polinom tulajdonsagait vizsgaljuk
meg. Tobbek kozott belatunk egy rekurzids formuldt, illetve adunk egy alternativ, valészintiségi
valtozékon alapuld definiciot is.

2.1. Lemma. Ha H elddll Hy és H, diszjunkt uniojaként, akkor
Tri (x,y) = T, (%) Ty (%, ).
Specidlisan ha v € A izoldlt csics, akkor
TH(x,y) = fo_v()@y).
Hasonléan ha v € B izoldlt csiics, akkor
Tu(x,y) = yTu—v(x,y)-

Bizonyitds. Szamoljuk meg, hdny olyan permutdcidja van a V(H) halmaznak, amire nézve az
A-beli beliil aktiv csicsok szdma i, a B-beli kiviil aktiv csicsok szdma pedig j. Ehhez csoporto-
sitsuk az ilyen permutdcidkat aszerint, hogy hany beliil, illetve kiviil aktiv csics esik H;-be, és
hany H,-be. Azon 7 € S, permutdcidk szama, amelyekre bay, (1) = i1, bay, (%) =i>,kay, () =
Jj1 and kag, () = j», pontosan
m!
iy jy (H ot (Ho) 2
ahol m; = v(H;) és my = v(H,). Ennek az az oka, hogy ha a m; € S),, és a m € S, permu-
taciokat Osszefésiiljiik, akkor csak azok kozott a csicsok kozott kell megdrizniink a sorrendet,
amik ugyanahhoz a részgrathoz (H;-hez vagy H,-hoz) tartoznak. Tehat meg kell szoroznunk
my 't j, (Hy)ma 'ty j, (Ha)-t azzal a mennyiséggel, ahdnyféleképpen m; kék és my piros golyét
sorba tudunk rendezni. Ebbdl azt kapjuk, hogy
m!tij(H) =m! ‘ Z . liy ji (Hl)tizjz (Ha).
e
Jit2=J

A 2.1 Lemma kovetkezik a polinomok szorzdsara vonatkoz6 szabalybol. 0

Kovetkezzen egy lemma, amely a sikgrafok €s dualisaik Tutte-polinomjai kozotti 6sszefiig-

géssel analdg.
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2.2. Lemma. Ha H = (A,B,E) pdros grdf, akkor legyen H' = (B,A,E) az a grdf, amit ugy
kapunk, hogy megcseréljiik H két szinosztalydt. Ekkor

fH(X?y) = fH’(yvx)'

Bizonyitds. TetszGleges & € S,, esetén bay (7) = kaH/(ﬂ) valamint kag (7) = bag/(7), igy
_ 1 _
Tu(x,y) = p Z ban (%) kaH Z Kag (7) baH/ = Ty (1, ).

*wEeS, neSm

O

A kovetkezd lemma a hagyoményos Tutte-polinomra vonatkoz6 éltorlési rekurzids formula
megfelelgje.

2.3. Lemma. Ha H nem tartalmaz izola’lt csucsot, akkor

Tr(x,y) Z Tr—v(x,y).
veV (H)
Bizonyitds. A i € S,, permutaciora legyen v(7) az a csicsa H-nak, amelyre mw(v(w)) = 1. Le-
gyen @ = o(m) az a permuticidja V(H — v(m))-nek, amelyre a(x) < a(y) pontosan akkor
teljesiil, ha w(x) < m(y). Ekkor egy csiics éppen akkor beliil (kiviil) aktiv az o permutédcidra
nézve, ha m-re nézve az, ugyanis v(7) sosem aktiv, mert izoldlt, és az § indexe a legkisebb.
Tehdt bay (1) = bay_, ) () és kapy(7) = kay_,(z)(a). Ha 7 végigfut Sy,-en, akkor minden
v € V(H) cstcsot pontosan (m — 1)!-szor torliink a grafbél, és mindegyik Sym ([m]\{v})-beli
permutéciit pontosan egyszer kapunk meg a-ként. fgy

T, 1 b k b k
TH()C,y) = % Z X ap (1), Kari (7 m' Z X aH—v( y A —y(n )(OC(TL’))

CTwESH TESH

— _‘ Z Z xbaH,v((x)ykaH v — % Z
eV(H

M VeV (H) acSym([m)\{v})
O

2.4. Lemma. Legyen Ty (x,y) =X jti ix'y/. Ha H sszefiiggd, és t;j > 0 valamely i, j indexekre,
akkor ty y > 0 minden i' < i,j < j, (i, j') # (0,0) esetén.

Bizonyitds. Hat;; > 0, akkor 1étezik legaldbb egy olyan 7 permutécid, amelyre nézve pontosan
i beliil aktiv és j kiviil aktiv csics van. Vegyiik észre, hogy ezek a csticsok V (H)-nak egy fiig-
getlen részhalmazit alkotjak, hiszen két aktiv cstics kozott nem mehet él. Legyen most i/ < i,
7 <j, (@, j)#(0,0). A permutdciébdl kiindulva konstrudlunk egy 7’ permutéciét, amelyre
nézve a beliil aktiv csticsok szdma i, a kiviil aktivaké pedig j’ lesz. Ebbdl kovetkezni fog, hogy
tp 7 > 0. Definidljuk 7'-t a kovetkezSképpen. Rendeljiik azm,m—1,...,m— (i + j') + 1 értéke-
ket az eredetileg aktiv csticsok koziil néhdny kivalasztotthoz, dgy, hogy i’ darab legyen koziiliik
A-ban, és j' darab legyen B-ben. Nyilvanvalo, hogy a kivdlasztott csticsok is fiiggetlen csucs-
halmazt alkotnak, hiszen egy fiiggetlen halmaz részhalmaza is fiiggetlen. Igy ezek a csicsok

mind aktivak lesznek 7’-re nézve. Ezutdn pedig tgy jdrjunk el, hogy a sorrendben kovetkezd
6
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legnagyobb szdmot mindig olyan csucshoz rendeljiik, amelynek mar valamelyik szomszédjahoz
kordbban rendeltiink szdmot. Mivel H Osszefiiggd, ezt mindig meg tudjuk tenni, és az eljards
végén minden csticshoz rendeltiink egy szdmot, vagyis kaptunk egy permutaciét. A konstrukcié
miatt az elsdnek kivélasztott i’ + ;' csticson kiviil semelyik masik cstics nem lesz aktiv. U

Az alabbi lemma mondanivalé6ja, hogy permutdcidk helyett vehetiink 0 és 1 k6zotti random
szamokat minden csucsra, és tekinthetjiik az ezek altal meghatirozott sorrendjét a csicsoknak.
Ez a megkozelités nagyon hasznosnak bizonyul sok bizonyitasban.

2.5. Lemma. Legyen v(H) = m, és legyenek X1,Xo, ... Xy, fiiggetlen, azonos eloszldsii valdszi-
niiségi valtozok X; ~ U(0,1) eloszldssal. Legyen I(A) = [{v € A|X, > X,¥W € Ng(v)
mint I(B) = |{v € B|X, > X,¥W € Ny(v)}|. Ekkor

, vala-

P(I(A) = i,1(B) = j) = ti j(H).

Bizonyitds. A Tt € Sy, permutaciora legyen Az az az esemény, hogy Xz 1) > Xz0) > -+ > Xp(py).-
Ekkor P(I(A) =i,I1(B) = jl|Az) = 1, haba(w) =i és ka(x) = j, kiilonben pedig 0. Ezért

P((4) =i 1(B) = ]) =}, PI(4) = L1(B) = jléx) P (4x)
_ % nngP(I(A) = i,I(B) = jlAz) = t; ;(H).

O

2.6. Lemma. A G grdf tetszdleges T feszitdfdjdra legyen H|T| az a pdros grdf, amelynek egyik
szinosztdalydban szerepld csiicsok a T élei, a mdsikban szerepld csiicsok pedig azok az élek,
amelyek nem szerepelnek T-ben. Az e feszitofaélnek és az f nem feszitofaélnek megfeleld csii-
csokat pontosan akkor kossiik dssze éllel H|T|-ben, ha f szerepel a T és e dltal meghatdrozott

vdgdsban. Ekkor

To(xy)= Y, TH[T](an)a
Te7(G)

ahol az dsszegzés G feszitdfdinak a 7 (G) halmazdra torténik.
Bizonyitds. Vilagos a Tutte-polinom eredeti definiciéjaban szerepld aktivitdsfogalombol.  [J

2.7. Megjegyzés. A H[T| grafnak pontosan akkor van izoldlt csiicsa, ha G-nek van hurokéle
vagy elvagé éle. Tovdabba H[T] pontosan akkor dsszefiiggs, ha G 2-élosszefiiggd.

Ennek a szakasznak a lezardsaként kiszamoljuk a permuticiés Tutte-polinomot teljes paros
grafokra.

2.8. Lemma. Legyen H a K, , teljes pdros grdf, és legyen m = a+ b. Ekkor

0, ha i>06s j>0,
tij(H) _ bgfél).l..)(b(—j-i-l))a ha i=0,
ala—1)...(a—i+1)b .
Sl 1)) 1T =0
7
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Bizonyitds. Hai > 0, vagyis létezik v € A beliil aktiv csiics, akkor 7(v) nagyobb 7(w)-nél min-
den w € B esetén. Ez azt jelenti, hogy nem lehet B-ben kiviil aktiv csucs, és igy j = 0. Hason-
16an kapjuk, hogy ha j > 0, akkor i = 0. Ha meg szeretnénk szdmolni azon 7 permutdciokat,
amelyekre ba(m) = 0 és ka(w) = j, akkor az olyan permutécidkat kell figyelembe venniink,
amelyekre 71 (1),771(2),...,x71(j) € B,de 7 1(j+ 1) € A. A j =0 eset hasonld. O

3. SPECIALIS EGYUTTHATOK

Ebben a szakaszban részletesebben megismerkediink a permutaciés Tutte-polinom egyiittha-
téival, kiilonos tekintettel az dltalunk alt(H )-nak elnevezett egyiitthatéra, amirdl ki fog deriilni,
hogy sok érdekes tulajdonsdggal bir.

3.1. Lemma. Legyen H = (A, B, E) izoldlt csiicsot nem tartalmazdé pdros grdf. Legyen |A| = a,
|B| = b és Tu(x,y) = Ltijx'y/. Ekkor tyo = top

Bizonyitds. Legyen 7 € S,, egy permutici6, amelyre ba(m) = a és ka(m) = 0. Mivel erre nézve
minden A-beli cstcs beliil aktiv, ha j € B és i € Ny(j) C A, akkor 7(i) > m(j). gy a #'(v) =
m+ 1 — m(v) permuticiéra B minden cstcsa kiviil aktiv lesz. Az is vildgos, hogy az A-beli
csdcsok 7’'-re nézve mér nem lesznek aktivak, vagyis ba(n’) =0 és ka(n') =b. A nw— 7’
bijekcié mutatja, hogy x* és y? egyiitthatja megegyezik Ty (x,y)-ban. O

3.2. Lemma. Legyen H = (A,B,E) pdros grdf. Legyen |A| = a, |B| = b és Ty (x,y) = Yt jxyl.
Ha A-ban r, B-ben pedig { izoldlt csiics van, akkor

lag = trp-

Bizonyitds. Legyen H' az a gréf, amelyet H-bol az izolalt csticsok torlésével kapunk. Ekkor
a 2.1 Lemmébdl kovetkezik, hogy Ty (x,y) = Xy Ty (x,y), Ty = Y jxiyj . Felhasznélva a 3.1
Lemmat a H' grafra, adédik, hogy

ta—r0 = 10—t

= Ilgp =Itrp-

U
3.3. Definicié. Legyen H = (A, B, E) paros graf. Legyen |A| = a és |B| = b. Jelolje r az A-beli,
¢ pedig a B-beli izoldlt csicsok szamat. Legyen
alt(H) =t,0 = trp.

3.4. Megjegyzés. Az alt(H) jelolés abbdl ered, hogy utakra alt(P,,) = %,

terndlé permuticiéinak szdama. Példaul As = 16, ami 6sszhangban van azzal, hogy az x> és y?

ahol A,, az [m] al-

monomok egyiitthatdja 2/15 =16/120 a Tps (x,y) polinomban.
Most ldssunk egy, a 2.3 Lemmadban szerepl§ rekurziéhoz hasonl6 formulat alt(H )-ra.

3.5. Lemma. Tetszbleges H = (A, B, E) pdros grdfra, amelynek nincs B-ben izoldlt csiicsa,

alt(H) = ! Z alt(H —v).
mea

8
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Hasonléan ha H-nak nincs A-beli izoldlt csicsa, akkor

alt(H) = 1 Z alt(H —v).
m.cs
Bizonyitds. Ha H-nak nincsenek izoldlt csucsai, akkor az éllitds azonnal kovetkezik a 2.3 Lem-
mabol, hiszen x¢ egyiitthatdinak Gsszege a Ty polinomokban alt(H), és ugyanez igaz y”
egylitthatoira is. Tovabba Tr—y-ben x4 egyiitthat6ja pontosan akkor nemnulla, ha v € B, y”
egyiitthatdja pedig pontosan akkor nemnulla, ha v € A. Most tegyiik fel, hogy az A-beli izolalt
cstcsok szdma £, a B-belieké 0, és legyen H' az a graf, amelyet H-bdl az izoldlt csticsok torlése
utdn kapunk. Legyen A’ = ANV (H'). Definici6 szerint alt(H) = alt(H’). Mivel H'-nek mar
nincsenek izolalt csicsai, tudjuk, hogy

alt(H') = —— Z alt(H

veA’
ezért
! (Z alt(H—v)) _ 1 ( Y al(H—v)+ Y alt(H—v))
M\ yea M\ yeaa =y
_ ! (alt(H")l +alt(H')(m — 1)) = alt(H).
Abban az esetben, amikor csanl: B-ben vannak izolélt csticsok, hasonléan jarhatunk el. OJ

Az alt(H) egy madsik érdekes tulajdonsdgérdl sz4l az aldbbi lemma.

3.6. Lemma. Ha H = (A, B, E) pdros grdf m csiicson, akkor

T(2,2) = alt(H)2"™.

Bizonyitds. Az éllitdst m szerinti indukcidval latjuk be. Ha m = 1, akkor H = K}, vagyis
Ty(2,2) = alt(H)2" = 2. Tegyiik fel, hogy H csticsainak szdma m > 1, és az allitds tetsz6-
leges legfeljebb m — 1 csicsu paros grafra igaz.

Ha H tartalmaz izol4lt csucsot, akkor vdlasszunk egyet ezek koziil, legyen ez v. Ekkor
T(2,2) =2 Ty (2,2) = 2-alt(H —v)2" ' = alt(H)2™.

Ha H-ban nincs izoldlt csucs, akkor a 2.3 és a 3.5 Lemmadakbol kovetkezik, hogy

fH(272) = % (Z fH—V(Z’z) + Z fH—v(272)>

VEA vEB

=— Zalt v)2" Zalt y)2"!

VGA m.cp
= alt(H)2" ! +alt(H)2" ! = alt(H)2™.
O

Eddig az alt(H) mennyiséget csak paros grafokra definidltuk. A kovetkez$ lemma segitségé-

vel konnyedén kiterjeszthetjiik a definiciét tetsz6leges grafokra.
9
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3.7. Lemma. Legyen H = (A,B,E) pdros grdf. Ekkor alt(H) megegyezika 0 < x; <1 (1 <i<
m), xi+x; < 1((i, j) € E) egyenldtlenségek dltal definidlt politdp térfogatdval.

Bizonyitds. Tegyiik fel, hogy AUB = [m]. Legyenek X, X5, ...,X,, figgetlen, azonos eloszldst
valdszintiségi véltozok, X; ~ U(0, 1) eloszlassal (i € [m]). Minden i € A esetén legyen Y; =
1 —X;. Ekkor ¥; ~ U(0, 1). Jelolje ¢ a B-beli izoldlt csiicsok szdmat. A 2.5 Lemma miatt

alt(H) =P (I(A) = |A|,I(B) = ¢)
=P(X;>X;jhai€A,jeB,(i,j) €E)
=P(Y;+X;<lhai€A,j€eB,(ij) €E)
=P (X;+X;<1hai€A,j€eB,(i,j) €EE)
=P(X;+X;<1ha(i,j) €E)
= Vol (0 <x; <1,xi+x; < lha(i,)) €E).
O

3.8. Definici6. TetszSleges G = (V,E) graf esetén legyen alt(G) =P (X;+X; < 1 ha (i, j) € E),
vagy ezzel ekvivalensen alt(G) = Vol (0 < x; < 1,x;4+x; < 1 ha (i,j) €E).

Az n cstcsi G gréfra definidlt {0 <x; <1 <n),x;+x; < 1ha (i, j) € E(G)} politép az angol
nyelvl irodalomban 2-weak vertex-packing polytope néven ismert. A kovetkezd eredményt
felhaszndlva a 3.6 Lemma allitasa tetsz6leges grafra dltaldnosithatd.

3.9. Lemma. [6] Ha G tetszdleges n csiicsu grdf, amely nem tartalmaz izoldlt csiicsot, akkor

n

1
It(G) = — 1t(G —v;).
a ( ) 2n lz] a ( vl)

A kovetkezGkben a célunk annak meghatdrozdsa, hogy alt(G) mely G grafokra veszi fel a
sz€ls6értékeit. Ennek vizsgdlatdhoz sziikségiink lesz a kovetkezd graftranszformaciéra a [3]
cikkbdl.

3.10. Definicié. Legyen P egy 1t a G grafban, amelyre teljesiil, hogy P minden bels6 pontjanak
a G-beli foka 2. Legyen u és v a P ut két végpontja, és jeloljiik z-vel v-nek a szomszédjat
P-n. A G graf KC-transzformdltjdt, amelyet KC(G,P,u,v)-vel jeloliink, dgy kapjuk G-bdl,
hogy minden {v,w}(w # z) élt lecseréliink az {u, w} élre. Vegyiik észre, hogy KC(G,P,u,v) és
KC(G,P,v,u) izomorf grafok.

3.11. Lemma. Tetszdleges G grdfra alt(KC(G,P,u,v)) > alt(G).

Bizonyitds. Legyen G’ az a graf, amelyet G-bSl P belsd pontjainak torlésével kapunk. Ha u és
v a G graf ugyanazon komponensébe esik, akkor legyen C egy olyan véagas, amely elvdlasztja
egymastdl u-t és v-t. (Kiilonben legyen C = 0.) Jelolje G, és G, a C-beli élek elhagyasa utdn

kapott grifnak az u-t, illetve a v-t tartalmaz6 komponenseit, értelemszertien. Jelolje tovabba
10



Beke Csongor, Csdji Gergely, Pituk Sdra A PERMUTACIOS TUTTE-POLINOM

[
[
Q@ ~
[ RS

2. dbra. Példa egy G gréfra, és annak a KC(G, P,u,v) KC-transzformaltjara. A P it lilaval van
jelolve az dbran.

ui,...u,, valamint vy,...v, a C vagdsban szerepl6 éleknek a G,-ba, illetve a G,-be es6 vég-
pontjait. Tegyiik fel, hogy V(G) = [m], és legyenek X1, X, ..., X, fiiggetlen, azonos eloszlésd
val6szindiségi véltozok, amelyekre X; ~ U (0,1) (i € [m]). Legyen

A(x,x) =P (X, +Xp <1ha(a,b) € E(G,)|Xy =x,Xy, =x;hal <i<n);
B(y,y) =P (Xa+Xp < 1 ha (a,b) € E(Gy)|X, =y, Xy; =yiha 1 <i<n);
F(x,y)=P(X,+X, <1ha(a,b) €c E(P)|Xy =x,X,=Y).

Tovabbd ha 1 < i < n, akkor legyen fi(x;,yi) = P (X, + Xy, < 1|Xy, = xi, Xy, = ¥i)-
Vildgos, hogy F'(x,y) = F(y,x), és minden 1 <i <nesetén fi(x;,y;) = fi(yi,xi). Az F'(x,y,z,z) _
F(x,y)IT7, fi(xi,yi) > 0 fiiggvényre

1 1 n
(@)= [ [ ] ABOF ) [T A dydxdvdx
x=0Jy=0Jx€[0,1]" Jy€[0,1]" i—1

1 1
= / / / / A(x,x)B(y,y)F' (x,y,x,y)dydxdydx.
x=0Jy=0Jx€[0,1]* Jye[0,1]" - - -

Masrészt
1 1 n
alt(G) = / / / / A(y,x)B(x,y)F (%) [ | fi(xi, i) dydxdydx
x=0Jy=0Jx€[0,1]* Jy€[0,1]" =1
1 1
= / / / / A(y,x)B(x,y)F'(x,y,x,y)dydxdydx.
x=0Jy=0Jx€[0,1]* Jye[0,1]" - - =
Hasonldan
alt(KC(G, P.x,))
1 1 n
= / / / / A(x,x)B(x,y)F (x,y) [ ] fi(xi,yi)dydxdydx
x=0Jy=0Jx€[0,1]" Jye[0,1]" i1
1 1
= / / / A(x,x)B(x,y)F'(x,y,x,y)dydxdydx,
x=0Jy=0Jx€[0,1]* Jy€[0,1]" - - =
és

alt(KC(G,P,x,y)) = alt(KC(G, P,y,x)))
11
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1 1 n
[ ABSBOYF ) [] i) dydsdyds
x=0Jy=0Jx€[0,1]" Jy€[0,1]" i=1

1 1
= / / / / A(y,x)B(y,y)F'(x,y,x,y)dydxdydx.
x=0Jy=0x€[0,1]* Jy€[0,1]" - - =

Vegyiik észre, hogy A(x,x) monoton csokken x-ben, B(y,y) pedig monoton csokken y-ban. Igy

2alt(KC(G, P,x,y)) — 2alt(G)
- //// (A(x,x)B(x,y) +A(1,x)B(y,y) —A(x,x)B(y,y) — A(y,)B(x,))
'F/(x>ya£az)dzd1_6dydx
N //// (A(x,x) = A(y,2)) (B(x,y) = B(y,y)) F'(x,y,x,y)dydxdydx > 0.

Ebbdl mar kovetkezik a lemma allitasa. 0
3.12. Lemma. (1) Legyen G olyan grdf, ami nem tit, és vannak levelei. Ekkor létezik olyan

G’ grdf, aminek szigoriian kevesebb levele van, mint G-nek, és alt(G') < alt(G).

(2) Legyen G egy n csicsi fa. Ekkor alt(G) > alt(P,).

(3) Legyen G egy 0Osszefiiggd grdf n csiccsal és n éllel. Ekkor alt(G) > alt(C,), ahol C,
jeloli az n csiicsu kort.

(4) Legyen G tetszdleges n csiicsii grdf. Ekkor alt(G) < alt(S,), ahol Sy, is jeloli az n csiicsi

csillagot.

Bizonyitds. Legyen G egy graf, és v tetszOleges levele G-nek. Legyen P a leghosszabb v-bdl
indulé ut G-ben, amire teljesiil, hogy P minden belsd pontja 2-fokd. Legyen u a P ut masik
végpontja. Ha G nem egy ut, akkor u foka legaldbb 3. Legyen w az u-nak egy olyan szom-
szédja, ami nincs rajta P-n. Legyen G’ az a graf, amelyet G-bdl az {u,w} élt tordlve, és a
{v,w} élt behizva kapunk. Ennek a G’ grifnak kevesebb levele van, mint G-nek, tovabba
G = KC(G',P,u,v), igy a 3.11 Lemmabdl kovetkezik az elsd pont éllitdsa.

Mivel minden fanak legaldbb két levele van, és egyenldség pontosan az utakra teljesiil, ha G
egy n cstcsu fa, akkor az els6 pont szerint alt(G) > alt(P,).

Ha G egy 0sszefiigg6 graf n csiccal és n éllel, akkor G-nek pontosan akkor nincs levele, ha
G = C,,. Tehit alt(G) > alt(C,) az elsd pont szerint.

Az Osszes n csucsu fa koziil az n csicsu csillagnak van a legtobb levele. Egy csillagtol kiilon-
b6z fabol néhdny KC-transzformacidt alkalmazva minden esetben el tudunk jutni a csillaghoz.
Ebbdl kovetkezik, hogy az sszes n cstcsu fa kozott alt(G) S,-re maximalis. A negyedik pont
beldtasahoz figyeljik meg, hogy alt(G) nem néhet, ha G-hez éleket adunk. Ez egyszeriien ab-
bol kovetkezik, hogy minden €l behizasaval eggyel tobb egyenldtlenség fogja meghatdrozni a
politépot, amelynek a térfogatat alt(G) méri. O

Ennek a szakasznak a lezardsaként bebizonyitunk még két eredményt a permutacios Tutte-

polinom egyiitthat6irol.
12
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3.13. Lemma. Legyen H = (A, B, E) fa m csiicson, és legyen Tu (x,y) = Yrs tk,gxkyg. Ekkor
tor +ti0 = 2t01 > 2",
és egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha H egy iit.

Bizonyitds. Figyeljiikk meg, hogy 1o | +11 o azon permutdciok szamaval egyezik meg, amelyekre
nézve pontosan 1 aktiv csiics van. Vildgos, hogy ha ba(w) = 1 és ka(m) = 0 valamely 7 per-
mutdciéra, akkor 77! (m) € A, n! (m—1) € B, és ez a két csics szomszédos egymadssal. Ha
ugy moédositjuk 7-t, hogy megcseréljiik az ehhez a két csicshoz rendelt értékeket, akkor az igy
kapott ' permutdcidra teljesiil, hogy ba(n’) = 0 és ka(n’) = 1. A w — 7’ bijekci6 létezése
bizonyitja, hogy 791 =11 .

Jarjunk el a kovetkezd médon. Az 1 értéktSl indulva minden 1épésben valasszuk ki H-nak egy
levelét, rendeljiik hozza a legkisebb értéket, amit még nem rendeltiink semelyik csticshoz, majd
toroljiik ezt a levelet a fabol. Az eljaras végén egy olyan permuticidjat kapjuk a csicsoknak,
amelyre csak egy aktiv csics van: az, amelyik az m értéket kapta. (Minden mds csticsnak volt
szomszédja a torlése elott, és az késdbb kapott szamot.) Amig H legaldbb két csticsbdl dll,
mindig legalabb két levél van benne. Ebbdl azt kapjuk, hogy legalabb 2! ilyen permutici6
van, vagyis fo; +t19 > 2"~ !. Egyenl&ség pontosan akkor teljesiil, ha mindig pontosan két levél
koziil véalaszthatunk az eljards sordn, ami pedig azzal ekvivalens, hogy H egy ut. Ha H ut, akkor
valéban minden 1 aktiv csicsot tartalmaz6 permuticié el6all a fenti mdédon, igy utakra tényleg

egyenldséget kapunk. U

3.14. Megjegyzés. Ha egy paros graf cstcsain adott egy olyan permutacié, amire nézve az aktiv
csucsok szama 1, akkor a grafhoz éleket adva ugyanez a permutacio szintén 1 aktiv csuccsal fog

rendelkezni. Ebbdl kovetkezik, hogy ha H tetszdleges paros graf, akkor is teljesiil, hogy
to1 +t10 = 2t1 > 2"

Az is latszik, hogy ha H-nak van olyan feszit6fdja, ami nem tt, akkor nem éllhat fenn egyen-
16ség. Ha H nem ut, de minden feszit6fdja ut, akkor H egy kor. Viszont ekkor H-ban rogzitve
egy feszit6fat, konnyen taldlhatunk olyan permutaciét, amire nézve H-ban 1 aktiv csics van, de
a feszitéfdban tobb. Igy egyenlGség az Gsszes paros graf kozott is csak az utakra teljesiil.

3.15. Lemma. Legyen H = (A, B, E) pdros grdf, amelyre |A| = a és |B| = b. Legyen Ty (x,y) =
Yo tk,gxkye. Ha H nem tartalmaz izoldlt csicsot, akkor

botag=Y ta1,;-
J

Bizonyitds. Ahhoz, hogy az allitast belassuk, megadunk egy b-értelmi hozzarendelést azon per-
muticiok halmazibol, amelyekre A minden csticsa aktiv, azon permutdcidok halmazaba, ame-
lyekre A-ban pontosan egy nem aktiv csics van. Ezalatt azt értjiik, hogy minden els6 tipusu
permuticidhoz pontosan » masodik tipusit rendeliink. Legyen 7 olyan permuticio, amelyre
nézve a beliil aktiv cstcs van, és legyen v € B. A T permutdciobol készithetiink egy 7’/ permu-

taciot, amire nézve pontosan egy A-beli csucs nem lesz aktiv, oly médon, hogy megcseréljiik a
13
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v-hez rendelt szamot a v szomszédaihoz rendelt szamok koziil a legkisebbel. Mivel ezt minden
v € B csuccsal megtehetjiik, és az igy kapott permutacidk mind kiilonbozdk lesznek, adddik,
hogy b-1,0 <} jta—1,j. Masrészt ha adott egy permutacio, amire nézve u az egyetlen nem aktiv
A-beli csucs, akkor tudjuk, hogy B aktiv cstcsai csak u szomszédai koziil keriilhetnek ki. Igy ha
megcseréljiik az u-hoz rendelt szdmot az u szomszédaihoz rendelt szimok koziil a legnagyob-
bal, akkor olyan permutdci6t kapunk, amire nézve minden A-beli cstics aktiv. Vagyis mindegyik
egy nem aktiv A-beli csticsot tartalmazé permutdciét megkapunk a fent definialt leképezésben.

Tehat valéban egyenl6ség 4ll fenn. U

4. A BRYLAWSKI-AZONOSSAGOK

Az [1] cikkben Brylawski linedris dsszefiiggéseket bizonyitott a Tutte-polinom egyiitthati-
ra, amely eredmény igen jelentdsnek bizonyult, és azéta szamos cikkben és konyvben idézték.
Brylawski eredeti bizonyitdsa viszonylag hosszu volt, €s erds eszkozoket hasznalt. Ebben a sza-
kaszban adunk egy rovidebb, egyszer(i bizonyitdst Brylawski eredeti tételére, valamint a per-
mutécids Tutte-polinomra vonatkoz6 analdg éllitdsra is. Ezen kiviil kiterjesztjiik a Brylawski-

azonossagokat arra az esetre, amikor 4 > m.

4.1. Tétel (A permutéciés Tutte-polinomra vonatkozé Brylawski-azonossagok). Legyen H pd-
ros grdf m csucson, és TH(x,y) =Yt jxiyj a H-nak a permutdcios Tutte-polinomja. Ekkor

tetszoleges h < m egész szdm esetén

3 (") o

i=0j=0
Tovibbd ha h =m+k, 0 < k € Z, akkor

Z Z ( ) )it = (—1)Palt(H) - (b_/:k)-

i=0 ;=0

Bizonyitds. Az éllitast m szerinti indukcidval bizonyitjuk. Ha H-nak egyetlen v cstcsa van, ak-
kor konnyen ellendrizhetd, hogy teljesiilnek a formuldk, akdr A-ban, akdr B-ben van v.

Tegyiik fel, hogy a legfeljebb m — 1 csucsu péros grafokra teljesiilnek a tételben szerepl6 azo-
nossagok, és vegyiink egy tetszdleges H paros grafot m csicson.

Elsoként tekintsiik azt az esetet, amikor 1€tezik v € A izolalt csucs. Ekkor tH =

yy (" ) =y 5 (") o

i=0j=0 J

SE (=g () e

i=1;=0
Ebbdl kovetkezik, hogy ha egy izolalt csicsot adunk A-hoz, akkor a baloldal értéke egy fix h-

il J, vagyis

ra megegyezik az eredeti graf esetén i1 — 1-re vett értékkel. Mivel a csicsszam is 1-el nd, igy
indukciéval azonnal kapjuk, hogy teljesiilnek az azonossagok.

Most tegyiik fel, hogy A nem tartalmaz izolalt csicsot. Jelolje ¢ > 0 a B-beli izolalt csicsok
14
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szamdat. Legyen S = {vy,vy,..., v/} ezen izoldlt csicsok halmaza. Ekkort lH] ‘E ésalt(H) =
alt(H — §), tehdtha h =m+ k, k > 0, akkor a 3.5 Lemmat is felhasznalva

LY ("o 8 (e

i=0j=0 i=0j=0

=—gzzz( Ve R (e

vieH—Si=0 j=0 vieH—-Si=0 j=0

1
(Z alt(H —v;)( b(b+k+ ) alt(H —v;)(—1)""! (b+k)>
V;EA k+1 v,eB—-S k+1

1 b+k+1 1 (b+k
:TE(Z alt(H—S-W)(—l)b( kil +v€B S H S—V,)( 1)b 1(k—|—1)>

m V;EA

I (01420)(0) - ()

Ha h <m — 2, akkor

T ET (et £E (e

:_1 Z 0=0.

m—{ vieH-S
Végezetiil ha h = m — 1, akkor azt kapjuk, hogy

Pt I W W Gl [

vieH—-Si=0 j=0

m—f

—1 —

= o (Z (—l)balt(H—v,') + Z (—1)b lalt(H—v,-)) = (alt(H) —alt(H)) = 0,
Vi€A v,EB—S

a 3.5 Lemma szerint, vagyis beldttuk a kivant allitast. ]

4.2. Tétel (Altalanositott Brylawski-azonossagok). Legyen G egy n csiicsi, m élii grdf, és legyen
To(x,y) = Y jti jxiyj a G-nek a Tutte-polinomja. Ekkor tetszbleges h > m egész szdm esetén

h—
ZZ ( ) tij: (_l)mn+c< Vl‘f’C)
i=0 j=0 h—m
és tetszoleges 0 < h < m egész szdm esetén
h h—i

>y ( ) 1)ty =0,

i=0j=0
A 4.2 tétel matroidokra is teljesiil, ezért megfogalmazzuk ezt az altaldnosabb verziét is.

4.3. Tétel (Altalanositott Brylawski-azonossdgok matroidokra). Legyen M matroid az S alap-

halmazon. Jelolje m az S méretét, és r az S rangjdt. Legyen Ty (x,y) =Y; jti jxiyj az M-nek a
15
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Tutte-polinomja. Ekkor tetszoleges h > m egész szam esetén
h h—i . h—r
)y Z Vi = (=" ),
i=0 j=0 m

és tetszoleges 0 < h < m egész szdm esetén

Zhlhzl< ) )1;;=0.

i=0j=0

A 4.3 Tétel rogton kovetkezik a 4.1 Tételbdl és a 2.6 Lemmébol, de adunk rd egy kozvetlen
bizonyitést is.

Bizonyitds. A tételt m szerinti indukcidval latjuk be. Ha m = 0, akkor » = 0, €s mindkét oldal
1-gyel egyenl6. Legyen m > 1. Ha M-nek nem csak hurok- illetve elvdagd elemei vannak,
akkor vegylink egy s nem hurok-, nem elvidgé elemet, és toroljiik s-et M-bol. Az igy kapott
Uj matroidnak is r lesz a rangja, mivel s nem elvdgo elem volt, €s igy volt M-nek egy s-et nem
tartalmazd bazisa, ami M — s-ben is bazis. Masrészt az s elem 0sszehtuzasaval keletkez6 matroid
rangja eggyel kisebb, mint M-¢ hiszen s nem hurokelem volt M-ben. A Tj;(x,y)-ra vonatkozd
ismert rekurzi6 (Ty (x,y) = Tyy—s(x,y) + Thy/s(x,y), ha s nem hurok, nem elvagé) szerint

ZZ( ) )'t;(M)

i=0j=0
h h—i h—i h h—i
= Z( . )( 112‘,] —s —|—ZZ( ) ]tl](M/S)
i=0j=0 \ J i=0 j=0

El6szor tekintsiik azt az esetet, amikor & > m. Ekkor persze h > m — 1, és az indukcids feltevé-

stink szerint a fenti kifejezés

e ) R el Gt R Gl G |

Ha h = m — 1, akkor azt kapjuk, hogy
h—r h—r+1
1 m—1—r 1 m—1—(r—1) —(—1 1=0.
(=1) (h—m+1)+( ) h—m+1 (=1)+

Végiil ha h < m — 2, akkor az indukci6s feltevés szerint

Y ¥ (") o =o

i=0j=0

¥ (") cvonss -

i=0j=0
gy ennek a két kifejezésnek az Gsszege is 0, és készen vagyunk. Most tegyiik fel, hogy S
minden eleme hurok- vagy elvagé elem. Jelolje k az elvagé elemek szamat, ¢ pedig a hurkokét.

Ekkor Ty (x,y) = xy!, valamint r = k. Ez azt jelenti, hogy #;; = 0, ha (i, j) # (k,£). Tehét ha
16
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()= (- ()

Vegyiik észre, hogy ez a kifejezés 0, ha h < m, és

(o)

ha h > m. Most mar csak a h < k eset van hatra. Ekkor

ff( ) 1y 01) =0

i=0j=0

k < h, akkor

de ha h < k, akkor h < m, tehat ez pont az, amit szerettiink volna. OJ

5. A MERINO-WELSH SEJTES KORNYEKE

Ebben a szakaszban a Merino-Welsh sejtéssel, és annak a permuticiés Tutte-polinomra vo-
natkoz6 analdg véltozatdval foglalkozunk, miszerint

TH(Zvo)TH(()?z) > TH(L 1)2

minden izolalt csicsot nem tartalmaz6é H paros grafra.

A kovetkezdkben sziikségiink lesz az FKG-egyenl6tlenség aldbbi véltozatéra [5].

5.1. Lemma (Fortuin, Kasteleyn, Ginibre [5]). Tegyiik fel, hogy 1 az egyenletes mérték [0,1]"-
en, és X,...,X; nemnegativ, monoton nové fiiggvények, azaz ha x; > x; (i=1,...,N), akkor

minden 1 < j <t indexre teljesiil, hogy
Xi(xt,. o yxn) > Xj(x],. .0, x).

Ekkor

5.2. Megjegyzés. Az FKG-egyenl6tlenség fenti alakja talan kevésbé ismert, ugyanis az egyen-
16tlenséget dltaldban véges, disztributiv halkra szokds kimondani. Azonban [0, 1] kozelithets
a {0, i M, I}N alakd véges, disztributiv hdlékkal, és igy az egyenlotlenség fenti specidlis
véltozata kovetkezik a szokdsos alakbol.

Ez a specidlis eset n szerinti indukcidval is beldthatd. A kiindul6 n = 1 eset pont a Csebisev-

egyenltlenség.
Az aldbbi lemma hasznos als6 korlatot ad Ty (x,y)-ra
5.3. Lemma. Legyen d; az i csiics fokszdma. Tegyiik fel, hogy 0 <x<1ésy>1,vagy0<y<1

és x > 1. Ekkor
—1 y—1
T (x,y) > < ) (1+ )
lIETA di+1 ]1;!; di+1

17
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Bizonyitds. Definidljunk egy véltlen sorrendet az alabbi médon. Minden i csticshoz védlasszunk
egy véltlen x; szdmot a [0, 1] intervallumbél egyenletesen. Az x; értékek megadnak egy rende-
z€st a csuicsokon. (Annak az esélye, hogy két csicshoz is ugyanazt a szamot valasztottuk, 0.) A
J € B csticsokra legyen y; = 1 —x;. Tovdbba i € A esetén legyen

x ha max ey, ;) (1 —y;) < xi,

Xi(xi,{yj}jeB) = {

1 ha max ey, ;) (1 —y;) > xi,
J € B esetén pedig legyen

y ha max; Axi < 1—y;,
Yi({xi}ica,yj) = { €Ny (j) M J

1 ha max;cy, ;X > 1 —yi.

J)
Ezekre teljesiil, hogy

1 X x—1
Ex)=(1- i
Xi ( d,~+1>+d,~+1 Ry

1 y y—1
ElY)|=(1- =1 :
i ( dj+1)+dj+1 +d,-+1

Vegyiik észre, hogy X; és Y; monoton novekvé fuggvények az {x;}ica és {y;};ep valtozékban,
hax>1¢és0<y<1,és monoton csokkendk, ha 0 <x <1ésy> 1. Tovibba

HXi'HYj] :

icA  jeB

TH('X?y) =E

Igy az FKG-egyenl6tlenség szerint

HX,..HYJ-] > [TEX]- [TEX] =] (1 + ;:j) 11 (1 i ;j:rll> '

icA  jeB icA jeB icA jeB

E

5.4. Tétel. Legyen G hurokélmentes, elvdgoél-mentes grdf. Ekkor
T5(3,0)T6(0,3) > T (1,1).
Bizonyitds. A 2.6 Lemma szerint

Tg(X,y) = Z TH[T](X,_)’),
Te7(G)

ahol az 0sszegzés G feszitdfdinak a .7 (G) halmazén torténik. Megmutatjuk, hogy tetszSleges
A € R esetén

(5.1) A2T5(3,0) 4+ T5(0,3) > 2AT5(1,1),

amibdl kovetkezik, hogy
TG(37O)TG(0a 3) > TG(17 1)2

Mivel (5.1) minden rogzitett A-ra egy lineéris egyenlStlenség, elég azt belatni, hogy

A2Ty(3,0)+ Ty (0,3) > 24Ty (1,1)
18
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fennéll minden H péros gréifra, ami ekvivalens azzal, hogy

Hasznaljuk fel, hogy Ty (1,1) = 1, és hogy az 5.3 Lemma szerint

TH(3,0)2H(1+diil) ‘H(l_djil)’

icA jeB
T(03)>||(1 ! )||<1+ 2 )
H\Y, el - : .

icA dit1l) jcp dj+1

2 |
R N UL B
(+d+1)( d+1)—

Az (1+2¢)(1 —¢€) > 1 egyenl6tlenség ekvivalens azzal, hogy € > 2€e2 azaz € < % Ez pedig

Igy elég azt beldtni, hogy

teljestil, mert d, > 1 minden v € V(H) cstcsra. O

Nagyon hasonl6 gondolatmenettel adddik az alabbi tétel is, mely a permutécids Tutte-polinomra
vonatkoz6 Merino-Welsch sejtés egy specidlis esete.

5.5. Tétel. Ha H d-reguldris pdros grdf, akkor
min(T(2,0),75(0,2)) > Ty (1,1) = 1,
amibol

T1(2,0)T1(0,2) > T (1,1)2.

Bizonyitds. Ha H reguldris, akkor tartalmaz egy M = {(u1,v1), (uz2,v2),...(un,vy)} teljes paro-
sitast. Ekkor az 5.3 Lemma bizonyitdsdban definidlt valtozokra azt kapjuk, hogy

[1x HY,-] > IEIE[XMI.YW] .
i=1

icA  jeB

fH(xay) =E

Figyeljiik meg, hogy abban az esetben, ha x =0 és y =2, vagy ha x = 2 és y = 0, mivel minden
fokszdm d, az adddik, hogy
—1 1
EXY]|=1+—F+—>"=1.
Kbl =1 T T

Vagyis Ty(0,2) > 1 és Ty (2,0) > 1. O

5.6. Lemma. Ha a H = (A, B, E) pdros grdf nem tartalmaz izoldlt csiicsot, akkor
2a
+b

(“a")
2b

(“2")

b
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Bizonyitds. Tudjuk, hogy alt(H) > —1, mivel ha az 1,2,...,a szamokat rendeljiik az A-beli

csucsokhoz, a maradékot pedig a B-beliekhez — tetszdleges sorrendben —, akkor B minden csu-
csa aktiv lesz, de A egyik csticsa sem lesz aktiv. Tehat

~ 2a
Tu(2,0) > 2%, 0 =2"alt(H) > —F
(“2))
és hasonldan
~ 2[9
Tu(0,2) > 2°1y,, = 2Palt(H) > iy
a

O

5.7. Kovetkezmény. Ha a H = (A, B, E) pdros grdf nem tartalmaz izoldlt csiicsot, akkor Tg;(2,0)
Tu(1,1), ha “b < 1.29, é5s T4(0,2) > Ty (1,1), ha £ < 1.29.

6. OSSZEFOGLALAS, NYITOTT KERDESEK

A dolgozatunkban bevezettiink egy paros grafokra definidlt grafpolinomot, a permutécids
Tutte-polinomot. Tanulmédnyoztuk ennek az dj polinomnak a tulajdonsédgait, valamint kapcso-
latat az eredeti Tutte-polinommal. Megmutattuk, hogy sok szempontbdl hasonléan viselkedik,

>

mint a Tutte-polinom, példaul ennek az egyiitthatdi is eleget tesznek a Brylawski-azonossdgoknak.

Masrészrdl viszont meglepd tulajdonsagokkal is rendelkezik, és 4j perspektivat adhat a Tutte-
polinom vizsgalatdban. Példaul teljesiil rd egy sz€p €s konnyen érthetd rekurzids formula. Azt is
lattuk, hogy a permutdcios Tutte-polinom hasznos eszkdznek bizonyulhat a hires Merino-Welsh
sejtés tanulmanyozdsaban. Bar a megfeleld er6sebb sejtést csak bizonyos pdros grafokra tudtuk
bebizonyitani, ez a kutatési irdny még tartogathat 1j eredményeket. Lattuk azt is, hogy egy graf
permutécids Tutte-polinomja bizonyos graftulajdonsagokat is elkddol, ilyen szempontbdl is ér-
demesnek latszik tovdbb vizsgdlni ezt a polinomot. Ezen kiviil a csoportelmélti vonatkozasok
is érdekesek lehetnek.
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