Dolgozatunkban a Tutte-polinom [3] vizsgélatat tliztiik ki célul, melynek definicidja a kovet-

kezd:

0.1. Definicié. Legyen G = (V,E) egy n csucsi, m éld graf. A G Tutte-polinomja

To(x,y) = Y (x— DFAKE) ( _ pyka)+ial-n,
ACE

ahol k(A) jeloli a (V,A) graf 6sszefiiggdségi komponenseinek szamat.
Minden H péros grafhoz definidltunk egy Ty (x,y) kétvéltozés polinomot:

0.2. Definicio. Legyen H = (A, B, E) péros graf. Tegyiik fel, hogy V(H) = [m]. A w: [m] — [m]

permuticiora nézve az i € A csucsot beliil aktivnak nevezziik, ha

(i) > max 7(j).
() > max ()

Hasonl6an egy j € B csticsot kiviil aktivnak hivunk, ha

(j) > max 7m(i).
(J) max, (i)

Jelolje ba(m) és ka(m) a belill, illetve kiviil akt{v csticsok szamat. Legyen

~ 1
Tu(x,y) = — Y byl
' nESm
a H péaros graf permutdcios Tutte-polinomja.

Ennek az 1) polinomnak a tulajdonsagait vizsgdltuk, €s ennek segitségével bizonyitottunk az
eredeti Tutte-polinomra vonatkoz6 eredményeket.

Az 4j polinomra vonatkoz6 eredményeink a kovetkezok:
0.3. Lemma. Ha H elddll Hy és H, diszjunkt uniojaként, akkor
Tri (x,y) = T, (%) Ty (%, ).
Specidlisan ha v € A izoldlt csics, akkor
T (x,y) = xTr—y(x,y).
Hasonloan ha v € B izoldlt csics, akkor
T (x,y) = YT (x,y).

0.4. Lemma. Ha H = (A,B,E) pdros grdf, akkor legyen H' = (B,A,E) az a grdf, amit ugy
kapunk, hogy megcseréljiik H két szinosztdlydt. Ekkor

TH(X,y) = TH’(yvx)'
0.5. Lemma. Ha H nem tartalmaz izoldlt csiicsot, akkor

~ 1 _
Ta(xy)=—= Y Tuv(x,y).
veV (H)
1



2

0.6. Lemma. Legyen Ty (x,y) =X jti ix'y/. Ha H sszefiiggd, és tij > 0 valamely i, j indexekre,
akkor ty y > 0 minden i’ < i,j < j, (i, j') # (0,0) esetén.

0.7. Lemma. Legyen v(H) = m, és legyenek X1,Xo, ... X, fiiggetlen, azonos eloszldsii valdszi-
niiségi valtozok X; ~ U(0,1) eloszldssal. Legyen I(A) = |{v € A|X, > X,¥W € Nyg(v)}
mint I(B) = |{v € B|X, > X,V € Ny(v)}|. Ekkor

, vala-

P(1(A) = i,1(B) = j) = t;(H)
Az eredeti Tutte-polinommal val6é kapcsolatot az alabbi Osszefiiggés adja:

0.8. Lemma. A G grdf tetszdleges T feszitdfdjdra legyen H|T| az a pdros grdf, amelynek egyik
szinosztdlydban szereplo csiicsok a T élei, a mdsikban szerepld csiicsok pedig azok az élek,
amelyek nem szerepelnek T-ben. Az e feszitofaélnek és az f nem feszitofaélnek megfeleld csu-
csokat pontosan akkor kossiik ossze éllel H|T|-ben, ha f szerepel a T és e dltal meghatdrozott

vdagdsban. Ekkor

TG(xay) = Z fH[T](‘xvy%
Te7(G)

ahol az dsszegzés G feszitdfdinak a 7 (G) halmazdra torténik.
A permuticids Tutte-polinom egyiitthat6irél az aldbbi eredményeket lattuk be:

0.9. Lemma. Legyen H = (A, B, E) izoldlt csiicsot nem tartalmazdé pdros grdf. Legyen |A| = a,
|B| = b és Tu(x,y) = Lt;jx'y/. Ekkor tyo = top

0.10. Lemma. Legyen H = (A, B, E) pdros grdf. Legyen |A| = a, |B| = b és Ty (x,y) = Yt jxyl.

Ha A-ban r, B-ben pedig ¢ izoldlt csiics van, akkor

ta,[ = tr,b-

0.11. Definicié. Legyen H = (A, B, E) péros graf. Legyen |A| = a és |B| = b. Jelolje r az A-beli,

¢ pedig a B-beli izolalt csticsok szamat. Legyen
alt(H) =t,0 = trp.
0.12. Lemma. Tetszdleges H = (A, B, E) pdros grdfra, amelynek nincs B-ben izoldlt csiicsa,

1
alt(H) = — Z alt(H —v).
m vEA
Hasonléan ha H-nak nincs A-beli izoldlt csiicsa, akkor
1
alt(H) = — ) alt(H —v).
m vEB

0.13. Lemma. Ha H = (A, B, E) pdros grdf m csiicson, akkor
Ty(2,2) = alt(H)2"™.

0.14. Lemma. Legyen H = (A,B,E) pdros grdf. Ekkor alt(H) megegyezik a 0 < x; <1 (1 <
i <m), xi+x;j <1((i,]) € E) egyenlétlenségek dltal definidlt politdp térfogatdval.



A kovetkezd definicié a [2] cikkbdl szarmazik.

0.15. Definicié. Legyen P egy ut a G grafban, amelyre teljesiil, hogy P minden bels pontjanak
a G-beli foka 2. Legyen u és v a P ut két végpontja, és jeloljiik z-vel v-nek a szomszédjat
P-n. A G graf KC-transzformdltjdt, amelyet KC(G,P,u,v)-vel jeloliink, dgy kapjuk G-bdl,
hogy minden {v,w}(w # z) élt lecseréliink az {u, w} élre. Vegyiik észre, hogy KC(G,P,u,v) és
KC(G,P,v,u) izomorf grafok.

Bebizonyitottuk, hogy erre a transzforméciora teljesiil az aldbbi egyenl6tlenség:
0.16. Lemma. Tetszdleges G grdfra alt(KC(G,P,u,v)) > alt(G).

0.17. Kovetkezmény. (1) Legyen G olyan grdf, ami nem tit, és vannak levelei. Ekkor létezik
olyan G' grdf, aminek szigoriian kevesebb levele van, mint G-nek, és alt(G') < alt(G).
(2) Legyen G egy n csicsi fa. Ekkor alt(G) > alt(P,).
(3) Legyen G egy 0Osszefiiggd grdf n csiccsal és n éllel. Ekkor alt(G) > alt(C,), ahol C,
jeloli az n csiicsu kort.
(4) Legyen G tetszdleges n csiicsi grdf. Ekkor alt(G) < alt(S,), ahol S, is jeléli az n csiicsi

csillagot.
0.18. Lemma. Legyen H = (A, B, E) fa m csiicson, és legyen fH(x, y) = Zk’gtijkyg. Ekkor
to1 +t1o = 211 > 2",
és egyenldség pontosan akkor dll fenn, ha H egy iit.

0.19. Lemma. Legyen H = (A, B, E) pdros grdf, amelyre |A| = a és |B| = b. Legyen Ty (x,y) =

Y tk,gxkyg. Ha H nem tartalmaz izoldlt csiicsot, akkor

b'ta,O = Ztaij-
J

Az [1] cikkben Brylawski linedris 6sszefiiggéseket bizonyitott a Tutte-polinom egyiitthatdira.

A Brylawski-azonossagok szerint ha
Tg(x,y) = Ztijxiyj7
i,J

akkor 191 = t19, ha G-nek legaldbb egy éle van, o9 —#11 + #92 = t10, ha G-nek legalabb két éle
van, és altalanosan
h h—i h—i )
£ ¥ (") em-o
i=0j=0 \ J
ha G-nek legaldbb h éle van. A dolgozatban adtunk egy rdvidebb, egyszerl bizonyitast Bry-
lawski eredeti tételére, valamint a permutdcids Tutte-polinomra vonatkozé analdg éllitasra is.

Ezen kiviil kiterjesztjiik a Brylawski-azonossagokat arra az esetre, amikor & > m:

0.20. Tétel (A permutécids Tutte-polinomra vonatkozé Brylawski-azonossagok). Legyen H pd-

ros grdf m csiicson, és Ty (x,y) =X jti jxiyj a H-nak a permutdcios Tutte-polinomja. Ekkor
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tetszoleges h < m egész szdm esetén
h h—
33 ( ) ity =0,
i=0j=0
Tovdabbd ha h =m+k, 0 < k € Z, akkor

() (1)

i=0j=0

0.21. Tétel (Altaldnositott Brylawski-azonossagok). Legyen G egy n csiicsi, m élii grdf. és
legyen Tg(x,y) = Yijti jxiyj a G-nek a Tutte-polinomja. Ekkor tetszoleges h > m egész szam

Z Z ( ) )ti; = (—1)""te (h;fzc)

i=0j=0
és tetszoleges 0 < h < m egész szdm esetén

i}IZj( ) 1)t = 0.

i=0j=0

esetén

A 0.21 tétel matroidokra is teljesiil, ezért megfogalmazzuk ezt az dltalanosabb verziot is.

0.22. Tétel (Altalanositott Brylawski-azonossagok matroidokra). Legyen M matroid az S alap-
halmazon. Jelolje m az S méretét, és r az S rangjdt. Legyen Ty (x,y) =Y; iti jxiyj az M-nek a

Tutte-polinomja. Ekkor tetszoleges h > m egész szam esetén

Y ¥ (" evm= e (20,

i=0j=0

és tetszbleges 0 < h < m egész szam esetén

ihi( ) ~Dltj=0.

i=0j=0
A masik hires probléma, amit vizsgaltunk, a Merino-Welsh sejtés. Merino és Welsh azt
sejtette, hogy ha a G graf nem tartalmaz sem hurokélt, sem elvagé €lt, akkor
max(75(2,0),75(0,2)) > Tg(1,1).
Késébb Conde és Merino megfogalmaztak a sejtés egy erdsebb valtozatat is, miszerint
T6(2,0) +T5(0,2) = 2T6(1, 1),

valamint
TG(27O)TG(0a2> > TG(17 1)2

Megfogalmaztuk az analdg sejtést Ty (x, y)-ra:

Tu(2,0)Tu(0,2) > Tu(1,1)> = 1
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minden izolélt csicsot nem tartalmazé H péros grafra. Megmutattuk, hogy regularis péros

grafok permutécids Tutte-polinomjaira igaz a sejtés, valamint belatjuk, hogy
TH(370)TH(073) > TH(L 1)2

fennéll minden izol4lt csticsot nem tartalmazé H paros grafra. Ezzel egy Uj bizonyitést nyeriink

az ismert Jackson-egyenldtlenségre, miszerint
TG<370)TG<07 3) > TG(17 1)2

fennall minden olyan G grafra, amelyben nincsenek sem hurokélek, sem elvagé élek.

Ezekhez az eredményekhez segitségiinkre volt az aldbbi lemma:

0.23. Lemma. Legyen d; az i csiics fokszdma. Tegyiik fel, hogy0 <x<1ésy>1,vagy0<y<1

és x > 1. Ekkor
~ x—1 y—1
TH(x,y)2||(1+ )||(1+ )
icA di+1/ jeg dj+1

Viszont az aldbbi egyenlStlenségeket sikeriilt megmutatni a dolgozatban:

0.24. Lemma. Ha a H = (A, B, E) pdros grdf nem tartalmaz izoldlt csiicsot, akkor

~ 24
TH(Z,O) Z (a+b)
a

~ b
Ty (O, 2) >

= (atby"

(“a")
0.25. Kovetkezmény. Ha a H = (A,B,E) pdros grdf nem tartalmaz izoldlt csiicsot, akkor
Tu(2,0) > Tu(1,1), ha “t2 < 1.29, é5s T(0,2) > Ty (1,1), ha £ < 1.29.

)
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