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Kivonat

Dolgozatunkban véletlen Markov-lancok konvergenciasebességével, illetve sajatértékeivel
foglalkozunk. Célunk az n pontd korgrafon torténd véletlen bolyongasnak, mint Markov-
lancnak, a konvergenciasebességének gyorsitasa a graf a modositasaval. FErre Gerencsér és
Hendrickx adtak egy véletlenitett konstrukciot, melynek a vizsgalatat folytattuk. Bebizonyi-
tottuk, hogy n-et novelve a konstrukcié sajatértékeinek abszolutértéke egyenletesen 1-hez tart
aszimptotikusan 1 valészintiséggel, melyekrdl ismert, hogy legfeljebb 1 abszolatértékt komplex
szamok. Tovabba belattuk a gyokok argumentumainak aszimptotikusan egyenletes eloszlését

is.

1. Bevezetés

Dolgozatunkban azt vizsgaljuk, hogyan lehet felgyorsitani egy korgrafon vald bolyongas konver-
gencidjat a graf kis modositasaval. Legyen C), az n pontu kérén levs szimmetrikus Markov-lanc,
mely keverési sebessége min{1 — |A|| A # 1 a Markov-lanc egy sajatértéke} (lasd az [1.3|definiciot).
Utobbi azt méri, milyen gyorsan kozeliti meg a Markov-lanc a stacionérius eloszlasat. A C,, ese-
tén ez az érték O(-5). A témakorben az egyik elss eredmeény [I, Diaconis, Holmes és Neal|-hez
kothets: megmutattak, hogy egy n hossza tuton levs szimmetrikus bolyongéson a visszafordulas
korlatozéasaval a konvergencia-sebesség nd, ezzel tovabbi irdnyokat felvetve: hogyan és miért segiti
a visszaforditas korlatozasa a keveredést a Markov-lancon. 2019-ben [2] Gerencsér és Hendrickx|
megadtak egy konstrukciot, mellyel a korgrafon valé bolyongast gyorsitottak: néhéany élet leto-
roltek, néhany djat berajzoltak, és az eredetiket egyiranyuva tették. Ezzel az Gtletel n-et k egy
polinomjaként megadva tetszéleges v > 4 esetén () (W)—ra tudtak gyorsitani. Vettiik ezt
a konstrukciot, és megprobéltuk megérteni, hogyan miikodik, milyen a sajatértékeinek az eloszlé-

sa. Dolgozatunkban [2] jeloléseit fogjuk kovetni, és folytatjuk az abban megkezdett munkat a két



1. abra. Egy 5 hosszi iv a kdérnyezetével

ott definialt Markov-lanc (1.1} definiciok), illetve a hozzajuk tartozoé ¢(z) Laurent-polinomok
vizsgalataval ((I) egyenlet).

1.1. Definicié. Legyen B, (k) véletlen grafok kovetkezd eloszlasa. Vegyiink egy irdnyitott n csticst
korgrafot és ennek k élét egyenletesen valasztva (az Osszes él-kas koziil). A kivalaszott éleket
toroljiik. A megmarad6 k iv rendre Ly, Lo, ..., Ly pontbol all (ezek koziil néhany lehet 1 is). Majd

minden {v végpontjabol az Gsszes iv kezdGpontjaba rajzoljunk be egy élet 1/k stllyal.

1.2. Definicié. Definialjuk a B(L, k) grafeloszlast a kovetkezd modon. Legyenek Lq, Lo, ..., Ly
fliggetlen geometriai eloszlast valoszintiségi valtozok L varhato értékkel. Vegylink k diszjunkt

Ly, Lo,... L hosszu ivet, és kossiik Ossze az Osszes végpontjat az Osszes kezdGpontjaval 1/k sullyal.

Az elsé modell természetesebb, de nehezebb vele szamolni. Igy a masodikat fogjuk vizsgalni, és
megmutatjuk, mi a ketté kozt a kapcsolat: amit elsére gondolnank, az igaz is. L = n/k esetén
ha vesszitk B(L, k)-t azzal a feltétellel, hogy Zle L; = n, majdnem B, (k)-t kapjuk. Pontosab-
ban: vegyiink egy grafot B(L, k)-bol, illetve egy pontot egyenletesen C.,-bsl. Kezdjik el a graf
épitését ebbdl: vegyilink egy Li, Lo, stb. hossza ivet, és a sziikséges moddositasokat végezziik el a

végpontokon. Ekkor amit kapunk, az pontosan By, (k) (lasd [2, Proposition 13]).

1.3. Definici6é. Egy P attérési matrixa Markov-lanc \ keverési sebessége legyen
A =min{l — |p| : p # 1 a P matrix sajatértéke}.

Ki szeretnénk szamolni, vagy legalabb megbecsiilni a keverési sebességet. Ehhez a kovetkezd fiigg-

vény lesz segitségiinkre:
a(z) =320 1)
Az alabbi tétellel tudjuk ¢-t a sajatértékekkel 6sszekotni:

1.4. Tétel (Gerencsér, Hendrickx [2]). Nézziink egy pure drift Markov-ldncot eqy B(L, k)-bdl vald
véletlen grdfon. Ekkor 0 # u € C pontosan akkor sajdtértéke a P dttérési mdtriznak, ha q(u) = k.
O



A tétel kovetkezményeként egy B(L, k)-bol vagy B, (k)-bol valo grafa pure drift Markov-lanc

X keverési sebességét a kovetkez6 moddon karakterizalhatjuk:

1.5. Kévetkezmény. Legyen p a q(z) = k egyenlet 1-t6l kiilonbozé gyokei kézil a legnagyobb
abszolit értékd. Ekkor A =1 — |ul. O

Innentdl kezdve a q(z) = k egyenletet fogjuk vizsgalni az el6bb definialt Markov-lancok keverési

sebességének becsléséhez.

2. Technikai lemmak

A a, ~ by, jelolést akkor fogjuk hasznalni, ha lim,,_, o a, /b, = 1. Ebben a fejezetben Ly, Lo, ..., Lg

pozitiv értékd i.i.d. valbszintiségi valtozok p = % paramétert geometriai eloszlasbol. A dolgozat

soran k, illetve n a végtelenbe fog tartani ugy, hogy A > }giz > 2+ ¢ valamely A, e > 0-ra. Most

bebizonyitunk néhany technikai lemmat, melyre késGbb sziikség lesz.

2.1. Lemma. A fenti feltevésekkel élve
k
P (Z L= n> >
1

Bizonyitds. Lasd |2 Lemma 15]. O

S|

2.2. Lemma. Az L vektor eloszldsa a ), L; = n feltétel mellett az egyenletes eloszlds az Osszes

lehetséges szdm-kason.
Bizonyitds. P(Ly = ly,..., L, = l) = p*(1 — p)=Ei=1) = pF(1 — p)»—F, O
2.3. Lemma. Tetszbleges C > 1 ésp > 2 esetén

P (max L; > Cplogk) = O(k'=©).
Bizonyitds. Lasd |2} Lemma 7]. O
2.4. Lemma. Legyen C > A+ 1. Ekkor

P (InaxLi < CLlogk | ZLi = n) — 1.

Bizonyitds. A lemma szerint

P (max L; > CLlogk) = O(k'~°).
A feltétel valoszintisége a lemma szerint legaldbb %, igy

P (maxLi > CLlogk | L; = n) —n-O(kC),

ami 0-hoz tart, amint n, k — oco. O



2.5. Lemma. Legyen ay,b, két pozitiv egészekbdl dllo sorozat, melyek végtelenhez tartanak, illetve

b2 = o(ay). Ekkor
an, aln
by by!”

(an —bp+1)---a,
b

an"

Bizonyitds. Elegend6 megmutatni, hogy

—1

vagy azt, hogy a logaritmusa 0-hoz tart.

—-b 1)---ay, b, —1 b, —2
O>log<(a" "j ) a):log(l— n >+log(1— n )+...+1og<1—0>2
an” an Qg A,

— (Qb”a; 1) - <2b”a;2> - (2(31) = —W =o(1)

kihasznélva, hogy Je > 0 tigy, hogy amint 0 < z < &, akkor —2z < log(1 — z). O

3. Als6 becslések a gyokokre

Ebben a fejezetben belatunk néhany egyenlStlenséget a gyokokre vonatkozoan.

3.1. Tétel. Legyen C' > a+1 tetszdleges konstans, ahol o > }ggz Ekkor aszimptotikusan majdnem

biztosan (a.m.b.)

1k
>1— ==
ol = Cn

teljesiil az[I-Z-ben definidlt Markov-ldnc Ao mdsodik legnagyobb sajdtértékére.

Bizonyitds. Az[1.4] tételben belattak, hogy a nem nulla sajatértékek pontosan a
i

egyenlet megoldasai. Felszorozva z"1-vel polinomma tessziik a kifejezést (L* := max; L;). Tehat a
Viete-formuldk szerint [As| > (£) %11,
A lemma szerint P(L} < C%logk) — 1 ha C > a+ 1, igy aszimptotikusan feltehetjiik hogy Lj

legfeljebb C'% log k, ebbdl pedig [Ao| > ((3)Y/(E17D) > (§)1/(Cileh) —exp(—E)>1- L O

Ez az egyenl6tlenség csak a masodik legnagyobb sajatértékre teljesiil, azonban allithatunk valamit

az Osszesrdl egylitt is.

3.2. Tétel. Legyen o > 3, n > k% és tartson n,k — oo egyszerre. Ekkor tetszdleges ¢ € (0,1)-re

a Markov-lanc nem nulla sajdtértékei legaldbb ¢ abszolutértékiek a.m.b.

Ehelyett egy er6sebb, kvantitaiv verziot fogunk megmutatni:
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2. abra. A masodik legnagyobb sajatértékek elhelyezkedése kiilonb6zs n és k értékekre az i koriil.

A paraméterek novelésével a szamok egyre kozelebb kertilnek az egységkorhoz, a paramétereket

n.k formatumban jelenitettiik meg.

3.3. Tétel. Legyen n > k? ésl = o(n). Ekkor igaz a

P(3z:q9(z) =k |,z|l<1 <21k—3
PO =5 -3) " " n

egyenldtlenség.

A tétel bizonyitasa némi eldkészitést igényel.

3.4. Lemma. Ha i # j esetén |L; — L;| > 1, illetve 0 < |2 < 1, |2|' < 3 teljesiil, akkor z nem

lehet megolddsa a

egyenletnek.

Az eddigi jelolést kiterjesztve a tovabbiakban legyen L} az L; sorozat csokkend sorrendben.

Bizonyitds.

DI

Ahol felhasznaltuk, hogy |z|F1 < [z < (|2|")* < (%)k < g

ot

* * " " 1 "
D P R D 1 I 1 I A P L Ly P (GOl I g|z*L1| > k.

O



Egyszertien szolva tehat a z—

1 tag dominans és legalabb k nagységrendd. Ez adja a bizonyi-
tas otletét. Az alabbi allitasban latni fogjuk, hogy magas valoszintiséggel az L;-k tavol lesznek

egymastol, kovetkezésképp ha |z| kicsi, akkor z nem lehet megoldas, ezzel belatva atételt.

3.5. Allitas. Legyen 1 < a,b <k ésl=o(n). Ekkor kelléen nagy k esetén

k k-1
P(|La—Ly| <1 Li=n]| <2l -

n—
i=1

Bizonyitds. Az L;-k szimmetridja miatt elegends az a = 1, b = 2 esetre szoritkoznunk. A [2.2]

lemma szerint az (L | > L; = n) feltételes eloszlas egyenletes. Egy m-et lerogzitve latjuk, hogy

k k k
PO, . Li=m)P(L1+ Ly =n—
P(ZLz:mZLi:”): s m2(1+ 2=nom)
i=3 i=1 P> iz Li = n)
Ha Zf:?) L; =m akkor L1 + Ly = n—m, tehat n —m — 1 darab (L1, L) part kaphatunk, koziiliik
l-re teljesiil az |L; — Lo| < [ feltétel. Eszerint annak a valoszintisége hogy L; és Lo legfeljebb I

tavolsagra vannak egymastol min{1, ﬁ} Ezeket felhasznalva adddik, hogy

k n—2 k — — oy
BL - Lol <Y Li=m= Y min{l, Pkt L S )
i=1 m=k—2 n-—m-—1 PQoimy Li =n)
"f . ! (PP 2 (L = pym k2 (P p2 (1 — pyn 2
= min{1, } T p =
e n—m-—1 (hZ)pF(L—p)n-
1 " (m - 1) 12 m—1
= Ty (n—m—l)'< >:
(k—%) m§—2 k=3 (k—}) mg—l k—3
("%5) -G 6o - (D) (D)

=1 + <1

) (20 (o)

Az utols6 egyenlStlenséghez vegyiik észre, hogy
-1 .
n—1 n—1 n—I1l+1 n—1 n—1
_(1_1)(k—2>+<k—1>_< k-1 >__(l_1)<k—2)+;<k—2>
L (n—i n—1
< — <0.
> ((122)- () =0

Folytatva az egyenl6tlenségeket:

(n—l—k+2) (n—l—k+2)*—2
U ke ) "—2)!
(i-1) S

(E—1)1

k—2
:l.k_1.<1_l+k_1) Nl.k_l.e—W<[.k_l
n—

n—1 n—1 n—1

Az els6 becsléshez a lemmat hasznaljuk, a masodikhoz a feltevést, hogy I = o(n). O



A[3.3 tétel bizonyitdsa. Mint az imént lattuk, annak a feltételes valoszintsége, hogy barmely
két L; kézelebb van l-nél egymashoz legfeljebb 2015=L ezért P(3i,j: |L; — L;| <1| Y. L; =n) <
(g) 21 % teljestil egy szokasos Gsszeg-becsléses érvelés szerint. lemma szerint kapjuk az al-

1/

litott eredményt, hiszen csak akkor lehetnek (%) : vagy nagyobb abszolatértékid gyokok ha két

hatvanykitevs kozel van. O

Osszevetve az es tétellel latjuk, hogy a Markov-lanc sajatértékei a.m.b. egy korgytrtiben he-
lyezkednek el.

4. A karakterisztikus polinom és ¢ kapcsolata

Ebben a fejezetben bebizonyitjuk a kivetkezs tételt az —ben definialt ¢(z) és a pure drift Markov-

lanc attérési matrixanak (ezt A-val jeloljiik) karakterisztikus polinomja p(z) kozott.

4.1. Tétel. A q(\) = k egyenlet megolddsai multiplicitdssal megegyeznek a p(\) = 0 egyenlet

nemnulla gydkeivel.
4.2. Lemma. Minden \ # 0 sajdtértéknek A-ban 1 a geometriai multiplicitdsa.

Bizonyitds. Egy sajatvektor minden él-kezd6pontnak megfelel§ indexben egyenls koordinatéval
rendelkezik. Ezt az értéket normalizdlhatjuk 1-é, most mar a sajatvektort egyértelmiien meghata-
rozza a sajatértéke. Tehat az . iven a sajatvektorban sorra 1, A71,..., A~ Litl et latunk és pont

ezt akartuk. O

Kovetkezményként latjuk, hogy minden sajatértékhez pontosan egy Jordan-blokk tartozik az A

matrix normalalakjaban. Most mar belathatjuk a[41] tételt.

[ [ ) [ )

1 AL A2
0 —2\72 —2x73
0

3. abra. A vy, vy, v3 elsd harom koordinataja egy iven.

A1) tétel bizonyitdsa. Tudjuk, hogy A\ # 0 sajatérték pontosan akkor, ha g(\) = k. Most
tegyiik fel, hogy A algebrai multiplicitdsa legaldbb m — 1 és vq,...,v,,—1 a Jordan-blokkjahoz

tartozo bazis egy része. Itt v1 koordinatéai (1, A1, ...) minden fven, tovabbd v; = Lv;_1/(i—1) =
i—1

#vl /(i — 1)! teljesiil. Egyszertien latszik ebbdl, hogy v, koordinatidja egy iv t. pontjaban



(mf_tl))\*t’m“. Allitjuk, hogy A multiplicitasa p-ben legalabb m pontosan akkor, ha g-ban is. Ez

pontosan akkor all fonn, ha létezik egy v,,, melyre
Avy, = AUy, + U1 (2)

teljestil, hiszen ez kiegészitené a Jordan-blokk bazisat. Az egyik iranyhoz tegyiik fel, hogy létezik v,,
ami teljesiti (2)-t. Ismét latjuk, hogy v,,-nek is minden iv-kezd6pontban ugyanaz a koordinataja,
hiszen a szerint

Avm — Um-—1

Un = (3)

és a jobboldalon mindkét tag ilyen. v,,_1 indukcio szerint, Av,,-ben pedig az Gsszes végpont atlaga
szerepel az {v-kezdSpontokon: jeldljiik ezeket a csticsokat a;-vel. Mivel v; € ker(A—\I), eltolhatjuk
vm-et, hogy az a;-kben nulla legyen. Az A attérési matrix csupan eltolja a koordinatakat minden

iven eggyel, tehat szerint latjuk, hogy a t. és a t + 1. cstcsdban egy ivnek
(Um)t _ ( —t )/\—t—m+2

m—2

(U7rz)t+1 = b\

teljestil. Indukciobol latjuk, hogy v, valoban teljesiti a rekurziét, mellyel megadtuk a vy, ..., v;y,—1
vektorokat. Az azonossaghol kapunk egy-egy egyenletet az a; iv-kezd6pontokon. Az A konst-
rukciojabol

Zm (—Li-i-l) A~ Li—m+2

=1\ m-—1

m = Avm)o + (Vm—1)o

adodik, ahol (v;)g = 014 jeloli a kozos értéket az fv-kezdSpntokon. A nevezdt egyszertien kiszamol-

hatjuk:

o () = e () + = ().

Az indukcios feltevés szerint a méasodik tag eltiinik, hiszen A £ 0. Az els6 tagnak el kell tiinnie hogy

teljesiiljon az egyenl@ség, tehat A-nak legalabb m a multiplicitdsa p-ben. A maésik irany teljesen
hasonloan kaphato meg az eddigi szamolas megforditasaval. Ha ¢(\) = k legalabb m multiplici-
tassal, akkor definidlhatjuk a wv; vektorokat mint el6bb és megfelel§ részleges bazist alkotnak A

normalalakjahoz. O

Vizsgalodasaink sordn nem lattunk nem nulla sajatértéknek egyaltalan 1-t6l kiillonb6z6 multiplici-

tast, innen az alabbi sejtés:

4.3. Sejtés. p(z) nemnulla gyokeinek a multiplicitdsa 1 a.m.b.

5. A gyokok gyenge konvergenciaja

Ebben a fejezetben polinomsorozatok gyokeinek konvergenciajat tanulméanyozzuk.



5.1. Definicié. Legyen p(z) egy n-edfokt polinom, a gyokei multiplicitassal r1, ro,..., r,. Defi-
nialjuk tovabba a
1 n
oy = o,
m=1

Borel-mértéket, ahol d,, az a,,-ben koncentralt Dirac-mérték.

5.2. Tétel. Legyen pn(z) = zdm) 4 a(ln)il?d(")fl 4+ ...+ afir(?l) egy polinomsorozat rin), . ,rgr(br)l)
gyokokkel, melyre teljestilnek a kévetkezd feltételek:
L <1,
1 4 -
2. weNm;m | =1,
3. VreN lim b lgl:) (rd(n)>r =0, ekvivalensen Vr € N lim a{™ =0
' n—oo d(n) &= \'J ’ LAy .

Ekkor a py, := pp, mértéksorozat gyengén konvergdl az egységkér p Haar-mértékéhez.

Bizonyitas. Jelolje D a zart egységkorlapot C-ben, C'(D, C) a korlapon értelmezett komplex értéki
folytonos fiiggvények terét. A Stone-Weierstrass tételbdl tudjuk, hogy z-ben és z-ban felirt poli-
nomok egy siird részhalmazat alkotjak ennek a térnek, ezért a gyenge konvergencidhoz elegenddé
latni, hogy Va,b € N:

lim [ 2%Z%du, = /z“Ebd,u.

=00

Ln, W konjugalasra invariansak, igy elegendd az a > b esetet vizsgalni. Vilagos, hogy

/z“?bdp =5,

d(n)
- 1 (n) (2a)
CORTIE i,
/ 2 21"
, akkor

d(n)

/zad,un = ﬁ (r,(cn))a.

1

Az a = b esetben

S
|

ez pedig 1-hez tart a 2. feltétel szerint. Ha a > b =

—~

=~
Il

Ez a kifejezés pedig a Newton-Girard formulakbol és a 3. feltételbdl kdnnyen lathatéan nulldhoz

tart. Végil ha a > b > 0, akkor
/(zE)bz“_bd,un = /z“_bd,un + / (1—(22)°) 2* dpun,
ahol [ 2%~tdu,, = o(1). Ebbél adédéan

’/ (1- (z?)b) 227y, | < / 11— (z?)b| |z“*b| dp, < / 11— (z?)b| dpen, = o(1).




6. Az q(z) = k egyenlet gyokeinek aszimptotikus eloszlasa

A fejezetben a gyokok abszolutértékeit becsiiltiik alulrél, pontosabban megmutattuk, hogy a gyo-
kok abszolit értékei nagyobbak, mint egy als6 korlat aszimptotikusan majdnem biztosan. Ezeknél
nem kellett, hogy a Markov-lancok ugyanabbél a valdszintiségi mez6bdl jojjenek, csak az, hogy
P.(E,) — 1, ahogy n — oco. Ett6l eltérden ebben a fejezetben gyokok gyenge konvergenciajat fog-
juk vizsgélni. Ehhez sziikségiink lesz véletlen Markov-lancok egy sorozatéra, illetve egy nagyobb

val6szintiségi mezdre, ahonnan ezek a Markov-lancok szarmaztathatoak.

6.1. Definicié. Legyen § a kovetkezd, ¢-bol szarmaztatott polinom: ¢(z) = kz™1 — > 2L,
tovabba f a karakterisztikus polinom a 0 gyokok neélkiil: f(z) = pf‘z—,(f). A fejezetbdl tudjuk, hogy

ez a két polinom skalar szorzé erejéig megegyezik. Ezeknek a gyOkeit nevezziik A1, Ao, ..., Ap-nek.

6.2. Megjegyzés. Tudjuk, hogy a 0 multiplicitisa nagy. A @ fejezetben belattuk, hogy ez L +
Li_;+...+ L5 =n— L], ami azt jelenti, hogy a legtébb gytk 0, ami vezethetne ahhoz, hogy a

karakterisztikus polinomhoz asszocialt mértékek gyengén dg-hoz tartnak.

6.3. Tétel. Legyenek k, ésn, szigori monoton névd sorozata egészeknek igy, hogy valamely € > 0-
ra k2T¢ < n, teljesiil. Legyen tovdbbd Q a B(Ly,ky)|n, terek szorzata, ahol L, = k,/n,. Ekkor a

kovetkezd dllitdsok teljestilnek:

1 m
1. tetszdleges r € N esetén 1 valdsziniséggel — (Z |)\i|r> — 1, ahogy v — o0,
m
i=1
1 m
2. tetszdleges r € N esetén 1 valdsziniséggel — (Z A:) — 0, ahogy v — 0.
m
i=1
6.4. Megjegyzés. Az &llitas motivacidja a Benjamini-Schramm konvergencia. A bizonyitas 6tleteibdl

nem nehéz levezetni, hogy ez a sorozat (Benjamini-Schramm értelemben) konvergal az egyeneshez

(a csticsok Z, az élek {(a,a+ 1) a € Z}).

A kovetkezSkben a v indexeket elhagyjuk az egyszertibb kovethetGség kedvéért.

Bizonyitds. Tudjuk, hogy mindegyik gyok abszolutértéke legfeljebb 1. A szamtani és mértani kdzép
kozti egyenlGtlenség alapjan tudjuk, hogy

1

<H /\i|7”> < M < 1.
S m

Tehat elegendd belatnunk, hogy 1 valoszintiséggel (], \)\i|r)% — 1 teljesiil. Ezigaz, mivel [[, |A\;|" =
(%)T, ahol a a konstans tag ¢-bél, ami pontosan #{i| L; = L}, ami egész. Igy

# r/L} r
1 ! 1\*
(Hw) > (k> > (k> 1.
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Ezek az egyenl6tlenségek (2-n nem csak majdnem mindig, hanem mindig teljesiilnek.

Most jon a bizonyitas masodik része. Ehhez egy erGsebb allitast latunk be:
6.5. Lemma.
Z Al —0
i
tetszdleges r € N esetén majdnem biztosan.

Bizonyitds. > Al a G gratbeli visszatérs sétak silyozott szama, ahol G a Markov-lanchoz tartozo
stulyozott, iranyitott graf. A visszatérs séta kezddpontja csak olyan iven lehet, ami legalabb r
hosszii. Ezen pontok széma ), < Li. Megmutatjuk, hogy minden u csicsbol (az i-ik iv j-ik
cstcsa) kiindulva a visszatérd sétak sulyozott szama 1/k. Ez igaz, mivel pont ennyi az r — j hossza
sétak szama u-bol a;-be, ami pont az 1/k-szorosa az u-bdl valamely végpontba mend r — j — 1

hosszu sétaknak, ami legfeljebb 1. Tehat tudjuk, hogy
r
AL < L; < -+
LIS o

Tehat mar csak azt kell megmutatni, hogy % ZLigr 1 — 0 majdnem biztosan. Legyen € > 0. Most
P(#{i| L; < r} > ke) valoszintséget fogjuk feliilrsl becsiilni. Legyen | = [ke]. Ekkor

P#{i| Ly <7} >ke) = P(#{i| L <r}>1) <
< (?)P(Vie{l,z...,l}: Li<r) <
(?)H P(Vie{l,2,...,01}: Ly =1).

IN

Az egyenlétlenséghez azt hasznéljuk, hogy {L;} és {L,(;)} eloszlasa azonos tetszbleges o € Sy
permutaciéra. A masodik egyenlStlenség teljesiil, mivel tetszéleges 7,7 € {1,...,r}' esetén ha

' <r” akkor P(Vie {1,2,...,1}: L;=r!)<P(Vie{1,2,...,l}: L; =r). Az utolsdhoz:

_ (i (k=1(k=2)--(k=1)  _ (k)l

POVEC (L2 slbs L= ) = ey = G Dt k-2 b kD)

Ebbdl lathato, hogy

n

P(#{i| L; <r} > ke) < (er)l . <k2r)ks

olyan nagy v-re, hogy © < 1 teljesiiljon.

Ez a sorozat v-ben osszegezheto7 igy a Borel-Cantelli lemméabdl kapjuk, hogy tetszéleges € > 0

esetén
1
P | limsup — Z 11 <e] =1.
vooo K Li<r
Ebbdl mar adodik, hogy > AT — 0 teljesiil 1 valoszintséggel tetszoleges, rogzitett r-re. O
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6.6. Tétel. Legyenek k,, n, szigori monoton névekvd sorozatai egészeknek gy, hogy k2t < n,
teljestilion valaamely € > 0-ra. Legyen 2 a B(Ly, ky)|n, terek szorzata, ahol L, = k,/n,. Tovdbbd
legyen i, a B(Ly,ky)|n, nem nulla sajdtértékeihez asszocidlt tapasztalati mérték. Ekkor p, ~ pu,

ahol p az egységkor Haar-mértéke.

Bizonyitds. A[6.3] tétel alapjan a[5.2] tétel feltételei majdnem biztosan teljesiilnek. O
6.7. Kovetkezmény. Legyen ¢ a [0,27) egy intervalluma. Ekkor #{A ﬁ“{’i LZZ%MGM — %

Bizonyitds. Legyen U = {z € C| arg(z) € ¢}. Ekkor u(0U) = 0, igy a gyenge konvergenciabol
kapjuk, hogy 1, (U) = u(U) = 4. 0
7. Osszegzés

Szamos megvalaszolatlan kérdés maradt. Bar lattuk ezeknek a Markov-lancoknak az aszimptoti-
kus viselkedését, néhany lokalis jelenséget nem tudtunk megmagyardzni. Ezek koziil a leginkabb

szembeotls, a sajatértékeket abrazolva, egy nyilhegy forma kialakulasa az 1 koriil.

0.015
0.010
0.005
—~ 0000

~0.005

~0.010

4. abra. n = 1000, k = 31. 5. abra. n = 5000, k = 20.
A nyilhegy két kiillonbozd esetben. Az egyenesek a valos tengelyt 1-ben metszik, +1

meredekséggel.

Egy tovabbi javitasi lehetGség lehet a kovetkezs. Modositsuk az iveken a determinisztikus részt
gy, hgy egy kis valoszintiséggel léphessiink ’visszafelé’ is, azaz valamely 0 < ¢ < l-re a matrix
qA+(1—q)AT alaku legyen. Amint [2]-ben targyalasra keriil, errdl tényleg tgy tiinik, hogy tovabbi

javitasat adja a keverési sebességnek, de a[d] fejezetben levs szép tulajdonsagokat elveszitjiik, ami
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a vizsgalatot még nehezebbé teszi. Azt reméltiik, hogy ha a visszalépés helyett csak a megallas
lehetdségét adjuk meg, azaz a Markov-lanc matrixa g A+ (1—q)I, akkor azzal mar tudunk szamolni.
Megmutathato, hogy ahhoz, hogy ezzel a modositassal javitsunk, sziikséges, hogy az eredeti lanc
masodik legnagyobb abszolutértéki Ay sajatértéke a |z —0,5| = 0,5 egyenleti koron kiviil legyen,
igy valahogy ki akarjuk innen zarni a sajatértékeket. Szimulaciés eredmények alapjén az esetek

egy kis részében esik Ay a nem megengedett tartomanyba. Azt is megsejtettiik tovabba, hogy Ao

0.00 0.00
0.95 0.96 0.97 0.98 0.99 1.00 0.9970 0.9975 0.9980 0.9985 0.9990 0.9995 1.0000

6. abra. n = 1000, k = 31, r ~ 3,22%. 7. abra. n = 10000, k=20, r = 1,23%.
A masodik legnagyobb sajatértékek kirajzolva 1 koriil az egységkorrel és a tiltott hataraval.

#{ A2 beliil van a koéron}
#{A2}

T =

szogének eloszlasa az egyenleteshez tart, bar ez lehet, hogy nem igaz (lasd a lenti 4brat). Viszont

emiatt vizsgaltuk az Osszes sajatérték szogének eloszlasat, amirsl kideriilt, hogy valéban egyenletes.
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8. abra. A arg()\y) értékeket abrazold oszlopdiagramm 0-t6l 7-ig. n = 10000, k = 20
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