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Ez a dolgozat az intézeti TDK-n bemutatott angol nyelvii palyamunka for-
ditdsa. Az eredeti dolgozatbdl egy cikk is késziilt, melynek egy régebbi verzidja
elérhetd a http://bolyai.cs.elte.hu/egres/tr/egres-21-11.pdf linken.

Kivonat

A dolgozatban a stabil parositds feladat kiilonbo6z6 altaldnositasainak
szamitasi bonyolultsdgaval foglalkozom. Ilyenek példaul a stabil hiper-
graf parosités, illetve a tobbtermékes stabil folyam feladat, illetve a teljes
mértékben gyakorlati motivaltsagi Kérhéz-Rezidens allokacié hazaspa-
rokkal. A dolgozat f6 eredményei, hogy ezen feladatok NP, illetve PPAD
nehézségét bizonyitom még nagyon specidlis esetekre is. Beldtom pél-
daul, hogy a tobbtermékes stabil folyam feladat még akkor is NP-teljes,
ha csak 2 termék van, minden cstcs kifokdnak és befokanak sszege leg-
feljebb 3, minden forras és terminal ugyanaz, és nincsenek termékfiigg6
kapacitasok. Hasonlbéan, bizonyitom a stabil hipergraf feladat tortverzi-
Ojanak PPAD-teljességét, még akkor is, ha minden hiperél legfeljebb 3
méretli és minden fok legfeljebb 3, ami egyben szépen karakterizalja azt
is, hogy honnantdl valik a probléma hatékonyan megoldhatévéa és hon-
nantol lesz nehéz. Ezen eredménybdl aztan azt is bebizonyitom, hogy a
Koérhéz-Rezidens allokacié hézasparokkal feladatban is nehéz stabil tort-
megoldést taldlni, ami gyakorlati szempontbdl is igen relevans eredmény,
hiszen algoritmus kiinduldsnak egy tort stabil megoldast keres, am ezek
a moédszerek igy varhatéan nem tudnak hatékonyak lenni. Végezetiil mu-
tatok par pozitiv eredményt is, példaul adok hatékony algoritmusokat a
stabil hipergraf parositds feladat kiilonféle specidlis eseteire.

1. Bevezetés

A stabil parositdsok elmélete a matematika, a szamitdstudomény és a koz-
gazdasagtan egy rendkiviil érdekes és szamos alkalmazassal rendelkezo teriilete.
Ezek segitségével olyan piacokat tudunk modellezni, ahol a résztvevd iigyno-
koknek preferenciai vannak a tobbi résztvevén. Példdul, az amerikai National



rezidens Matching Program (NRMP) esetén a résztvevSk a korhdzak és a rezi-
densek, utébbiakat gy szeretnénk beosztani, hogy elkeriiljiikk az olyan kérhaz-
rezidens parok 1étezését, ahol a rezidens is szivesebben menne az adott korhazba
és a koérhazban is tartézkodik a koérhdz szamara kevésbé kedvezo6 rezidens, hisz
az ilyen parok destabilizdlnak a piacot. Emellett persze szamos egyéb alkalma-
zas is 1étezik, példaul a nemzetkozi vesecsere programokban is hasznalnak stabil
parositasi mechanizmusokat.

A stabil parositas elmélet alapfeladata a kévetkez6képpen fogalmazahté meg.
Adott egy paros graf, amelynek egyik oldalat nevezziik fitknak, a masikat 14-
nyoknak. Minden résztvevének van egy szigoru rendezése a masik oldal részt-
vevéin. Az el6bbi példahoz hasonldan itt is egy olyan parositat keresiink, amire
nézve nincs olyan fiu-lany par, akik kolcséndsen jobban kedvelik egymast a pér-
juknal (ezeket hivjuk blokkol6 paroknak). Egy ilyen parositdst stabil parositas-
nak hivunk. Gale és Shapley (a tertilet alapit6i) megmutattak, hogy az emlitett
feladatban minding létezik stabil parositas, és taldlhaté is ilyen hatékonyan,
méghozz4 a péaros graf élszamaban linearis idében.

A tertilet az elmult 50 évben a matematika egy rendkiviil gazdag és alkalma-
zasokkal teli részévé valt, és szamtalan kutatds és cikk alapjiul szolgdlt. Ennek
kovetkeztében az alapfeladatnak szdmos altaldanositasat is vizsgaltak. Ilyen &l-
talanositasok példaul, hogy a résztvevoknek megengedek kapacitasokat, vagy a
rendezéseknek megengedem, hogy tartalmazzanak dontetleneket is, vagy akar
(mint a hdzasparok esetében is lesz) megengedek egyiittes preferencidkat is. Egy
masik fajta kiterjesztési lehet6ség, hogy a mogottes struktiarat relaxaljuk, azaz
paros graf helyett tetszoleges grafokat, vagy akar hipergrafokat is megengediink,
igy kapjuk a stabil hipergraf parositas feladatot. Példaul didkokat szeretnénk a
prefererecniak alapjan szobakba vagy csapatokba osztani.

Egy kissé absztraktabb, de szintén gyakorlati szempontbdl is relevans alta-
lanositas, ha grafok helyett irdnyitott halézatokat vizsgalok. Ezek olyan piacok
modellezésére alkalmasak, ahol nem pérositani akarjuk a résztvevoket, hanem
az lgynokok valamilyen termékekkel kereskednek. Azaz az iigynokok itt egy
irdnyitott graf cstcsainak feleltethetok meg, a rendezéseik pedig az alapjan ha-
tarozhaték meg, hogy egy adott terméket kit6l vasarolnak meg/kinek adnak
el szivesebben. Tobb termék esetén itt mar maguknak az éleknek is nagyobb
szerep tulajdonithatd, melyek itt most példaul az tigynokok kozt a termékeket
szallito szolgdltatonak felelnek meg, hisz neki is lehetnek preferenciai példaul
azon, hogy milyen termékeket szallit. A feladat ezen altaldnositdasat nevezzik a
tobbtermékes stabil folyam feladatnak.

A legtobb ilyen jellegii feladatban sajnos NP-nehéz stabil megoldasokat ta-
lalni, s ebbdl kovetkezben gyakran nem is létezik ilyen. Viszont, a teriilet egy
nagyon mély, gyonyori tételének készonhetden stabil tortmegoldasok mar majd-
nem mindig léteznek. Ezen tortmegoldasoknak is tuladjonithaté szamos alkal-
mazas, példaul ha az iigynokok tébb kapcsolatban is részt vehetnek, valamilyen
id6beosztas szerint, vagy akar nagy piacok jellemzése, ahol a tort értékek azt
jellemzik, hogy adott kiillonb6z6 tipust tigynokok koézt milyen aranyban jon 1ét-
re egy adott kapcsolat. Illetve, egy masik igéretes alkalmazasa ezeknek, hogy a
kikerekitésiik segitségével tudunk taldlni igynevezett kozel-megengedett stabil



megoldasokat. A kozel megengedett itt azt takarja, hogy a résztvevék (pl kor-
hézak, egyetemek) kapacitdsait médosithatjuk egy kevéssel annak érdekében,
hogy mar létezzen stabil megoldas. Példaul a Kérhdz-Rezidens allokacié hazas-
parokkal feladat (roviden HRC) esetén Nguyen és Vohra |16] megmutatta, hogy
ha a kérhazak kapacitasait legfeljebb 2-vel médosithatjuk, akkor mar garantal-
tan létezik stabil megoldas. Az ilyeneket talalé algoritmusok viszont majdnem
minding egy stabil tortmegoldas keresésével kezdenek, majd azt kerekitik ki
igyesen. Sajnos, a dolgozat egyik j eredményének kovetkeztében, miszerint a
HRC feladatban PPAD-nehéz stabil tortmegoldast talalni, ilyen tipusi algorit-
musok valészintileg nem tudnak hatékonyak lenni, tehat valamilyen teljesen 1j
megkozelitésre van sziikség, mely mellesleg egy méasik érdekes kutatasi feladat.

1.1. Kapcsol6dé irodalom

A PPAD osztalyt Papadimitriou vezette be 1994-ben. [17]. Ez egy olyan
keresési problémakat tartalmazé osztaly, ahol mindig van megoldas, aminek a
létezése parossédgi érvelésen alapszik egy iranyitott grafban. Az dltaldanos feltevés
szerint a PPAD-teljes problémék nem oldhaték meg hatékonyan.

A Scarf Lemma egy gyonyori és mély fixpont tétel, amit Scarf bizonyitott be
1967-ben [20]. A bizonyitdsa raaddsul algoritmikus volt, és erre az algoritmusra
mint Scarf algoritmus fogunk hivatkozni.

A stabil parositdsokat Gale és Shapley vezette be 1962-ben [7].

Aharoni és Fleiner [1] voltak azok, akik el6szor vizsgaltdk a stabil parosités
altalanositdsat hipergrafokra. Bebizonyitottdk a Scarf lemma hasznalatéval,
hogy mindig létezik egy stabil tortparositas. Kintali et al. [10] bebizonyitotték,
hogy a probléma PPAD-teljes. Késébb Ishizuka és Kamiyama [9] megmutatték,
hogy PPAD-teljes marad még akkor is, hogyha a maximalis fokszam a hiper-
grafban 3. Azt is belattdk, hogy abban az esetben, amikor a maximum fokszdm
2, a probléma megoldhaté lesz polinomialis id6 alatt.

A koérhaz-rezidens allokécié hazaspéarokkal feladatot (HRC) szintén sok szerzd
tanulmdnyozta, példdul Roth [19], Mcdermid et al. [14], Biré et al 2], 3], illetve
Nguyen és Vohra [16]. Bir6 et al. bebizonyitottak, hogy annak az eldontése,
hogy létezik-e stabil allokacié egy HRC feladatban NP-teljes, még akkor is, ha
a preferencia listak legfeljebb ketté hossztiak és minden kérhéz kapacitasa egy.
Kés6bb 2016-ban [3] azt is belattak, hogy egy stabil tortparositds megtaldla-
sa visszavezethet6 egy domindns vektor megtaldlasara egy Scarf lemma adott
példanyaban.

A stabil csaldd feladatot Knuth vezette be [12] és kés6bb Ng és Hirschberg
[15], valamint Huang is vizsgdlta [8], akik bebizonyitottdk, hogy a feladat NP-
teljes, még megszoritott preferencidk esetében is .

A stabil folyamatok bevezetése Fleiner [6] nevéhez kéthetd, aki a stabil allo-
kaci6 feladatot visszavezetve egy polinomialis algoritmust is adott rd. Nguyen
et al. [13] megmutattak, hogy még altaldnosabb folyam fiiggvények esetén is
létezik mindig stabil folyam a Scarf lemma-ra visszavezetve.

Végiil, a tobbtermékes stabil feladatot Kirdly és Pap [11] vezette be a stabil
folyam feladat kiterjesztéseként. Itt mér az éleknek is lesz rendezése, ami a



szallité cég preferenciajanak felel meg. Azt is megmutattdak, hogy mindig létezik
tort stabil tobbtermékes folyam, de PPAD-nehéz talalni ilyet. Kés6bb Cseh et
al. [5] belattak, hogy az egészértékii stabil megoldés 1étezésének eldontése pedig
NP-teljes.

1.2. Eredmények

Ebben a dolgozatban szdmos stabil parositdasi probléma PPAD illetve NP
nehézségét bizonyitom, illetve néhany hatékony algoritmust is adok specialis
esetekre. Példaul beldtom, hogy a stabil hipergraf parositdsban PPAD-teljes
tort stabil megoldast talalni, még akkor is ha minden hiperél mérete és minden
fok is legfeljebb 3. Bérmelyik feltételt ezek koziil tovabb relaxalva a feladat
megoldhatéva valik, az egyik esetben azért, mert a hipergraf graf lesz, a masik-
ban pedig Ishizuka és Kamiyama [9] algoritmusa taldl egy megolddst. Azonban
megmutatom, hogy egész megoldast talani még ketto fokszam esetén is NP ne-
héz.

A stabil tobbtermékes folyam feladattal kapcsolatban is mutatok 1j komp-
lexitasi eredményeket. Kirdly és Pap, a stabil tobbtermékes folyam feladat tort
megoldasanak 1étezésére adott bizonyitasa egy poliéder tarka cstiicsanak léte-
zésén alapszik. De mivel ennek a poliédernek exponencidlisan sok lapja volt,
igy nagyobb halézatokban reménytelennek tiint egy tort stabil folyam taldlasa.
Ebben a dolgozatban egy 4j bizonyitdst adok erre az eredményre, mely vissza-
vezeti a feladatot a Scarf lemma-ra. Tovabba a redukcié polinomialis és csak
egy linedris méretli métrixot haszndl (a termékek, csicsok és élek szamaban),
ami egyrészt a PPAD-beli tartalmazést is bizonyitja, masrészt egy joval hatéko-
nyabb algoritmust is eredményez. Ezutan a tobbtermékes stabil folyam feladat
szadmos nagyon szigoru specidlis esetének NP; illetve PPAD- nehézségét is bizo-
nyitom, mellyel tébb nyitott kérdést is megvalaszolok. Példaul megmutatom,
hogy az egész megoldas talaldsa mar 2 termék és legfeljebb 3 kifok plusz befok
esetén is NP-nehéz.

Egy gyakorlati szempontbdl is relevans eredmény, hogy bebizonyitom a HRC
és a stabil csalad feladat PPAD-teljességét. Ahogy kordabban is emlitettem,
mivel a kozel elfogadhaté stabil megoldédst taldld algoritmusok egy tort stabil
megoldas keresésével szoktak kezdeni, ezért ezen eredmény kévetkezményeként
az ilyen médszerek valészintlileg nem tudnak hatékonyak lenni.

Dolgozatom végén pedig mutatok par polinomialis algoritmust is a stabil
hipergraf parositas feladat specidlis eseteire.

1.3. A dolgozat felépitése

A dolgozat tovabbi részének a tematikdja a kovetkezo: a 2. fejezetben az
alapvet6 fogalmakat és definiciékat ismeretem. A 3. fejezetben egy 1j bizonyi-
tast mutatok a tort stabil tobbtermékes folyam létezésére azzal, hogy vissza-
vezetem a problémat Scarf Lemma-ra SCARF. A 4. fejezetben bebizonyitom
szamos stabil tort parositasi problémarol hogy PPAD-nehéz. Ezutén az 5. feje-
zetben megmutatom a stabil tobbtermékes folyam NP-teljességét mar 2 termék



esetén is. A 6. fejezetben targyalom a stabil hipergraf parositas néhdny specialis
esetére adott algoritmusomat.

2. Elméleti alapok

El6szor ismertetiink egy nagyon fontos Lemmat, mely rengeteg tort stabil
parositassal kapcsolatos tétel hatterében &ll.

2.1. Lemma (Scarf [20]). Legyen @ egy n X m nemnegativ mdtrix, és tegyiik
fel, hogy Q@ minden sora tartalmaz nemnulla elemet. Legyen tovdabbd q € RZ
egqy nemnegativ vektor. Tegyiik fel, hogy Q minden i sordnak van egy >; szigori
rendezése azon j oszlopokon, amikre Q;; > 0. Ekkor a {Qz < ¢, > 0}
poliédernek létezik olyan extrém pontja, ami minden oszlopot domindl valamelyik
sorban, ahol eqy x > 0 vektor akkor domindl egy j oszlopot egy i sorban, ha
Qix = q; és j <; k minden olyan k € [m]-re, amire Q) > 0.

Egy, a lemméaban szerepld, minden oszlopot domindlé z pontot domindns
pontnak neveziink.

A Lemma&hoz tartozd keresési feladat:
SCARF
Input: Egy Q nemnegativ matrix és ¢ nemnegativ vektor, valamint minden
sorra egy >; szigoru rendezés a nemnulla elemeken.
Output: Egy olyan z € R™ extrém pontja {Qz < ¢, = > 0}-nak, ami
minden oszlopot dominél.

A PPAD bonyolultsagi osztaly

A PPAD bonyolutsdgi osztalyt Papadimitriou vezette be [17]. Ez az osztaly
olyan keresési feladatokat tartalmaz, melyekben a keresett objektum létezése
garantalt. Egy hires PPAD-teljes probléma példaul Nash-egyensily keresése
kétszemélyes jatékokban. Szintén PPAD-teljes a fent definidlt SCARF keresési
feladat is. Az altalanos feltételezés az, hogy a PPAD-nehéz probléméakra nincs
hatékony algoritmus.

A PPAD-nehéz problémak kozti visszavezetéshez két olyan polinom idében
szdmolhaté f és g fiiggvényt kell taldlnunk, amire f az A feladat egy I4 pél-
dénydhoz hozzdrendeli a B feladat egy Ip példanyat, g pedig az Ig = f(I4)
feladat egy y megolddsabol kiszdmol az I4 feladat egy g(y,la) megengedett
megoldasat. Hisz ekkor, ha a B problémara létezne egy hatékony algoritmus,
ami talal egy megoldast, akkor ezen két fliggvény segitségével az A problémara
is tudnank gyartani egyet az f és g fiiggvények segitségével.

A stabil hipergraf parositas feladat

A stabil hipergraf parositas feladatban adott egy H = (V, £) hipergraf, min-
den v € V cstucsra egy k, € Z kapacitas és egy >, szigori rendezés a v-t
tartalmazo hiperéleken. Azt, hogy egy v csiics szaméra egy e hiperél jobb, mint
egy f hiperél azt gy fogjuk jeliilni, hogy e >, f.



2.2. Definicié. Egy M : € — R fiiggvény egy (megengedhetd) tortpdrositds,
ha Ze:vee M(e) S kv minden v € V-re.

2.3. Definicié. Egy M tortparositds esetén egy f hiperél blokkold, ha M(f) <
k¢ és minden v € f-re, vagy v telitetlen M-ben vagy létezik egy f, € £ hiperél,
amire v € f,, M(f,) > 0és f, <, f.

2.4. Definicié. Az M tortparositas stabil, ha nincs rd nézve blokkolé hiperél.
Szemléletesen, semelyik hiperél (koalicié) sem olyan, hogy minden tagja haj-
landé lenne nagyobb ardnyban részt venni benne, mert telitetlen vagy szamara
rosszabb koalicidkba is be van osztva.

Definidlhatunk egy keresési problémat a kdvetkezOképp:

F-SHM
Input: Egy H = (V, ) hipergréf k, € Zkapacitdsokkal és >, rendezésekkel
Output: Egy M stabil tértparositas.

Az F-SHM itt a fractional stabil hipergraf matching réviditésébdl jon. Kintali
és szerzOtarsai |10] bebizonyitottdk, hogy mindig létezik stabil tortparositas,
azonban talalni egyet PPAD-teljes.

2.5. Tétel (Kintali et al.). Az F-SHM probléma PPAD-teljes csupa 1 kapacitdsok
esetén is.

A stabil csalad feladat

A kovetkezd feladat amivel a dolgozat foglalkozik az igynevezett stabil csa-
lad feladat. Ez valéjaban a stabil hipergraf parositas egy sokat vizsgélt specialis
esete, méghozza amikor minden kapacitas 1, illetve a hipergraf 3-uniform és 3-
osztalyt. Mas néz6pontbdl nézve ez akar a stabil parositas feladat 3-dimenzios
altaldnositdsaként is felfoghat6. Az elnevezés onnan szarmazik, hogy a szakiro-
dalomban a 3 osztalyt férfiaknak, noknek és kutyaknak szoktdk interpretélni.
Ismert, hogy az egész stabil megoldds létezésének eldontése NP-teljes [15], mig
(mivel az el6z8 probléma speciélis esete) stabil tortmegoldds mindig van. A
dolgozatban megmutatjuk, hogy a feladat tort verzidéja is nehéz, azaz, hogy
PPAD-teljes stabil tortmegoldést talalni.

Az ehhez tartozé keresési feladat:

F-SFP
Input: Egy I stabil csalad feladat.
Output: Egy M stabil tortparosités.

Kérhaz-rezidens allokacié parokkal

Egy szép, gyakorlati alkalmazasbél fakado dltalanositas az tgynevezett Korhaz-
rezdens allokécié parokkal feladat, vagy roviden HRC (kérhéz-rezidens-par prob-
léma). Itt egy kétoldali piacunk van, egyik oldalon a kérhdzakkal, melyek hal-
mazat H-val jeloljiik, mésik oldalon pedig a rezidensekkel. A rezidensek kozott



azonban lehetnek hézasparok is, akiknek egytlittes preferenciai vannak. Az egyé-
ni rezidensek halmazat D-vel, a hazasparok halmazat C-vel jeloljik. Minden h
kérhaznak van egy kj kapacitdsa, és egy >j szigoru rendezése a rezidenseken
(azaz az egyéni rezidensek és a hazasparok tagjainak uni6jin, vagy legaldbbis
ezek egy részhalmazan). Minden d egyéni rezidensnek van egy szigoru preferen-
cidja a kérhazakon (vagy azok egy részhalmazan), és minden ¢ parnak van egy
szigort preferencidja a kérhdz-parokon (azaz H x H-n). Ha egy kérhdz rajta
van egy rezidens preferencialistajan, azt ugy tekintjilk, hogy a rezidens elfo-
gadhaténak tartja az adott korhazat, hasonléan forditva is. Mindig feltessziik,
hogy ez az elfogadasi reldcié szimmetrikus, azaz, ha egy koérhdz (vagy korhaz
par) elfogadhaté egy rezidensnek (parnak), akkor a rezidens (pér) is elfogadhatd
a kérhdznak (a kérhdz par minden tagjdnak). Azt is feltessziik, hogy minden
résztvevo szamara minden elfogadhaté koalicié jobb annal, mintha egyediil ma-
radna, és minden nem elfogadhatd rosszabb.

Ha a kérhézak, rezidensek, illetve parok preferencialistai rendre legfeljebb
a, B, v hosszuak, abban az esetben a (¢, 3,7)-HRC feladatrdl beszéliink. Ha
nincsenek egyéni rezidensek, akkor csak siman («,y)-HRC-vel jeloljiik.

A stabilitas definidlasdhoz el6szor azt vizsgaljuk meg, hogy ennél a feladatnal
hogy nézhet ki egy blokkolé koalicié. Egy adott M hozzarendelés esetén M (h)-
val jeloljiik az M szerint h-hoz keriil§ rezidensek halmazét, M (d), illetve M (c)-
vel pedig azt a kérhdzat/ kérhézpart, ahova a d rezidens, illetve ¢ par keriilt, ha
van ilyen, kiilénben ().

2.6. Definicié. Legyen M egy HRC pérositds (azaz a rezidensek és parok va-
lamilyen allokécidja a kérhdzakhoz).

1. Egy (d,h) (egyéni) rezidens-kérhdz pér blokkol, ha d jobban kedveli h-t,
mint M (d)-t és h vagy telitetlen (azaz |M(h)| < k), vagy van egy olyan
r rezidens h-nal, aki rosszabb h-nak, mint d.

2. Egy (c,h,h') koalicié blokkol, ahol h # h' és ¢ = (¢/,c™), ha (h,h') >.
M(c), h telitetlen, vagy van egy olyan r rezidens h-nal, aki legfeljebb
olyan jé, mint ¢/ (azért nem szigortian, mert eléfordulhat, hogy ¢/ mar
eleve h-nél van) illetve h' is vagy telitetlen, vagy van egy legaldbb olyan
r’ rezidens néla, mint ¢™.

3. Végiil, egy (c, h, h) koalicié blokkol ha (h,h) >. M(c) illetve ¢/ és ¢™ is
benne van az M(h) U {c/} U {¢™} halmaz h szdmara legjobb kj;, darab
rezidensében (azaz h mindettejiiket felvenné, ha odamennének).

2.7. Definicié. Egy M hozzdrendelés stabil ha megengedhetd (azaz kérhdz
minden kérhaz legfeljebb kj embert vesz fel, és minden ember legfeljebb egy
helyre van felvéve) valamint nincs M-re nézve blokkolé koalicid.

Ebben a dolgozatban f6leg a feladat tortverzidjaval fogunk foglalkozni. Azaz
olyan w4 p) €8 (e ) stlyokat fogunk keresni a koaliciokra, amire egyrészt
teljesiilnek az alabbi kapacitasi feltételek.
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sitanunk. Az egyszeriiség kedvéért minden kérhaz preferencialistdjat az egyes
koalici6kon (ami mér nem egy szigori rendezés, hisz lehet tobb olyan koalicid is,
ahol h ugyanazt a rezidenst kapja) kiterjesztjiikk a kovetkezéképpen. Egyrészt
tovabbra is megtartjuk azt a rendezést, hogy ha egy kérhéz egy koalicioban jobb
rezidenst kap, akkor azt szigortian jobban kedveli. Ha viszont ugyanazt a rezi-
denst kapja, akkor ez a rezidens egy par tagja kell, hogy legyen és a dontetlent
ugy torjik fel, hogy a kérhdz szamaéara is az a koalicié lesz jobb a kett6 koziil,
ami az adott parnak jobb. (azaz (c,h,h') >, (¢, h,h") akkor és csak akkor,
ha (h,h') >, (h,h")). Mostmar jéval egyszeriibben definidlhatjuk a blokkolds
fogalmat.

2.8. Definicié. Legyen = egy HRC tortparositds. Egy (d,h), (¢, h,h') vagy
(¢, h, h) blokkolja xz-et, ha a koalicié minden tagja vagy telitetlen x &ltal, vagy
van egy olyan koalicié, ami x-ben pozitiv silyd, de kevésbé kedveli. Az x tort-
parositas stabil, ha nincs ra nézve blokkol6 koalicio.

Bir6 Péter és szerzétarsai [3] beldttdk, hogy a HRC feladat polinomidlisan
visszavezethetd a SCARF-ra, aminek kovetkeztében mindig létezik stabil tort-
megoldas.

2.9. Lemma (Bir6 et al. [3]). Az F-HRC feladat polinomidlisan visszavezethetd
a SCARF-ra, igy PPAD-ben van.

Ismét csak definidlhatunk egy keresési problémét, amit majd vizsgalni fo-
gunk.

F-HRC
Input: A HRC feladat egy I példanya.
Output: Egy stabil tértmegoldas z.

A tobbtermékes stabil folyam feladat

Az utolsé probléma, amivel foglalkozni fogunk a tobbtermékes stabil folyam
feladat. Itt most egy D = (V, E) irdnyitott grafunk van, tovibbd minden i =
1,...,n termékre adottak valamilyen s; forrasok és t; termindlok. Minden v €
V csticsra és minden j € [n] termékre adottak >J szigori rendezések a v-re
illeszkedé éleken. (Ezeket a rendezéseket akar tovabb oszthatnank két részre
a kimend és a bemend élekre, de ennek nem lesz jelent8sége). Azaz minden



iigynok minden termékre rangsorolja, hogy kikkel kereskedik az adott termékkel
szfvesebben. Az e € E élekre adottak egyrészt c(e) és ¢/ (e) kapacitdsok, minden
j € [n)-re, ahol c(e) az 8l ésszkapacitésa, ¢ (e) pedig a j-edik termék szallitasara
vonatkozé kapacitdsa, illetve >, szigort rendezések a termékeken, ez felel meg
az élhez tartozo szallitoé ligynok preferenciainak.

Egy f = (fY,.., f*) : E™ — R" leképezést tobbtermékes folyamnak neveziink,
ha minden i € [n]-re teljesiil, hogy minden v # s;,t;-re 87 (v) = p?(v), ahol 67 (v)
a Y uer [ (), és p!(v) =3, cp f7 (w) a kimend, illetve bemend éleken vett
Osszértékek. Ha tovdbba minden e élre és minden j termékre teljesiil, hogy
0 < fi(e) < (e), illetve 37, f/(e) < c(e), akkor a tobbtermékes folyam
megengedett.

A blokkolas definiciéja most a kovetkezé lesz.g

2.10. Definicié. Egy W = (v1, a1, ..., vx) séta blokkold a j termékre nézve, ha
a kovetkez6 4 feltétel mindegyike teljesiil:

L fi(a) < d(ar),i=1,....k,

2. v; = 8/ vagy létezik olyan u € V amire f/(viu) > 0 és viu <{;1 V1V2,
azaz a kezdO6pont vagy a forras, aki egyszertien csak tud tobbet kiildeni a
termékbol, vagy ha nem, akkor van egy olyan él amerre vy kiild folyamot,
de kevésbé kedveli azt a partnert, mint vo-t,

3. hasonléan vy = t/ vagy van olyan w € V, hogy f7(wvi) > 0 és wuvy, <%k
Vg—1Vk,

4. Ha Y7, f(ai) = c(a;)akkor létezik olyan j/ # j termék, amire 7' (a;) >
0 és j' <4, j, tehédt ha az 1t egy éle telitett, akkor a transzporter tigynok
szamara is lennie kell olyan terméknek amibdl mar szallit valamennyit, de
kevésbé kedveli, mint j-t,

2.11. Definicié. Egy tobbtermékes folyam stabil, ha megengedhet6 és semelyik
termékre nézve sem létezik ra nézve blokkold séta.

A stabil tobbtermékes folyam feladattal kapcsolatban az aldbbi keresési, il-
letve eldontési probléméat fogjuk vizsgalni.

SMF
Input: A tobbtermékes stabil folyam feladat egy I példanya.
Output: Egy tort stabil tobbtermékes folyam f.

ISMF
Input: A tobbtermékes stabil folyam feladat egy I példanya.
Kérdés: Létezik-e egész tobbtermékes stabil folyam?

Ha a termékek szdama valamilyen fix konstans k, akkor a két megfelel$ fel-
adatot k-SMF illetve k-1sMF-el jeloljiik.



3. Az SMF probléma visszavezetése a SCARF-ra

Ebben a szekciéban mutatjuk be a legtobb eredmény alapjaul széld vissza-
vezetést, mely a tobbtermékes stabil folyam feladat tortvaltozatat vezeti vissza
a SCARF feladatra. Ami mér ismert volt Kirdly és Pap cikke alapjén [11], hogy
a tobbtermékes stabil folyam feladatnak mindig 1étezik tort stabil megoldasa,
az viszont nem volt ismert, hogy a feladat PPAD-ben van. A dolgozat vissza-
vezetése a létezés mellett ezt is bizonyitani fogja.

3.1. Tétel. Az sMmF feladat polinomidlis idében visszavezetheté a SCARF-ra, ki-
vetkezésképpen a feladat PPAD-ben van és mindig létezik megolddsa.

Bizonyitas. A visszavezetés {6 eleme, hogy konstrudlunk egy métrixot (illuszt-
racié a [l d4brdn), majd megmutatjuk, hogy a méatrix altal definidlt poliéder-
re alkalmazva a Scarf Lemmat, egy igy taladlt dominans megoldasbdl tudunk
konstrualni egy stabil tobbtermékes folyamot az eredeti feladatban. Vegyiik az
SMF feladat egy I példanyat. A f6 nehézség az, hogy nem vehetjik az irdnyi-
tott graf incidenciaméatrixat @-ba, mert a Scarf Lemma feltételeihez sziikséges,
hogy a matrix elemei nemnegativak legyenek. Legyen @ a kovetkezd matrix:
Q@-nak n|E| + 2n(|V| — 2) oszlopa és (n + 1)|E| + 2n(|V] — 2) sora van. Az
elsé n|E| oszlop az ¢!, i = 1,...,|E|, j = 1,...,n é-termék parokhoz tartozik
az ezekhez tartozd ertekekbol fogjuk majd megkapni az fI(e) folyamértékeket.
A maradék 2n|V| oszlopokat UJ moi=1,...,|V], j = 1,...,n illetve v] out
i=1,..,|V]lj=1,...,n cunkekkel indexeljiik, ezek segitsegevel tudjuk majd
garantélni adl(v) = pj (v) folyamfeltételek teljesiilését. A sorok a kévetkezdk
lesznek:

1. Minden e; € E élre vesziink egy e;-vel indexelt sort. Minden sorban n

darab 1-es van, méghozzd Q. el = 1 minden j € [n]-re, a sor tobbi eleme
0. A jobboldali g vektor megfelelo elemei pedig a c(e;) kapacitdsok. Végiil
az e; sor rendezését az e; él rendezzésébdl kapjuk a termékeken. Azaz az
j/

eg oszlop jobb, mint az e] akkor és csak akkor, ha j >., j'.

2. A kovetkezd n|E| sort gy kapjuk, hogy minden eg, e; € E,j € [n]-re
veszek egy sort, amikben csak egy darab nemnulla elem lesz, mégpedig
a Q.. = 1. A jobboldali korlatvektor megfelel§ elemei most a c(e])

kapacitasok lesznek. Rendezésre most nyilvanvaléan nincs sziikség, hisz
egy nemnulla elem van.

3. Ezentdl minden j € [n)-re és v; € V' \ {s7,t7}-re van egy v)""-vel inde-
xelt sor is. A sor elemeit tigy definidljuk, hogy az els§ n|E| oszlop esetén
Q, giin J/ = 1 akkor és csak akkor, ha e = uw; valamilyen u € V cstcsra
és ] = j', kiilénben 0. Tovadbba, Q, jin ydvin = =1, illetve @, giin ydout = =1, a

sor minden mas eleme 0. A Jobboldah Vektor megfeleld elemét egy olyan
q(v;) szdmnak vélasztjuk, amire teljesiil, hogy z j.in és @ jou legaldbb
az egyik koordinatanak szigortian pozitivnak kell lennie tetszoleges olyan
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El EQ En Vl,invl,out Vn;in Vn,out

E|[|1 I o(B)
E'|\ 10 0 c{(E)
0
<
E™ 0 0 I C”(E)
Vlﬂ'n Am 0 0 I I 0 0 q<V)
Vl,out Aout 0 01 7 I 0 0 q(V)
<
Vn,in 0 0 Ain 0 0 I I Q<V>
Vmoul () 0 LA0ut| () 0 I |1 q(V)

1. abra. A visszavezetéshez hasznalt poliédert leiré egyenlStlenségek. A™ jeloli
a digraf be-incidencia matrixat A°“ pedig a ki-incidencia matrixat.

megoldds esetén, ami az adott sor feltételét egyenlséggel teljesiti. (Pél-
daul g(vi) = 3| c. c(e) +1 trividlisan elég lesz). A sor szigord rendezését

j,out
%

agy definidljuk, hogy a vfm sor legrosszabb eleme v , a legjobb ele-

me vf’m az él-termék parokhoz tartozé oszlopok pedig ezek kozt vannak

rangsorolva az eredeti >{) rendezések szerint.
4. Végezetill minden j € [n]-re és V \ {s7,#/}-re is vesziink egy v)°“-al
indexelt sort. A sor elemeit az el6z6khoz hasonléan tgy definidljuk, hogy
ij_-‘ouaej/ = 1 akkor és csak akkor, ha e = v;u valamiylen u € V-re és
j - 7', valamint ij,outyv‘?',out =1¢és ij,out’vj,in =1, a tobbi elem 0. TA
korlatozo vektorok is ugyénazok aq(v;) szamok. A rendezés csak annyiban
tér el, hogy a v/ sorok kendvence az azonos cimkéjit v/"°"" oszlop, a
legrosszabja a ’UZ i oszlop a tobbi pedig szintén a >{) preferencidk alapjan
van rendezve.

3 %

Tehét definidltunk egy {Qr < ¢,x > 0} poliédert, ami teljesiti a Scarf
Lemma feltételeit. Kovetkezésképp, létezik egy x* domindns megoldds. Most
megmutatjuk, hogy az f/(e) = x¥; altal definidlt f = (f*,..., f™) folyam meg-
engedett és stabil.

3.2. Lemma. Az z*-bdl kapott f folyam megengedett, azaz 6 (v) = p’(v) min-
den j € [n] ésv € V\ {s;,t;}-re, fi(e) < c/(e) minden e € E, j € [n]-re,
valamint Z?:1 f7(e) < c(e) minden e € E-re.

Bizonyitds. A kapacitdsfeltételek teljestilése nyilvanvalo, hisz * teljesiti az (n+
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1)|E| egyenlétlenség feltételeit. A nehezebb feladat a folyamfeltételek teljesii-
lésének megmutatésa Ehhez vegytink egy tetszéleges j terméket és v; csticsot.
Ekkor, mivel z* domindns, ezért dominélja mind a v?*™ mind a v?°** oszlopot.
Ezt csak a v)'™", vagy v?’ out sorban teheti. Két eset van.

a) Ha a két oszlop mas sorban van domindlva, akkor definicié szerint mindkét
sorban egyenléség van. Kovetkezésképp 67 (v;) = p? (v;) = q(v;) — x*,» out — x*j in-

b) Ha egy sorban vannak dominélva, szimmetria miatt tegyiik fel hogy v)""-
ben, akkor mivel a vJ n oszlop a sor legjobbja, ezért minden mas nemnulla

elemhez tartozé koordméténak nullanak kell lennie. Tehéat xz]n = ¢(v;). Ebbdl

kovetkezik, hogy a z* > 0, és Q j.ouex™ < q(v;) feltételek csak ﬁgy teljesiilhetnek,

t . . . , .
ha a v] U sorban is minden més nemnulla elemhez tartozé koordinata 0. Azt

kapjuk tehat, hogy ekkor 67(v;) = p’(v;) = 0, tehédt a folyamfeltételek ekkor is
teljesiilnek. O

3.3. Lemma. Az x*-bdl kapott f tobbtermékes folyam stabil.

Bizonyitds. Indirekt tegyik fel, hogy f nem stabil. Ekkor létezik egy W =
(v1,a1,...,v;) blokkol6 séta valamilyen j termékre nézve.

Tudjuk, hogy z* minden oszlopot dominal valamelyik sorban. El8szor is
vegytk észre, hogy az a] oszlopok nem lehetnek az a sorban dominélva, hiszen
fla) = a¥; < d(a) = q, ;- hasonléan, az a; sorban sem lehetnek dominal-

va, mert ekkor meg azt kapnank hogy Zz 1 fYa;) = c(a;) és minden j' # j
amire f7'(a;) > 0, a; jobban kedveli a! -t a?-nal, tehat W, j-re nem teljesiilne a
blokkolas 4. feltétele. A ‘

Vizsgéljuk meg, hogy a] hol van domindlva. Amennyiben vy # s7 és a] a
v sorban van dominélva, akkor a v7°** sor minden kevésbé kedvelt nemnulla
eleméhez tartozd koordinata 0 z*-ban, ami azt jelenti, hogy nincsen olyan viu €
E, amire f7 (viu) >0 és viu <{; , V102, ismét ellentmonddsban W blokkoldsdval
j-re nézve. Ha v, = s7, akkor nincs is a matrixban vJ**
ekkor sem lehet dominalva itt.

Azt kaptuk tehdt, hogy al a v}" sorban kell legyen domindlva. Ekkor

x* oot = = 0 kell legyen, hisz az az oszlop rosszabb a]-nél. q(vs) vélasztdsa miatt

sor, tehdt a] nyilvan

tehat z* o > 0, hisz legalabb az egyikiiknek pozitivnak kell lennie, mivel a do-

minalas mlatt egyenloseg van az adott sorban. Kovetkezésképp a2 (aml szintén
nem lehet ap-nél vagy aj-nél domindlva, se vJ°“*-nal, mivel annak v} a leg-
rosszabb, de z* win > 0) v} D _1él kell legyen dominalva. Ezt az érvelést iterdlva

kapjuk, hogy az a]_, oszlop v}""-nél kell legyen dominalva. Ha vy = #/, akkor

nincs is ilyen sor, ellentmondas Kiilénben pedig minden olyan wvy € E ami-
re fI (uvg) > 0 teljesiil, hogy wvy, <9 vp_1V% a dominancia miatt, ismét csak
ellentmondasban W blokkolasaval.

Tehat f stabil. O
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Azt kaptuk tehat, hogy egy tetszOleges z* domindns megolddsbol vissza
tudunk kapni egy tort stabil tobbtermékes folyamot, tehat visszavezettiik a fel-
adatot SCARF-ra, amibdl mar azonnal kovetkezik, hogy mindig 1étezik megoldas
és SMF €PPAD. O

4. Tort stabil parositasi feladatok PPAD-teljessége

Ebben a fejezetben mutatom be a dolgozat PPAD-nehézségi eredményeit,
kiilonbo6z6 tort stabil parositasi feladatokra. Mindenekel6tt kimondok par ismert
eredményt, melyeket a késébbiekben hasznélni fogok.

4.1. Lemma. Kintali et al. [10] A SCARF feladat polinomidlis id6ben (PPAD-)
visszavezethetd az F-SHM-re.

4.2. Tétel (Kirdly and Pap [11]). Az F-sHM feladat polinmidlisan (PPAD-)
visszavezethetd az SMF feladat 0-1 kapacitdsos esetére.

4.3. Megjegyzés. Mivel a tétel szerint az SMF feladat 0-1 kapacitasokra is
PPAD nehéz, ezért a késébbi visszavezetések soran feltehetd, hogy ¢(v) < |E|+1,
azaz q(v) mérete polinomidlis az input méretében, azaz q(v) darab példany készi-
tése bizonyos csticsokbdl vagy élekbol szintén kivitelezhet6 polinomiélis id6ben.

A fontosabb tételek bizonyitdsa el6tt belatunk egy hasznos Lemmaét.

4.4. Lemma. Minden k € N, a k-SMF, illetve k-ISMF feladat egy tetszéleges pél-
ddnyadbol tudunk késziteni polinomidlis idében a k-SMF illetve k-ISMF eqy olyan
példdnydt, ahol minden forrds és termindl ugyanaz, egy adott v csiics >J rende-
zései megegyeznek minden j termékre, nincsenek termékfiiggé ¢? (e) kapacitdsok,
tovabbd p(v) + §(v) < 3 minden v # s,t csicsra dgy, hogy a két feladatpéldiny
stabil folyamai kozt egyértelmii megfeleltetés létezik, ami megdrzi az egészséget.

Bizonyitds. A visszavezetéshez el6szor is felhasznaljuk Cseh és Matuschke re-
dukci6jét [5] (a konstrukeid részletei megtaldlhatdk a hivatkozott cikkben, ne-
kiink nem lesz ra sziikségiink), mely segitségével a kapunk egy olyan példanyt,
ami teljesiti az els6 harom feltételt, ezt fogjuk tovabb transzformélni. Legyen
v # s,t egy csucs és legyenek e; >, eg--- >, eg, illetve f1 >, fo--r >, f1 a
bemend, illetve kimend élek (a kezdeti redukeié utdn). Ezutédn v-t helyettesit-
jik egy gadget-tel, melyet G,-vel jeloliink. G, egy iranyitott it lesz, melynek
csucsal vf,..., vy, és vf,...,v/. Minden i-re vesziink egy viv,_; és egy v/ v;41
(irdnyitott) élt tovabbd egy vjv] élt. Ezek kapacitdsat elég nagynak vélaszt-
juk ahhoz, hogy ne vdlhassanak telitetté (példaul Zle c(e;) + 1 jé lesz). Ezen
élek minden terméket tudnak szédllitani, a preferencidjuk a termékeken pedig
tetszéleges lehet. Fzutdn minden e; = wv, ¢ = 1,...,k eredeti élhez vesziink
egy e; = ujv; aminek a kapacitdsa és rendezése megegyezik e;-ével, ahol j az e;
helye u preferencialistajan. Hasonléan, minden eredeti f; = vw élre készitiink
egy f; = vjw; élt, ahol i az f; rangja w preferencialistajéaban.

Az 1j csticsok rendezése pedig legyen a kévetkezé: e; >, vi,,v; minden
i € [K] és f} >y vfv], minden j € [I].
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Az eredeti feladat egy f folyamat kiterjeszthetjiik az 1j feladat egy f’ folya-
mavéa természetes modon, illetve visszafele is, egy f’ folyambdl a G, gadgetek
Osszehtuzasaval kaphatunk egy f folyamot az eredetiben, hisz a G, gadgetbe be-
lépni és kilépni is csak eredeti élek mésolatain tud a folyam. Az is vildgos, hogy
ez egy kolcsonosen egyértelmii megfeleltetés és megdrzi a folyam egészségét is
(ahogy a kezdeti 1épésnek hasznalt Cseh-Matuschke redukeié is). Az kell tehét
csak, hogy a stabilitast is meg6rzi mindkét irdnyban.

Tegyiik fel, hogy f stabil, de f’ nem az. Ekkor létezik egy W' = (v, a1, ..., v},)
blokkol6 séta valamilyen j termékre nézve. De ekkor ismét csak az egy gadgeten
beliili részutakat 6sszehizva kapnank az eredetiben is egy f-et blokkold sétat.
Ugyanis minden él telitetlen j szerint, hisz ezek élei voltak W'-nek is, illetve
ha telitettek akkor van rajtuk rosszabb termék is, tovabba a kezdd és végpont
blokkolési feltételei is teljesiilnek, mivel ha a v{ cstics nem s, akkor mivel kiild a
rosszabbik élén is tovabb folyamot j-bol, az mar csak az eredetiben is rosszabb
élen tavozhat a gadgetbdl és hasonldéan a séta végpontjara is ugyanigy kapjuk a
sziikséges feltételt.

A maésik irdnyban, ha f’ stabil, de f nem, akkor létezik egy W = (v, aq, .., Ug)
blokkol6 séta valamilyen j termékre nézve. Ezt a sétat természetes mdodon ki-
egészitve a gadgeteken beliil kapunk egy W' sétdt az j grafban, melynek kezdd
csicsa v1 a1 kimené élhez tartozé példanya, végpontja pedig vy ar—1 élhez tar-
tozé példanya. Ekkor egyrészt minden él telitetlen j szerint W’-ben, hisz az
eredeti élek azok voltak, a gadget élek pedig til nagy kapacitastak, hogy teli-
tettek legyenek. Hasonléan a telitett éleken fut folyam rosszabb j' termékbol.
Az pedig, hogy vy kiild rosszabb irdnyba folyamot az 0j grafban pont azt jelenti,
hogy az a; kimend élhez tartoz6 példany a gadgetben még kiild tovabb folya-
mot a csicshoz tartozd irdnyba, ami definicié szerint rosszabb neki. Ugyanigy
a séta végpontja is kap rosszabb helyrdl a j termékbdl, tehat W' blokkolna,
ellentmondaés.

O

4.5. Lemma. Az SMF feladat polinom idében (PPAD-) visszavezethetd az F-SFP
feladatra.

Bizonyitds. Kiindulasképp 0jbdl elkészitjiik a SCARF problémara vald visszave-
zetésnél haszndlt métrixot, lasd a [lf dbrat. ¢ = ¢(v) = max;{q(v;)} vélasztdssal
feltehet, hogy minden ¢(v;) érték egyenl, ezt jeloljiik mostantdl g-vel. Az egy-
szerliség kedvéért feltehetd (egy szuperforrds és egy szupernyelé bevezetésével),
hogy minden forrds és termindl ugyanaz, illetve a[4.2) tétel alapjén, hogy minden
kapacitas 1.

A {8 észrevétel, hogy a visszavezetés ) matrixa felfoghat6 egy hipergraf in-
cidenciaméatrixanak is, ahol az oszlopok felelnek meg a hiperéleknek. Az els6
probléma, hogy a v7*" és v7:°“ oszlopokhoz tartozé hiperéleknél nincs a jobb-
oldalt 1 korlat, igy ezen hiperélek silya akar nagyobb is lehet 1-nél, amit a
stabil hipergraf parositas feladatban nem engediink meg. Ezért minden ilyen
oszlopot szétszediink g darab oszlopra, jeloljiik ezeket egy v csticsra v, v)™",
l=1,...,¢-val. A sorokat ugy terjesztjiik ki, hogy egy elem akkor és csak akkor
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Slin g, Lin Syin oy out 1olout {2, 2,in min snjiny nout nout
L2 g Vi V) Vi Valy WA Valo) Vi Vay Vi Vato)

E 1|1 1100 0 |0 0 |0 0 0 0|0 0
Vlin |gin| o 0I]|I I |1 I 0 0 0 0 |0 0
VLout| gouk ) olrlr I |r I |0 0 0 0 |0 0

IN
-

IN

9(v)

1,0
a(v) [—

2. dbra. A lemma bizonyitasdban hasznalt matrix a sorcserék utan.

lesz 1, ha egy olyan oszlop példanya, ahol eredetileg 1-es allt, kiilonben 0. A
rendezéseket pedig gy terjesztjiik ki, hogy tovibbra is a v} és v**" oszlopok
lesznek a legjobb illetve legrosszabb helyeken, ezeket az oszlopokat egymast kozt
pedig index alajin rendezziik, azaz példdul a ol s s > vlin,

Ezutan minden vl’ ésv) ! _hez hozzéadunk 2 4j sort a matrlxhoz Mindkét
sorban csak egy darab les lesz, a megfelel$ oszlophoz tartozé helyen. Azaz a
sorokat is ugyanigy cimkézve Q giin din = 1, Q, jiout Jout = = 1, minden mas
elem 0. Minden ilyen sor Jobboldah kolrlatozo vektora 1 1esz Aztén hozzdadunk
a matrixhoz még s és " sorokat is minden i € [n]-re, amiknek csak a
megfelel6 kimend, illetve bemend éleknél lesznek nemnulla elemei a matrixban,
sajat shout 3" ogszlopokat nem kapnak. Ezen sorok korldtozé vektorait gy
valasztom, hogy elég nagyok legyenek ahhoz, hogy ne lehessen olyan megoldés,
ahol a megfelelo feltételek egyenléséggel teljesiilnek. Példaul a tobbi csicshoz
tartozé sor g korlatozé értéke megfeleléen nagy lesz. Az igy kapott matrix-
vektor par a 2] 4bran lathato.

Azt, hogy a régi és az Uj poliéder domindns megoldasai megfeleltethet6k
egymésnak a kévetkezképpen lathatjuk be. Az egyik iranyban, ha van egy 2’
domindns megolddsom az 1ij rendszerhez, akkor abbél minden v]"*" és minden
v J-0ut Loordindtat Osszegezve kapok egy megoldast az eredetiben. Mivel minden
koordinata legfeljebb 1 volt korlatozé feltételek miatt, igy az 6sszegiik legfeljebb
g. Tovdbba, ha minden vj 1 (vagy v] u!) komponens az tjonnan hozziadott
sorokban van dominélva, akkor az osszegiik q, igy az eredetiben az oszlop azonos
cimkéjit sorban dominélva lesz. Ha valamelyik a v¥" (vagy v7°%!) sorban volt
dominalva, az pedig pont azt jelenti, hogy minden nemnulla komponenshez tar-
tozo oszlop jobb a sornak és egyenlGség van, azaz a szummazott x megoldasban
is dominélva lesz itt a v/ (vagy v7°U!) oszlop. Az élekhez tartozé oszlopok
trividlisan dominalva maradnak.

15



A masik irdnyhoz pedig egy x dominans megoldasbodl gy kapunk egy z’ 1j
dominédns megoldast, hogy a v}""" és v] ©ut Lomponenseket [ = 1,2, ...., ¢ sorrend
szerint toltom fel. Az élekhez tartozd oszlopok most is nyilvan dominalva ma-

radnak. Ha egy vljm koordinatat teljesen feltoltottiink (azaz x ;.in = 1), akkor
1

az domindlva lesz az azonos cimkéjii sorban (hisz ott ez az egy nemnulla elem
van). Ha nem to6ltottiik teljesen fel, akkor x,;.in < g volt, s emiatt ez az oszlop
csak a v7°U! sorndl lehetett domindlva (mert v/¥"-nek legjobb). Ez azt jelenti,
hogy a v"°“! sor egyenl8séggel teljesiil z’-vel is, tehdt ekkor v]""" és minden na-
gyobb indext példanya (akik még rosszabbak, de nekik mar az x’ kkordinatéja
0, hisz sorban t6ltottiink fel) domindlva van itt. A v)"* oszlopokra ugyanez az
érvelés miikodik.

Most a kovetkezéket figyelhetjilk meg az 1j matrixunkroél:

1. A sorokat felcserélhetjiik tgy, hogy a méatrix alja egy nagy négyzetes iden-
titdsmatrix legyen, csupa 1 korlatozé vektorral.

2. A matrix identitas feletti része pedig nem mas, mint egy 3-uniform, 3-
osztalyu hipergraf incidenciamatrixa. Hiszen, ha az oszlop e’ alaku, e =
uv, akkor hirom nemnulla elem van, melyek az e, a u/°4! és a v9*™" so-

rokban taladlhaték, a Ulj sin/out tipust oszlopok esetén pedig szintén mindig

hirom nemnulla elem van, a v, v7:°% illetve Ul] infout ¢ rokban. Tovéb-
béa ebbdl mar azt is megfigyelhetjik, hogy a hipergraf cstcshalmaza valé-
ban harom részre particionalhaté gy, hogy minden hiperél mindegyikbol
pontosan egyet tartalmazzon. A harom osztaly a E és ’ulj vin/out sorok, a

v9*" sorok illetve a v¥°%t sorokhoz tartozé csticshalmazok.

Tehat a mostani feladatunk mar valéban megfeleltetheté egy stabil hipergaf
parositasi feladatnak aminek a megoldasaibdl kaphatunk egy x dominans meg-
oldést (hisz az, hogy egy f hiperél blokkol itt épp azzal lesz ekvivalens, hogy
minden hozza tartoz6 sorban vagy nincs egyenlGség, vagy van rosszabb oszlop-
hoz tartozé pozitiv koordindta, azaz az f-hez tartozé oszlop nincs domindlva),
hisz az elsé megfigyelés alapjan mostmar minden hiperél kapacitdsa 1. Tovabba
ezen felill az is teljesiil, hogy a hipergraf 3-osztalyt, 3-uniform. Ahhoz, hogy egy
stabil csalad feladatot kapjunk viszont még arra is sziikség van, hogy minden
csticskapacitas is 1 legyen.

Ezt tgy érjiik el, hogy a hipergrafunkat tovabb modositjuk. Jel6lje a hiper-
graf harom osztalydt Z, U és V, ahol Z felel meg az élekhez és v] yin/out tipustu
sorokhoz tartozo cstcsoknak. Ekkor X-ben minden cstcs kapacitdsa mar eleve
1, a V és U-beli csticsoké pedig q.

Ezutan készitsiink minden u € U és v € V csticsbdl ¢ darab példanyt (em-
lékezziink réa, hogy feltehetd, hogy ¢ polinomidlis az input méretében, és az is
hogy egész), illetve minden e = (z,u,v) hiperél helyett vegytink be (z,u;,v;)
hiperéleket, minden ¢,j = 1,..,¢-ra. A preferencidkat pedig olyan moédon ter-
jesztjitkk ki az 4j hiperélekre szigorian, hogy ha (z,u,v) >, (x,u’,v"), akkor
(z,ui,v5) >, (2,u),v]) minden 4,5, k,1 = 1,...,¢ra, ha (z,u,v) >, (2/,u,v’)
akkor (z,u;,vj) >y, (#/,u;,v]) minden 4,5, = 1,..,¢g-ra és hasonldan v-kre is.
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Ez megtehetd példaul az eredeti prefereciak kiterjesztésével, a dontetlenek in-
dexek vagy indexparok szerint lexikografikus feltorésével. Az igy kapott stabil
hipergraf parositasi feladatban mar azon felil, hogy a hipergraf 3-uniform és
3-osztalyu az is teljesiil, hogy minden kapacitas 1, igy ez mar megfelel a stabil
csalad feladat egy példanyanak is.

Tegyiik fel, hogy taldltunk egy x’ stabil tortparositast ebben a hipergrafban.
Elég belatnunk, hogy ebbdl a moédositott matrix altal definidlt hipergrafban
is kapunk egy stabil tortparositast, hiszen azt mar lattuk, hogy annak a stabil
tortparositasai épp a dominans megoldasoknak felelnek meg. Vegyiik tehat azt a
hipergraf parositast, ahol egy (z,u,v) hiperél stlya (. , ) = 23,3:1 w’(zyuwj).
Ez egy megengedett pérositds, hiszen minden szumma hiperéleiben van egy
kozos z csics, aminek a kapacitésa 1, igy 2 4,0) < 1 minden hiperélre. Tegyiik
fel, hogy létezik egy (z,u, v) blokkol6 hiperél z-re nézve. Ekkor z telitetlen, vagy
létezik olyan (z,u’,v") hiperél pozitiv sillyal, amit kevésbé kedvel. Hasonléan u
telitetlen, vagy létezik olyan (z’, u, v’) hiperél pozitiv sillyal, amit kevésbé kedvel
és ugyanigy v-re is. De ebbdl az kovetkezik, hogy z telitetlen x’-ben vagy pedig
a rosszabb (z,u',v") hiperélnek van olyan (z, uj,v;) példinya is, aminek pozitiv
a stlya z’-ben. Tovabb4, az v cstcs minden u; példdnya és a v cstics minden v;
példdnya vagy telitetlen z’-ben, vagy van rajta 4t egy szdmdra rosszabb hiperél
pozitiv stllyal. Ez azt jelenti, hogy létezik olyan i,j par, hogy a (z,u;,v;)
élre teljesiil, hogy mindharom csicsa vagy telitetlen, vagy van rajta at szdmara
rosszabb hiperél pozitiv stllyal x’-ben, ami ellentmond z’ stabilitdsdnak.

O

4.6. Lemma. Az SMF feladat polinom idében (PPAD-) visszavezethetd az F-
HRC-Te.

Bizonyitds. A bizonyitas most is hasonlé lesz. Induljunk ki az el6z6 redukciéban
kozbiils6 1épésben kapott 3-osztdlyd, 3-uniform hipergrafbdl, melynek matrixa
a 2| abran is illusztralva van. Most azzal, hogy egyes cstiicsoknak nagyobb, mint
1 a kapacitasa nem lesz problémank, hisz a korhazakndl ez megengedett.

Nevezziik a hipergaf 3 osztalyat ismét Z, U és V-nek. Lattuk, hogy minden
z € Z kapacitasa 1. Ezek fognak megfelelni a paroknak, U és V cstcsai pedig a
kérhazaknak. Mivel minden hiperél mindharom osztalybdl pontosan egy csticsot
tartalmaz, igy minden jelentkezés tartalmaz U és V-beli korhazat is. Ez felfog-
haté tgy is, hogy vannak olyan kérhézak, ahova csak a parok férfitagjai, mig
masokba csak a néi tagjai jelentkezhetnek, mely a feladat egy fontos specidlis
esete.

A hézasparok rendezése egyértelmiien adédik a csticsok hiperéleken vett ren-
dezésébél. Ahol évatosabbnak kell lenni, az a kérhdzak rendezései, hisz ezeknek
a hazasparokon kell egy szigori rendezést alkotnia, nem a hiperéleken. De azt a
kulcsmegfigyelést tehetjiik, hogy tetszoleges 2 olyan cstcs esetén, ahol az egyik
X-bdl a masik U U V-bdl van, legfeljebb 1 olyan hiperél 1étezik, ami mindkettot
tartalmazza. Példaul, egy (uv?,u/°ut) paron csak a (uv?,u/ % v7") hiperél
mehet, hisz az elsd két cstcs az él végpontjat és a terméket is egyértelmiien
meghatdrozza, valamint egy (vlj’out,vj’i") part is csak a (Uf’out,vj’i",vj"’”t) hi-
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perél tartalmazhat. Hasonléan egyszerii a tobbi eset ellenérzése is. Ebbdl azt
kapjuk tehat, hogy minden korhaz esetén a hiperéleken val6 rendezést meg tu-
dunk feleltetni egy szigori rendezésnek a parokon, hisz egy kérhazhoz egy par
legfeljebb egy hiperélben jelentkezik.

Tegyiik fel, hogy van egy stabil tortparositasunk az igy kapott F-HRC-ben.
Az kell, hogy ebbél kaphatunk egy x domindns megoldast az eredetiben. De
kénnyti meggondolni, hogy x-et pontosan a hiperélek értékei szerint bedllitva
egy dominans megoldéast kapunk, hisz egy nem dominalt oszlop éppen azt jelen-
tené, hogy mindhdrom hozza tartozé sor telitetlen vagy van pozitiv kordinata
rosszabb nemnulla elemhez tartozva is, tehat az oszlop hiperéléhez tartozé ko-
alicié blokkolna a F-HRC feladatban, ellentmondas.

O

Ezen lemmak egyenes kovetkezményei az alabbi tételek:

4.7. Tétel. A rF-HRC PPAD-teljes, s6t még azon dudlis vdltozata is, ahol a kor-
hdzak halmaza két részre particiondlhaté ugy, hogy az egyikben lévd kérhdzakba
csak a pdrok férfi a mdsikban lévdkbe pedig csak a ndi tagjai jelentkezhetnek.

4.8. Tétel. Az F-SFP feladat PPAD-teljes.
4.9. Tétel. Az sMF feladat PPAD-teljes.

Most belatjuk a stabil hipergraf parositas feéadat tortvezidjanak nehézségét
még nagyon szigoru feltételek mellett is.

4.10. Tétel. Az r-suM PPAD-teljes, még akkor is, ha minden kapacitds 1, min-
den hiperél legfeljebb 3 méretii, mindek fok legfeljebb 3 és a hipergraf polinomidlis
idbében 3-élszinezhetd (azaz a hiperélek szinezhetdek gy, hogy semelyik csiucson
dt se menjen két azonos szind hiperél).

Bizonyitds. El6szor is, mivel belattuk, hogy az F-SFP probléma is PPAD-teljes,
ezért elég ezt visszavezetni az F-SHM a tételben szerepld specidlis esetére. Ehhez
elég lesz Ishizuka és Kamiyama [|9] konstrukcidjat haszndlnunk, amivel egy tet-
szOleges stabil hipergraf parositas feladatot visszavezethetiink egy olyanra, ahol
minden fok legfeljebb 3. Tehat csak azt kell megmutatnunk, hogy a konst-
rukcié megorzi a maximalis hiperélméretet, illetve, hogy minden stabil csa-
lad hipergraf esetén egy polinom idében 3-élszinezheté grafot kapunk. Ishi-
zuka és Kamiyama visszavezetése a kovetkezd: Legyen H = (V,E) egy hiper-
graf. Ebbdl készitiink egy 4j H' = (V',E’) hipergrifot, melynek csticshalmaza
Vi={v;: veVi=1,...,deg(v)} U{v: veVi=1,...deg(v)—1}.
Azaz minden eredeti v csics fog kapni 2deg(v) — 1 példdnyt. H’ élhalma-
zdt ugy kapjuk, hogy el6szor is minden e € & hiperél helyett vesziink egy
€' = {Vp(v,e) 1 v € e} hiperélt, ahol r(v, e) jeldli azt, hogy e hanyadik legjobb hi-
perél v preferencialistdjaban . Azaz szemléletesen minden e hiperélhez készitiink
egy €’ hiperélt, mely az eredeti hiperél csicsainak azon indexii példdnyait tar-
talmazza, ahdnyadik legjobb volt nekik. Legyen E' = {¢’ : e € £}. Ekkor a H'
hipergraf élhalmaza: & = E'U{{v;,v}},{v},vi1}: ve V,i=1,...,deg(v)—1}

18



lesz. A konstrukciéban szerepl6 csiicsok preferencidi most nem fontosak sza-
munkra, igy azokra nem tériink ki kiilon. Ami fontos, hogy minden e € &
mérete pontosan akkor, mint ¢’ mérete, illetve a tobbi hiperél mérete 2, igy
ha egy 3-uniform hipergrafbdl vezetiink vissza, akkor igy egy olyan hipergréafot
kapunk, ahol egyrészt minden fok legfeljebb 3 (hisz egy v; vagy v} cstcson &t
csak egy e hiperél és legfeljebb két {v;, v}}, {v}, viy1} alakd él megy) és minden
hiperél mérete is legfeljebb 3. Tehat mar csak azt kell megmutatnunk, hogy a
hiperéleket polinom id6ben tudjuk 3 élszinezni. Ezt pedig a kovetkezéképpen
tehetjitk meg: legyenek E’ élei pirosak, a {v;,v;} alakiak zoldek, a {v}, v;y1}
alakiak pedig kékek. Konnyt ellendrizni, hogy ez a szinezés valéban megfele-
16. O

Most megmutatjuk, hogy az SMF feladat PPAD-nehéz marad 3 termék esetén
is.

4.11. Tétel. A 3-sMF feladat PPAD-teljes, még akkor is ha minden kapacitds
0 vagy 1, minden forrds és termindl egybeesik, és az egyes termékeket szdllitani
tudd élek részgrafja (belil) pontdiszjunkt st utakbsl dll.

Bizonyitds. Ttt most Kirdly és Pap konstrukciéjat [11] javitjuk kicsit tovdbb,
amivel megmutattdk, hogy az SMF &ltalanos verzidja PPAD-teljes. Mivel a
[410] tételben beldttuk, hogy az F-sHM feladat akkor is PPAD-teljes, ha az élek
polinom id6ben 3-szinezhetoek, igy elég azt visszavezetniink.

Vegylink tehat az r-SHM feladat egy ilyen specidlis I példanyat. Legyen
az ebben szerepld hipergraf H = (V,€), V = {v1,...,v,}. A kulcslépés az,
hogy miel6tt még visszavezetnénk a feladatot egy folyamfeladatra, kiszinezziik
az éleket 3 szinnel. A 3 szin fog megfelelni a 3 terméknek a visszavezetésben.
Plusz csicsok és hiperélek bevételével az is feltehetd, hogy a hipergraf 3 uni-
form és minden fok is 3, de erre csak az egyszerliség kedvéért van sziikség, a
konstrukciohoz csak a 3 élszinezhetéség a fontos.

A 3-sMF feladat I’ példanyat tgy kapjuk H-bdl, hogy minden v; € V' cstics-
hoz készitiink egy v} és egy v/’ csicsot. Ezen felill még hozzdadunk egy s forrast
és egy t nyel6t. A graf irdnyitott élei pedig a kovetkezOk lesznek: minden i-re
vesziink egy e; = vjv}’ élt 1 Osszkapacitdssal, és 1 termékkapacitdsokkal minden
termékre az <., rendezéseket pedig a v; csics >; preferencidja alapjan allitjuk
be (mivel egy csicson csak kiillonb6zd szintl élek mennek, igy a hiperéleken vald
rendezés indukal egy rendezést a szineken, amik most épp a termékek). Tovab-
b4, minden e = {v;, vi, v} € € hiperélre (plusz csticsok hozzdadéasaval feltehetd,
hogy H 3 uniform), ahol j < k < I hozzdadunk a grafhoz sv}, vivy, viv) és v]'t
éleket, melyek 6sszkapacitdsa szintén 1, viszont ezek mar csak az e szinének meg-
felel terméket tudjék tovabbitani (azaz az ehhez tartozé termékkapacitds 1, a
tobbihez tartozo6 0). Ezeknek az éleknek emiatt nem is lesz sziikség preferencidk-
ra, csak egy termék elfogadhaté szdmukra. A csiicsoknak szintén lényegtelen a
preferencidja, hisz a forrdsnak és termindlnak nincsen (definicié szerint), a t6bbi
v} és v} cstcsok pedig mind olyanok, hogy egy adott j termékre csak legfeljebb
egy bemend és egy kimend €l van, ami az adott terméket széllitani tudja.
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A konstrukeié helyességéhez vegyiik észre, hogy tetsz6leges termékre (szinre),
azok az élek amik az adott terméket szallitani tudjak (beliil) pontdiszjunkt st
utakbdl all, hisz minden v] és v}’ befoka és kifoka is legfeljebb 1 (mivel egy
cstcsra csak egy hiperél illeszkedett ebbdl a szinbél), és ha az egyik 1 akkor
a masik is (az élek definicigja miatt). Tovabbd, ezek az utak épp az adott
szinl hiperéleknek felelnek meg, azaz minden ilyen szindi e = {v;,vp, v} € €
hiperélhez tartozik egy st Ut az e;, ey, ; éleken at, melyek rendezése pedig épp a
megfelel6 csiicsok rendezése. Tovabbd, két hiperélnek egy v; csics kézos csicsa,
akkor és csak akkor, ha a két hiperélhez tartozoé tutnak e; kozos éle.

Ebbol mar kévetkezik, hogy az igy kapott SMF feladatban egy tetszoleges
tobbtermékes folyamban egy adott termékhez tartozé st folyamok csak az adott
szin(i hiperélekhez tartozé utakon folyhatnak. Es forditva is, egy (t6rt) hiper-
graf parositasbol konnyen kapunk egy megengedett folyamot tigy, hogy minden
hiperél utjan a megfelel6 termékbol egy pontosan akkora méretii folyamot kiil-
diink, amekkora a hiperél stulya volt. Mivel I’-ben csak az e; élek rendezése
mérvadd, a hiperélek és megfelelé st utak metszési relacidja is megegyezik, és
a lehetséges blokkold utak is csak hiperélekhez tartozé st utak lehetnek (hisz a
csicsok rendezései trividlisak), igy az is vildgos, hogy a I’-ben stabil tébbter-
mékes folyamok a stabil tortparositasoknak felelnek meg I-ben és forditva is.
Tovabba ez a kolcsondsen egyértelmii megfeleltetés az egészséget is megorzi.

O

5. A 2-1sMF feladat NP-teljessége

Ebben a fejezetben f6leg a tobbtermékes stabil folyam feladat egész valtoza-
taval fogunk foglalkozni, és bizonyitunk be nehézségi eredményeket. Eldszor is
fontos megemléteni, hogy az ISMF feladat altaldnos alakjarol is ismert mér, hogy
NP-ben van (minden j termékre és u, v csticsparra ellendrizni tudjuk, hogy van-e
mind a 4 feltételt kielégitd uv séta), igy az egyes specidlis esetek NP-teljességéhez
elég lesz a nehézséget bizonyitanunk.

5.1. Lemma (Kirdly and Pap [11]). Az ISMF feladat NP-ben van.

Sziikségiink lesz az alabbi tételre is, mely a HRC feladat egy nagyon specialis
esetének NP-nehézségérol szol :

5.2. Tétel (Bir6 et al. [2]). A (2,2)-HRC feladat NP-teljes, még az aldbbi meg-
szoritisok esetén is:

I) Minden kérhdz (és igy minden csics) kapacitdsa 1,

II) Egy adott kdrhdz legfeljebb egyszer szerepel egy adott pdr preferencialistdjin,
III) nincsenek egyéni rezidensek,

IV) A kérhdzak 3 részre particiondlhatéak gy, hogy az egyik rész kdrhdzaiba
csak a pdrok férfi tagjai, a mdsikba csak a pdrok néi tagjai jelentkezhetnek (ne-
vezziik ezeket férfi; illetve néi kérhdzaknak), a harmadik csoport kérhdzai pedig
olyan (hi, h%, h%) hdrmasokbél dlinak, melyekbe minden jelentkezés csak vala-
mely ¢, ch, ¢4 érkezik, ezen hdrmasok preferencidi pedig az akdbbiak:
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cf t (%,%) > (h, hh)

¢t (5,5) > (R, h3)

¢t (5,5) > (hi, h3)

h’1 Dy >

hé D> G

hy :chy > cs,

ahol a * jelolés eqy férfi vagy ndi kérhdzat jelél. Tovdbbd, minden elsé vagy md-
sodik particio beli korhdz legfeljebb egy olyan jelentkezést kap, amely valamelyik
ilyen hdrmas eqy pdrjdtol érkezik.

Mivel sziikségiink lesz a tételhez hasznalt konstrukciéra, ezért itt is bemu-
tatjuk. A visszavezetés a (2,2)-E3-SAT feladatbdl torténik, mely a SAT feladat
azon verzi6ja, ahol minden kléz pontosan 3 literalt tartalmaz, és minden valtozo
pontosan 4-szer fordul el6: 2-szer pozitiv, 2-szer negativ alakban.

Legyen V = {vy,...,v,} a valtozdk, C = {c1,...,cn} pedig a klézok hal-
maza. Definidlunk négy halmazt. A = {(al,b]) : r = 1,2, i = 1,...,n},
B={(c;,d}): s=1,2,3, j=1,...om}, H={hj : r=1,...,6,i=1,...,n}
ésT = {t’” cr=1,...,6, j=1,...,m}. A HRC feladat parjai az AU B halmaz
elemei, a kérh&izai pedig a HU T halmaz elemei lesznek Deﬁniéljuk h(d3)-t
h?r+1 sy

illetve hfr“ nek, ha av; hteral r-edik el6forduldsa van a c; kloz s-edik pozmlo—

jaban. Hasonléan legyen d(h?’”“) dj, ha v; r-edik eléfordulasa a c; kl6z s-edik

helyén van, d(h;"?) pedig d, ha 7; r-edik eléforduldsa a c; kl6z s-edik helyén

van. A preferencialistdk a kovetkezék. A paroké:

(a;,b;) : (hi, hi) > (h}, hi)

(a7,07) : (h7,h7) > (hi, hP)
1 g1 1 341

G sy
] VERRANY

b%

30 33
(c2,d?) : (15, h(d2) > (£2,19)
A koérhéazaké:

h?:al > a?
h3 bl > d(h3)
hi bl > d(h)
RS : b2 > d(h?)
hS 1 b2 > d(h?)
el > 2
2.6 >

t:;- : c? > d}

t? : d}

t? : d?

t? : df—

5.3. Tétel. A 3-1SMF NP-nehéz még akkor is, ha minden kapacitds 0 vagy 1,
minden forrds és termindl ugyanaz és az egyes termékekhez tartozo élek rész-
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grafja pontdiszjunkt st utakbol dll.

Bizonyitds. Azt fogjuk megmutatni, hogy az elébb részletezett konstrukciéval
kapott HRC feladat valéjaban tekinthetd egy 3-uniform F-SHM feladatnak is, il-
letve, hogy ennek éleit polinom id6ében tudjuk 3-szinezni. Innen a tétel
konstrukciojat hasznalva kész is vagyunk, hisz arra a visszavezetésre az is tel-
jestlt, hogy pontosan akkor van egész stabil megoldas a hipergrafban, ha van
egész tObbtermékes stabil folyam.

Tekintsiik tehdt a konstrukciéban egy ¢ (2,2)-E3-SAT formuldbdl kapott
HRC feladatot. Mivel minden jelentkezés olyan, hogy a par két tagja két kii-
16nb6z6 korhazba jelentkezik, igy ezek a jelentkezések kezelhet6ek 3 méretii hi-
perélekként is, tehat természetes moédon kapunk egy H 3-uniform hipergrafot
igy AUB U H UT cstcshalmazon. Mivel az a feltétel is teljesiilt, hogy egy
kérhazhoz egy parbdl csak legfeljebb egy ember jelentkezik, és az is csak legfel-
jebb egyszer, igy a korhazak preferencidja a parokon egyértelmiien definidl egy
(szigoru) preferencialistat a ré illeszkedd hiperéleken is. A pérok eleve kérhéz-
péarokat rangsoroltak, igy ott szintén kdnnyen megfeleltethetjiik a rendezésiiket
a hiperélek egy rendezésének. Annyit kell még észrevenniink, hogy a stabil allo-
kaciok a HRC-ben és a stabil parositasok a hipergrafban szintén egybeesnek, hisz
egy blokkol6 (¢, h, h') koalicié épp azt jelenti, hogy a (¢, h, h’) hiperél blokkol és
mivel minden hiperél (¢, h, h’) alakul, igy minden blokkol6 hiperél egy blokkold
koaliciot definial.

Tehat csak annyi teendénk maradt, hogy megmutassuk, hogy H hiperélei
polinom idében 3-szinezhetéek. Ehhez mutatunk egy jé 3-szinezést. Eloszor a
(c5,d?) alaki parokat tartalmazé hiperéleket szinezziik. Azt allitjuk, hogy ezek
kiszinezhetdek tigy, hogy minden olyan hiperél, ami tartalmaz h3, h}, h? vagy

K2

hS kérhézat zold vagy piros legyen. Ehhez vegyiik észre, hogy a (cj», dj) parokat
szét tudjuk osztani hdrmas csoportokba (j szerint) igy, hogy barmely ilyen part
tartalmazo hiperél csak olyan hiperéleket metsz, ami szintén tartalmaz az adott

hédrmas parjdbdl egyet, vagy kiilonben egydltalan nem tartalmaz (cj, d3) alakd
part, és utébbi esetben a metszéspont mindig egy cstcs, mely a h?, hi, h?,
hY kérhazak egyike, valamilyen i-re. Az is teljesiil, hogy a h! alaki kérhazak
legfeljebb egy (cj,d;) alakd part tartalmazé hiperélben vannak. Tehdt meg
tudjuk azt tenni, hogy minden j-re kiszinezziik a hérom ((c‘;,dj),t;"'?’,h(d;))
alakd hiperélbdl s = 1,2 esetén zoldre és s = 3 esetén pirosra. Ezutan kénnyt
ellendrizni, hogy az adott j-hez tartozé tobbi élt (((cjl, ), t?, t}), ((c?, d?), t}, t?)
és ( (cg?, df—), t?, t;’)) is ki tudjuk szinezni piros, zold és kék szinek felhasznéildsdval
ugy, hogy a szinezés j6 legyen. (pl ((c}d}),t?,t%) kék, ((c?,d?),t},t?) piros és
((¢3,d3),15,1%) 261d j6 lesz).

A maradék hiperélek ezutdn beoszthatéak négyes csoportokba i szerint (((al,b}), hl, h?),

177
((a2,02), h2,17), ((a},b}),h2. hd) 6s ((a2,b2), L, h)) tigy, hogy kiilnbozs né-
gyesek hiperélei nem metszik egymast, csak a mar kiszinezett hiperéleket, és
azokat is csak valamilyen h1‘23 pontban. Azt is tudjuk, hogy h?, h, h? és
hS-on &t csak piros vagy zold hiperél megy. Azaz elég azt belatni, hogy min-
den ilyen hiperél négyest ki tudunk egésziteni, barhogy is vannak mar "foglalt'
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piros és zold szinek a h3, h}, h2, h¢ csicsokon. Minden eset egyszerfien leel-

K3
lendrizhetd, példdul ha h3-on és hi-en a piros a foglalt h?-6n és hf-on a zold
akkor a ((a},b}),hi, h3), ((a2,b2),h?,h3) kék, ((a},b}),h?, h}) z6ld, valamint

((a2,b2), h}, h%) piros szinezés j6 lesz. O

1971
5.4. Megjegyzés. Ezzel a visszavezetéssel azt is bebizonyitottuk, hogy eldon-
teni, hogy létezik-e egy stabil hipergraf parositas (SHM) feladatban, hogy van-e
egész stabil megoldas méar akkor is NP-teljes, ha minden kapacitas 1, minden

fok legfeljebb 2, és minden hiperél legfeljebb 3 méretii, s6t a hiperélek még
hatékonyan 3-szinezhetGek is.

Most megmutatjuk, hogy 2 termék esetén, ha s; = so = s és t; =t = t,
valamint a termékekhez tartozo részgrafok diszjunkt st utak uniéi, akkor mindig
létezik stabil tobbtermékes folyam és meg is taldlhaté hatékonyan. Specialisan,
mivel minden 2 élszinezhet6 hipergraf egy ilyen folyamfeladatra vezetédik vissza
a [.11] tétel konstrukcidja alapjan, igy ott is mindig tudunk taldlni egy egész
stabil parositast.

5.5. Lemma. A 2-1SMF és 2-SMF feladatok polinom idében megoldhatéak, ha a
két forrds és két termindl megegyezik és a termékekhez tartozo részgrdafok disz-
junkt st utak unios.

Bizonyitds. A bizonyitashoz az aldbb bemutatott pszeudokédu algoritmus 1-r6l
mutatjuk meg, hogy mindig talal egy stabil egész megoldast.

Mivel egy ilyen halézatban csak st utak lehetnek blokkold séték, ezért csak
ezeket kell ellenérizniink. Tegyiik fel, hogy egy st ut blokkol az 1-es termékre
nézve. Ekkor volt egy olyan 1épés, amikor cstkkentettiik az iton az 1-es termék
értékét. De az utolso ilyen 1épésben egy olyan él, ami 2es terméket szereti
jobban, telitetté kellett, hogy valjon az titon, ami ellentmondés. A 2-es termékre
nézve sem blokkolhat, hisz ha blokkolna, akkor a while ciklus még novelt volna
az értékén, hisz telitetlen és teljesiti a feltételt. O

Algorithm 1
Telitstink minden megfelel st utat az 1-es termékkel.
Legyen Pi,..,P; a 2-es termékhez tartozd diszjunkt st utak.
fori=1,...,k do
while P; telitetlen a 2-es termék szerint és minden e € P;, amin folyik
1-es termék is jobban szereti a 2-es terméket do
Noveljiik a 2-es termék értékét 1-es P;-n,
A tultelitetté valt utakon csokkentsiik az 1-es termék értékét 1-el.
end while
end for

Egybol kovetkezik tehat az alabbi tétel.

5.6. Tétel. Ha egy stabil hipergraf pdrositis feladatban a hiperélek 2 szinez-
hetdek, akkor tetszéleges méreti hiperélek és kapacitdsok esetén mindig tudunk
taldlni egész stabil pdarositdst.
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5.7. Megjegyzés. Ishizuka és Kamiyama algoritmusa [9] is miikodik a 2-
élszinezhetd esetre, viszont egyrészt csak akkor, ha minden kapacitas 1, masrészt
az sokszor csak egy tort megoldést talal, holott egész is van. Az algoritmus ro-
viden a kovetkez6: ha egy hiperél mindenkinek legjobb, akkor bevessziik és a
cstcsait, valamint a metszd hiperéleket toroljiik és ezt iteraljuk, amig van olyan
hiperél, ami mindenkinek legjobb. Ezutdan minden maradék hiperélt bevesziink
% sallyal. Példaul egy C4 kor esetén, ha ciklikusak a preferencidk, akkor hiaba

van egész megoldas, az algoritmus egy félegészet fog adni.

Most megmutatjuk, hogy ha elengedjiik az utak diszjuntsagardl szélo felté-
telt, akkor mar a 2-1sSMF feladat is NP-teljessé valik.

5.8. Tétel. A 2-1SMF feladat NP-teljes, még 0-1 kapacitisokkal is.

Bizonyitds. A bizonyitashoz a (2,2)-HRC[5.2|beli specidlis verziojat fogjuk vissza-
vezetni. Legyen I a HRC feladat egy ilyen specialis esete. Nevezziink egy c part
simdanak, ha ¢™ csak férfi-kérhazakba, ¢* pedig csak néi-kérhézalba jelentkezik,
ahol ¢™ a par férfi, ¢ pedig a néi tagja.

Konstrudlunk egy I’ kéttermékes folyamfeladatot. Elészor is, felvesziink
egy s forrast és egy t nyel6t, mely mindkét termék kozos terminaljai lesznek.
Ezutdn minden ¢ = (¢™, ¢*) péarra készittink két v(c™) és v(c®) csticsot, valamint
egy e(c) = v(c™)v(c?) élet c(e(e)) = ct(e(c)) = c(e(c)) = 1 kapacitasokkal.
Amennyiben c egy sima pér, akkor e(c) preferencidjat allitsuk be 1 >, 2-re.
A t6bbi parhoz tartozé élt majd késébb allitjuk be.

Majd készitiink minden h férfi-kérhdzhoz egy v(h) csticsot és egy e(h) =
sv(h) élet c(e(h)) = ct(e(h)) = c*(e(h)) = 1 kapacitdsokkal. Ezutdn hoz-
zdadunk egy vagy két v(h)v(c™) alakt élet azon péarok férfi tagjdhoz tartozd
csticsaiba, amelyek jelentkeznek h-hoz, 1 6sszkapacitassal. Ha ¢ sima péar, akkor
a v(h)v(c™) él csak 1-es terméket tud szallitani, hogyha h a c elsd jelentkezé-
sében van, és csak 2-es terméket kiilonben. A nem sima péarok esetét kés6bb
részletezziik, de azokndl is a v(h)v(c™) él csak garantdltan ez egyik terméket
fogja tudni szallitani.

Ezutdn a h kérhéz rendezését ugy valdsijuk meg a folyamfeladatban, hogy
amennyiben a két v(h)v(c™) él azonos terméket tud csak szallitani, akkor a
v(h) cstcs rendezését hasznéljuk arra, hogy a jobb rezidens felé mend élt ked-
velje jobban, ha pedig kiilonboz6 terméket tudnak szallitani, akkor az e(h) élen
rendezziik a két terméket tigy, hogy a jobb rezidens felé mend élen tovabbjutd
terméket kedvelje jobban.

Ehhez hasonléan minden néi kérhazhoz is készitiink v(h) cstcsokat, illetve
v(h)t és v(c®)v(h) éleket, melyek kapacitdsait és rendezéseit ugyanigy definidl-
juk.

Lattuk, hogy a nem sima pérok, illetve a nem férfi vagy noi kérhazak har-
masokba oszthatéak, jeloljik ezeket (c1,co,c3)-al, illetve (hq,ha, hs)-al. Nem
sima parok minden ilyen (cq,co, c3) rendezett harmasa esetén egy G gadgetet
készitlink, mely konstrukciéja a kovetkezd. A gadget a [3] abran van illusztralva
a digrafba vald beilleszkedésének abrazolasaval egytitt.
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El8szor is vesziink négy wja, v12, us, vs csicsot, suja, uiav(cf"), uiav(cy?),

v(c)ug, v(c¥)vz és viat élekkel. Minden ilyen e élre c(e) = ct(e) = 1, ¢*(e) = 0.
Aztén hozzdadunk még sv(ci), v(c¥)us, vst éleket is c(e) = c?(e) =1, ct(e) =0
kapacitdsokkal. Végiil, hozzdadunk még egy usvia élt c(uzviz) = ct(uzviz) =
c?(uzvi2) = 1 kapacitasokkal, és 2 > 1 rendezéssel, valamint egy specialis két-
irdnyd visvs élt, ami vio felé csak az egyes terméket, v felé pedig csak a 2-es
terméket tudja szallitani c(vigvs) = ct(v12v3) = c?(v12v3) = 1 kapacitdsokkal
és 1 > 2 rendezéssel. Ezt a specidlis élt egy szubgadgettel tudjuk kivitelezni:
vegylnk fel két 1j v} és vi, csicsot, és a viavs €l helyett vsvs, v]5v12, V1205 és
viovs éleket. viavs és viov12 1 kapacitdsi és csak 1l-es terméket tud szallitani,
V1205 és vi5v3 pedig csak 2-es terméket. Végiil adjunk még hozzd a szubgadget-
hez egy viv, élt, c(vhvly) = et (vhv]y) = c?(viv]y) = 1 kapacitdsokkal és 1 > 2
rendezéssel. Ezen a gadgeten at az egyes termékek csak a megfeleld irdnyban
tudnak dtmenni, de mindkét irdnyban hasznalniuk kell az 1 > 2 rendezésti v5v],
élt. Es mivel ezen él sszkapacitdsa is 1, igy legfeljebb az egyik irdnyban folyhat
at a folyam. A késébbiekben ezt a szubgadgetet egyetlen, kétirdnyi viov3 élnek
tekintjiik majd. A gadget dedikalt éleire ugy fogunk hivatkozni mint gadget-élek.
A harmashoz tartozé G gadget cstcsai koziil csak uio és v1o szdméra kell meg-
adni preferenciat, hisz a t6bbi csiicson minden termékhez legfeljebb egy kimen6
és egy bemend él tartozik. Legyen ez a két rendezés uyov(ci*) >y, u12v(cy?) és
U3V12 >y, U3V12.

Mostmar ratérhetiink a nem sima parokhoz tartozé rendezéskre és kapaci-
tasokra. Ha egy c¢; nem sima par els6 helyen 1év6 jelentkezése (h;, h;), akkor a
v(hj)v(c]) és v(c)v(h)) csak 2-es terméket tudnak szallitani, ha j = 1,2 illetve
csak 1-es terméket, ha j = 3. Tovabbé a v(c]*)v(c}’) élek preferencidja legyen
2>1,7=1,2reés 1> 2 j=3ra (azaz itt is a jobb jelentkezéshez tartozd
terméket kedvelik jobban, viszont itt az nem mindig az 1-es).

A hélozat folyamjait és a HRC allokaioit a kovetkezOképp feleltethetjiik meg
egymdsnak. Ha egy sima péar e(c) élén les termék folyik, akkor c¢-t a jobb
jelentkezéséhez allokaljuk, ha 2-es akkor a rosszabbikhoz, kiillonben sehova.
Specidlisan ekkor a megfelelé folyam csak egy v(h)v(c™) élen érkezhet és egy
v(c®)v(h') élen tdvozhat, ahol h,h’ a jelentkezéshez tartozé kérhdzak. A nem
sima parok esetén is hasonléan jarunk el. Ha a jobb termék folyik at az éli-
kon, akkor a jobb helyiikre keriilnek, ha pedig a rosszabb, akkor a rosszabb-
hoz, kiilonben sehova. Ami fontos kiilonbség, hogy a rosszabb jelentkezéshez
tartozd folyam ekkor nem kérhdzakhoz tartozd éleken érkezik és tavozik, ha-
nem gadget-éleken. Forditva, ha egy sima par a (h,h’) parhoz van allok4l-
va, akkor a s = v(h) — v(c™) = v(c”) — v(h') — t Uton kiildénk egy 1
méretii folyamot a megfelel6 termékbdl, hasonléan akkor is, ha ¢ nem sima,
de egy (h,R') férfi, illetve ndi-kérhdz parhoz kertilt. Ha a rosszabbikhoz ke-
riilt, akkor attdl fiiggéen, hogy ¢ hanyadik a megfeleld (¢1, c2, ¢3) hdrmasban, a
s — u1a = v(c*) = v(c¥) = uz — vig — t Gton kiildiink 1 méretii folyamot az
els6 termékbdl, ha ¢ = ¢1;a s = w12 — v(cF') = v(cy) — uz — via — t Uton az
1-es termékbél, ha ¢ = ca, illetve a s — v(c§") = v(c¥) = ug = via = v3 = ¢t
uton a 2-es termékbol, ha ¢ = cs.
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3. abra. Atételben hasznalt gadget. A h" és h{’ kérhazak c; elsé helyen 16v6
kérhdzai. Az 1 cimke egy élen azt jelenti, hogy c!(e) = 1, ¢?(e) = 0, hasonléan
a 2-es cimke, hogy c'(e) = 0, c?(e) = 1, amig 1 > 2, 2 > 1 cimkék az élek
rendezéseit jelentik, amennyiben mindkét terméket tovabbitani tudjak.

26



5.9. Lemma. Ha M egy megengedhetd pdrositdas Z-ben, akkor a beldle konstrudlt
I folyam megengedhetd T'-ben és forditva.

Bizonyitds. Legyen M egy megengedhet$ parositds. Ekkor minden par legfel-
jebb egy helyre van felvéve, és minden kérhaznal legfeljebb egy rezidens van.
Ebbdl mar azonnal kévetkezik, hogy minden nem gadget élen legfeljebb 1 mére-
tli folyam megy, és olyan termékbdl amibol szabad. Tovabba, mivel a ¢y, cs, c3
harmasbél egyszerre csak egy lehet felvéve a harom hozzajuk tartozé hy, hso, hs
kivételes kérhézak valamelyikébe, ezért a gadgeteken at is csak egy darab, egy
méretll megengedett folyam folyik, igy f valoban megengedett.

A miésik irdnyhoz pedig azt hasznéljuk, hogy mivel minden péarhoz tarto-
z6 él kapacitasa 1, igy csak egy helyre lehetnek felvéve, és hasonléan a férfi;
illetve néi-kérhazak is csak legfeljebb egy jelentkez6t kapnak. A tobbi kérhaz
megengedettségéhez pedig azt kell csak észrevenni, hogy a gadgeteken beliili
s = upa = (") = v(c) = uz = vi2 = t, § = w2 = v(cd) = v(c¥) —
uz — vig —> t és s = v(cF) = v(c}) — uz — vi2 — v — t utak koziil is
csak legfeljebb az egyiken folyhat folyam, hisz barmely kettének van kozos éle,
igy minden (cq, co,c3) harmasbdl legfeljebb az egyik par tagjai vétetnek fel a
h1, he, hs kérhazak valamelyikébe, és méghozza a két tag kiilonboz6 helyre. [

5.10. Lemma. M stabil akkor és csak akkor, ha a beldle kapott f stabil.

Bizonyitds. Eloszor tegyiik fel, hogy M stabil, de f nem az. Ekkor létezik egy
W blokkol6 1t egy | € {1, 2} termékre nézve (csak 1t lehet, mert mindkét termék
esetén azon élek, amelyen haladnak aciklikus részgréfot alkotnak).

a) eset W nem tartalmaz gadget élet.

al) aleset W egy st tt.

Ekkor W tartalmaz sv(h™) élt, egy e(c) élt és egy v(h™)t élt is. Mind-
egyik vagy telitetlen, vagy rosszabb termék folyik rajtuk, azaz ¢, h™ és h* mind
szigortan javulna a (c, b, h"') koaliciéban, ellentmondédsban M stabilitdséval.

a2) aleset W nem st 1t.

Ekkor W vagy egy v(h™) csticsban kezd6dik, vagy egy v(h*) cstcsban vég-
z6dik, vagy mindkettd, mivel nincs més olyan cstcs ahonnan/ahova lenne két
azonos terméket szallitani tudé kimend/bemend él s, t-n kiviil. Ha W v(h™)-bél
indul, akkor v(h"™)-bél folyik a megfeleld termékbél egy rosszabb él felé, tehat
h-nal egy rosszabb rezidens van, mint amit W-n kap, ha s-bdl, akkor pedig h™
tires. Szimmetrikus érvelés miikodik a W-beli h*-re is. A W-ban 16v6 e(c) él
pérja is vagy nem keriilt sehova, vagy rosszabb helyre keriilt, mint ahova W sze-
rint keriilne. Tehat a (¢, k"™, h*) koalici6 ekkor is blokkolé lenne, ellentmondés.

b) eset W tartalmaz gadget-élt.

A gadgetek konstrukcidja miatt ekkor az (W,1) par csak négyféle lehet. Az
els6, hogy W = s — w12 — v(c*) = v(c) — uz — vi2 — ¢ és 1 = 1, amibdl
kovetkezik, hogy ¢ nincs beosztva sehova (hisz a v(c*)v(c}) élnek 1 a rosszabb
termék), tovabba nem folyik a 2-es termékbél folyam a gadgeten, mert akkor
(W, 1) nem blokkolna az uzvi2 miatt, aminek 2 > 1. Tehat c3 nincs (hg, hy)-hez
felvéve, de ekkor meg (c1, h1, h2) blokkolna, ellentmondas.
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A mésodik, hogy W = w1 — " = ¢ = vi2, | = 1. Ekkor ¢; ugyanigy
munkanélkiili maradt, co fel van véve (mert folyik uja-n folyam), tehdt c; nem
lehet (hs, hy)-hez felvéve, azaz ismét csak (c1, hy, he) blokkol.

A harmadik, hogy W = s — w2 — v(c§") — v(cy) — v3 — vi2 — ¢,
I = 1. Ekkor ¢; nincs (hy, ha)-nél (hisz suio telitetlen kell legyen), co pedig
nincs felvéve sehova. De ekkor (ca, ha, hg) blokkol, ellentmondés.

A negyedik opcié pedig, hogy W = s — v(c§*) — v(c¥) — ug — v12 —
vy — t, | = 2. Ebbdl kévetkezik, hogy c3 nincs felvéve sehova, illetve nem folyik
1-es termékii folyam a s — uiz — v(ch?) — v(c¥) — vs — vig — t Uton &t,
hisz ekkor W nem blokkolna a wvsvi2 1 > 2 rendezése miatt. Azaz cp nincs
(ha, hs)-nal, tehat (cs, hs, h1) blokkol, ismét csak ellentmondas.

Most nézziik a masik iranyt. Ehhez tegyiik fel, hogy f stabil, de a hozza
tartoz6 M nem az, vagyik létezik egy (c, h, h') blokkold koalicié.

a) eset c sima par.

Ekkor kovetkezésképp h = h™ és h’ = h" valamilyen férfi; és néi kérhdzakra.
Mivel ¢ (h™, h*) jobb, ezért vagy nincs folyam e(c)-n (és igy v(c™)-be mené,
illetve v(c¢™)-bél indulé éleken sem) vagy 2-es termék folyik rajta, amit kevéshé
kedvel. A kérhazak szintén felvennék c-t, ami a megfeleld cstcsaik és éleik rang-
sordnak definfcidéja miatt azt jelenti, hogy vagy nincs folyam a e(h™ /w) éleiken,
vagy ha van akkor az szintén 1-es termék és rosszabb élen halad tovabb /rosszabb
élen jon. Konnyl meggondolni, hogy mindegyik esetbdl azt kapnank, hogy a
s = v(h™) = v(c™) = v(c¥) — v(h") — t egy részitja egy blokkol6 ut lenne
az 1-es termékre nézve.

b) eset ¢ nem sima pér.

Ha h és h’ most is rendre férfi; és néi korhazak, akkor ugyanaz az érvelés
miikddik. Ellenkez6 esetben harom lehetéségiink van.

Ha (c,h,h') = (e1,h1,hs), akkor ¢; nincs felvéve sehova, c3 pedig nincs
(h3, h1), tehat nincs folyam 2-es termékbdl a gadgeten 4t. 1-es termék ugyan
folyhat a s — w1z — v(ch') — v(cy) — v3 — vz — t ton 4at, de mivel
u120(cY) >up, U120(C5Y) 68 usvia >4, V312, €zért a W = s — u12 — v(c]?) —
v(c)) = uz — vz = t vagy a W = uja — v(c]") = v(cl’) = uz — vy 10t
mindenképp blokkolni fog az 1-es termékre nézve, ellentmondas.

Ha (¢, h,h') = (ca, ha, hs), akkor co nincs felvéve és ¢; nem lehet (hy, ho)-
nél, tehat a gadgeten at csak 2-es termék folyhat, de ettél fliggetleniil a W =
s = uz — v(d') — v(y) = uz — vz — t Ut blokkol az 1-es termékkel,
ellentmondaés.

Végiil, ha (c,h,h’) = (cs3,hs,h1), akkor c3 nem keriilt sehova és ¢y nincs
(h1, ho)-ndl, tehat les termék csak a s — u12 — v(c]*) = v(c}’) — v12 — t Uton
folyhat, azaz a W = s — v(c§*) — v(c¥) = ug — v12 — v3 — t it blokkol a
2-es termékkel. O

Ezzel belattuk, hogy Z-ben van egész stabil allokacié akkor és csak akkor,
ha 7’-ben van egész stabil 2-termékes folyam, amibdl kovetkezik, hogy a 2-1SMF
feladat NP-teljes. O

A [I4) lemmét haszndlva, a [I.11] tétel és a[5.8] tétel aldbbi, erbsebb verzidjit
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is megkaphatjuk.

5.11. Tétel. A 2-1SMF feladat NP-teljes, a 3-SMF pedig PPAD-teljes még akkor
is, ha minden forrds és minden termindl egybeesik, a > preferencidk ugyan-
azok minden i-re tetszbdleges v € V' esetén, nincsenek termékfiiggo kapacitdsok,
valamint p(v) + d(v) < 3 minden nem s,t csicsra.

5.1. A stabil hipergraf feladat néhany hatékonyan kezelhe-
to esete

Ebben a szekciéban a stabil hipergraf parositas SHM feladat par speciélis ese-
tére adok hatékony algoritmusokat. El6szor is sziikségiink lesz par definiciéra.

5.12. Definicié. Egy H = (V,&) hipergraf részfa hipergrdf, ha létezik egy
T = (V,FE) fa a V alaphalmazon 4gy, hogy minden hiperél egy részfinak felel
meg.

5.13. Definicié. Egy G graf egy szuperorientdcicja az élek egy olyan megiré-
nyitdsa, ahol egy élt akar mindkét irdnyban megirdnyi{thatunk (de att6l még egy
élnek tekintjik).

5.14. Definicié. G egy szuperorienticidja klikk-aciklikus, ha tetszéleges K
klikkre a K &ltal feszitett G[K| grafban nincs csak egyfelé irdnyitott éleket
tartalmazé egyiranyu kor.

5.15. Definicié. Egy G szuperorientalt grafnak egy K C V csticshalmaza kern-
el , ha K pontjai irdnyitatlan értelemben fiiggetlenek, tovdbbd minden v ¢ K
cstcsra létezik olyan u € K, amire uv (egy esetleg kétirdnyt) él.

5.16. Definicié. Egy G graf perfekt, ha tetszéleges feszitett részgrafjaban a
maximalis klikk mérete megegyezik a kromatikus szaméval.

A perfekt grafok egy fontos részosztdlyat alkotjak a merevkors grafok.

5.17. Definicié. Egy G graf merevkori, ha tetszoleges legalabb 4 hosszu feszi-
tett kore tartalmaz atlot.

Az aldbbi egy jol ismert tétel:

5.18. Tétel. Ha egy G grdif merevkori, akkor elédll eqy H fametszet hipergraf
élgrafjaként. Forditva, minden H fametszet hipergrdf élgrifja merevkord.

A kernelekkel kapcsolatos egyik legfontosabb tétel a kovetkezo:

5.19. Tétel. Boros és Gurvich [4] Tetszdleges perfekt grdf tetszbleges klikk acik-
likus szuperorientdcidjdiban van kernel.

Az alabbi pedig egy viszonylag 1j és érdekes eredmény.

5.20. Tétel. [18] (Pass-Lanneau) Létezik olyan polinomdlis algoritmus, amely
egy merevkori graf tetszdleges szuperorientdcidja esetén taldl egy kernelt.
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Most megmutatjuk, hogy csupa 1 kapacitdsok esetén részfa hipergrafokra a
SHM hatékonyan megoldhato.

5.21. Tétel. Ha H = (V,&) részfa hipergrdf, és minden kapacitds 1, akkor
tetszoleges szigoru rendezések esetén létezik egész stabil pdrositdis, ami meg is
taldlhato polinomidlis idében.

Bizonyitds. Visszavezetjilk a problémat egy kernel keresésére egy klikk-aciklikusan
irdnyftott merevkor(i digrafban, mely a[5.1]tétel alapjan polinom idében megold-
haté. Vegytuk H élgrafjat, azaz azt a grafot, aminek vy cstcsai H F hiperéleinek
felelnek meg, és két csiics pontosan akkor van Osszekotve, ha a megfelelé hipe-
rélek metszik egyméast. Mivel H részfa hipergraf, ezért a tétel alapjan az
élgrafja merevkord.

Most definidlunk egy szuperorientaciét az éleken. Vegyiink egy vpvp élet.
Ha ENF minden k6z6s csiicsa E-t kedveli jobban, mint F-et, akkor az élt vp-felé
irdnyitjuk. Ha minden k6z0s cstics F-et preferalja, akkor vg-felé. Kiloben pedig
mindkét iranyba. Ez a szuperorientacio klikk aciklikus, hisz egy fa részfai Helly
tulajdonsagtak, azaz ha Fi, ..., Fy, kozil barmely ketté metszi egymast, akkor
az Osszesnek van kozos pontja. Ekkor egy ilyen kozos pont rendezése alapjan
legjobb hiperélhez tartoz6 csiicsba nem mehet egyiranyt él, tehat nem lehet
benne egyiranyi korben, és hasonlé érvelést alkalmazva minden részklikkre is
kapjuk, hogy minden klikk klikk-aciklikus lesz.

Tegyiik fel, hogy taldltunk ebben a szuperorientalt élgrafban egy K. Meg-
mutatjuk, hogy a K-beli csticsokhoz tartozé hiperélek egy stabil parositast al-
kotnak. El6szor is, mivel K pontajai fliggetlenek, igy az igy kapott M élhalmaz
valoban egy parositas. Masrészt, ha lenne egy F' blokkold é1 M-re nézve, az azt
jelentené, hogy F minden csicsa vagy nem parositott vagy rosszabb hiperélt
kapott. Ha egyik cstics sem parositott, akkor Vp-be nem lépne él K-bdl, ellent-
mondas. Kiilében pedig minden F-et metsz6 £ € M élre F' N E pontjai F-et
kedvelik jobban, azaz minden olyan v € K-ra, amire van uvp él az élgraftban az
u felé van irdnyitva, ismét csak ellentmondasban azzal, hogy K kernel. O

Egy természetesen felmeriil6 kérdés, hogy vajon akkor is megoldhat6é marad-
e a probléma, ha nem csak csupa 1 kapacitasokat engedélyeziink. Sajnos a
valasz nem, mar nagyon specidlis esetekben is.

5.22. Tétel. Annak eldintése, hogy létezik-e egész stabil megoldds egy SHM fel-
adatban NP-teljes még akkor is, ha a hipergrif részfa hipergrif, és egy csics
kivételével minden kapacitds 1.

Bizonyitds. A stabil csaldd feladatot fogjuk visszavezetni. Legyenek H cstcsai
a stabil csalad feladat hipergrafjanak csiicsai egy x 1j csticcsal kiegészitve. To-
vabba a hiperéleket gy kapjuk, hogy minden eredeti hiperélt kib&vitiink z-el.
Az eredeti csticsok kapacitdsa tovabbra is 1 lesz, x kapacitdsa pedig a hiperélek
szama plusz 1. Ekkor kénnyli meggondolni, hogy az 1j = csticsnak semmilyen
jelent&sége sem lesz a stabilitds és megengedettség szempontjabdl, igy a két fel-
adat egész (és tort) stabil megolddsai egybeesnek. Tovabbd, ez az 4j hipergraf
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mar részfa hipergraf lesz, hisz ha T-t egy x cstucsu csillagnak valasztjuk, akkor
mivel minden hiperél tartalmazza x-et, igy mind egy részfat definial. O

5.23. Megjegyzés. Ugyanezzel a konstrukciéval az is belathato, hogy a [5.22
tételben szereplé hipergrafokra mar tort stabil megoldas keresése is PPAD-teljes.

Végezetiil megmutatjuk, hogy amennyiben a hipergraf lamindris, (azaz bér-
mely két metsz8 hiperél koziil az egyik tartalmazza a mésikat) akkor mindig
létezik egész stabil megoldas tetszoleges kapacitdasok esetén is, tovabba egy ilyen
taldlhaté is hatékonyan.

Algorithm 2

S:=10 > S lesz az aktudlis parosités
C:=0 > C lesz a mar ellenérzott hiperélek halmaza
while £\ C # 0 do

Vegytink egy tartalmazéasra nézve minimdlis F' € £ \ C hiperélet.

if F nem blokkold a (V,S U F) hipergrafban S-re nézve then

C:=CU{F}
S=8
else if F blokkol6 S-re nézve then
C:=CU{F}
S:=SU{F}

Ha F egyes csucsai tultetlitetté valtak, akkor minden ilyen csiicsnak
vegyiik a legrosszabb hiperélét és ezek halmazabol dobjuk ki a tartalmazasra
nézve maximalisokat.

end if
end while

5.24. Lemma. Az algoritmus polinomidlis futdsidejd, tovdbbd a taldlt S pdro-
sitds stabil.

Bizonyitds. Mivel minden olyan alkalommal, amikor egy csiics tultetlitetté valik
kidobunk egy 6t tartalmazo hiperélt, igy a kapacitdsfeltételek nyilvan teljesiil-
nek, tehat S megengedett.

Tegyiik fel, hogy van egy F' blokkolé hiperél S-re nézve.

Ha F' sose keriilt be S-be, akkor amikor az algoritmusban sorra keriilt, volt
egy v csucs, ami telitett volt szamara jobb hiperélekkel. Mivel az algoritmus
mindig egy tartalmazasra nézve minimalis hiperélt valaszt, ezért minden olyan
F utan jové hiperél, ami tartalmazza v-t, tartalmazza F-et is. Ezéltal, ha v-r6l
eltiinik egy hiperél S-bol az csak azért lehet, mert jott egy olyan F-et tartalmazo
hiperél, ami jobb volt v-nek valamelyik hiperélénél, igy F-nélis. Tovabba v végig
telitett marad, hisz amikor tultetlitetté valik mindig csak egy hiperél dobddik
ki réla, hisz egy lamindris rendszer maximaélis elemei particiot alkotnak. Azaz
v az algoritmus végén is telitve van F-nél jobb hiperélekkel, ellentmondas.

Ha F benne volt S-ben, de kikeriilt onnan, akkor az csak azért lehetett,
mert egy tultelitetté valt v cstcs legrosszabb hiperéle volt. Ugyanazt az érvelést
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hasznélva megmutathatd, hogy ez a v csiics ekkor az algoritmus végén is telitve
lesz jobb élekkel, ismét ellentmondas.

Mivel minden iteraciéban egy nem ellenérzott hiperél ellenérzotté valik, igy
az iterdcidk széma legfeljebb |E|. Az egyes iterdcidk pedig szintén polinom
idoben végrehajthatdak, hisz egy hiperél blokkolasanak eldontése, illetve a leg-
rosszabb hiperélek megtaldlasa is konnyen megy linearis idében.

O

6. Zarszo és nyitott kérdések

Ebben a dolgozatban a stabil parositdas probléma kiilonféle dltanldnositasa-
inak nehézségét vizsgaltuk és mutattunk pozitiv és negativ bonyolultsagi ered-
ményeket, utobbiakat még nagyon szigori megkotések mellett is.

Lattuk, hogy ezen eredmények azt is implikaljak, hogy az olyan egész sta-
bil megoldasok keresésére, amelyeknél a kapacitasok kicsit médosithatéak, egy
tort stabil megoldas kikerekitése valdszintileg nem tud hatékony lenni, igy telje-
sen mas megkozelitésre lenne sziikség, mely egy érdekes jovobeli kutatasi irdny.
Szintén nyitott maradt példaul, hogy az SMF probléma PPAD-nehéz marad-e 2
termék esetén is.
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