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KivoNAT. A dolgozatban a Turan-féle tiltott részgraf probléma és a Ruzsa-Szemerédi
probléma egy természetes altalanositasaval foglalkozunk. Jeloljiik exp(n, G)-vel a ma-
ximalis szdmu éldiszjunkt F-masolatok szamat, amit el tudunk helyezni n cstcson ugy,
hogy ne keletkezzen G-vel izomorf részgraf, aminek minden éle kiilonb6z6 F-masolatbol
valo. Meghatéarozzuk az {F, G} parokat, melyekre exp(n, G) kvadratikus nagysagrend,
tovabba aszimptotikus eredményeket bizonyitunk, felhasznalva szdmos eszkozt, beleért-
ve a regularitasi lemmaét, szuperszaturacios, illetve graf pakolassal kapcsolatos eredmé-
nyeket.

1. BEVEZETES

Ez a TDK dolgozat a [22] cikk alapjan késziilt, ami kézosen irodott Karl Janossal, Nagy
Zoltan Loranttal és Vali Benedekkel. A kutatast tamogatta a magyar REU program.
Ezuton is szeretném megkoszonni a témavezetémnek, Nagy Zoltan Lorantnak a rengeteg
segitséget.

A dolgozatban egy olyan problémaval foglalkozunk, ami a Turan-tipusi problémaknak
egy természetes altalanositasa. Az eredeti Turan-probléma azt kérdezi, hogy legfeljebb
hény éle lehet egy n cstcsu egyszert grafnak, ami nem tartalmaz egy elére rogzitett
G grafot részgraftként. Ebben a dolgozatban tetszéleges F' és G graf esetén szeretnénk
meghatarozni a legnagyobb szamot, amennyi F-mésolatot el tudunk helyezni n csticson
ugy, hogy ne keletkezzen olyan G-vel izomorf részgraf, amelynek az élei paronként kii-
16nb6z6 F-mésolatokbdl keriilnek ki. Rendeljiink minden lehelyezett F-masolathoz egy
sajat szint, ekkor a megtiltott konfiguracié egy tarka G részgraf, azaz aminek minden
éle kiilonboz6 szintd. Ezt a keresett maximumot exp(n, G)-vel jeldljik, és ugy nevezziik,
hogy ez az F'-tarka Turdn szdma G-nek, vagy egyszertien a tarka Turdn-szama G-nek, ha
F vilagos a kontextusbol. Végig feltessziik, hogy F' és G nem tartalmaz izolalt csicsot.

Figyeljiik meg, hogy amikor F egy él (F' = K3), akkor az eredeti Turan-problémét kap-
juk vissza. A Turéan-féle tiltott részgraf problémaval kapcsolatban Fiiredi és Simonovits
[14] illetve Keevash [23] remek Osszefoglalo cikkeket irt.

Szamos szines verziojat vizsgaltak a Turan-probléménak mostanaban. Alon, Jiang,
Miller és Pritikin [I] kezdett el azzal a problémaval foglalkozni, hogy egy G graf szi-
varvany példanyat tiltjdk meg egy n cstucsu teljes graf szinezésében, melyben minden
szin minden csics mellett legfeljebb m alkalommal szerepel. Az ugynevezett szivarvany
Turan-problémat (rainbow Turan problem) pedig Keevash, Mubayi, Sudakov és Verstaé-
te [24] vezette be, akik a maximaélis élszamot akartak meghatéarozni egy olyan n cstcst
grafban, melynek van egy jo szinezése szivarvany H részgraf nélkiil. Keevash, Saks, Su-
dakov és Verstaéte azt a problémat vizsgélta, hogy legfeljebb hany éle lehet egy n csticst
multigrafnak, amelynek van egy egyszerd k-élszinezése mely nem tartalmazza H-nak egy
szivarvany példanyat [25]. Tovabba Conlon és Tyomkyn [6] egy olyan varianst vizsgaltak,
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ahol a szinek szamat kell minimalizalni egy jol szinezett egyszeri teljes grafban, feltéve,
hogy nem tartalmaz egy bizonyos F' részgrafot ugyanazzal a szinezési mintazattal.

A mi problémank vizsgalatanak szamos motivacidja van. Amellett, hogy altaldnositasa
a klasszikus Turan-problémanak, a fent emlitett extremélis szinezési problémék gazdag
csaladjahoz is hozzatartozik. Figyeljiik meg, hogy a pontos vagy aszimptotikus eredmény
er6sen fiigghet attol, hogy a G-t kihagyo extremalis grafok felbonthatoak-e (pontosan
vagy aszimptotikusan) éldiszjunkt F-masolatokra. FEz sszekapcsolja a kérdésiinket egy
tjabb témakorrel az extremélis grafelmélet teriiletén beliil. Az egyik legfontosabb moti-
vacio, mint majd késébb latni fogjuk, hogy a probléménk szorosan kapcsolodik a Turan-
féle hipergraf problémakhoz is, példaul a hires Ruzsa-Szemerédi (6, 3)-problémahoz [31]
és altalanositasaihoz. Emiatt nem lenne meglepd, ha a szamelmélet modszereit is tud-
nank alkalmazni, illetve az eredményeket a szdmelmélet teriiletén hasznositani. Egy
tjabb kapcsolatra vilagit ra4 az extremalis hipergrafok témakorével az az eset, amikor F
és G is klikk. Specialisan az exg,(n, K, ) értékre pontos eredmény kaphatunk egy STS(n)
Steiner-rendszer minimalis fiiggetlen halmazanak vizsgalataval, ha r elég nagy. Végiil,
mint latni fogjuk, bizonyos F' és G parok esetén az eredmények hozzasegithetnek Turan-
tipusu probléméakban bizonyos korlatok javitasdhoz. Ezt a kapcsolatot az 5. fejezetben
részletezziik.

Az alabbiakban formalizaljuk a problémankat, majd a cikkiink {6 eredményeit mutat-
juk be.

1.1. Jelolés. .
exp(n,G) =max{k | |J,_F; C K,,F; ~ F, AG C Ule F;, hogy |E(G)NE(F;)| < 1}.

Az a célunk, hogy meghatarozzuk adott F' és G grafok esetén a fliggvény nagysagrend-
jét, és minél t6bb esetben azimptotikus, illetve pontos eredményt adjunk. Kénnyen latha-
t6, hogy exp(n, G) mindig feliilrél becsiilhets az ex(n, G) Turan-szaimmal. Bebizonyitjuk,
hogy exp(n,G) és ex(n,G) nagysagrendje megegyezik, amennyiben lim inf gigzgg > 1,
ezaltal a grafokbol allo (F, G) parok egy nagy csaladjara meghatarozva a fiiggvény nagy-
sdgrendjét.

Ebben az irdnyban a f6 eredményiink a kovetkezs:

1.2. Tétel. Pontosan akkor teljesiil, hogy exp(n,G) = ©(n?), ha nincs grafhomomor-
fizmus G-b6l F-be. Amennyiben létezik homomorfizmus G-bdl F-be, akkor exp(n,G) =
o(n?).

Bizonyitottunk egy aszimptotikara vonatkozo tételt is:

1.3. Tétel.

ex(n,G) - 5@,
G ~ ~
eXF(na ) €(F> % F) n-,

amennyiben x(F) < x(G).

Most megmutatjuk a kapcsolatot a hires Ruzsa-Szemerédi (6, 3)-probléma és a tar-
ka Turan-probléma egyik esete kozott. A Ruzsa-Szemerédi probléma, melyet (6,3)-
problémanak is szoktak nevezni, azt vizsgalja, hogy legfeljebb hany éle lehet egy n cstcsu
grafnak, melyben minden élet pontosan egy haromszog tartalmaz. Ez lényegében ekvi-
valens azzal, hogy legfeljebb hany hiperéle lehet egy 3-uniform hipergrafnak n csicson,
ha nincs 6 olyan csics, ami 3 vagy tobb élet feszit. Egyszeri igazolni, hogy a fenti két
megfogalmazasra adott valasz mindGssze egy linearis 6sszeadandoban térhet el. Figyel-
jiik meg, hogy elég nagy n esetén egy ilyen extremalis hipergraf sziikségszertden lineéris,
és ekkor a kizart konfiguracié megegyezik a tarka Turan-probléma F' = G = K3 esetével.
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Mégpedig az nem fordulhat el§, hogy 6 cstcs feszit harom haromszoget, melyek paron-
ként egy kiilonb6z6 cstcsban metszik egymést. Brown, Erdés és Sos kérdését, Ruzsa és
Szemerédi megvélaszolta, a kovetkezs tételt bizonyitottak, a mi jeloléseinket hasznélva.

1.4. Tétel (Ruzsa, Szemerédi [31]).
n? exp(—0(y/logn)) < exg,(n, K3) = o(n?).

A dolgozat felépitése a kovetkezs: A 2. fejezetében tisztazzuk a legfontosabb jel6lése-
ket, illetve bizonyitunk néhény altalanos, egyszert eredményt a tarka Turan-fliggvénnyel
kapcsolatban. Emellett bemutatjuk az tétel bizonyitdsdhoz sziikséges eszkozoket,
tobbek kozott a hires Szemerédi-féle regularitési lemmat. A 3. fejezetben bebizonyitjuk
az [1.2] és[1.3] tételeket. Ezek utan becsléseket adunk néhany érdekes I és G graf eseté-
ben a 4. fejezetben. Tobbek kozott megvizsgaljuk a lineéris hipergraf Turan-probléma
és tarka Turan-probléma kozti szoros kapcsolatot, miszerint ex'™(n, G) = exg, (n, G),
ahol a bal oldal a Berge-G-mentes, linearis, r-uniform Turén-szamot jeloli. A dolgozatot
néhany lehetséges alkalmazassal és nyitott kérdéssel zarjuk.

2. ELOZETES ISMERETEK

2.1. Jelolések. Ebben a dolgozatban csak egyszerii grafokkal foglalkozunk. Egy G
graf esetén jeldlje e(G), v(G), a(G) és x(G) rendre az élek szamat, cstucsok szamat,
a legnagyobb fiiggetlen halmaz méretét illetve a kromatikus szamot a G grafban. Az
index mindig a csticsok szaméra utal: P,, C, és K, rendre az n csucsi utat, kort és
teljes grafot jeloli, K,; a teljes paros grafot jeloli a és b méretd cstuicsosztalyokkal, mig
T,.m az n csticsi Turan-graf m osztalyjal. Legyen EX(n, G) az olyan n csucst és ex(n, G)
éli grafok halmaza, melyeknek nincs G-vel izomorf részgrafjuk.

Az e(X,Y) jelolést fogjuk hasznalni az X és Y kozott futo élek szamara a G = (V, F)
grafban, ahol X és Y diszjunkt részhalmazai V-nek. Legyen d(X,Y) az X és Y-hoz
tartozo élstrtiség (lasd [2.6] definicio). Tovabba degg(v) fogja jeldlni a v cstcs fokat a G
grafban.

Most definialjuk a graf felfajtjat. Legyen tetszéleges R graf és ¢t pozitiv egész esetén
RJt] az a graf, melyet ugy kapunk, hogy az R minden v csticsat egy t-elemii A, halmazzal
helyettesitjiik, és xy € E(R[t]) pontosan akkor, ha wv € E(R), ahol x € A, és y € A,.
Az R[t] grafot az R graf t-felfajtjanak nevezzik.

Sziikségiink lesz Haxell és Rodl egy tételére graf pakolasokkal kapcsolatban [21]. Ugyan-
azokat a jeloléseket hasznaljuk, mint az emlitett cikk, ezeket itt réviden Osszefoglal-
juk. Legyen F és H két graf. Ekkor (g) a G Osszes H-val izomorf részgrafjanak
halmazat jeloli. Egy A C (g) részhalmazt H-pakolasnak neveziink, ha A barmely
két kiilonbozs eleme éldiszjunkt. Legyen vy (G) a legnagyobb H-pakolas mérete. Egy
(IR (G) — [0, 1] fiiggvényt toredékes H-pakolasnak neveziink, ha minden e € E(G) esetén

H
ZeeH/e(g)w(H’) < 1. Ekkor legyen |¢| = ZH,E(S)w(H’). Egy toredékes H-pakolast
maximalisnak neveziink, ha || maximalis, jelolje ezt a maximumot vy (G).

Végiil jelolje ex(n, H,G) a H-val izomorf részgrafok maximéalis szamét egy G-mentes
n csucsu grafban.

2.2. Alapveté eredmények. Figyeljiilk meg a tarka Turdn-szamok monotonitasi tu-
lajdonsagait.
2.1. Allitas. Teljesil a monotonitds F-ben, G-ben és n-ben is a kovetkezd mddon.
(1) Ha F az F' egy részgrdfja, és G tetszdleges grdf, akkor
expr(n, G) < exp(n, G).
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(2) Ha G a Gy részgrifia, és F tetszéleges graf, akkor
exp(n, Gp) < exp(n, Ga).

(8) Ha F és G tetszdleges grifok, és ny < ng, akkor
exp(ny, G) < exp(ng, G).

Mutatja a kapcsolatot a probléméank és az eredeti Turan-probléma kozott, ha F' egy
él az (1) egyenlStlenségben.

2.2. Kovetkezmény. Tetszdleges F' és G grafok esetén
exp(n, G) < ex(n,G).

2.3. Allitas. exp(n,G) > 6(}) (ex(n, G) —ex(n, F)).

Bizonyitds. Legyen H € EX(n, &), és mohon pakoljunk bele annyi F-mésolatot, amennyit
tudunk. Ekkor legfeljebb ex(n, F') fedetlen él maradhat, mivel kiillonben még tudnank
lerakni F-maéasolatot. Ez a konstrukci6 tehat bizonyitja a lemméat. U

2.3. Fontos lemmak és fogalmak. Ebben a részben 6sszefoglaljuk az ismert lemmé-
kat és tételeket, amiket késébb hasznalni fogunk.
Sziikségiink lesz Erdés és Simonovits [7] kovetkezd szuperszaturacios eredményére.

2.4. Tétel (Erdés—Simonovits). Legyen G egy graf x(G) kromatikus szammal. Ekkor
tetszdleges ¢ > 0 esetén létezik ¢ > 0, hogy ha G, egy n csicsi grdf, melyre e(G,) >

(1 — 7%1 + c) (Z), akkor G, legaldbb ¢n"% darab G-vel izomorf részgrdfot tartalmaz.

Szintén hasznalni fogunk egy pakolassal kapcsolatos tételt, melyet Haxell és Rodl [21]
bizonyitott.

2.5. Tétel (Haxell-Rodl). Legyen H egy rigzitett szam és n > 0 konstans. Ekkor létezik
eqgy N szam, melyre minden n > N csicsi G grif esetén

Vi (G) — v (G) < nn?.

Az egyik legerdsebb eszkoz a bizonyitédsainkban a Szemerédi-féle regularitasi lemma
lesz. A [26] cikkben szerepld tételeket és jeloléseket hasznaljuk, de a sziikséges definici-
okat és eredményeket itt is Gsszefoglaljuk.

2.6. Definici6 (Strtiség). Legyen G = (V, E) egy grdf, és X,Y C V' két diszjunkt rész-
halmaz. Ekkor az X ésY -hoz tartozo (€l)siriséget a kovetkezd formula adja meg:

e(X,Y)
d(X,)Y) = —"—=.

[ X [Y]
2.7. Definicio (Regularitasi feltétel). Legyen € > 0. Adott a G = (V, F) graf és A, B C
V' diszjunkt halmazok. Azt mondjuk, hogy az (A, B) pdr reguldris, ha minden X C A és
Y C B részhalmazoka, melyekre | X| > e|A| és |Y| > ¢|B|, az is teljesiil, hogy

|[d(X,Y) —d(A,B)| <e.
Most kimondjuk a hires Szemerédi-féle regularitéasi lemmat.

2.8. Tétel (A Szemerédi-féle regularitési lemma fokos alakja). Minden ¢ > 0 szdmra

létezik eqy M, hogy minden G grdaf és 0 < d < 1 esetén a G csiucsainak létezik eqy

Vo, Vi, . .., Vi particidja, illetve létezik eqy G' C G részgrdaf a kovetkezd tulajdonsdgokkal.
(1) k<M,

(2) Vol < elV], |Vi| = m minden 1 < i <k szamra és valamilyen m konstansra,
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(3) degg/(v) > degg(v) — (d +€)|V| minden v € V(G) csticsra,
(4) e(G'(Vi)) = 0 minden i > 1, és minden 1 <i < j <k pdrra G'(V;,V;) e-requldris
0, vagy legaldbb d siriséggel.

Konnyt latni (és szerepel a [20] cikkben is), hogy ekkor a G” = G’ — V) grafra
2

e(G") > e(G) — (d + 38)%.

Végiil sziikségiink lesz az ugynevezett kulcs lemmaéra, ami gyakran el6keriil a regula-
ritasi lemmaval egytitt.

2.9. Lemma (Kulcs lemma). Adott eqy d > ¢ > 0, eqy R grif és eqy m pozitiv egész
szam. Az R grdf segitségével definidljunk eqy G grdfot gy, hogy R minden v csucsdt egy
m-elemd A, halmazzal helyettesitjiik, és minden uv € E(R) esetén gy rakunk be éleket
G-be, hogy (Ay, A,) e-requldris legyen legaldbb d siriséggel, és ezek mellett nincs tobb éle
G-nek, azaz G C R[m], ahol R[m| az m-felfijtja az R grifnak.
Legyen H eqy graf A > 0 mazximdlis fokszammal, melyre H C R[t] valamilyen t kons-
tansra. Legyen tovdbbd
(d—¢e)?

24+ A 7
Tegyiik fel, hogy ¢ < g ést —1 < egm. Ekkor a G graf H-val izomorf részgrdifjainak a

szdma legaldbb (sgm)*H).

Eop =

3. A FO TETELEINK BIZONYITASA
Az[1.3. tétel bizonyitdsa. Azt szeretnénk megmutatni, hogy x(F) < x(G) esetén

ex(n,G) 1= s@rT

e(F) 2e(F)

Nekiink csak az els6 aszimptotikus ekvivalenciat kell bizonyitani, mivel a masodik az
Erdds-Stone-Simonovits tétel [8] kovetkezménye.

A bizonyités {6 otlete a kovetkezs. Vegyiink EX(n, G)-beli extremalis grafot. Az alsd
becsléshez ebbe a grafba pakolunk F-masolatokat, mig a fels6 becsléshez szuperszatura-
ciot alkalmazunk.

Az also becsléssel kezdjiik. Legyen r = x(G) és € > 0 adott. Erdds és Simonovits [14]
aszimptotikus struktiratétele szerint a T), ,_; Turan-graf kozel van (moédositési tavolsag
szerint, azaz hogy hany élet kell kicserélni) az Gsszes n csicsti, G-mentes extremalis
konstrukcidhoz. Ha a T, ,_; osztalyai nem egyenlé mérettek, akkor tordljiink minden
nagyobb osztalybol egy csticsot a rajuk illeszkedé élekkel egyiitt.

Nevezziik ezt a grafot G,-nek. Kevesebb, mint n(r — 1) élet toroltiink 75, ,—1-bdl, igy
az Erdds-Stone-Simonovits tétel [§] szerint e(G,/) > ex(n,G) — en?, ha n elég nagy.

Most belatjuk, hogy G, majdnem lefedhetd éldiszjunkt F-mésolatokkal. Ehhez a[2.5
tételt fogjuk alkalmazni. Tekintsiik G, Osszes F-fel izomorf részgrafjat, ilyen létezik,
han > (r — 1)v(F). A G, graf szimmetridja miatt minden élt pontosan ugyanannyi
F-masolat fed, nevezziik ezt a szamot m-nek. Legyen 1) = L+ minden F-masolatra, ezzel

m

exp(n, G) ~

vi(Gy) = eé(g;;;)’ mivel ennél vilagos, hogy nem lehet nagyobb.

Igy a Haxell-Rodl tétel . tétel) szerint, ha n elég nagy, akkor létezik egy legalabb
Vi (Gn) — en? méretti F-pakoldsa a G,s grafnak. Ezzel kaptunk egy olyan konstrukciot,
amiben nincs tarka G-masolat, mivel egyéltalan nincs benne G-masolat. Tehat elég nagy

n esetén (g ) ( G)
e(Gn) o5 ex(n, _ 9
o(F) EN _—e(F) 2en”,

exp(n, G) > vip(Gy) —en’® =
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igy exp(n,G) > eig%a) —
Most ratériink a fels§ becslés bizonyitasara. Legyen k = exp(n,G), és legyen G,, egy
extremalis konstrukcié, mely k£ darab F-mésolatbol épiil fel. Indirekten tegyiik fel, hogy
n
2
Ekkor a tétel miatt létezik egy ¢ > 0, hogy G, legalabb ¢/n*(©) darab G-vel izomorf
részgrafot tartalmaz.

Szamoljuk meg a (H,{e, f}) rendezett parokat, ahol H egy G-vel izomorf részgrafja
Gn-nek, és {e, f} egyszini élek H-ban. Nevezziik I-nek az ilyen parok szaméat. Az indirekt
feltevésiink szerint nincs tarka G-méasolat, igy minden G-masolatban van legalabb egy
egyezG szind élpar, tehat [ > ¢/n?(@).

o(n?) ahogy n — oo.

létezik egy ¢ > 0 konstans, melyre nagy n mellett e(G,,) = k-e(F) > (1 — ﬁ + c)

. F
Most becsiiljiik meg méashogy is ezt a mennyiséget. Osszesen k(e(Q )) egyszind él-

par van G,-ben, és tetszdleges élpar végpontjai legalabb 3 csticsot meghataroznak, igy
tetszoleges élpar esetén legfeljebb n¥(@)=3 darab G-vel izomorf részgraf lehet G,-ben,

F
mely mindkét élet tartalmazza. Emiatt [ < k <€(2 ))n”(G)_?’. A két becslést Osszevetve

dn® < k(e(f))

kapjuk, hogy

Vegyiik észre, hogy n? > e(G,) = ke(F), igy

s ()

ami nagy n szamokra nem igaz, ellentmondas.
1

Tehat exp(n, G) < 5 (}f)l n* + o(n?) ahogy n — oo, és éppen ezt akartuk. O
e

Az[1.2] tétel bizonyitasat két részre bontjuk.

3.1. Tétel. Tegyiik fel, hogy F' és G olyan grdfok, hogy nincs G-b6l F'-be mend homo-
morfizmus. Fkkor
Ly 2
exp(n,G) > Wﬂ —o(n”).
Bizonyitds. Vegyiink egy m pozitiv egész szamot, és tekintsiikk az F[m] felfajtjat az F'
grafnak. Ekkor F'[m]-nek nincs G-vel izomorf részgraja, mivel az megadna egy homomor-
fizmust G-b6l F-be. Nagy F-pakolast szeretnénk F[m]-be, amit a 2.5 tétel segitségével
gyartunk le. Egyszert maximalis téredékes F-fedést adni a kovetkezé moédon. Legyen A
azon F[m]-beli feszits részgrafok halmaza, melyeket egy olyan cstucshalmaz feszit, ami
F[m| minden osztalyat pontosan egy cstucsban metszi. Vildgos, hogy minden A-beli
részgraf F-fel izomorf, és minden élt pontosan ugyanannyi A-beli részgraf tartalmaz.
Tehéat tudunk minden A-beli részgrafra ugyanakkora sulyt rakni, és minden masra 0-t
tgy, hogy minden élen 1 legyen az 6sszeg. Igy
e(Flm])
»(F = ———=m".
Most hasznaljuk a [2.5] tételt, amibsl ve(F[m]) = m? — o((m - v(F))?). Emiatt ha
v(F) | n, akkor

oot 20 ([ 22 1) = 2t =t
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és innen az exp(n, G) fliggvény monotonitasa miatt kovetkezik az allités. O

3.2. Tétel. Tegyiik fel, hogy G és F' olyan grdfok, hogy létezik homomorfizmus G-bdl
F-be. Ekkor exp(n,G) = o(n?).

Bizonyitds. Egyszertiség kedvéért legyen t = v(G). Indirekten tegyiik fel, hogy létezik
¢ > 0, hogy minden ng esetén van egy G, graf n > ng csicesal és legalabb cn? éllel,
mely éldiszjunkt F-mésolatok unidjaként épiil fel, és nem tartalmaz tarka, G-vel izomorf
részgrafot. Azt bizonyitjuk, hogy ekkor létezik egy ¢ > 0, melyre G, legalabb ¢'n' darab
G-masolatot tartalmaz. Elég ezt igazolni, innentdl ugyanigy ellentmondast kapunk, mint
az [I.3] tételben a felss becslés bizonyitasaban.

Figyeljiik meg, hogy pontosan akkor létezik homomorfizmus G-bél F-be, ha G az F[s]
felfajt graf részgrafja valamilyen s > 0 esetén. Raadasul ebben az esetben G az Ft]
grafnak is részgrafja. A regularitasi lemmat és a kulcs lemmat szeretnénk hasznalni,

amihez elGszor megvélasztjuk a d és € konstansokat. Legyen d = e(;). Az € esetén a

kovetkezs 3 feltételt akarjuk teljesiteni.
(1) 0<e<d.
(2) e < (‘Zfr, ahol A = A(G) a G graf maximaélis fokat jeloli. Vegyiik észre, hogy
. (d—¢e)” d= -
im =
=0t 2+ A 2+ A

igy ez teljesiil elég kis € > 0 esetén.

0,

(3) e < —3€(CF).
Vilasszunk egy elég kicsi € > 0 konstanst, melyre mindharom feltétel teljesiil. Legyen
(d—¢e)?
€0 = 5 A
2+ A

ahogy a kulcs lemméban. Legyen M a konstans, ami e-ra van definidlva a regularitasi
lemma allitasaban. Legyen tovabba

(t— )M

o= (1—¢e)ey

Latni fogjuk, hogy ez a valasztas garantalja a t —1 < ggm feltételt, ami sziikséges a kulcs
lemméhoz. Legyen G, egy olyan graf, amit fent leirtunk, n > ng csticesal. Hasznaljuk
a regularitasi lemma fokos alakjat . tétel) a G, grafra, és hasznaljuk ugyanazokat
a jeloléseket. Azaz legyen Vp, Vi, ..., Vi a cstcsok megfelel particidja, ahol |V;| = m
minden i > 1 esetén. Tovabba legyen G’ a regularitasi lemmaban definialt graf, és
G" = G\ V. Definialjuk az R grafot, melyet gy kapunk, hogy a cstucsai a Vi, Vs, ..., Vj
halmazokhoz tartoznak, és két cstics akkor van Osszekotve, ha koztiik pozitiv a strtség
G’-ben. Specialisan G” az R[m] felfujt graf részgrafja.
A d és e valasztasa miatt dg‘% < e(%), tovabba a regularitasi lemma utédn kimondott
kovetkezmény miatt e(G”) > e(G,) — M. Az indirekt feltevés szerint e(G,) > cn?,
ezeket Osszevetve kapjuk, hogy
(d + 3e)n? c ,_eF)—1
IR s L s

e(G") > e(Gn) — (Gn)-

Ez azt jelenti, hogy valamelyik F-masolatot tartalmazza a G’ graf. Ebbdl kovetkezik,
hogy létezik egy homomorfizmus F-b6l R-be. Tudjuk, hogy létezik egy homomorfizmus
G-bol F-be, igy tranzitivitds miatt G-b6l R-be is van homomorfizmus, tehat G C R][t].
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Vegyiik észre, hogy a G” graf ugy kaphaté meg R-bdl, ahogy a kulcs lemmaban meg-
kaptuk a G-t R-bdl, igy egyediil a t — 1 < gom feltételt kell ellendrizni, hogy tudjuk

hasznalni a kules lemmat.
n— Vel _ (1—en

k - M
mivel k < M és |Vp| < en. Igy ng definicidja szerint
~ (1l —¢€)eg n(l—e)

t—1 §50m.

M
Tehat tényleg teljesiilnek a kulcs lemma feltételei, azaz van legalabb

iz (U2’

részgrafja G”-nek, ami G-vel izomorf, igy G,-ben is van legalabb ennyi G-mésolat. Ko-

t
vetkezésképpen a ¢ = (%) véalasztas megfelels.

A[19 tétel bizonyitdsa. A tétel a[3.1] és [3.2] tételek kovetkezménye. O

4. EREDMENYEK KONKRET GRAF PAROK ESETEN

Erdemes megvizsgalni amikor F vagy G teljes graf, teljes paros graf, ut vagy kor-
graf, mivel ilyen esetekben sokszor pontosabb eredményeket is kaphatunk. ElGszor azzal
foglalkozunk, amikor G egy K, csillag és F tetszéleges graf. Erdekes modon ebben
az esetben a pontos eredmény mindossze F' csucsszamatol fiigg, és fliggetlen az élek
elhelyezkedésétdl.

4.1. Allitas. Ha n elég nagy, akkor

ex(n, Ki,) = {MJ .

v(F)

Bizonyitds. Amennyiben n = v(F)*!, definidljunk egy v(F)-uniform, (s — 1)-regularis
hipergrafot n cstucson a kovetkezGképpen. Legyen

V=A{(a1,...,as-1): 1 <a; <v(F)Vie[ls—1]},

és v(F) cstcs pontosan akkor alkot egy hiperélt, ha egy kivételével az 6sszes koordinéta-
juk megegyezik. Eppen az allitast kapjuk n-re, ha a hipergraf minden élére rakunk egy
F-masolatot.

Ha n = m-v(F)*' +r, ahol m > v(F)*!(s — 1) és v(F)*' > r > 0, akkor
készitsiink m diszjunkt masolatot a fenti, v(F)*~! csticstt konstrukciobol, majd toréljiink
egy F-masolatot ezek koziil r(s — 1)-ben. Ekkor r csics egy F-masolatban sem szerepel,
r(s — 1)v(F') cstcs pontosan s — 2 darab F-masolatban szerepel, a tobbi cstcsot pedig
s — 1 darab F-masolat tartalmazza. Ezek utan adjunk még hozza olyan F-mésolatokat,
amik egyet tartalmaznak az r eddig fedetlen cstics kozil, és v(F) — 1 kiilonb6z6 csticsot a
tobbi koziil. Igy végiil minden cstics s — 1 darab F-maésolatban lesz, kivéve r(s— 1) cstcs,
ami csak (s —2)-ben. Adjunk még ehhez tetszdleges csuicsdiszjunkt F-méasolatokat, amig
kevesebb, mint v(F') cstics marad, amit s-nél kevesebb F-mésolat fed. Ez a konstrukecio
bizonyitja az alsé becslést n > v(F)*72(s — 1) esetén.

Megforditva, ha van egy cstcs, amit legalabb s darab F-masolat tartalmaz, akkor van
benne tarka K ;. Tehat minden cstcsot legfeljebb s — 1 darab F-masolat tartalmazhat,
ami bizonyitja a becslés élességét. 0
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A2.3] allitas egyszert also becslést ad ex(n, F') és ex(n, G) segitségével, am ex(n, F') >
ex(n,G) esetén semmitmondé. Igy érdemes megvizsgalni néhany ilyen esetet, amikor
G = P,. Erdés és Gallai extremalis konstrukcioja, ami diszjunkt kis klikkeken alapszik,
természetes modon altaldnosodik, és jo jelolt néhany F' esetén extremaélis konstrukcionak,
am bizonyos F' grafok esetén teljesen méas konstrukciok a befutok.

4.2. Allitas. Legyen F eqy grdf Ekkor

(i) exp(n, P3) ~ o5

.. n—a(F)
(ZZ) GXF(’)’L7 P4) 2 LWJ .
(111) Legyen q a legkisebb szdm, melyre K, tartalmaz t — 2 éldiszjunkt F-mdsolatot.
Ekkor exp(n, P) = [4](t —2).

Bizonyitds. Az exp(n, Ps) esetet a[4.1] allitasban vizsgaltuk. Az (ii) bizonyitasahoz te-
kintsiik F' egy S maximalis fliggetlen halmazat, és tekintsiink olyan F-mésolatok, melyek
csucshalmazanak metszete éppen S minden F-masolat esetén. Végiil (iii) bizonyitasdhoz
vegyiink L%J darab g elemt halmazt, és valasszunk t — 2 éldiszjunkt F-masolatot minden
halmazbol. Vildgos, hogy ez egy tarka P, nélkiili konstrukciot ad. U

Az (iii) allitasat F' = K, és ' = P, esetén, valamint Tarski [32] utfelbontéssal kapcso-
latos eredményét hasznalva a kovetkezs eredményt kapjuk.

4.3. Kovetkezmény. Legyen r >t — 3. Ekkor

e 00> =2 |y

Tegyiik fel, hogy r,t > 3. Ekkor

(t—2)|2], har/2>t—2
exp,(n, P) 2

kilonben.

t—2 =
( ) L\/z(t—z)(r_l)H]J ’

4.1. Kapcsolat a linearis hipergraf Turan-problémaval. Egy H hipergraf a G graf
Berge-mésolata, roviden Berge-G, ha ki tudunk vélasztani H minden hiperélébsl két
csticsot, hogy egy G-vel izomorf grafot kapjunk. Egy H hipergrafot Berge-G-mentesnek
neveziink, ha nem tartalmaz Berge-G részhipergrafot. Az eredeti Turan-probléma egy ak-
tivan kutatott variansa (lasd példaul [16, 17, 28]), hogy mi a maximalis ex,(n, G) élszam,
amennyit egy r-uniform, n csicsi, Berge-G-mentes hipergraf tartalmazhat. Ennek egy
természetes valtozata, amikor linearis, r-uniform, n csticst hipergrafokra keressiik a ma-
ximélis ex!"(n, G) élszamot, amennyit egy Berge-G-mentes hipergraf tartalmazhat, ahol
a linearitas azt jelenti, hogy barmely két hiperél legfeljebb egy csticsban metsz. A kovet-
kez6kben megmutatjuk ennek a probléménak a kapcsolatit a tarka Turan-problémaval,
majd attekintjiik az ex!™™(n, G) értékével kapcesolatos f6bb eredményeket.
A kovetkezd allitas mondja ki a fent emlitett kapcsolatot.

4.4. Allitas.
exg, (n, G) = ex!™(n, Q).

Szamos eredmény ismert a lineéris, Berge-G-mentes Turan-problémaval kapcsolatban,
ezekbdl a kovetkezs eredményeket kapjuk.

4.5. Tétel (Ergemlidze, Gydri és Methuku [9]).

eXp,(n, Cy) = én?’ﬂ +O(n).
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1
exg,(n, C5) = —=n/% + O(n)

3v/3
4.6. Tétel (Fiiredi, Ozkahya [13]).
eXpey (N, Copr1) < 2kn 'tk 4 9kn

4.7. Tétel (Collier-Cartaino, Graber és Jiang [4]).
4T
eXg,(n, Cx) = O (n 5] ) .

4.8. Tétel (Gerbner, Methuku és Vizer [15]).

(t — 1)n3/2
i

R6dl és Phelphs [29], valamint Sinajova [30] a maximalis fiiggetlen halmaz minimé-
lis méretét vizsgaltdk Steiner rendszerekben, illetve altaldnosabban részleges Steiner r-
rendszerekben (lasd még [I8] 12]). Be lett bizonyitva altaluk a kévetkezs tétel.

exk, (n, Kat) = (1 — 04(1))

4.9. Tétel. A mazimdlis fliggetlen halmaz minimdlis mérete eqy n rendd Steiner-rendszerben
O(v/nlogn).

Ebbdl éles eredményeket bizonyitunk tarka Turan-szamokrol, amennyiben F' = K3 és
G egy elég nagy klikk.

4.10. Allitas. Létezik eqy ¢ > 0 konstans, melyre eXp, (n, Ki) = %(g) amennyiben t >
cv/nlogn, ésn=1,3 (mod 6).

Bizonyitds. Létezik n rendd Steiner-rendszer, mivel n = 1,3 (mod 6). A [1.9 tétel
miatt, ha t > cy/nlogn egy megfelelGen valasztott ¢ konstansra, akkor van egy Steiner-
rendszer, melyben nincs ¢ méret fiiggetlen halmaz. Szinezziik meg kiilonbo6z§ szinekkel a
Steiner-rendszer halmazait, majd tekintsiik a (szinezett) arnyékukat, azaz a haromszoge-
ket, amiket meghataroznak. Ekkor nincs tobbszint K; a kapott grafban, ami bizonyitja
a tételt. 0

Figyeljiik meg, hogy elég nagy t és n = 5 (mod 6) esetén minddssze egy konstant
méretd hiba jelenik meg, mivel majdnem minden él fedhets diszjunkt haromszogekkel.
Ezzel ellentétben paros n esetén linearis méretd hiba keletkezik, mivel minden csics
mellett legalabb egy él fedetlen lesz, ha éldiszjunkt haromszogeket rakunk le.

5. OSSZEFOGLALO MEGJEGYZESEK ES NYITOTT KERDESEK

Ebben a részben felvetiink néhény nyitott kérdést, és meggondoljuk a lehetséges al-
kalmazésokat.

€X(n,q)

5.1. Probléma. Hatdrozzuk meg a graf pdrokat, melyekre exg(n,G) ~ o(F)

Wilson alaptétele szerint [33] elég nagy n esetén a K, teljes graf felbonthato éldiszjunkt
F-masolatokra, feltéve az oszthatosagi feltételeket F' és K, élszaméval, illetve I fokainak
legnagyobb kozos osztojaval kapcsolatban. Ez azt sugallja, hogy majdnem minden F
graf esetén a tarka Turan-szam e)zg;)c )
extremalis konstrukcio, mely diszjunk v(G) — 1 méretd klikkekbsl all.

Azt is sejtjiik, hogy exg, ,(n,Cy) = (1 —1—0(1))M érvényes. Ha ez igaz lenne, akkor

ez Ergemlidze, Gydri, Methuku ¢és Salia [I1] ex(n, Cs, C5) altalanositott Turén-szamra

, ha G elég nagy fa, hasonloan, mint a (majdnem)
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vonatkozo6 bizonyitédsanak javitasat jelentené. Bizonyitasuk egy pontjan ugyanis azt al-
litjak, hogy egy éldiszjunkt cseresznyékbdl all6 halmaz minden elemébdl egy él torlése
C,-mentes grafot eredményez. Valdjaban jo lenne egy felsé korlatot kapni a tobbszind
négyszoget nem létrehozo cseresznyék szamara, feltételezve, hogy a cseresznyék halma-
za nem hoz létre 5-hosszu koroket. Ugy véljiik, hogy ilyen feltétel mellett lényegében
ugyanugy lehet extremalis konstrukciokat nyerni, mint ahogyan azt Bollobas és Gydri
[3] leirja, ami gy tekinthets, mint a projektiv sik incidenciagrafjanak kis modosita-
sa, melyben minden egyenesnek megfelel§ csticsot megduplazunk. Itt egy él képe egy
cseresznye lesz (K1 2). Megjegyezziik, hogy a felsé korlatra vonatkozo bizonyitasuk ota
elértek néhany javitast [10].

2

5.2. Probléma. Hatdrozzuk meg az (F,G) grdf parokat, melyekre exp(n,G) ~ U(Ln .

F)2

Vegyiik észre, hogy ezek pontosan azok a grafok, ahol af3.1] tétel alsé becslése aszimp-

totikusan éles. Ugy gondoltuk, hogy az F = C5, G = C; par példaként szolgal erre a

parosztalyra, igy az extremalis konstrukcié lényegében megegyezik a hires Erdés-féle 6t-

szogprobléma megoldasaval [19, 20]. Azota ez a sejtés igazolva is lett a témavezetém,
Nagy Zoltan Lorant altal.

5.3. Probléma. Hatdrozzuk meg a pdrokat, melyekre exp(n,G) = O(ex(n,@)).

A klikkek tarka Turan-széamat illetGen a nagysigrend nyitott kérdés, ha F' = G, mig
az ' C G klikkek esetében a végtelen sok n-re vonatkozd pontos eredményt csak akkor
ismerjiik, ha G nagy, a tétel szerint. A kovetkez6 természetes kérdés vetsdik fel.

5.4. Probléma. Rdgzitett r esetén hatdrozzuk meg a legkisebb k = f(r) szdmot, melyre

exg, (n, Ky) = (5)/(5) — O(n).

Erdekes lenne alsé becslést kapni exg, (n, K}) értékére r > k esetén n?~°(1) alakban is,
ami a (6, 3)-problémara vonatkozo eredmény altalanositasat adna.
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