KNESER-GRAFOK XOR SZORZATANAK KLIKKSZAMA

IMOLAY ANDRAS ES KOCSIS ANETT

KivoNAT. Ebben a dolgozatban egy grafelméleti illetve egy vele ekvivalens extremalis
halmazelméleti problémat jarunk korbe. Hasonld kérdéseket vizsgalt cikkében Katona
O.H. Gyula [13], és szintén & vetette fel az altalunk vizsgalt kérdést. Grafelméleti
megfogalmazéasban két izomorf, KG(N, k) Kneser graf Xor szorzatanak klikkszamat
vizsgaljuk. Erre az értékre az f(k, N) jelolést vezetjiik be. Also és fels§ becsléseket
adunk f(k, N)-re, kizarolag k-t6l fliges additiv konstanstol eltekintve megvalaszoljuk a
kérdést, és kell6en nagy N-re kiszamoljuk f(2, N) pontos értékét. Bebizonyitjuk, hogy
f(k, k?) asszimptotikusan k2-tel egyezik meg.

1. BEVEZETES

Ez az OTDK dolgozat a szerzék és Schweitzer Adam cikke [11] alapjan késziilt.
A kivonatban roviden megfogalmaztuk a vizsgalt kérdést grafelméleti formajaban.
Most bevezetiink néhany definiciot, amik elengedhetetlenek a probléma megértéséhez.

1.1. Definicié (Kneser-graf). A KG(N, k) Kneser grafot a kovetkezSképpen definialjuk:
feleltessiik meg a csticsokat egy N elemid halmaz k elemi részhalmazainak. Két csics
kozott pontosan akkor megy él, ha a nekik megfelel§ k elemi halmazok diszjunktak.

Definialjuk grafok Xor szorzatat, amit tobbek kézott Thomason is vizsgélt cikkében
[17].

1.2. Definicio (Xor szorzat). Adott két graf, G és H. Jeloljiik V(G)-vel és V(H)-val a
csucsaik, illetve E(G)-vel és E(H)-val az éleik halmazat. A G- H-val jelolt Xor szorzatuk
cstucshalmaza legyen V' = V(G) x V(H) (ahol V(G) x V(H) jeldli a csucshalmazok
Descartes-szorzatat), és a (g, h) illetve (¢',h’') csucsok kozott pontosan akkor megy él,
ha g¢’ € E(G) és hh' € E(H) koziil pontosan egy teljestil.

1.3. Definici6é (Klikkszam). Legyen G = (V, E) egy egyszert graf. Egy H C V részhal-
mazt akkor neveziink klikknek, ha barmely két H-beli cstucs kozott megy él az eredeti G
grafban. G klikkszdama legyen a maximalis klikk mérete, ezt w(G)-vel jeloljik.

A fenti definiciok birtokdban kimondjuk a dolgozatban vizsgalt f6 kérdést.

1.4. Probléma. Mi w(KG(N,k)- KG(N,k)) értéke?

A pontos érték meghatarozasa minden (k, N) parra elérhetetlennek ttinik. Mi als6 és
fels6 becsléseket adunk f(k, N)-re, illetve bizonyos (k, N) parokra kiszamoljuk f(k, N)
pontos értékét.

A kérdéshez hasonlé problémakat a Xor szorzatnal konvencionalisabb graf szorzatokra
(Descartes, tenzor és erds szorzatra) mar sokan viszgaltdk, példaul az alabbi cikkben
[5]. Esetiinkben a klikkszam értékének meghatarozasa a megszokott grafszorzatokban
egyszertinek bizonyul, erre részletesbben az alszekcioban tériink ki. Egy korabbi
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2 IMOLAY ANDRAS ES KOCSIS ANETT

eredményt szolgaltat a kovetkezd cikk [2], amelyben grafok Xor szorzatanak fliggetlenségi
és klikkszamanak limeszét tanulmanyoztak.

Mint korabban emlitettiik, a probléma extremalis kombinatorikai kérdésként is meg-
fogalmazhato. Eredetileg Katona O.H. Gyula is ebben a formaban vetette fel nekiink a
kérdést.

Legyenek k és N rogztett pozitiv egészek, legyenek tovabba A és B diszjunkt halma-
zok, melyekre fennall |A| = |B] = N. Az AU B részhalmazainak egy csaladjat fogjuk
vizsgalni. A jelolések egyszertisitése végett bevezetjiik az alabbi jelolést.

1.5. Definicid. A dolgozatban egy S C AU B halmazra az S N A-t Sa-val, mig SN B-t
Sp-vel fogjuk jeldlni.

1.6. Definici6 (Féligmetsz6 csalad). AU B alaphalmaz egy S halmazcsaladjat féligmet-
szonek nevezziik, ha teljesiilnek a kovetkezok:

e |Su| =|Sp| = k minden S € S esetén, és

e S4NT4 =0 ponosan akkor ha SpNTg # @ minden S # T € S esetén.
A maésodik feltételt mashogy fogalmazva, két halmaz az S halmazcsaladbol pontosan az
egyik oladalon metsz, vagyis SNT # (), és vagy SNT C A, vagy SNT C B.
Legyen f(k,N) := max{ |S| : S féligmetsz8 k és N paraméterekkel}.

A kovetkezd allitasban a két vazolt probléma ekvivalenciajat bizonyitjuk.

1.7. Allitas.
F(k,N) = w(KG(N, k) - KG(N,k)).

Bizonyitds. A definicokat megértve a bizonyitando allitas konnyen adodik.
Legyen Gy = (W1, E1) és G = (Va, Ey) a két KG(N, k) Kneser-graf, és legyenek A és
B a G és Go-hoz tartozo diszjunkt, N elemi halmazok. Legyenek tovabbéa u = (uq, us)
és w = (wy,wsy) a Gy -Gy graf két csticsa. Jeldljiik az uy, ug, wy és we-hoz tartozo k elemd
halmazt rendre Uy, Uy, Wy és Wa-vel (azaz Uy, W; C A, Uy, Wy C B). Definici6 szerint
u és w kozott pontosan akkor megy él a szorzatgratban, ha az alabbiak koziil pontosan
egy teljesiil:
o uywy € By 68 uswy & Es, ami ekvivalens azzal, hogy Uy "Wy = 0) és Uy N Wy #£ ().
o wywy ¢ E) és ugwy € Ey, ami ekvivalens azzal, hogy Uy "Wy #£ () és Uy NW, = ().
Tehéat ha minden (uq,us) csiucshoz a Gy - Gy gratban az U; U Uy halmazt rendeljiik,
akkor a klikkek a grafban féligmetsz6 halmazcsaladoknak felelnek meg az AUB halmazon,
és ugyanigy a féligmetszd csaladok pedig klikkeknek. Ezzel a bizonyitést befejeztiik. [

Vagyis a dolgozat {6 kérdése a kovetkezSképpen is megfogalmazhato.
1.8. Probléma. Mi f(k, N) értéke?

Szamtalan hasonlé kérdést vizsgéltak extremélis kombinatorikiban, ezek koziil a leg-
ismertebb, és talan legkiemelkedébb az Erdds-Ko-Rado tétel [6], ami egy maximaélis
uniform metsz6 halmazcsalad (tehét olyan csaladja halmazoknak, hogy minden halmaz
mérete azonos, és barmely két csaladban 1évé halmaz metszete nemiires) méretét ha-
tarozza meg. A [13] cikkben ezt a problémat vizsgaltak két részes halmazrendszerek
esetén. Pontosabban a maximalis méretd metszd halmazrendszert vizsgaltak, ahol az
alaphalmaz két részre van osztva, és minden halmaz metszete a két résszel el6re megaha-
tarozott. Hasonlo kérdésekkel foglalkoztak két részes halmazrendszerekkel kapcsolatban
a [8] cikkben.

A probléméank kapcsolata metszé halmazcsaladokkal szorosabb, mint elsére gondol-
nank. A 6 tételeink és tételek) bizonyitasai szemléletesen azon alapszanak, hogy
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a strukturaja egy k-uniform halmazcsaladnak elég erés metszetfeltételekkel meglehetGsen
hasonlé egy metsz6 halmazcsaladéhoz, és a metsz6 halmazcsaladokat jol ismerjiik, nem
lehetnek til bonyolultak.

A metsz6 halmazcsaladok struktiraja kimagasléan fontos az extremaélis kombinatori-
kaban. Az egyik leghiresebb eredményt a témakorben Hilton és Milner [10] bizonyitotta,
akik éles felsG becslést adtak egy nem trivialis metsz6 halmazcsalad maximalis méreté-
re. A tipikus metsz6 halmazcsalad strukturajat vizsgaltak a [3] cikkben, bizonyitottak,
hogy bizonyos feltételek mellett majdnem minden k-uniform metszé halmazcsalad trivi-
alis. Azdta ezt az eredményt szamos alkalommal javitotték, jelen pillanatban a legjobb
ismert becslés szerint elég az n > 2k + 100 log(k) feltétel [4]. Tébbet lehet olvasni a
metsz6 halmazcsaladok struktarajarol példaul a [14] cikkben.

Vizsgaltak majdnem metsz6l halmazcsaladok maximalis méretét is [7], azaz amikor
minden halmaz legfeljebb [ masikat nem metsz. Ez a probléma erésen kapcsolodik a f6
tétellink bizonyitasanak otletéhez.

A dolgozatban csak azokat az eseteket vizsgaljuk, amikor a két Kneser-graf izomorf. A
bizonyitasaink nagy része természetes médon altalanosodik kiilonbozd Kneser-grafokrak
is, am ez sokkal technikdsabba tenné a megfontolésainkat.

1.1. A dolgozat felépitése. A kovetkezs alszekcioban a dolgozat soran késébb hasz-
nalt jeloléseket és hasznos elézetes ismereteket kozliink. Olyan definiciokat és tételeket
fogunk kimondani, amikre sziikségiink lesz a kovetkezs fejezetekben. Ezutan megvizs-
galjuk a maximalis klikkszamot szokvanyosabb grafszorzatokra.

A2 fejezetben fels§ becslésekrsl fogunk értekezni. ElGszor két konnyebb bizonyitast
kozliink, amit a késébbiekben is fel fogunk hasznalni. Ezutan megvalaszoljuk a feltett
kérdést csak k-tol fiiggs additiv konstanssal valo eltérés erejéig, és pontos eredményt
adunk £ = 2 és kell6en nagy N esetén.

Ezt kovetSen a 3| fejezetben also becsléseket adunk, més szoval konstrukciokat mu-
tatunk olyan esetekre, amikor N és k kozott valamilyen Osszefiiggés van. Ezen kiviil
néhany mas algebrai és kombinatorikai téméval valé kapcsolatra is révilagitunk, és eze-
ket felhasznalva jo, s6t néhol éles becslést adunk. Tovabba nagy N-re jobb alsé becslést
mutatunk, mint a trivialis.

A [ fejezetben Osszehasonlitjuk a 2] ¢és [B] fejezet becsléseit, és Gsszefoglaljuk az
eredményeinket.

Vegiil az[f] fejezetben néhany nyitott kérdést tesziink fel a témaval kapcsolatban.

1.2. Jelolések. Ha mast nem mondunk, akkor mindig a k és N konstansokat, illetve
az A és B alaphalmazokat hasznaljuk a féligmetsz6 csaladok targyaldsaban. A jelolések
konnyitése végett az[l.5 definicioban mar bevezettiik Sy = SNA és Sp = SN B jeloléseket
hasznaljuk minden S C AU B halmazra.

Egy 1-dimenzios affin alteret affin egyenesnek neveziink. Egy 2 dimenziés vektortér
affin egyeneseit pdrhuzamossdgi osztdlyokba soroljuk, mégpedig a kovetkezdképpen: két
affin egyenes pontosan akkor van egy parhuzamossagi osztalyban, ha a hozzajuk tartozo
linearis alterek megegyeznek. Részletesebb definiciot az definiciéban, és az azt
kdévetd bekezdésben adunk.

Minden esetben kaligrafikus bettivel jeloljiik a halmazok, vagy parhuzamossagi oszté-
lyok egy csaladjat. Nagy betiit hasznalunk halmazok, és kis betiit elemek jelolésére.

MOLS(n) a maximalis szdma a paronként ortogonalis latin négyzeteknek, ezt az [1.11]
definici6ban fejtjiik ki.

7(x) jeloli az x-nél nem nagyobb pozitiv primszamok szamat.

~-ot hasznalunk, ha fliggvények asszimptotikus ekvivalencidjat akarjuk kézolni. Vagy-
is ha adott két fiiggvény, mindketts a pozitiv valésakon vagy a pozitiv egészeken van
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g(x) pontosan akkor, ha

lim ﬁ = 1.
A kis ordo jelolést is hasznélni fogjuk. Két pozitiv valésokon definialt f(z) és g(x)
fiiggvényre akkor mondjuk, hogy f(x) = o(g(x)), ha minden € > 0-ra létezik K, amire

fennall, hogy

értelmezve, akkor azt mondjuk, hogy f(z)
S

|f(z)| < eg(x)
minden z > K esetén. o(g(z))-szel jeloljiik azon f(x) fiiggvényeket, amelyekre fennallnak
a fentiek. Akkor mondjuk, hogy o(g(x)) = o(h(x)), ha az o(g(x))-hez és o(h(z))-hez
tartozo fliggvények csaladja megegyezik.

TN

1.3. Elbzetes ismeretek. A [l fejezetben adott konstrukcidinkban hasznalni fogunk
néhany algebrai, kombinatorikai és szamelméleti fogalmat. Most ezen fogalmakat, és a
kapcsolodo tételeket vezetjiik be.

A kovetkezd négy jol ismert matematikai definiciot, és hozzajuk kapcsolodo tételeket
fogjuk hasznalni: véges testeket, véges projektiv geomeridkat, paronként ortogonalis latin
négyzeteket és affin altereket.

c stz

véges sok eleme van. Hasznéljuk a kévetkezd nevezetes allitast.
1.9. Tétel. Pontosan akkor van n elemi véges test, ha n primhatvany.

[15] részletes bevezetést ad véges testekhez.
A véges projektiv geometriakat is ismertnek tekintjiik. A téma atfogd ismertetését
adja az [I] konyv. Sziikséglink lesz az alabbi tételre.

1.10. Tétel. Ha n primhatvdny, akkor van n-ed rendi véges projektiv sik.

1.11. Definicié (Paronként ortogonalis latin négyzetek). Egy n X n-es négyzetet, amely-
nek celléit n kiilonb6z6 szimbolummal toltjiik ki gy, hogy minden szimbélum pontosan
egyszer szerepel minden sorban és minden oszlopban latin négyzetnek nevezziik. Két
latin négyzetet ortogonalisnak mondunk, ha a két kitoltést az egyes cellakba irt szimbo-
lumokbdl &ll6 rendezet paroknak tekintve minden rendezett par pontosan egyszer szere-
pel. Latin négyzetek egy csaladja paronként ortogonélis, ha barmely két latin négyzet a
csaladbol ortogonalis.

A szokasos MOLS(n) jelolést hasznaljuk a paronként ortogonélis latin négyzetek ma-
ximélis szdmara n x n méretd tablazatok esetén.

Paronként ortogonélis latin négyzeteket gyakran vizsgélnak kombinatorikan beliil. Az
alabbi attekints cikkben [12] a szerzdk egy széleskort ismertetést adnak a jelenleg ismert
legjobb konstrukciokrol. Sziikségiink lesz az alabbi kapcslodo tételre.

1.12. Tétel. Pontosan akkor létezik n — 1 pdronként ortogondlis n X n-es méretd latin
négyzet, ha létezik n-ed rendd véges projektiv sik.

Végiil definidljuk egy vektortér affin altereit.

1.13. Definicié (Affin alterek). Legyen V egy vektortér. V' egy affin altere alatt egy
x + U alaka halmazt értiink, ahol z egy vektor V-ben, U pedig V' egy linearis altere.

Egy adott linearis altérhez tartozo affin alterekre parhuzamosségi osztalyként fogunk
hivatkozni. Egy parhuzamossagi osztaly elemei paronként diszjunktak.

Csak a kétdimenzios esetben fogjuk hasznalni ezeket a definiciokat. Ebben az esetben
igazoljuk az aldbbi hasznos tulajdonsagot.
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1.14. Allitas. Egy kétdimenzids V vektortérben barmely két kiilonbozd egydimenzids
linedris altérhez tartozo affin altérnek a metszete pontosan eqy vektorbol dll.

Bizonyitds. Legyen a két affin egyenes Uy = Ly + p; és Uy = Lo + po, ahol Ly és Ly két
linearis altér. Vegytlik észre els6ként, hogy barmely két nemnulla vektor a két kiilonb6z6
linearis altérbdl linearisan fliggetlen, tehat valasszunk két nemnulla vektort tgy, hogy x €
Ly,y € Ly. Ezek fiiggetlensége miatt minden vektor elgall ezek lineéaris kombinécidjaként,
Vagyis U1 = L1 +Q1I+b1y = L1+b1y és U2 = L2—|—a2x+62y = LQ‘FCLQZ’. Ebbsl kévetkezik,
hogyha az L, és L, lineéris altereinket az asx + b1y vektorral toljuk el, akkor szintén az
U, és U, affin egyeneseket kapjuk, hiszen x € L és y € Ly. Mivel az Ly és Ly linearis
alterek egyetlen metszete az origd volt, igy az eltoljaik egyetlen k6zos pontja az asx + b1y
lesz. O

A fejezet végén hasznélni fogjuk a jol ismert primszamtételt.

1.15. Tétel (Primszamtétel). Jelolje m(x) az x-nél nem nagyobb pozitiv primszimok
szamdat. (A figgvény értelmezési tartomdnydnak tekinthetjik a valds szamokat.) Ekkor

k) = logl?k) e (10;;@) '

1.4. Tovabbi grafszorzatok. Dolgozatunk 6 kérdését megfogalmazhatjuk tigy, mint a
Kneser-grafok Xor szorzatédnak klikkszamanak kiszamitasa. Ebben a szekcioban megvizs-
galjuk a klikkszamot mas grafszorzatokban. Els6ként definidljuk a harom leggyakrabban
hasznalt grafszorzatot. A kovetkezs harom definicioban G és Gy egyszeri grafokat je-
161nek.

1.16. Definicio (Descartes-szorzat). Legyen G100Gs egy graf a Vi x V4 cstcshalmazon
(ahol V; x V5 az eredeti grafok csicshalmazainak Descartes-szorzata), és a (g, h) és (¢', h')
cstucesok kozott pontosan akkor fusson él, ha vagy g = ¢/, és h illetve h' 0ssze vannak
kotve Ga-ben, vagy ha g illetve ¢’ kozott megy él Gi-ben, és h = R/,

1.17. Definicié (Tenzor szorzat). Legyen G X Gy egy graf a V| x V5 csticshalmazon, és
a (g,h) és (¢, h') cstcsok kozott pontosan akkor fusson él, ha g és ¢’ kozott, és h és b/
kozott is fut él rendre a Gy és Go grafban. Megjegyezziik, hogy sem Gi-ben sem G5-ben
nincs olyan cstics, ami énmagaval 0ssze lenne kotve.

1.18. Definici6 (Erds szorzat). Legyen G K G5 egy graf a V) x V5 csticshalmazon, és a
(g,h) és (¢',h') cstcsok kozott pontosan akkor fusson él, ha vagy g = ¢/, és h illetve b’
kozott fut él Go-ben, vagy h = I/, és g illetve ¢’ kozott fut él Gi-ben, vagy g és ¢, illetve
h és h' kozott is fut él rendre Gi-ben és Go-ben. Megjegyezziik, hogy az erés szorzat az
el6z6 két grafszorzat unidja.

Ezen grafszorzatok esetén a klikkszam kiszamitasa trivialis, nem csak Kneser, de
altalanos graf esetén is, ezt fogalmazzuk meg a kiovetkezd allitdsokban.

1.19. Allitas. w(GOG) = w(G)

Bizonyitds. Vegyiink egy maximaélis elemszamu klikket GLIG-ben. Az altalanossag meg-
kétése nélkiil feltehets, hogy (v, uy) és (v, ug) elemei ennek a maximalis klikknek. Ve-
gyiik észre, hogy az olyan csticsoknak GOG-ben, amelyek (v, u;)-gyel és (v, us)-vel is
Ossze vannak kotve, az els§ koordinatatja v kell, hogy legyen. Vagyis minden elem elsé
koordinataja a klikkbdl v, igy a masodik koordinataknak klikket kell alkotniuk G-ben,
vagyis w(GOG) < w(G).
Masrészrél legyen A maximaélis klikk G-ben. Ekkor rogzitett v-re és a € A-ra a (v, a)
alaku elemei GOG-nek klikket alkotnak, amibgl kovetkezik, hogy w(GOG) = w(G).
O
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1.20. Allitas. w(G x G) = w(G)

Bizonyitds. Nincs két olyan (v, u1) és (v, ug) alaka csics, amelyek Gssze lennének kotve,
mivel v nincs 6nmagaval 6sszekotve. Vagyis minden v € G legfeljebb egyszer fordulhat
els, mint els6 koordinata. Azonban azon v € GG-knek, amik els6 koordinataként elfor-
dulnak a klikkben, paronként 6sszekotottnek kell lenniiik az eredeti grafban, vagyis egy
klikket alkotnak G-ben. Igy w(G x G) < w(G).
Megmutatjuk, hogy egyenléség all fenn. Egy w(G) méretii A klikket véve G-ben a
(v,v) alaku elemek, ahol v € A, megfelels méreti klikket alkotnak G x G-ben.
O

1.21. Allitas. w(G X G) = w(G)?

Bizonyitds. Vegylink egy G' X G-beli maximalis méreti klikket, és tekintsiik csak az elsd
koordinatakat. Vegyiik észre, hogy ekkor minden csticsparra vagy ugyanaz az elsé koor-
dinata, vagy Ossze vannak kotve, igy legfeljebb w(G)-féle els koordinata van. Ugyanez
elmondhat6 a masodik koordindtara is, vagyis w(G X G) < w(G)%

Megmutatjuk hogy egyenléség all fenn, konstrualunk egy megfelel6 méretd klikket.
Vegytink egy maximaélis mérett A klikket G-ben, és vegyiik az (u,v) alaka elemekbdl
allo klikket, ahol u,v € A.

O

2. FELSO BECSLESEK

Mint ahogy a bevezetében kozoltiik, el6szor két egyszert lemméat bizonyitunk, amik
meglepGen éles becslésekkel szolgalnak bizonyos esetekben.

(b N) < 2k Q%J - 1) .y

Bizonyitds. Legyen S egy féligmetsz6 csalad, és legyen S € §. Fels§ becslést akarunk
adni az olyan T € S halmazok szaméara, ahol T' # S és Sy NTy # 0. Jeloljiik az ilyen
tulajdonsagi halmazok csaladjat T-vel.

Vegyiik észre, hogy minden a € A-ra legfeljebb L%J olyan H € S halmaz van, amelyre
a € H, hiszen barmely két ilyen H halmaz A-ban metsz, vagyis B-ben diszjunktnak kell
lennitik. Ezt felhasznélva, minden v € Sx-ra legfeljebb [%J — 1 olyan T" € S halmaz
van, amelyre u € T. |Sa| = k, és minden T € T-re u € T valamely u € Sy-ra , vagyis

ms([2]-)

Az A és B kozti szimmetria miatt ez fels6 becslést szolgédltat azon halmazok szdmara
is, amelyek S-et B-ben metszik. Mivel minden halmaznak el kell metszenie S-et vagy
A-ban, vagy B-ben, az allitas kovetkezik. O

Fik N) < {MJ |

k

2.1. Lemma.

2.2. Lemma.

Bizonyitds. Kettds leszamlélassal fogunk bizonyitani. Legyen S egy féligmetsz6 halmaz-
csalad. Hasznalva ugyanazt az észrevételt, mint a 2.1} lemmaban, megallapithatjuk,
hogy legfeljebb L%J olyan eleme van S-nek, ami tartalmaz egy rogzitett a € A elemet.
Kovetkezésképp, az olyan rendezett (a,S) parok szama, ahol a € A, S € Sésa € S
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legfeljebb N |4 ]. Masrészt, az ilyen parok széma megegyezik |S| - k-val, hiszen minden
S € S-nek pontosan k eleme van A-ban.
Ezeket 6sszevetve kapjuk, hogy:

sl < {NL%JJ.

k

O

Most ratériink annak az esetnek a vizsgélatara, amikor N kell6en nagy. A k = 2
esetet kiilon fogjuk kezelni, mert ekkor pontos eredménytink van f(k, N) értékére. A
kovetkezd tétel egy éles fels§ becslés, melynek élességét a kovetkezs fejezetben latjuk be,
altalanosabb forméban.

A kovetkez§ két tételben hasznalni fogjuk a Ramsey-szamok fogalmat. A Ramsey-
tétel [16] allitdsa szerint minden pozitiv egész a és b értékekre létezik egy R(a,b)-vel
jelolt (Ramsey-szamnak nevezett) pozitiv egész, ami rendelkezik a kovetkezs tulajdon-
saggal: tetszlleges R(a,b) cstucsu egyszerti grafban vagy van a méreti klikk, vagy van b
meéreti fiiggetlen halmaz. A tovabbiakban hasznalni fogjuk az R(a, b) jelolést a Ramsey-
szamokra.

2.3. Tétel. Ha | 5| > R(7,7), akkor

f(2,N) < {gJ +4.
Bizonyitds. Legyen S egy maximaélis elemszamu féligmetszé halmazcsalad. A trivialis
als6 becslés miatt tudjuk, hogy |S| > || > R(7,7).

Tekintsiik azt a grafot, melynek cstcsai az S-beli halmazok, és két S,T € S csics
pontosan akkor vannak osszekotve, ha Sq N Ty # 0.

Ramsey-tételt hasznalva kapjuk, hogy az imént definialt grafban talalhaté egy leg-
alabb 7 csucsu klikk, vagy egy legalabb 7 cstucsi fiiggetlen halmaz.

Az elsé esetben tehat van 7 halmaz, amelyek paronként A-ban metszenek, mig a
masdoik esetben 7 olyan halmazt taldlunk, amik paronként diszjunktak A-ban, igy B-
ben metszenek. Az A és B kozti szimmetria miatt feltehetd, hogy az az eset all fenn,
amikor taldlunk 7 paronként A-ban metsz6 halmazt. Jelolje ezt a T-elemd részcesaldadot
TcCS.

Nevezziink egy 2 elemt P C A részhalmazt fogonak, ha van leaglabb 3 olyan S7, Ss, S5 €
S halmaz, melyekre (51)4 = (S2)a = (S3)4 = P teljesiil. Vegyiik észre, hogy ha valmely
T € S-re T4 N P = ( teljesiil, akkor T-nek S;-et, So-t és Ss-at is B-ben kell elmetszenie,
ami lehetetlen, hiszen Sy, Sy és S5 diszjunktak B-ben, és |Tg| = 2. Kovetkezésképp min-
den T' € S-nek el kell metszenie P-t. Ez egy jol hasznalhato feltétel, igy a tovabbiakban
fogd6 halmazokat fogunk keresni A-ban.

Két lehetGséget kiillonboztethetiink meg aszerint, hogy van-e olyan ¢ € A elem, amely-
re c € T'minden T € T-re. Amikor talalunk ilyet, azt az 1. és 2. esetben targyaljuk. Ha
viszont nincs ilyen ¢ elem A-ban, akkor a Ty (T' € T) részhalmazai A-nak {c,d}, {d, e}
és {c, e} alaka halmazok koziil keriilnek ki (last 3. eset).

1. eset: Tegyiik fel, hogy taldlunk egy olyan ¢ € A elemet, amit minden T € T
tartalmaz, tovibba ¢ € S minden S € S-re. Mivel minden S-beli halmaz A-ban metsz,
igy B-ben diszjunktnak kell lennitik, amibél kévetkezik, hogy |S| < L%J

2. eset: Tegyiik fel, hogy taldlunk egy olyan ¢ € A elemet, amit minden 7' € T
tartalmaz, de ¢ ¢ S valamely S € S-re. Vélasszunk egy tetszéleges ilyen S-et, és legyen
Sa = {d,e}. Mivel a T-beli halmazok diszjunktak B-ben, igy S € S csak kettdt tud
elmetszeni koziiliik B-ben. Igy S4-nak legfeljebb kett6 kivételével minden T-beli halmazt
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el kell metszenie. Emiatt legalabb 5 T-beli halmaznak tartalmaznia kell d-t vagy e-t,
tehat feltehets, hogy talalunk 3 olyat koziilikk amik d-t tartalmazzak. Vegyiik észre,
hogy ekkor {c,d} C A egy fogd halmaz.

3. eset: Ty = {c,d}, {c,e} vagy {d,e} minden T' € T esetén, vagyis az altalanossig
megkotése nélkiil feltehetjik, hogy {c, d} leaglabb 3 alkalommal felvétetik. Ekkor {c, d}
egy fogd halmaz.

Vagyis a 2. és 3. esetben is arra jutottunk, hogy P := {c,d} egy fogd halmaz.
Definialjuk a C C S halmazt a kovetkezSképp: C € C pontosan akkor, ha ¢ € C és
d ¢ C. Ha |C| < 4, akkor legfeljebb 4 kivételével az Gsszes halmaz S-ben tartalmazza
d-t, és mivel ezeknek mind diszjunktnak kell lennie B-ben, igy |S| < |Z| + 4.

Eszerint feltehetd, hogy |C| > 4. Hasonloan, legyen D C S azon D € S halmazok
csaladja, amelyekre ¢ ¢ D és d € D. Az el6z6ek miatt az is feltehetd, hogy |D| > 4.
Valasszunk egy tetszéleges D elemét a nemiires D-nek, és legyen D4 = {d, e}.

Minden C-beli halmaz diszjunkt B-ben, vagyis D legfeljebb kett6t metszhet B-ben.
Kovetkezésképp legalabb 3-at A-ban metsz, és igy taldlunk Cp,Cs,C3 € S halmazo-
kat, amelyekre (C1)a = (Co)a = (C3)a = {c, e} teljesiil. Eszerint @ := {c, e} is fogo
részhalmaza A-nak.

SAaNP #Pés SanNQ # 0 minden S € S-re, tehat ¢ € Sy vagy Sa = {d,e}. Ha
kevesebb, mint 3 halmazra teljesiil, hogy S4 = {d, e}, akkor ezeket kivéve minden S-beli
halmaz tartalmazza c-t, vagyis diszjunktak B-ben, igy |S| < [%J + 3.

A maésik lehetGség, hogy R := {d, e} is fogo halmaz. Ekkor SANP # 0, S4NQ # 0 és
S4N R # () minden S € S-re. Ez csakis akkor lehetséges, ha Sy = P, Q vagy R minden
S € S-re. Ebben az esetben minden halmaz paronként metsz A-ban, igy diszjunktak
B-ben, amibdl kivetkezik, hogy |S| < |4 ]. Ezzel a bizonyitést befejeztiik.

O

Most ismertetjiik dolgozatunk legfontosabb és legérdekesebb tételét. Megvélaszoljuk
a kérdést egy N-t6l fliggetlen additiv konstanssal valo eltérés erejéig.

2.4. Tétel. Minden k-ra létezik egy (csak k-tdl fiiggd) ¢ konstans, melyre f(k,N) <
L%J + ¢ minden N -re.

2.5. Megjegyzés. A dolgozat sziiletése 6ta Fiiredi Zoltan belatta, hogy ¢ = O(45v/k).

Bizonyitds. Legyen S egy féligmetsz6 halmazcsalad valamilyen k, N konstansokkal. El-
s6ként két lemmat fogunk bizonyitani.

2.6. Lemma. Tegyiik fel, hogy C C A olyan részhalmaz, melyre 1 < |C| < k—1, tovdbbd
S1,59,...,5jk1 € S olyan halmazok, hogy bdrmely kettd metszete éppen C. Ekkor S
barmely elemének el kell metszenie C-t.

Bizonyitds. Mivel Sy, Sy, ..., Sorr1 mind A-ban metszenek, igy B-ben péaronként disz-
junktak. Tegyiik fel indirekten, hogy valamely S € S-re SNC = (. Mivel S;NS; = C
minden 4, j-re, igy S; \ C és S; \ C diszjunktak. S-nek mind a 2k + 1 darab S; halmazt el
kell metszenie A-ban, vagy B-ben. Tudjuk, hogy (5;)g és (S5;) g diszjunktak minden 4, j-
re, kovetkezésképp S sem A-ban, sem B-ben nem tud tobb, mint & halmazt elmetszeni,

hiszen mind A-ban mind B-ben csak k eleme van, igy ellentmondésra jutottunk.
O

Definidlunk két rekurziv sorozatot, amik fontos szerepet kapnak majd a 2.8/ lemma
bizonyitasaban.

2.7. Definicié. Legyen
r=k+1,
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és legyen
r; ‘= R(mi,l, 2k + 1)
minden ¢ > 2-re. Tovabba, minden 7 > 1 esetén legyen
m; =1; - 1.

Vegyiik észre, hogy a rekurziv sorozatunk jol definialt, hiszen a két sorozat tagjai sorban
meghatarozzak egymaést: r; adott, r; meghatérozza m;-t, és m;-bél kapjuk r;-et.

2.8. Lemma. Létezik eqy m € N érték, amely csak k-tol fiigg, és tetszdleges Z2 C S
részesaldadra, melyre |Z| > m, létezik Z € Z gy, hogy a kévetkezdkbdl valamelyik teljesiil:

o Z,N Sy #0 minden S €S, vagy
e ZpNSpg # 0 minden S € S.

Bizonyitds. Megmutatjuk, hogy m = R(my, my) egy megfelels valasztas. A bizonyités
soran hasznalni fogjuk a 2.7 definicioban bemutatott rekurziv r; és m; sorozatokat.

Tegyiik fel, hogy Z C S részcsaladnak legalabb m = R(my,, my,) eleme van.

A 2.3 tétel bizonyitasanak elejéhez hasonloan definialjuk a kovetkezs grafot: a csu-
csok legyenek Z-beli halmazok, és pontosan akkor fusson két halmaz kozott él, ha A-ban
metszenek. Mivel feltettiik, hogy |Z| > R(mg, my), igy Ramsey tétel miatt a most de-
finialt grafunk vagy tartalmaz m, méreti klikket, vagy tartalmaz m; méreti fiiggetlen
halmazt. Vagyis talalunk egy M, C Z részcsaladot, melyre |[My| > my, és vagy X4NYy
nemiires minden X, Y € My-ra, vagy XpNYp is nemiires minden X,Y € M,-ra. Aés B
szimmetriaja miatt feltehets, hogy az elsé eset teljesiil. Vegyiink egy tetsz6leges X € My
halmazt. Mivel Y4 N X4 nemiires minden Y € My-ra, és mivel |[My| > my, = k- i, defi-
nicio6 szerint, igy talalunk egy olyan z; elemét X 4-nak, melyre legalabb r, darab M-beli
halmaz tartalmazza z;-et. Formalisan:

Ry :={M e My, : 21 € Ma}
Szeretnénk megkonstrualni halmazcsaladok egy leszallé rendszerét
ZOML DRy DM 1 DORp_1 DOMp_aD...DORy
ugy, hogy teljesiiljenek a kovetkezdk:
o |[M| >my és |Ry| > r; minden 1 <1 < k-ra,
e Minden 1 <[ < k-ralétezik z1, 29, ..., 2, € A, amelyekre {z1,29,..., 2,1} C M
minden M € M-re, és {z1,22,..., 2k} € M NN minden M, N € M;-re.
e Minden 1 <1 < k-ralétezik 21, 29, ..., 25111 € A, amelyekre {z1, 29, ..., zx_141} C
R minden R € R;-re.

Indukciéval bizonyitunk. Az alapesetet mar igazoltuk, hiszen megkonstrualtunk az
M, és Ry, halmazcsaladokat, és konnyen ellendzizhetGen teljesiilnek a megkévetelt felté-
telek. Az indukciés lépés igazolasahoz tegyiik fel, hogy mar megkonstrualtuk az M; és
R; (2 <1 < k) halmazcsaladokat, és ezek alapjan szeretnénk kapni olyan M, 1 és R,
halmazokat, melyek teljesitik a feltételeket.

Az indukcios feltevés miatt tudjuk, hogy {z1, 29, ..., 2xr14} C X minden X € R;-re
és |Rl| 2 7.

Definidljuk a kovetkezs gréafot: legyenek a csiicsok R;-beli halmazok, és pontosan
akkor fusson X és Y halmaz kozott él, ha {21, 29,..., zkr1} € Xa N Yy Mivel Ry >
r = R(my_1,2k + 1), igy vagy taladlunk egy legalabb m;_; méretd klikket, vagy egy
legaldbb 2k + 1 méretd fiiggetlen halmazt.

A masodik esetben a 2.6l lemmat fogjuk hasznalni. A 2k + 1 méreti fliggetlen
halmaz létezése az imént definialt grafban ekvivalens azzal, hogy a filiggetlen halmaz
csticsaihoz tartozé halmazok pontosan {z1, 2y, . . ., Zx+1— ;-ben metszenek. Igy a lemmat
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hasznalva kapjuk, hogy minden X € S-re, X4 N{z1, 29,..., 2,011} # 0, vagyis mivel
{21, 20, ..., 2611} C Z,igy ZaNXa # 0, ebben az esetben teljesiil 2.8 lemma 4llitasa.

Az elsé esetben legyen M;_; az a részcsaladja R;-nek, melyre minden X, Y € M;_;-re
teljesiil, hogy {z1,22,...,2k011} © Xa N Yy, és az ilyen tulajdonsaguak kézott Mg
egy maximalis elemszamu. Ekkor |M,;_;| > m;_y, hiszen tudjuk hogy van legalabb my,;_;
méreti klikk a grafban.

Definialtuk M;_;-et, és konnyen igazolhato, hogy valéban teljesiilnek a fent elGirt
feltételek. Most definidljuk R;_i-et. Ugyanazt a moddszert fogjuk hasznalni, mint az
alapesetben, specidlisan amikor R;-t készitettiik el M, ismeretében.

Vegyiink egy tetszéleges X € M;_; halmazt. Minden M € M,;_; halmaz elmetszi
Xa\{z1,20, -, zpr1a)-t, €8 [ Xa\ {21, 22, .., 2011} = L — 1. Definici6 szerint m;_; =
ri—1- (I = 1), vagyis talalunk olyan zj,,_q—1) elemet X 4-ban, melyre legalabb r;_; darab
M, _1-beli halmaz tartalmazza &t. Itt hasznaltuk, hogy k + 1 — [ < k, hiszen emiatt
tudtunk egy 21, 29, . .., 2p11-t6l kiilonb6z6 elemét kivalasztani X 4-nak. Legyen tehat

Ri_1 = {M e M Zk4+1—(1-1) € MA}

Igy kapjuk halmazok egy olyan R;_; csaladjat, melyre {z;, 2, ... s Zet1—(-1)f C X
minden X € R, _j-re, és |R;_1| > r;_;. Ezzel a megkovetelt feltételek teljesiilnek R, ;-
re, amivel az indukciés 1épést igazoltuk.

Ha az indukcié soran valamely 1épésnél a definialt grafban 2k + 1 méreti fiiggetlen
halmazt taldlunk, akkor a lemmat igazoltuk.

Ha viszont mindig klikket taldlunk, akkor eljutunk addig az esetig, amikor [ = 1, és
kapunk egy R; halmazcsaladot, és 21, z29,...,2r € A elemeket , melyekre |Rq| > r =
k + 1, tovabba minden X € Ri-re {z1,29,...,2} C Xa. Vagyis valojaban minden
Ri-beli X halmazra X4 = {21, 29,..., 2 }. Ekkor azonban minden S € S halmaznak el
kell metszenie {21, 22, .. ., 2x }-t, hiszen kiilénben az &sszes Ri-beli halmazt B-ben kéne
metszenie, ami lehetetlen, mivel ezek paronként diszjunktak B-ben. Tetszéleges Z € R4

esetén {z1,29,..., 2} C Z, vagyis Z-t valasztva igazoltuk a lemmat.
]

Most ratériink a . tétel bizonyftasara. Belatjuk, hogy |S| <[] +m — 1.

Tegytik fel indirekten, hogy |S| > m + L%J Ekkor |S| > m, vagyis alkalmazhatjuk
a 2.8 lemma &llitasat a £ = S halmazcsaladra, miszerint taldlunk egy olyan Z € Z
halmazt, hogy Z4 NS4 # 0 minden S € S-re, vagy Zg N Sg # () minden S € S-
re. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehets, hogy az elébbi teljestil. Definidljuk a
kévetkez6 halmazcsaladot:

F={Xe€S8:X4N54# 0 minden S € S esetén}.

Tudjuk, hogy F4 NG 4 nemiires minden F,G € F-re, kivetkezésképp paronként disz-
junktak B-ben, tehat |F| < [£].

Ebbdl kifolyolag |S \ F| > m, vagyis Gjra alkalmazhatjuk a[2.8] lemmat, immér a
Z = 8§\ F halmazcsaladra. Vegyiik észre, hogy A és B halmazok szerepe mar nem
szimmetrikus, tehat két esetet kell megvizsgalnunk.

1. eset: Létezik egy olyan X € S\ F halmaz, melyre Sy N X4 # () minden S € S-re.
Vegyiik észre azonban, hogy ez volt az F halmazcsalad definicioja, és X nem F-beli, igy
ellentmondésra jutottunk.

2. eset: Létezik egy olyan X € S\ F halmaz, melyre SpN Xp # () minden S € S-re.
Vélasszunk egy tetszéleges F-beli F' halmazt. F' # X, hiszen F' € F és X ¢ F. Vegyiik
észre, hogy Fa N X4 # () az F halmazcsalad definicioja miatt, tovabba Fg N Xp # () az
X halmaz definici6ja miatt. Ez azonban ellentmond S féligmetsz6 mivoltanak, igy a[2.4]
tételt igazoltuk.
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O
3. ALSO BECSLESEK
Harom egyszert észrevétellel inditjuk a fejezetet.
El6szor is, L%J egy trivialis alsé becslés. Ugyanis tekintsiik azt az S csaladot, melyre

Sy =Ty és SpN T = (O minden kiilonbozs S, T € S esetén. Ez az alsé becslés, bar
elsére gyengének tiinhet, a[2.4] tétel racafol erre.

Masodik egyszerd megfigyelésiink, hogy N-ben monoton a fiiggvény, azaz ha N; < N,
akkor f(k,Ny) < f(k, Ns), mivel egy féligmetsz6 csalad (k, N7) paraméterekkel tekint-
hets (k, Ny) féligmetszének is, egyszertien nem hasznaljuk az utols6 No — N; elemet.

A harmadik észrevétel egy kicsit komplexebb, igy egy lemma formajaban mondjuk ki.

3.1. Lemma. Tegyik fel, hogy adott eqy S féligmetszé csalad (k, N) paraméterekkel.
Legyen g : AU B — Z7* egy fiigguény a kovetkezd tulajdonsdgokkal:
Létezik eqy N’ konstans, melyre

Y gla)=) g(b) =N,

a€A beB

és létezik eqy k' konstans, melyre

D gls)=> gls) =¥

s€ESA seSp

minden S € S-re. Ekkor f(K',N') > |S|.

Bizonyitds. Ha megértjik a tétel tartalmat, a bizonyitas konnyen adodik. Szemléletesen
az allitas azt jelenti, hogy egy adott p pont helyett g(p) darab pontot vesziink.

Minden ¢ € AU B elemhez rendeljiink egy H. halmazt, melyre |H.| = g(c), és minden
kiilonboz6 i,j € AU B esetén H; N H; = (. Legyen A" = (J,c 4 Ha és B’ = J,ep Hy-
Minden S € S esetén legyen S" = |J, ¢ H, és jelolje S az ezen halmazok altal alkotott
csaladot.

A lemma feltételeib6l tudjuk, hogy |A'| = |B/| = N’ és |S'y/| = |Ss/| = k' minden
S e & esetén, és S feligmetszs, igy vilagos, hogy S’ is az. Kovetkezésképpen

f(K,N) =[S = |S].

3.2. Kovetkezmény. Had |k ésd | N akkor f(k,N) > f (£, %).

Bizonyitds. Hasznaljuk a . lemmat egy maximalis elemszama, (%, %) paraméterek-
kel rendelkez6 S féligmetsz6 csaladdra, és a g = d konstans fliggvényre. Ez éppen a
bizonyitandot adja. 0

Most a féligmetszéséghez egy extra kikotést hozzavéve az N = k? specidlis esetet
fogjuk megvizsgalni.

3.3. Definici6. Nevezziink egy S féligmetszé halmazt latinnak, ha N = k2, és B-t fel
tudjuk particionalni a k-elemd By, Bs, ... By, halmazokra tugy, hogy minden S € S esetén
Sp = B; valamely 1 <17 < k esetén, tovibba minden 1 < ¢ < k szdmra vagy nincs S € S,
melyre Sp = B;, vagy pontosan k ilyen van.

Els6 ranézésre nem latszik hasznosnak ez a definicio, am latni fogjuk, hogy a latin fé-
ligmetsz6 csalddok szoros kapcsolatban allnak a paronként ortogonélis latin négyzetekkel.
Ezt fogalmazza meg precizen a kovetkezd tétel.
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3.4. Tétel. Legyen k > 2. Egy (k, k?) paraméterekkel rendelkezd latin féligmetsztd csaldd
mazimdlis elemszama éppen k - min(MOLS(k) + 2, k).

Bizonyitds. Vegyiink egy S maximalis elemszamu latin féligmetszs csaladot. Legyen
By, Bs, ..., By a partici6 a [3.3] definicio szerint. Indexeljiik ugy ezeket a halmazokat,
hogy éppen 1 < i < [ esetén legyen k olyan S € S, melyre S = B;, azaz nincs olyan
S € S, melyre Sg = B; valamelyik [ +1 < i < k esetén. Minden 1 < i < [ szamra
jelolje §; C S azon halmazok csaladjat, melyekre Sz = B;. Figyeljik meg, hogy az
S;-beli halmazok paronként diszjunktak A-ban, igy particionalniuk kell A-t. Tovabba
i # jesetén, ha X € S; ésY € S;, akkor X4 NYy # (). Ez minden Y € S; esetén igaz,
igy X-nek minden Sj-beli halmazt 1 elemben kell metszenie. Tehat barmely két S-beli
halmaz metszete 1-elemii, amennyiben nem tartoznak ugyanahhoz az S;-hez.

Vilagos, hogy [ > 2. Rendezziik A elemeit egy k X k-s tablazatba, melynek sorai éppen
az S altal meghatarozott particié halmazai, mig az oszlopai az Sp-hoz tartozo halmazok.
Ezt tgy tudjuk megtenni, hogy ha az & és Sy éaltal meghatérozott particiok az A-ban
rendre az X1, Xo, ... X}, és Y1, Y5, ... Y} halmazok, akkor az (X;) 4N (Y;)a = a € A elemet
rakjuk a tablazat i. sora és j. oszlopa altal meghatarozott mezébe. Ezek utan tetszéleges
3 <1 <l esetén az S; altal meghatarozott A-beli partici6 minden halmaza minden sort
és oszlopot egy helyen metszi, igy meghatéiroz egy latin négyzetet. Tovabbé a megfigyelt
feltételek azt is garantaljak, hogy ezek a latin négyzetek merdlegesek legyenek.

Megforditva, ha adott m < k — 2 paronként ortogonalis latin négyzet, akkor azokbol
egyszerten legyarthatod egy latin féligmetszs halmaz k - (m + 2) halmazzal. Egyszertien
csindljunk mindent visszafelé. Helyezziik el A elemeit a k x k-s tdblazatban. A sorok
és oszlopok rendre meghatarozzak az S; és Sy csaladokat, tovabba minden latin négyzet
meghataroz egy tovabbi §; csalddot. Ezek unidja kiadja a latin féligmetsz6 halmaz-
csaladot. Az m < k — 2 feltételre azért volt sziikség, mivel a B halmaz k részre van
particionélva, igy csak 1 < ¢ < k esetén tudunk S; csaladokat konstruélni, még akkor is,
ha MOLS(k) > k — 2. Ezzel a bizonyitast befejeztiik. O

Specialisan a kovetkez§ is kijott:
3.5. Kovetkezmény. f(k,k?) > k- min(MOLS(k) + 2, k).

Ennek segitségével also becsléseket tudunk adni az f(k, k%) értékre. Elsére a fenti
becslés gyengének tiinhet, mivel a féligmetsz6 csaladok sokkal altalanosabbak, mint a
latin féligmetsz6 csaladok, am ez éles lesz a [2.2] lemma miatt, ha MOLS(k) > k — 2.
Specialisan ez a becslés éles, ha létezik egy k rendid projektiv sik az tétel szerint,
igy az [I.I0] tétel miatt a becslés éles primhatvanyok esetén. Kiilon kimondjuk ezt az
allitast, és mutatunk egy masik bizonyitést is, mivel az Otleteire sziikségiink lesz késébbi
lemmaék és tételek bizonyitasanél is.

3.6. Lemma. Legyen p primhatviny. Ekkor
f(p.p*) = p*.

Bizonyitds. Legyen IF, a p-elemi test (ami létezik az . tétel szerint). Vegyiink tovabba
egy D kétdimenzios vektorteret IF, felett. Tekintsiik az affin egyeneseket D-ben (vagyis
az 1-dimenzios linearis alterekhez tartozo affin altereket), melyek p 4+ 1 parhuzamossagi
osztalyba sorolhatoak, jeloljiik ezeket Dy, Ds,. .., Dyyq-gyel. A D; halmazok mindegyike
p affin egyenest tartalmaz. Kiilonboz§ parhuzamossagi osztalyokbol affin egyeneseket
véve ezek pontosan 1 pontban metszik egymast az [[.14] allitas miatt.

Most konstrualunk egy S féligmetszé csalddot k = p és N = p? paraméterekkel. Ren-
deljiik hozza A elemeit a D vektortér vektoraihoz, tovabba osszuk fel B-t a By, Bs, ..., B,
paronként diszjunkt p-elemtii halmazokra.
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1. ABRA. Az abra a. lemma konstrukciojat szemlélteti a p = 7 esetben.
Az A halmaz elemeit F? elemeihez rendeljiikk. Az (S;)4 halmazok példak
affin egyenesekre. A B halmazban minden A-beli parhuzamossagi osztaly-
hoz tartozik egy paronként diszjunkt részhalmaz. Az abran (S1)4 és (S4)a
ugyanahhoz a parhuzamosséagi osztalyhoz tartoznak, igy (51)p = (S4)5-

Minden 1 <4 < p esetén legyen

és legyen S = | J!_, S;. Vilagos, hogy |D;| = p minden 1 < ¢ < p esetén, igy |S| = p*.
Az is lathato, hogy |Sa| = |Sg| = p teljesiil minden S € S esetén, igy mar csak a mésik
feltételét kell ellendrizni a féligmetsz6 csaladoknak. Két esetet kiilonboztetiink meg.
e Ha X,Y € S; valamilyen i-re, akkor X4 NY, = (), mivel ugyanahhoz a parhuza-
mossagi osztalyhoz tartoznak, és Xg NYp = B;.
e Ha pedig X € S; és Y € S, ahol i # j, akkor X4 NYy # 0, mivel kiilonboz6
parhuzamosséagi osztalyban vannak, igy metszenek, és Xp NYp = 0.

Tehét ez tényleg egy féligmetszd csalad p? halmazzal. O

Ezek utan 3 kiilonb6z§ altalanositdsat mutatunk ennek a lemmaéanak. Az elsé 6nma-
gaban is érdekes, am egy lemmaként is fogjuk alkalmazni az ezt kovets tételhez.

3.7. Lemma. Legyen p egy primhatvany, és | < p + 1 tetszdleges pozitiv egész szdm.
Ekkor

f(p,1p®) > 1p°.

Bizonyitdas. Hasonlo jeloléseket hazsnalunk, mint az el6z6 lemmaban, az ott latott bizo-
nyitést fogjuk altaldnositani. Egy S féligmetszs csaladot konstrualunk (p,lp?) paramé-
terekkel és Ip? halmazzal.

Osszuk fel A elemeit | darab p? méretd részre, majd rendeljiik hozza ezekhez a D!,
D?,..., D' F, feletti 2-dimenzi6s affin tereket. Minden 1 < i < [ esetén jeldlje D!
parhuzamossagi osztalyait Di, Dj,..., D}, ;. Legyen B’ C B egy p* elemt részhalmaz,
a konstrukcioban B\ B’ elemeit nem fogjuk hasznélni. Rendeljiink B’-hoz is egy E 2-
dimenzios affin teret (I, felett), és legyenek &1, &;,.. ., €11 a parhuzamossagi osztalyok

E-ben. Minden 1 < i <1 esetén legyen S a[3.6] lemmaban készitett konstrukeio, ahol
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D = D' és By, Bs,..., B, az & parhuzamossagi osztalyban 1évé halmazok. Nevezziik
ezt a csalddot S;-nek, és legyen

Vilagos, hogy |S| = Ip?.
Ellendrizziik le, hogy S tényleg féligmetsz8. Az el6z6 lemma bizonyitasahoz hasonléan
|Sa| = |SB| = p trividlis, mig a masik feltételt két eseten keresztiil bizonyitjuk.
e Ha XY € §; valamely ¢ esetén, akkor az el6z6 lemma szerint . lemma) a
feltétel teljesiil.
e Ha X € §;ésY € S kiilonboz6 ¢, j szamokkal, akkor X és Y A-ban diszjunktak,
és B-ben metszenek, mivel a B-hez tartozé metszetiik két nem parhuzamos affin
egyeneshez tartozik E-ben.

Ezzel a bizonyitéast befejeztiik. U

3.8. Megjegyzés. A lemma élességét nem tudjuk bizonyitani, am a [2.1 lemmaval
kombinélva

Ip* < fp,1p*) < 2p(lp—1) + 1,
tehat a felsd és also becslésiink mindossze egy kettes szorzoban tér el.

A kovetkezo tétel alsé becslést ad nagy N és k = p esetén, ahol p primhatvany. Az

eredmény éles p = 2 esetén, am nagyobb primhatvany esetén nem az. Mindenesetre

sokkal jobb eredményt kapunk, mint a trivialis % alsé becslés.

3.9. Tétel. Legyen p eqy primhatvdny. Ha N > p®, akkor
N
fp,N) > L;J —p* 47

Bizonyitds. A lemma jeloléseit hasznaljuk. A feladat feltételei szerint legyen N > p3,
(p, N) paraméterekkel konstrualunk megfelels féligmetszé csaladot. Legyen A" C A és
B’ C B p? elemt részhalmazok, és tekintsiik a . lemma bizonyitasaban gyartott
konstrukciot, ahol [ = p, és A’ U B’ az alaphalmaz. Jeldljiik ezt a csaladot Sp-gyel.
Figyeljik meg, hogy a konstrukcioban E-nek csak p padrhuzamossagi osztalyat hasznél-
tuk fel. Legyen E € £, tetszéleges affin egyenes az eddig nem hasznalt parhuzamossagi

osztalybol. Tekintsiink LN%‘&J paronként diszjunk p-elemt halmazt A\ A’-ben, nevezziik

ezen halmazok csaladjat C-vel. Legyen
S, ={CUE:CeC}.
Végiil legyen S = S§; U S,. Ekkor

N —p? N
Sl = 1Sl +ised =+ |22 = |2 g
p p
A bizonyitas befejezéséhez meg kell gondolni, hogy ez egy féligmetszd csalad. Vilagos,
hogy |Sa| = |Sp| = p minden S € S halmazra. Vegyiink két X és Y kiilénbo6z6 elemét
S-nek.

e Ha X|Y € &, akkor a[3.7 lemma szerint tényleg vagy csak A-ban, vagy csak
B-ben metszenek.

e Ha X € §; ésY € S,, akkor A-ban definici6 szerint diszjunktak, &m B-ben met-
szenek, mert a hozzajuk tartozé metszet E két nem parhuzamos affin egyeneséhez
tartozik.




KNESER-GRAFOK XOR SZORZATANAK KLIKKSZAMA 15

e Amennyiben XY € &,, akkor a B-vel vett metszetiikk megegyezik, am A-ban
diszjunktak.

g

3.10. Megjegyzés. A tétel ugy is megfogalmazhato, hogy ¢ > p® — p?, ahol ¢ a 2.4
tétel allitdsdban szerepld ¢ konstans k = p esetén.

A . lemma utolso altalunk vizsgalt altalansoitasa a (k, N') paraméterek egy bévebb
csaladjara ad pontos eredményt. Ehhez az éles fels6 becslést a lemma adja meg.

3.11. Tétel. Tetszdleges p primhatvdny, és p < k esetén
f(k, pk) = p*.

Bizonyitds. Hasznéljuk a lemmat a lemmaban latott konstrukciéra. Legyen
tehat S a [3.6, lemma bizonyitasaban készitett konstrukcio, a jeloléseket is ebbdl a
lemmé&bol vessziik at. Legyen X € D,y affin egyenes. Mivel S konstrukciéjaban csak
az elsé p parhuzamossagi osztéalyt hasznéltuk, igy [ X N S4| = 1 minden S € S halmazra
(hasznalva az [L.14] allitast). Legyen b; € B; tetszéleges elem minden 1 < i < p esetén,
és legyen
k—p+1 hace X, vagy ¢ =b; valamilyen 1 <7 < p esetén,
gle) = { 1 kiilonben.

Ezzel a fliggvénnyel szeretnénk hasznalni a [3.1] lemmat az S csaladra, ehhez ellen-

orizni kell, hogy teljesiilnek a lemma feltételei. Legyen

C={ce AUB : c€ X vagy ¢ = b; valamilyen 1 < i < p-re}.

Mashogy mondva C' C AUB azon ¢ elemekbdl all, melyekre g(c) = k—p+1. Ekkor | X| =
p miatt |CNA|=p, és |C N B|=p, mivel CN B ={by,bs,...,b,}. Kovetkezésképpen

> gla) =) gb)=@*—p)+p-(k—p+1)=pk.

Tetszoleges S € S halmazra lattuk, hogy |SaNC| = [SaNX| = 1, tovabba | SpNC| = 1
is teljestil, mivel Sp = B; valamely i-re, igy Sp N C = {b;}. Tehat

Sa) =S g =p-1)+k-pt1) =tk

minden S € S halmazra. Tényleg teljesiilnek a [3.I lemma feltételei, ezt alkalmazva
éppen a kivant eredményt kapjuk.

U
3.12. Kovetkezmény. f(k,k*) ~ k%
Bizonyitds. A [3.11] tételt és f(k, N) monotonitasat kombinalva

f(k,k*) > f(k,pk) = p*.

Tovabbé a 2.2 lemmabol f(k,k?) < k2.
Innentsl hasonlé indoklast hasznélunk a primek stirtiségére, mint [9, p. 494]. Legyen
0 < e < 1. Vilagos, hogy

log(k) ~ log(k) + log(1 — ¢),
mivel log(1 — ¢) konstans. Emiatt

() = (e sati=3) = (= m)
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Ezt és a primszamtételt (1.15] tétel) alkalmazva
k k —ck k
() (1= = s~ ey = 0 ()
Felhasznélva a log(k) ~ log(k) + log(
k k log(k) k
log(k) ~ log(k) +log(1 — <) — log(k) < ~ log(k) +log(1 — e>> -0 (bg(k)) |
Tehat

1 — ¢) Osszefiiggést,
k

ek k
() =01 =9 = S+ (g )

Létezik egy K; konstans, hogy log(k) > log(1 — ¢) minden k > K7 esetén. Tovabba
létezik egy Ko konstans, hogy k& > K, esetén

ek € k
k) — (1 — )k . .
m(k) —m((1—e)k) > log(k) +1log(1—¢) 2 log(k)
Ekkor minden k& > max(K,, K3) szamra
k k
7(k) — (1 —e)k) > —0— — = =0

2log(k) 2 log(k)
Azt bizonyitottuk, hogy tetszéleges 0 < ¢ < 1 konstansra létezik egy K szam, hogy
k > K esetén w(k) — n((1 — e)k) > 0, azaz létezik p prim, melyre k(1 —¢) < p < k.
Emiatt
K> f(k K > p* > K (1—¢)”.
Tartsunk k-val végtelenbe:

.k, k?) 2
b2 i T 20
Ez tetsz6leges ¢ esetén igaz, igy
- f(kR?)
d e Tt

4. OSSZEGZES

A 2| és |3| fejezetekben bizonyitott eredményeket kombinalva elég sokat tudunk az f(k, N)
fiiggvény nagysagrendjérdl.

Bebizonyitottuk, hogy f(k, N) legfeljebb egy N-t&l nem fiiggs additiv konstansal
térhet el az L%J trivialis als6 becsléstsl. Ezzel tobbek kozott aszimptotikusan is megha-
taroztuk az f(k, N) értéket, amennyiben k-t rogzitettnek tekintjiik.

Emellett meggondoltuk, hogy f(k,k?) ~ k? ahogy k — oo (3.12] kovetkezmény).
Tovabba a . tételbsl f(k, pk) ~ p?, mivel k > p esetén egyenldség teljesiil.

A kovetkezs (k, N) parok esetén bizonyitottunk pontos eredményt.

e Amennyiben k = 2 és |%] > R(7,7). Ekkor a . tételbdl szdrmazod felss
becslés, és tételbdl kapott alsd becslés megegyezik, igy

F(2,N) = gJ +4.

e TetszGleges k pozitiv egész, és nala nem nagyobb p primhatvany esetén 2.2 lem-
méat és[B.11] tételt kombinalva

f(k,pk) = p*.
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5. NYITOTT KERDESEK

Ebben a részben roviden 6sszefoglaljuk az altalunk érdekesnek gondolt megvalaszolatlan
kérdéseket.
Természetes altaldnositésa a vizsgalt problémanak a kovetkezd:

5.1. Probléma. Mit tudunk mondani egy Kneser-graf magasabb Xor hatvanyainak a
klikkszamarol?

Lattuk, hogy a lemmaéban adott fels§ becslés szamos N < k? esetén éles. Igy
felvetsdik a kovetkezd kérdés:

5.2. Probléma. Igaz-e minden N < k? esetén, hogy
N
e vy = | XLel |
k

A problémat csak nagyon kis esetekre tudtuk ellendrizni szamitogép segitségével. Am
a féligmetsz6 csaladok strukturajanak vizsgalata alapjan azt gondoljuk, hogy ez a kérdés
valoszintleg igaz.

Még egy természetes kérdéskor, amivel kapcsolatban nincs lényeges eredményiink,
hogy mi torténik, ha N a k-nak valamilyen fiiggvénye, ahol N > k2. A legtermészetesebb
kérdés az N = dk™ eset. Azn =2, d =1é n = 1, d = p eseteket megoldottuk
aszimptotikusan, ahol p primhatvany, &m n > 3 esetben lényegében semmit nem tudunk
mondani.

5.3. Probléma. Aszimptotikusnan mennyi az f(k,dk™) érték, ahogy k — oo?
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Szeretnénk megkoszonni a témavezeténknek, Katona O.H. Gyulanak, a probléma javas-
latot, illetve a rengeteg segitséget, hasznos megjegyzést.
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