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Kivonat

Adott egy G = (S,T; E) péros graf, melyre S = {si,...,8,}, egy d pozitiv
egész és egy sulyfliiggvény az éleken. A d-tdvolsagu parositds feladatban olyan
maximalis silyu M élhalmazt kerestink, amelyre minden S-beli csics foka leg-
feljebb 1, illetve ha s;t, s;¢t benne van M-ben, akkor |i — j| > d.

A d-tavolsagi parositas feladathoz szorosan kapcsolddik az dgynevezett k-
szoros parositds feladat, melyben a G = (S,T'; E') paros grafban adottak az S

csucshalmaznak Sp, 5o, ..., Sk részhalmazai, melyekre S1USU...USy = S, és
egy sulyfiiggvény az éleken. Olyan maximalis silyu élhalmazt kerestink, amelyet
megszoritva az (S;, T) halmazokra pdrositdst kapunk minden ¢ = 1,2, ... k-ra.

Mindkét feladatrdl ismert, hogy NP-teljes annak az eldontése, hogy van-e
teljes (S-et fedd) élhalmaz. A dolgozatban bebizonyitjuk a feladatok kozelithe-
tetlenségét, pontosabban azt, hogy mar a silyozatlan valtozatokra sem adhaté
tetszbleges e-ra (1 + £)-kozelitd algoritmus (ha P#NP). Ezen kiviil konstans-
kozelit6 algoritmusokat adunk a k-szoros parositas feladatra és egy fels6 becslést
az egészértékiiségi hézagra. A d-tavolsagu parosités feladat kapcsan azt a kérdést
is megvizsgédljuk, amelyben az S halmaz csicsainak keressiik egy olyan per-
mutacidjat, melyre a maximalis stlyt d-tdvolsdgi parositas a lehetd legnagyobb.
Az optimalis permutacié megtalalasira adunk egy polinomiélis algoritmust, és
megmutatjuk, hogy ha az S-ben minden csics foka legfeljebb r lehet, akkor az
optimalis permutacié megtalaldsa NP-nehéz minden r > 2 esetén.

Egy tjszerti modszert hasznélva igazoljuk, hogy a ciklikus d-tavolsagu péaro-
sitds feladatra vonatkozd egészértékiiségi hézag legfeljebb 2 — é, ha S elemszama
oszthaté (2d —1)-gyel. Megmutatjuk, hogy ez a becslés pontos minden d esetén.
Tovabba igazoljuk, hogy a nem ciklikus d-tavolsagu parositas feladat esetén az
egészértékiiségi hézag legfeljebb 2 — % — ezzel javitva a kordbbi legjobb ismert

1 .
2 — 591 becslésen.

1. Bevezetés

Legyenek adottak az si, so, ..., s, telefonok, a ty,ts, ..., ¢y frekvencidk, és min-
den telefonhoz az, hogy mely frekvencidkon képes kommunikélni az adétoronnyal.
A feladat az, hogy minél tobb telefonhoz rendeljiink egy-egy frekvenciat, ame-
lyen az adott telefon kommunikédlhat gy, hogy ugyanazon frekvenciat nem
hasznalhatja egynél tobb telefon, hiszen ekkor zavarnak egymast. A problémanak
ezen egyszerl esetét jol ismerjiik, a feladat az, hogy egy legnagyobb parositast
keressiink a G = (S, T; E) paros grafban, ahol S = {s1,...,8,}, T = {t1,...,tk},
az élek pedig a megengedett telefon-frekvencia parok.

Természetes altalanositdsa a probléméanak, ha nem tessziik fel, hogy barmely
két telefon zavarja egymaést, és igy bizonyosaknak - példaul amelyek elég messze
vannak egymastol — megengedjiik, hogy ugyanazt a frekvenciat hasznaljak. Az
ilyen tipust feladatokat dsszefoglalé néven frekvencia kiosztdsi feladatoknak (fre-
quency assignment problems) nevezziik, gyakorlati jelentéséglik miatt szdmos
véltozatuk és kiilonbozd modellezésiik ismert és sokat kutatott. [1] Ebben a dol-
gozatban két feladatot fogunk vizsgalni, melyek megfogalmazhatéak frekvencia
kiosztasi problémaként is.

Ha a telefonokrdl feltessziik, hogy egy egyenesen helyezkednek el ugy, hogy
a szomszédosak tavolsaga ugyanakkora, és két telefonhoz akkor nem rendel-



hetjik ugyanazt a frekvenciat, ha til kozel — egy el6re adott tavolsagndl koze-
lebb — vannak egymashoz, akkor egy megengedett frekvencia kiosztas az aldbbi
élhalmaznak felel meg [2]:

1.1. Definicié (d-tavolsidgi pérositds). Adott eqy G = (S,T; E) pdros grdf,
melyre S = {s1,892,...,8,}, €és eqy d € Z; szdm. Egy M C E élhalmazt
d-tdvolsdgu pdrositisnak (d-distance matching) nevezink, ha az S-beli csicsok
foka M-ben legfeljebb 1, és minden t € T-re, ha s;t,s;jt € M, akkor |i — j| > d
teljestil.

Ha az a kérdés, hogy van-e olyan frekvencia kiosztas, amelyben minden tele-
fonhoz tartozik frekvencia, akkor teljes d-tavolsagu parositast keresiink; ha minél
tobb telefon-frekvencia part szeretnénk taldlni, akkor a maximalis d-tdvolsagu
parositas nevil optimalizalasi probléméat kell megoldanunk. A maximélis sulyu
d-tavolsagu parositas feladatban adott egy w : E — Ry stlyfiiggvény — jelenthe-
ti példaul azt, hogy az adott telefon mennyire miikodik jol az adott frekvencidan
—, és olyan M d-tavolsagu parositast keresiink, amelynek az Osszsilya, azaz
w(M) =", cp we maximalis.

A maximalis d-tavolsagu parositds feladat egy masik alkalmazasat kapjuk,
amennyiben S cstcsait egymast koveto egész napos eseményeknek, T csucsait
biztonsagi 6roknek feleltetjiik meg. Egy s nap és egy ¢ 6r kozott él megy, ha ¢ be-
oszthaté az s napra. A feladat minél t6bb naphoz hozzdrendelni egy-egy 6rt (a
teljes valtozatban: eldonteni, hogy minden naphoz tudunk-e ért taldlni), tigyel-
ve arra, hogy valamennyi 6r minden egymast kovet6 d napon legfeljebb egyszer
dolgozhat (mésképp: minden munkanap utdn d — 1 pihenénapot kell tarta-
ni). Ha az események valamilyen id6kozonként — mondjuk havonta — ciklikusan
ismétlédnek, és az 6roknek is egy ehhez igazodé alland6 beosztast szeretnénk,
akkor egy olyan élhalmazt keresiink, amelyben a csicsokat nem egy egyenes,
hanem egy kor mentén képzelhetjiik el, ezt ciklikus d-tdvolsdgui parositasnak
nevezziik [2].

1.2. Definicié (ciklikus d-tavolsigi parositas). Adott eqy G = (S,T; E) pdros
grdf, melyre S = {s1,82,...,8n}, €s eqy d € Z szdm. Egy M C E élhalmazt
ciklikus d-tdvolsdgi pdrositisnak neveziink, ha az S-beli csiucsok foka M-ben
legfeljebb 1, és minden t € T-re, ha s;t,s;t € M, akkor |i — j| > d és |i — j| <
|S| — d is teljesiil.

Tovabb altaldnosithaté a feladat azzal, hogy az S halmazon az azonosan
1 fokszam fels6é korlatok helyett nagyobb fels6 korlatokat adunk, akar minden
s € S csicsra kilon egy bg(s) € Z; szdmot. Ekkor tehdt az eseményekre
beoszthatunk akdr 1-nél tobb Ort is (és Gsszesen minél tobbet szeretnénk, hogy
minél nagyobb biztonsdgot biztositsunk), de eseményenként adott, hogy ott
legfeljebb hany oOrre lehet sziikség. Ezt a valtozatot d-tavolsagl bg-parositasnak
nevezzik.

1.3. Definicié ((ciklikus) d-tdvolsagu bs-pérositas). Adott eqy G = (S,T; E)
pdros grdf, melyre S = {s1,82,..., 8.}, egyd € Z szdm, valamintbg : S — Z,
fokszamkorldt figgvény. Egy M C E élhalmazt (ciklikus) d-tdvolsdgi bs-pdrosi-
tasnak neveziink, ha minden s € S csics foka M-ben legfeljebb bs(s), és minden
t € T-re, ha s;t,sjt € M, akkor |i —j| > d (és|i —j| < |S|—d).

Teljes d-tavolsdgi bg-parositasnak azokat a megengedett élhalmazokat ne-
vezziik, amelyekben minden s € S csics foka pontosan bg(s).



A d-tdvolsagu (bs-)pérositéas feladatok kapcsdn természetesen ad6dé kérdés
— akar a ciklikus, akar a nem ciklikus esetben — hogy ha csak az adott, hogy
melyik ér melyik eseményre oszthaté be (tehdt egy pédros graf), akkor milyen
sorrendben tartsuk meg az eseményeket ahhoz, hogy a lehet6 legtobbre koziilitk
talaljunk &rt a fenti feltételeknek megfeleléen. Ekkor tehat az S csicshalmaz
cstcsainak egy olyan permutdciéjat keressiik, amelyre a maximadlis (ciklikus)
d-tévolsdgi (bs-)pdrositds a lehetd legnagyobb. A kérdés persze a silyozott
esetben is értelmes, ekkor olyan permutaciét keresiink, amelyre a maximalis
silyu (ciklikus) d-tdvolsdgu (bs-)pdrositds a legnagyobb.

Egy (nem ciklikus) d-tévolsdgi péarositdst gy is jellemezhetiink, mint egy
olyan élhalmaz, amelyet megszoritva az ({s;, Sit+1,..., Sitd—1}, 1) csicshalma-
zokra pdrositdst kapunk minden i = 1,2,...,(n — d + 1)-re. Ez a megfigyelés
motivalja a d-tavolsdgu parositas feladat egy altalanositasat, az ugynevezett k-
szoros parositds feladatot, melyet [2]-ben a d-tdvolsdgi parositas feladat kapcsan
k = 2-re definialtak.

1.4. Definicié (k-szoros pérositds). Adott eqy G = (S,T; E) pdros grif és S-
nek S1,S2,...,Sk részhalmazai, melyekre S1 U ...U Sy = S. A G éleinek egy
M részhalmazdt k-szoros pdrositdsnak nevezziik, ha az M halmazt megszoritva
az (S;,T) csicshalmazokra pdrositdst kapunk minden i =1,2,... k-ra.

A maximdlis siulyd k-szoros parositas feladatban adott egy w : E — R4
sulyfliggvény, és olyan M k-szoros parositast keressiik, amelynek az Gsszsilya,
azaz w(M) = ) ) we maximalis. Silyozatlan eset alatt azt értjiik, amikor
w=1.

A k-szoros parositas feladatra is tekinthetiink frekvencia kiosztéasi feladatként,
ahol példdul azon telefonok tartoznak azonos S; halmazba, amelyeknek valamely
technikai paraméteriik egyezik, ez az egyezés pedig azt okozza, hogy azonos frek-
vencian a telefonok zavarnak egymaést.

Ha §; = Sy = ... = S5 = S, akkor a maximalis salyd k-szoros parositas
feladatbdl a klasszikus maximalis silyd parositas feladatot kapjuk vissza, ha
pedig az S1,..., Sk halmazok diszjunktak, akkor a keresett élhalmaz k darab
egymastdl fliggetlen maximdlis sulyt (S;,T) pérositdsnak felel meg. Ezekre a
specidlis esetekre polinom idében meg tudjuk talalni az optimélis élhalmazokat.

A k-szoros pérosités feladat a [3]-ban térgyalt szimultdn hozzdrendelési fel-
adat (simultaneous assignment problem) egy specidlis esete. A szimultan hozzé-
rendelési feladatban adott egy nemnegativ élkapacitdasokkal ellatott graf, va-
lamint a graf részgréfjainak egy halmaza, minden részgrafon a csicsain vett
fokszam fels6 korlat fiiggvénnyel. Adott ezeken kiviil egy lamindris halmazrend-
szer a graf csicsain, minden halmazhoz tartozik egy fokszamosszeg felso korlat.
Olyan szamokat szeretnénk az élekre irni, amelyek minden élen az adott él
kapacitasanal nem nagyobbak, minden részgrafon minden csicsra teljestilnek a
fokszam fels6 korlatok, valamint a lamindris halmazrendszer minden elemére tel-
jesiilnek a fokszamosszeg korlatok (ahol egy csics fokszama alatt most a ré illesz-
kedd éleken szerepld szdmok Gsszegét értjiik). A feladat silyozott valtozataban
adott élsilyozds mellett keressiik a maximdlis stilyt megolddst (az élekhez ren-
delt szdmok élstllyal vett sulyozdsainak Osszegét szeretnénk maximalizalni). Ha
a graf pdros, a kapacitds minden élen 1, a részgrafok minden i = 1,..., k-ra az
S; és a T csicsai dltal feszitett részgrafok (S1,...,S, €S, S1U...US, =19),
a részgrafok mindegyikén a fokszamkorlat fliggvény azonosan 1 és a lamindris



halmazrendszer iires, akkor adott élstlyozasra visszakapjuk a silyozott k-szoros
parositas feladatot.

Egy k-szoros parositasra — és igy egy d-tavolsagu parositasra is — gondol-
hatunk gy, mint egy csicsonként adott fokszam felsé korlatoknak eleget tevo
élhalmaz, amelyben bizonyos konkrét részgrafok eléfordulasat megtiltjuk. Konk-
rétan a k-szoros pérositdsban azon ({s;,s;},{t};{sit,s;t}) részgrafokat tiltjuk
meg, amelyekre s;t,s;t € E és valamely | = 1,...,k-ra s;,5; € 5;. Egy ehhez
hasonlé ismert probléma példadul az tgynevezett K, ,-mentes p-péarositas fel-
adat (K, ,-free p-matching problem), melyben egy grafban adott egy K, ,-vel
izomorf részgrafokbdl 4116 halmaz, valamint minden csicsra egy {0,...,p} hal-
mazbdl valasztott fokszam fels6 korlat. A feladatban olyan maximalis méretli
élhalmazt keresiink, amely eleget tesz a fokszdamkorlatoknak, valamint nem tar-
talmazza részgréfként az adott K, , részgréfokat [4]. A mi feladatainkban a
részgrafok K o-vel izomorfak, és a fokszdmkorlatokra is mas megkotéseink van-
nak.

2. A k-szoros parositas feladat

Mar k = 2-re is NP-teljes az az eldontési feladat, hogy van-e az S csicshalmazt
fed6 k-szoros parositas. Ennek bizonyitasahoz a 3-dimenzids parositas felada-
tot kell visszavezetni a k-szoros pdrositds feladatra, mely visszavezetés [2]-ben
elolvashaté.

Elészor a 2.1. fejezetben két egyszerii kozelité algoritmust mutatunk (egy
k-kozelitést minden k-ra, illetve egy 3/2-kozelitést k = 2-re). Ezt kovetéen
felirjuk a feladat egészértékii programozasi modelljét, adunk egy fels6é becslést
az egészértékiiségi hézagra, és egy C++ programmal kerestink minél nagyobb
egészértékiiségi hézaggal rendelkezd példanyokat.

A maximalis k-szoros parositas feladatrdl eddig is ismert volt, hogy a sulyozott
valtozatat — melyben 1 és 2 sulyok is vannak — méar k = 2 esetben is NP-nehéz
a-kézeliteni, ha o < I8 Ennek a bizonyitdsit a [3] tartalmazza, és a 2.5.
Tételben mi is bemutatjuk. A stlyozatlan véltozat a silyozottnak egy specidlis
esete (amikor w = 1), ezért ez egy kénnyebb feladat. Emiatt a stlyozott véltozat
nehézségébol nem kovetkezik a stlyozatlan valtozat nehézsége. Nyitott kérdés
volt tehat, hogy létezik-e polinom idejii approximdciés séma a maximalis 2-
szeres parositas feladat silyozatlan valtozatara. A 2.4. Tételben bebizonyitjuk,
hogy a vélasz nem, konkrétabban ha a < %, akkor a silyozatlan valtozat egy
a-kozelitésébdl P=NP kovetkezne. Mivel a maximalis d-tavolsagu parositas fel-
adatra visszavezethetd a 2-szeres parositas feladat, ezért a 2.4. Tételbol ennek a
kozelithetetlensége is kovetkezik. A visszavezetést a 3.1. Tétel bizonyitdsaban

mutatjuk be.

2.1. Kozelit6 algoritmusok

A G = (S,T; E) paros grafban egy U C S csticshalmazra jeloljik (U, T)g-vel az
U UT csucshalmaz éaltal feszitett részgrafot.

Legyen G = (S,T; E) paros graf, w : E — Ry silyfiiggvény. Az S =
S1U...USg, ahol Sq,...,5, CS. Minden i = 1,...,kra M; C E legyen egy
maximadlis stilyd pérositds az (S;, T) ¢ grafon, M pedig legyen My, ..., M}, koziil
a maximdlis silyu.



2.1. Allitas. Az M ekkor eqy k-kozelitd silyozott k-szoros pdrositis G-ben.

Bizonyitds. Az M megengedett k-szoros parositds, hiszen M-et az (S;,T') cstcs-
halmazokra megszoritva parositast kapunk minden ¢ = 1, ..., k-ra. Jeloljik M*-
gal a maximélis silyu k-szoros parositast. Az M*-ra felirhatjuk, hogy M* =
MiU...UM], ahol M! C E egy (S;,T)¢ részgrafon vett parositds. Minden ¢ =
1,..., kra w(M]) érték felilr6l becstilheté w(M;)-vel (hiszen M; a maximalis
silyu parositas (S;,T)g grafon), amibél

w(M*) <w(My) +w(Ms) + ...+ w(My) < k-w(M).
O

A fenti becslés pontos, ha S = {s1,82,...,8:}, T = {t}, minden i =
1,2,...,kra s; € S;, de s; ¢ S; ha j # i, minden s; szomszédos t-vel, va-
lamint w = 1. Ekkor a fenti eljardssal kapott w(M) = 1, az optimalis M*-ra
pedig w(M*) = k.

Ha k& = 2, akkor jobbat is tudunk mutatni. Legyen M; C E egy ma-
xim4lis stlyd pérositds az (S1,T)g grafban, My C E pedig egy maximélis stlyi
péarositds az (Se,T)¢ grafban. Vegylink egy-egy maximadlis stlyd parositdst az
(81\S2,T)¢g és (S2\S1,T)q grafokon, jelolje ezeket rendre Mys és Ma;. Legyen
az M C F a maximalis stlyd élhalmaz My, Ms és (Mo U May) koziil.

2.2. Allitas. Az M ekkor eqy 3/2-kozelitd sulyozott 2-szeres pdrositds G-ben.

Sa
S1

Q. @ &
()
W

1. dbra. Példa egy 2-szeres péarositds feladatra, amelyben a 3/2-kozelit§ al-
goritmus pontos, tehdt az optimum 2/3-at taldlja meg. A maximdlis 2-szeres
parositast kiemelés jelzi.

Bizonyitds. Az M megengedett, hiszen My, My és (M2 U Ma;) élhalmazokra
is teljesiil, hogy megszoritva Sket az (S1,T) és az (S,T) csticshalmazokra
parositasokat kapunk. Jeloljiik az optimalis 2-szeres pérositdst M*-gal. Az M*
felirhat6, mint egy (S1,7T)¢ grafon vett parositds és egy (S2 \ S1,7T)¢ grafon
vett parositds unidja, amibdl

w(M*) S w(Ml) —+ w(Mgl),

hiszen M és M>; a maximalis stulydak ezeken a részgrafokon. Hasonléan: M*
egy (S2,T)¢ gréfon és egy (S1\ Se,T)¢ grafon vett parositds unidja, tehét



A fenti két megallapitdasbdl pedig 2w(M*) < w(My) + w(Ms) + w(Mi2) +
w(May) < 3w(M), tehét

O

Ha S = {s1,52,53}, S1 = {s1,52}, S2 = {s2,83}, T = {t1,t2} és G =
(S,T;E) a 1. abrén lathaté teljes paros graf, w = 1, akkor a fenti eljardssal
kapott w(M) = 2, az optimdlis w(M™*) = 3, tehdt ekkor a fenti becslés pontos.

2.2. Egészértékiiségi hézag

frjuk fel a silyozott k-szoros parositas probléméat mint egészértékii programozasi
(IP) feladat. Tartozzon minden e € E élhez egy z. € Z4 valtozd. A feladatban
azt koveteljiik meg, hogy minden ¢t € T cstcs esetén minden ¢ = 1,...,k-ra a
t-re legfeljebb 1 olyan él illeszkedjen, amelynek maésik végpontja az S;-ben van,
valamint azt is elvarjuk, hogy minden s € S csticsnak pontosan 1 legyen a foka.
A természetes modell tehat:

max E Wele

ecE
T € Zf

> @<l VteT Vie{l,...k}

e=tscFE
SES;

ergl Vse S

e=tscE

Jeloljik OPTyp-vel az optimélis egészértékii megoldas értékét és OPTyp-
vel az egészértékiiségi feltétel elhagyasaval kapott linedris programozési feladat
(LP relaxdlt) optimdlis megolddsanak értékét. Egészértékiiségi hézagnak (integ-
rality gap) nevezziik maximalizdldsi problémak esetén az 2ETLE hinyadost (mi-

OPTip
nimalizalasi feladatoknal 85%2 ). Kozelité algoritmusok kidolgozasdhoz gyak-

ran hasznaljuk a sokszor konnyebben kezelhet6 relaxalt feladatot, az algoritmus
elemzéséhez pedig az LP optimumot az egészértékii optimum becslésére. Az
egészértékiiségi hézagok szuprémuma igy ad egy korlatot arra, hogy az adott fel-
adatra legjobb esetben milyen kozelités adhaté LP optimumot hasznal6 kozelitd
moédszerekkel, ezért értékének kiillonbozé becslései az optimalizalasi problémak
témakoréhez szorosan kapcsol6dd fontos kérdések.

Az alabbi allitdsban a 2-szeres parositas feladatra vonatkozo egészértékiiségi
hézagra adunk egy felsd becslést.

2.1. Tétel. A sulyozott 2-szeres pdrositds probléma bdrmely példinydra felirt
IP feladatra és annak LP relaxdltjdra

OPTyp < §
OPTrp — 2



Bizonyitds. Az allitds abbdl az egyszerii megallapitasbol kévetkezik, hogy egy
péaros grafban vett maximalis sulyd pérositas feladat IP modelljére és annak
LP relaxaltjara OPTp = OPTrp. Ez azért igaz, mert egy paros graf inci-
denciamatrixa teljesen unimoduléris, és a maximalis siulyd parositasra felirt LP
feladat jobb oldala is egész, ezért az erds bazismegolddsok egészek lesznek [5,
149. oldall.

A sulyozott 2-szeres parositds feladat relaxaltjanak egy optimalis megolddsa
el6all mint az (S1,T)q grafon és az (S \ S1,T)¢ grafon vett relaxdlt maximélis
sulyu parositas feladatok egy-egy megoldasdnak unidja. Ezen LP feladatok op-
timalis értékei az elsé megallapitas alapjan megegyeznek az IP optimumokkal.
Ebbél a 2.2. Allitdsban hasznalt jelolésekkel és gondolatmenettel:

OPTip < ’LU(Ml) + w(M21)7

valamint hasonldéan:
OPTLP S U}(Mg) + ’w(Mlg).

Ezekbdl pedig 20PTLp < 3w(M) < 30PTip, hiszen M egy megengedett IP
megoldas. Tehat

és ezt allitottuk. O

Nem tudjuk, hogy ez a fels6 becslés pontos-e, tehat hogy van-e olyan példanya
a maximalis 2-szeres parositds feladatnak, amelyre az LP optimum és az IP
optimum hényadosa pontosan 3/2. Természetesen adddik a kérdés, hogy mi
az a legkisebb szém, amit a 2.1. Tételben a 3/2 helyére frhatunk. Mivel
OPTrp > OPTyp (hiszen minden IP megoldds LP megoldds is), ezért a fels§
becslés biztosan legalabb 1. Ennek javitasdhoz egy programmal kerestiik a fel-
adatnak olyan példanyat, melyre az egészértékiiségi hézag minél nagyobb.

A C++ nyelven irt program alapétlete az volt, hogy egy adott G = (S, T'; E)
paros grafra végignéztiik az S csicsainak Gsszes lehetséges beosztdsat az Sy és
Sy halmazokba (ahol S7,S52 C S, S; USy = S), minden beosztdsra megol-
dottuk a IP és a relaxdlt LP feladatot w = 1 suilyfiiggvénnyel, majd az opti-
mumok hanyadosaként megkaptuk az adott példanyhoz tartozé egészértékiiségi
hézagot. A grafok implementédldsdhoz a LEMON konyvtarat [6] hasznéltuk, a
linedris és egészértékii programozasi feladatokat a CPLEX optimalizalé szoftver-
csomag [7] segitségével oldottuk meg. Ezt lefuttattuk izomorfia erejéig az Gsszes
G = (S,T; E) péros grafra, melyre |S| < 7, |T| < 5 és maximumot kerestiink
a kapott egészértékiiségi hézagok kozott. A program futdsat parhuzamositassal
gyorsitottuk. A maximaélis értékhez tartozé példdny a 2. &bran lathatd, az
egészértékiiségi hézag értéke erre 6/5, mely eredmény megegyezik az eddig is-
mert legnagyobb korlattal [2]. A program forrdskddja elérhetd a [8] linken.

2.3. Kozelithetetlenség

Egy paros grafban maximalis méretii parositast keresni konnyen tudunk polinom
id6ben, s6t, még a joval altalanosabb élsilyozott esetre is ismert polinomialis
algoritmus, akdr altaldnos gréfokon is [9]. A feladat viszont jéval nehezebbé
valik, ha 2 helyett 3 csicsosztalyt vesziink, és hagyoményos élek (2-uniform
hiperélek) helyett 3-uniform hiperélek vannak.
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2. dbra. Példa a 6/5 nagysdgu egészértékiiségi hézagra. Egy optimélis LP meg-
oldés az x = 1/2. Egy optimaélis IP megolddst az dbrén kiemeléssel jeloltiink.

2.2. Definicié (3-dimenzids parositas). Adottak X,Y,Z diszjunkt csicshalmazok
és H C X XY x Z hiperélek halmaza (azaz egy 3-osztdalyd 3-uniform hipergrdf).
Az F C H halmazt 3-dimenzids pdrositdsnak nevezzik, ha barmely két (x1,y1,21),
(z2,y2, 22) € F hiperélre x1 # xo,y1 # Y2 s 21 # 2o teljesiil.

A maximélis 3-dimenziés parositas problémdban a maximdlis szdmu hi-
perélbél &ll6 3-dimenzids parositast keressiik. A probléma eldontési valtozata
nevezetes NP-teljes feladat: egyike Karp 21 NP-teljes problémé&jénak [10]. Op-
timalizaldsi feladatként is jol ismert, hogy a feladat APX-teljes [11]. A k-szoros
parositas kozelithetetlenségét az alabbi tétel felhasznalasaval latjuk be, melynek
bizonyitdsat a [12] tartalmazza.

2.3. Tétel. A maximdlis 3-dimenzids pdrositds feladatot mdr 2-requldris példd-
nyokra megszoritva is NP-nehéz a-kozeliteni, ha o < %.

A 2-regularitas alatt ebben az esetben azt értjiik, hogy minden csics pon-
tosan 2 hiperélben van benne. A most kovetkez6 tételben belatjuk, hogy a
maximaélis k-szoros parositas feladatra mar k = 2 esetben sem 1étezik polinom
ideji approximécids séma (ha P#£NP).

2.4. Tétel. A maximdlis 2-szeres pdrositds feladatot NP-nehéz a-kézeliteni, ha
950

o< 949 -

Bizonyitds. A tétel igazoldsdhoz a 2.3. Tételt hasznéljuk fel, mely a maximalis
3-dimenzids parositas feladat kozelithetetlenségérol szol 2-regularis példanyokon.
Ezt a feladatot vezetjiik vissza a 2-szeres parositds feladatra egy kozelithetGség-
tart6 visszavezetéssel (konkrétan egy L-visszavezetéssel [13]).

Vegyiik egy 2-regularis 3-osztalyd 3-uniform hipergraf hiperéleinek H hal-
mazat haromszor, legyenek ezek Hx, Hy, Hz. Egy e € H hiperél hdrom valtoza-
ta legyen eX) e Hx,e¥) € Hy és €% e Hy. Tekintsik a kovetkezd
példdnyat a 2-szeres parositas feladatnak: G = (S, T; F) paros grafra S = Hx U
YUHz ésT = XUHyUZ. Minden e € H-ralegyen eX)e¥) ése(Vel?) ¢ B(Q),
illetve minden u € U csticsot, ahol U € {X,Y, Z} kossiik Ossze az 6t tartalmazd
két hiperél Hy-beli valtozataval. Legyen S; = Hx UY, Sy =Y UHz. Egy
e = (x,y,2) € H-ralegyen K, = {X)e() (@) 3e(X) ye(¥) 2e(2)1 dekbdl
all6 halmaz. A konstrukciét a 3a. és a 3c. dbra szemlélteti.

Tegyiik fel, hogy létezik a-kozelité algoritmus a 2-szeres péarositas feladat-
ra, és legyen M egy a-kozelité megolddas G-ben. A tovabbiakban beldtjuk,



hogy ennek felhasznéldsdval tudunk mutatni egy ( )-kozelité 3-dimenzids

T07a=9
parositast az eredeti hipergrafban, feltéve, hogy a < %.

Hajtsuk végre M-en a kévetkez6t: minden e € H-ra, ha |[K.NM| < 3, akkor
toroljiik ki M-bél a K.-beli éleket, és vegyiik be az e(X)e¥) és az e el?) éleket.
A mdédositdsok sordan M megengedett marad és |M| nem csokken, tehdt M
tovébbra is a-kozelit. A végsé M-re az is teljesiil, hogy minden e = (z,y, 2) €
H-ra vagy |K.NM| = 2, ekkor K.NM = {eX)e() e} vagy |[K.NM| = 3,
és ekkor K, N M = {xeX) ye(¥) 2e(#)},

Készitsiik el az F 3-dimenziés parositast M-bdl ugy, hogy legyen e € F
pontosan akkor, ha |K. N M| = 3. Az F ckkor megengedett 3-dimenzids
parositds, hiszen ej,es € H hiperélekre K., N M = {xlegx),ylegy),zlegz)}
és Koy "M = {$2€éX),y2€éY),deéZ)} egyidejlileg csak akkor teljestilhet, ha
X1 # T, Y1 # Y2 68 21 # z2 (mert M-ben ezen csiicsok fokszdma legfeljebb 1).

A fentiek alapjan barmely G-beli M 2-szeres pérositdshoz tudunk konst-
rudlni egy F' 3-dimenzids péarositast, melyre fennall, hogy

M| =3|F| +2- (212] - |F|) = |F| +4|],

hiszen az F-beli hiperélekhez 3, a H \ F-beliekhez 2 él tartozik M-ben. Ezt az
M* maximdlis 2-szeres parositdsra és a hozzd tartozé F'-re alkalmazva |M*| =
|F'|+4|Z] < |F*|+4|Z] (ahol F* a maximélis 3-dimenzids parositds). Forditva
isigaz: barmely F' 3-dimenzids parositashoz készithetd egy M 2-szeres parosités,
amelyre szintén fenndll a fenti Osszefiiggés, tehat |M*| > |F™*| + 4|Z], amibél

M| = |F*| +4/2]
kovetkezik. FEzekbdl pedig az a-kozelité M-re és a hozza tartozd F-re, valamint
az optimalis M*-ra és F*-ra

|M*| = [M] = |F*[ - |F]. (1)
Mohén véalasztva fliggetlen hiperéleket legalabb %l élt ki tudunk valasztani,
tehat

|F™*| > % = % Mivel M-ben minden S-beli cstics foka legfeljebb 1 lehet és
|S| = 2|H| + | Z| = 5|Z|, ezért |M*| < 5|Z|. Osszefoglalva tehat

[M*| < 5Z] < 10[F™]. (2)
Vizsgaljuk az ||FL‘| hényadost:
[F] _IET = (M - M) M - (M
|| |[F| L
|M*| — | M]| | M| 1 10
>1-10——1—=1-10({1-— ) =1-10(1-—) =——
- | M| | M| e e

ahol az els6 egyenldség (1)-bél, az egyenlStlenség (2)-bél kovetkezik. Ha o < %,
|7 1
akkor W S m,
parosités feladatra, annak segitségével konnyen tudnank mutatni egy (m)—
kozelité 3-dimenziés parositast. Mivel a 2.3. Tétel szerint a 2-regularis 3-

tehat ha lenne egy a-kozelité algoritmusunk a 2-szeres

dimenziés parositas feladatot NP-nehéz [-kozeliteni ha < 3—2, ezért a 2-
szeres parositas feladatot is biztosan NP-nehéz a-kozeliteni, ha (WL_Q) < %.



Ezt dtrendezve megkaphatjuk, hogy a 2-szeres parositds feladatot NP-nehéz a-

. ’. . 950
kozeliteni, ha o < 3. O

Sl SZ

(a) Egy (b) Az (a)-hoz tartozé stilyozott 2-szeres pérositds feladat. A jellet-
3-dimenzids len élek sulya 1.
parositas
feladat.
So
S

3. dbra. A 2.4. Tétel bizonyitasanak szemléltetése. Minden hiperélhez egyedi
stilusi vonal tartozik. Az (a) dbrdn kiemelt 3-dimenzids pérositdshoz tartozd
megengedett megolddsokat a (b) dbrdn is kiemelés jelzi.

Ha a feladat silyozott véltozatat vizsgaljuk, akkor a kozelités nehézségét

mér a< 233 esetben is tudjuk bizonyitani [3].

2.5. Tétel. A maximalis silyu 2-szeres parositds feladatot NP-nehéz a-kozeliteni,

ha a < % és az élsulyok kozolt 1-es és 2-es is szerepel.

Bizonyitds. A 2-reguléris 3-dimenzids parositas feladat példanyaiban a z-re il-
leszkedd két hiperélt nevezziik ej-nek és e3-nek minden z € Z-re. Legyen a
G = (5,T; E) péros grafra S = X UHUY, T =H. Minden s € SN (X UY)-ra
fusson egy 1-stlyu él s és az 6t tartalmazoé két T-beli hiperél kozott; szintén 1-
silyt éllel minden z € Z-re kossiik Ossze az ef € S csicsot ef € T-vel; valamint
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minden z € Z-re vezessen e5 € S-bél és ef € T-be és €5 € T-be egy-egy 2-sulyu
él. Legyen S; = S\Y és So =S\ X.

Tegyiik fel, hogy létezik a-kozelits algoritmus (o < 2) a maximalis stlyu 2-
szeres parositas feladatra és legyen M egy a-kozelité megoldas. Minden z € Z-re
hajtsuk végre M-en a kovetkezé moddositasokat:

1) haef € T és e € T is 2-foki M-ben, akkor cseréljiik le az e3-re illeszkedd
két élt az e5ej élre

2) ha ef € T és e§ € T kozll pontosan az egyik a 2-foki M-ben, akkor a
masikat kossiik Ossze e3 € S-sel és toroljiik a tobbi ra illeszked6 élt

3) haef € T és 5 € T kozill egyik sem 2-fokd M-ben, akkor vegyiik be efef
és e3e3 éleket M-be és toroljik a tobbi rdjuk illeszkedd élt

A médositasok sordn M megengedett marad, és w(M) nem csékken, tehat M
tovabbra is a-kozelit6. A végsé M-re tovabba az is teljesiil, hogy minden z € Z-
re ef € T és e5 € T koziil az egyikre egy 2-suly él illeszkedik, a masiknak pedig
vagy két S N (X UY)-beli, vagy egy S N H-beli szomszédja van.

Készitsiik el az F' 3-dimenziés parositast M-bol: legyen (z,y, z) € F ponto-
san akkor, ha valamely ¢ = 1,2-re ze} € M és ye; € M. Az F ekkor megenge-
dett 3-dimenziés parositds, hiszen M-ben az 1)-es mddositdsok miatt ef és e3
kozil legfeljebb az egyik lehet 2-foku, a t € T pontok fokszama pedig legfeljebb
1 lehet M-ben.

Ezek alapjan barmely M G-beli 2-szeres parositashoz elkészithet az F' 3-
dimenziés pérositds, melyekre w(M) = 2|Z| + 2|F| + (|Z] — |F|) = 3|Z]| + | F|
teljesiil (hiszen M-ben a T-beli cstcsok felére, azaz |Z| darab cstcsra 2-stlyi
él illeszkedik, T" mésik felében pedig pontosan |F| darab cstcsnak 2 a foka és
|Z] — |F| cstcsnak 1) és forditva: bérmely F-hez lehet konstrudlni olyan M-
et, melyek kozott ugyanez fennall. Ebbdl tehat az a-kozelitd M-re és a hozza
tartozé F-re

w(M) =3|Z| + |F|

teljestil. Legyen F'* a maximdlis 3-dimenziés péarositas, M* pedig a maximalis
sulyd 2-szeres parositds G-ben. A fentiek miatt M™*-ra és F*-ra is igaz, hogy
w(M*) = 3|Z| + |F7|.
Ezekbol pedig
w(M”*) —w(M) = [F*| - |F| 3)

kovetkezik. Mivel M-ben a T-beli cstcsokra illeszkedd élek 6sszsulya legfeljebb 2
lehet, ezért w(M*) < 2|H|, a 3-dimenzids parositas feladatban pedig |F*| > ‘%‘,
tehat

w(M™*) < 2|H| < 8|F*|. (4)
A (3) és (4) felhasznaldsdval a 2.4. Tétel bizonyitdsdhoz hasonléan vizsgalhatjuk
az |‘1i|\ hényadost:
Py w0 w0 w8
| F| | F| w(M*) o

Ebbsl Il < ol (ha a < £), tehdt ha lenne egy a-kozelits algoritmu-

sunk a maximalis silyu 2-szeres péarositas feladatra, annak segitségével konnyen
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tudnank mutatni egy (8 o= = )-kozelitd 3-dimenzids parositast. Mlvel a 2-reguldris

3-dimenzids pérositds feladatot NP-nehéz p-kozeliteni ha < 9 4, ezért a ma-
ximalis sulyu 2-szeres parositas feladatot is biztosan NP-nehéz a-kozeliteni, ha
(g /; =) < 9—4 Ezt dtrendezve megkaphatjuk, hogy a maximdlis stlyt 2-szeres

760
759 O

pérositas feladatot NP-nehéz a-kozeliteni, ha o <

Ez a bizonyitéas kisebb mddositasokkal dgy is elmondhatd, hogy a 2-es silyok
helyett (2 —€) silyokat hasznalunk, ahol € kicsi pozitiv szdm. A gondolatmenet
annyiban médosul, hogy amikor az 1) 1épést hajtjuk végre, akkor w(M) érték
csOkkenni fog, méghozza minden lépésben e-nal. A moddositasok utan tehdt
(2—e)|Z|+2|F|+|Z| — |F| = (3—¢)|Z| + |F| lesz az M-beli élek Gsszértéke.
Viszont mivel 1) legfeljebb |F|-szer torténhet meg, ezért az a-kozelité M-re és
a hozza tartozé F-re

w(M) —e-|F| < (3—-¢)|Z] + |F|,
az optimalis M*-ra és F*-ra pedig felirhatjuk, hogy
B =)z + [F*| < w(M"),

melyekbol
[F*| = |F| < w(M7) —w(M) + ¢ - |F].

Az ‘lF*‘ becslése tehat:

Fl o 1F = (M) —w) +e-|F)) _, wM) —wM) _ |F|
[E*] [E| |E| [E*|

w(M*) — w(M) [F| _ 8 |F|
>1-8 SRS L
w(M*) IF*|  « ||

Tehat ‘f;‘l < 8};‘3 (ha a < %) Ha lenne egy a-kozelit6 algoritmusunk az 1 és

(2 — ¢) stlyokkal stlyozott 2-szeres pdrosités feladatra, akkor rogton tudnénk

mutatni egy (S}Jf = )-kozelit6 3-dimenzids parositast. Ebbél az el6z6héz hasonld

gondolatmenettel kovetkezik, hogy a feladatot NP-nehéz a-kozeliteni, ha o <
Ennek csak legfeljebb akkora e-ra van értelme, amire még a jobb oldal

94- 5+759
nagyobb, mint 1, amib6l e < g7 kovetkemk Minél kisebb tehat ¢, anndl nagyobb
a-ra tudjuk belatni, hogy az 1 és (2 — ) silyokkal elldtott 2-szeres parositds
feladatot NP-nehéz a-kozeliteni.

Azonban azt is beldttuk, hogy mér a bﬁlyozatlan esetet is nehéz a-kozeliteni,
ha a < %, ezért ha ﬁ % < gig, tehat ¢ > 4707 akkor a sulyozatlan esetbol
szédrmazé becslés jobb lesz, mint a (2 — €)-os bizonyitdsbdl szarmazd.

Osszefoglalva tehat beléttuk, hogy a (silyozott vagy siilyozatlan) maximalis
2-szeres parositas feladatot NP-nehéz «a-approximdlni, ha a < % és ha a
sulyozott véltozatot nézziik, ahol a silyok kozott 1 és (2 — ) is eléfordul
0 <e< ﬁ—re akkor ennél jobbat is mondhatunk: a feladatot mar akkor

is NP-nehéz a-approximélni, ha o < m
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3. A d-tavolsagu parositas feladat

Ebben a fejezetben a d-tavolsdgu parositas feladattal, és annak kiilonb6z6 vélto-
zataival foglalkozunk. Eloszor a 3.1. fejezetben beldtjuk, hogy a maximdlis
d-tavolsagu parositas feladatnak mar a sulyozatlan valtozatat is NP-nehéz a-
kozeliteni, ha a < %.

Ezt kovetoen a 3.2. fejezetben felirjuk a feladat egészértékii programozasi
modelljét, megmutatjuk, hogy a sulyozott 2-szeres parositds feladatra az LP
relaxalthoz tartozé poliéder egész, ez pedig egyben egy polinomidlis algoritmust
is szolgaltat a feladat egzakt megoldasara. Megmutatjuk, hogy ha S elemszama
oszthatd (2d — 1)-gyel, akkor a silyozott ciklikus d-tdvolsdgi parositds feladatra
vonatkozo egészértékiiségi hézag legfeljebb 2 — %, valamint javitjuk a sdlyozott
d-tavolsagu parositas feladatra vonatkozo egészértékiiségi hézag legjobb eddig
ismert fels6 becslését: bebizonyitjuk, hogy az egészértékiiségi hézag legfeljebb
2 -2,

Ai 3.3. fejezetben az S halmaz csicsainak olyan permutacidjat keresstik,
amelyre a maximalis d-tavolsdgu parositas a lehetd legnagyobb. Megmutatjuk,
hogy a ciklikus és a nem ciklikus esetben is polinom idében meg tudjuk taldlni
ezeket az optimalis permutdcidkat, valamint bebizonyitjuk, hogy ha S-en az
azonosan 1 helyett azonosan r fokszamkorlatokat vesziink, akkor az optimalis
permutacié megtaldldsa a nem ciklikus esetben NP-nehéz.

3.1. Kozelithetetlenség

A 2.4. Tétel felhaszndlasaval kénnyen beldthatjuk a maximélis d-tdvolsdgu
pérositas kozelitésének nehézségére vonatkozd alabbi eredményt is. A bizonyi-
tédsban bemutatott visszavezetést a [2] tartalmazza.

3.1. Tétel. A mazimalis d-tdvolsagu pdarositds feladatot NP-nehéz a-kiozeliteni,
950

ha o < §35-
Bizonyitds. Vezessiik vissza a 2-szeres parositas feladatot a d-tavolsagu parositas
feladatra. Legyen G a 2-szeres parositds feladat egy példanya, tehat G =
(S,T; E) péaros graf, S1,S5, C S, S1 USy; = S. Rendezziik sorba az S csicsait
ugy, hogy a sorrendben eldszor az Gsszes St \ Se-beli, majd az 6sszes S1 N Se-beli
és végiil az Osszes So \ Si-beli csics szerepeljen (a felsorolt 3 halmazon belil a
csticsok sorrendje tetsz6leges lehet). Vegytlink még hozza S-hez [S1\Sa|+ |52\ 51|
darab izol&lt cstcsot, és ezeket is illessziik be a sorrendbe: |Ss \ S| darabot az
elsd S1 N Sa-beli cstics elé és | Sy \ S2| darabot az utolsé S N Sa-beli csiics utén.
Nevezzik az S halmaz {gy kapott kibovitését S’-nek és legyen G’ = (S',T; E).
Vegytik észre, hogy egyrészt S’-ben S7 \ So és So \ S halmazok kozott a
sorbarendezés szerint |S| darab csics van, tehat egy Sy \ Se-beli és egy S \ S1-
beli csics tavolsdga (indexeik killonbsége) legaldbb |S| 4 1. Mdsrészt az S1 N Sy
halmaz mindkét oldaldn pontosan |Sy \ Sa| + |S2 \ Si| cstics van, tehdt egy
S1 N Sy-beli cstics az S’ egy tetszleges csticsdtdl legfeljebb |S| — 1 tdvolsdgra
lehet. Tehét az s;,s; € S” csucesokra |¢ — j| > |S| pontosan akkor teljesiil, ha
s; és s; kozil az egyik S; \ Sp-ben, a mésik Sp \ Si-ben van. Ezek alapjén
ha M egy G'-beli |S|-tdvolsdgu pérositas, akkor ha egy t € T-re s;t,s;jt € M,
akkor s; és s; koziil az egyik S; \ Sz-ben, a masik Sy \ Si-ben van, tehdt M
egy 2-szeres parositds G-ben. Forditva is teljesil: ha M egy G-beli 2-szeres
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pérositas és s;t, s;jt € M, akkor s; és s; G'-beli tavolsdga legaldbb |S|, tehat M
egy |S|-tdvolsdgi parositas.

A G’'-ben vett |S|-tavolsdgi parositdsok és a G-beli 2-szeres parositdsok tehdt
pontosan ugyanazok az élhalmazok. Ha létezne a-kozelité algoritmus a ma-

ximélis d-tavolsagi parositas feladatra valamely a < %—re, akkor az egyben
egy a-kozelités lenne a maximalis 2-szeres parositéds feladatra, amely a 2.4. Tétel
miatt nem lehetséges (feltéve, hogy P#NP). O

Vegyiik észre, hogy ebbdl a ciklikus valtozat kozelithetetlensége is kovetke-
zik.

3.2. Tétel. A maximdlis ciklikus d-tdvolsagu pdrositds feladatot NP-nehéz c-

R T 950
kozeliteni, ha o < 575

Bizonyitds. Vezessik vissza a d-tavolsdgu parositas feladatot a ciklikus esetre.
Legyen G = (S,T; E) a d-tavolsdgu parositds feladat egy példdnya. Vegyiink
hozzé d darab izoldlt csticsot S-hez, a sorrendben ezek mind az utolsé cstcs
utdn helyezkedjenek el. Legyen az {gy kapott graf G'. Ekkor M pontosan akkor
d-tavolsdgi pédrositds G-ben, ha M egy ciklikus d-tdvolsiagl parositds G'-ben,
hiszen ekkor barmely s;,s; € S-re |S'| —|i—j|=d+|S|—|i —j| > d. A 3.1.
Tétel miatt tehat ha a < 229 akkor a ciklikus d-tavolsagu parositas feladatot

949
is NP-nehéz a-kozeliteni. O

3.2. Egészértékiiségi hézag és kozelitd algoritmusok

Vezessiik be a kovetkez6 jelolést: ha G = (S,T; E) paros graf, amelyre S =
{51,82,...,8n} és d € Z, adott, akkor minden i-re jelolje R4(s;) C S azt a
halmazt, amely tartalmazza az s; csiicsot, valamint a ciklikusan vett sorrendben
az s;-t koveté d — 1 darab csticsot.

Irjuk fel a stlyozott d-tavolsigu parosités problémat mint egészértékii prog-
ramozasi (IP) feladat. Tartozzon minden e € E élhez egy z. € Z, valtozo.
A d-tavolsagu parositas feladat a k-szoros parositds feladatnak azon specidlis
esete, melyre k =n —d és minden ¢ = 1,2,...,(n — d)-re S; = Ry(s;). Ennek
megfeleléen a modell:

max E WeTe

eclE

Z r.<1 VseS

Y @<l WteT Vie{l,2,...,(n—d)}

A ciklikus véaltozat IP modellje ugyanezekbdl a feltételekbél &ll, illetve hozzé
kell venni a kdvetkezdket:
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Y we<1 WeT Vie{(n—d+1),....n}
e=tscE
SERG(s:)
El6szor lassuk be az alabbi, 6nmagaban is érdekes tételt. A bizonyitas egyes
részeit fel fogjuk haszndlni a 3.5. Tétel bizonyitdsaban is.

3.3. Tétel. Egy G = (S,T; E) pdros grdfban, ahol S = {s1,...,8,}, a w :
E — Ry élsulyozds mellett a mazximdlis sulyi 2-tdvolsdgiu pdrositas feladat IP
modelljére és annak LP relaxdltjdra

OPTp .
OPT;p

Bizonyitds. Tegyiik fel el6szor, hogy G teljes graf. Rogzitsiik a T-beli csiicsok
egy sorrendjét, legyen T = {t1,...,tx}. A 2-tdvolsdgi péarositds feladatban
olyan élhalmazt keresiink, amelyben minden ¢ € T-re ha s; és s; is szomszédja
t-nek, akkor |i — j| > 2, tehat s; és s; nem lehetnek kozvetlenil egymas mel-
lett. Irjuk fel a problémét egészértékii programozési feladatként a fenti médon
és vizsgdljuk a feladathoz tartozé H maétrixot. A véaltozdk (tehdt a H métrix
oszlopai) feleljenek meg a graf éleinek. Az oszlopok sorrendje legyen a kovet-
kez6: el6szor szerepeljenek a ti-re illeszked? élek az S-beli végpontjuk rogzitett
S1,82, ..., S, sorrendjében, majd a to-re illeszkedék szintén az S-beli végpontjuk
$1,82,--.,8n sorrendjében, és igy végig, egészen a ti-ra illeszked6 élekig.

Mivel minden ¢ € T-re |S| = n darab él illeszkedik, ezért minden t-hez
tartozzon n — 1 darab egyenlet, amelyekben azt koveteljiik meg minden ¢ =
1,2,...,(n—1)-re, hogy a ts; és a ts;y1 élekhez tartoz6 valtozdk Gsszege legfel-
jebb 1 legyen. Ha tehat matrixos alakban irjuk fel ezeket a feltételeket, akkor
minden ¢t € T-hez tartozik a matrixban egy n—1 sorbdl és n oszlopbdl 4ll6 blokk,
amelynek az i-edik sordban pontosan 2 darab l-es van, méghozza az i-edik és
az i + 1-edik oszlopban, a sor tobbi eleme 0. Valamely ¢ € T-hez tartozé ilyen
blokk tehdt (a 0 elemeket kihagyva):

1 1
11
1 1

Ay

1 1

Ezek a blokkok H-ban atlésan egymas alatt helyezkednek el. Ezen kiviil azt is
meg kell kovetelniink, hogy minden s € S-hez az s-re illeszked6 |T'| = k darab
élhez tartozé véltozok Gsszege legfeljebb 1 legyen, a matrixhoz tehat hozza kell
még venni n darab sort, ezek koziil az i-edik pontosan k darab 1-est tartalmaz,
méghozzd a (p - n + i)-edik oszlopban, ahol p = 0,1,...,(k — 1). Ez k darab
n X n-es egységmatrix egymas mellé irva.
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Osszesitve tehat az LP feladat matrixa (a 0 elemeket kihagyva):

[[As]

[Ae]

[Atk]

L) ) [

Lassuk be, hogy H hildézati matrix. Legyen az F' fa a kovetkezd: vegyiink
egy n darab élbol all6 utat, legyenek az élei az uton sorban fy, fo, ..., f,. Ezek
az élek tartozzanak a H matrix utolsé n darab sordhoz, egészen pontosan az
fi €l tartozzon az (n — 1)k + i-edik sorhoz (tehdt az f; él az egységmatrixokbdl
all6 rész i-edik sordnak felel meg). Irdnyitsuk az dt éleit az dton végig haladva
felvaltva (az els6 élt tetszdlegesen megirdnyithatjuk, ez pedig mar meghatdrozza
az it tobbi élének az irdnyat).

Minden ¢ = 1,2,...,(n — 1)-re adjunk hozzd F-hez k darab levelet az f; és
fi+1 6lek kozos pontjdhoz ragasztva, legyenek ezek ef,eb, ... el. Ha f; és fiiq
élek a kozos pontjukba befelé mutatnak, akkor irdnyftsuk ef, e, ... ,e}‘C éleket
a ko6zo6s pontbdl kifelé, ha f; és f;11 élek a kozds pontjukbdl kifelé mutatnak,
akkor irdnyftsuk ef, e}, ..., el éleket a kozos pont felé (mivel az f; éleket felvaltva
irdnyftottuk, {gy csak ez a két lehetéség fordulhat eld). Tartozzanak ezek az élek
a H elsé (n — 1)k darab sordhoz, egészen pontosan az e} él az (n—1)(j — 1) +i-

edik sorhoz (mdasképp: 6§—hez tartozik az a sor, amely az A;, métrix i-edik sordt
tartalmazza).

Ekkor minden sornak megfeleltettiink egy-egy F-beli irdanyitott élt. Meg-
mutatjuk, hogy minden oszlophoz fel tudunk venni egy-egy irdnyitott élt ugy,
hogy az él alapkdrébe pont az adott sorban 1évé 1-esekhez tartozéd fabeli élek
legyenek, és az alapkor korbe legyen iranyitva.

Minden oszlop belemetsz valamely j = 1,...,k-ra az A;, méatrixba. Ha az
r-edik oszlop az A;; métrix 1. oszlopa, akkor az oszlop pontosan két darab 1-est
tartalmaz, egyet az A;; matrix bal felsd sarkdbol, amely a H-ban az ejl F-beli
élhez tartozo sorban van, egyet pedig az egységmatrixbdl, amely a H-ban az fi-
hez tartoz6 F-beli élnek megfelel sorban van. Az f; és az e; élek szomszédosak
F-ben, s6t, irdanyitott utat alkotnak, ezért az altaluk meghatarozott 2 hosszi 1t
végpontjait 0sszekoto él fog az r-edik oszlophoz tartozni, az él irdnyitdsa is adott.
Hasonl6an: ha az r-edik oszlop valamely j = 1,..., k-ra az A;; matrix utolsé (n-
edik) oszlopa, akkor szintén két darab 1l-est tartalmaz, melyek az 6?71 és az [
faélekhez tartozo6 sorokban vannak, mely élek F-ben szintén 2 éli iranyitott utat
alkotnak, igy ezen ut két végpontja meghatarozza az r-edik oszlophoz tartozo
élt, az Ut iranya pedig az irdnyitast. Ha az r-edik oszlop valamely j =1,..., k-
ra az A, métrix i-edik oszlopa, ahol 1 < i < n, akkor az oszlopban pontosan
harom darab 1-es van. Ebbdl kett6 az Ay, métrix (i — 1)-edik és i-edik sordban,
amely sorokhoz F-ben az eé‘l és az e§- élek tartoznak, a harmadik 1-es pedig
a megfelel (sorrendben a j-edik) egységmadtrixban, az f;-hez tartozé sorban.
Az F-ben az e;'fl él az f; egyik, az e; él az f; masik pontjdhoz csatlakozik, a
harom él egy irdnyiott utat alkot F-ben, amely Ut végpontjabdl a kezdépontjaba
mutaté él tehat megfelel6 lesz az r-edik oszlophoz. Minden oszlophoz megadhatd
tehat megfelel él, ezzel belattuk, hogy H haldzati matrix.
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Ha G nem teljes graf, akkor H-bdl kitorolve a G-ben nem szerepld élekhez
tartozé oszlopokat, akkor megkapjuk a feladat LP modelljéhez tartozé matrixot
G-re. Vildgos, hogy az oszlopok torlésével kapott matrix tovabbra is halézati
lesz, hiszen csak néhany nemfaélt kell torolniink a H-hoz tartozd halézatbol.

Mivel tehat a feladatunk IP felirasahoz tartozé méatrixrél tudjuk, hogy hals-
zati, tehdt TU matrix, és a jobb oldal egész, ezért OPTpp = OPTyp [5, 147-149.
oldal]. O

(c) A G-re felirt 2-szeres pérositds feladat IP modelljéhez tartozé halézat, amelyen a
sima élek a faéleknek, a szaggatott élek a nemfaéleknek felelnek meg.

4. dbra. Példa a 3.3. Tétel bizonyitasaban adott konstrukciéra.

A 3.3. Tételbdl az is kovetkezik, hogy — bar dltaldnos d-re még kozeliteni
is NP-nehéz a feladatot —, a maximalis silyu 2-tavolsagu pérositast polinom
id6ben meg tudjuk keresni tetszOleges paros grafban, hiszen LP feladatok meg-
oldésara létezik polinomidlis algoritmus.

Az alabbiakban adunk egy éles felso becslést a ciklikus d-tavolsdgu parositas
feladatra vonatkozé egészértékiiségi hézagra azon a példanyok felett, amelyekre
S elemszdma oszthaté (2d—1)-gyel. Ezt kdvetden bizonyitunk egy felsé becslést
a nem ciklikus véltozat egészértékiiségi hézagjara tetszéleges példanyokon, ezzel
kicsit javitunk az eddig ismert legjobb felsé becslésen.

3.4. Tétel. A maximadlis sulyu ciklikus d-tdvolsdgi pdrositds problémdra, ha
(2d — 1) osztdja az S elemszdmdnak, akkor a feladat IP modelljére és annak LP

relaxdltjdra
OPTLp 1

OPTp — d’

€s ez a becslés éles.

Bizonyitds. Legyen G = (S,T; E) paros gréf, melyre S = {s1,82,...,8,}, d €
Z, adott, (2d — 1)|n, valamint w : E — R koltségfliggvény.
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Legyen minden i = 1,2,...,(2d—1)-reaz S; C S minden k =0, ..., 575 —1-
re az Ry(8ir(24—1)) halmazok uniéja. Mivel S mérete oszthaté (2d — 1)-gyel,
ezért ekkor minden i-re az S-en ciklikusan haladva felvaltva kovetik egymast d
hosszi intervallumok S;-beli csticsokbdl, és (d—1) hosszi intervallumok (S'\ S;)-
beli cstcsokbdl. Legyen minden i-re G; = (S,T; E;) a G-nek az a részgrafja,
amely pontosan az S;-re illeszked6 éleket tartalmazza.

Legyen minden ¢ = 1,2,...,(2d — 1)-re M; a maximdlis silyu ciklikus d-
tavolsagu parositds a G; grafon. Vegyiik észre, hogy a G; gréfokon a ciklikus
d-tavolsagu parositasok pontosan azok az élhalmazok, amelyeket tigy kapunk,
hogy minden az S-en 1év6 d-hosszi S;-beli intervallumon egymastol fiiggetleniil
vesziink egy-egy parositast az intervallum és T csticsai kozott, hiszen tetszdleges
két ilyen intervallum kozott van d — 1 darab izolalt csiics. Tehat az optimalis
M; élhalmazokat polinom idében meg tudjuk talalni, s6t azt is tudjuk, hogy a
G-re felirt ciklikus d-tavolsagu parositas feladatra az IP optimum megegyezik a
relaxalt LP optimumaéval, hiszen a feladat felbonthaté maximalis silyu parositas
problémakra, amelyekre teljesiil az IP és LP optimum kozti egyenléség. Legyen

My, az My, Ma, ..., M(2q_1y élhalmazok koziil a maximélis stly.
Legyen G-ben z € R¥ az optimalis LP megoldas. Konnyti latni, hogy G
minden éle a G1,Ga, ..., G(2q-1) grafok koziil pontosan d-ben szerepel, tehdt
1 241
OPTyp = Zwe:ﬂe = p Z Z Wele-
ecl i=1 e€E;

Ha az optimélis LP megoldast valamely i-re megszoritjuk a G; graf éleire,
akkor egy megengedett LP megolddst kapunk a G; grafon (hiszen G; gréfot
élelhagyasokkal kapjuk G-b6l), ezért az értékét feliilr6l becsiilhetjiik a G;-beli
LP optimummal, amir6l viszont tudjuk, hogy megegyezik az IP optimum, azaz
w(M;) értékével. Ezekbdl

2d—1
2d — 1 2d — 1

OPTrp < Z w(M;) < ~w(My) < -OPTyp,

i—1

- d d

SHE

hiszen M), egy megengedett egészértékii megoldds a G grafon. Tehat
OPTypp <9 1

OPTp — d’

A bizonyitas befejezéséhez adnunk kell egy éles példat, tehat egy olyan
grafot, amelyre az egészértékiliségi hézag egyenlo a fels6 becsléssel. Legyen
S = {s1,82,...,502a-1)}, T = {t} teljes paros graf, w = 1. Vildgos, hogy az IP
optimum értéke 1, hiszen S-ben tetszbleges két pont ciklikusan vett tavolsaga
d-nél kevesebb, tehat csak 1 élt tudunk kivélasztani. Az x = % pedig egy op-
timélis LP megoldés, hiszen ekkor minden d hosszi intervallumon a valtozdk
Osszege pontosan 1, tehat az LP optimum értéke 2 — é, igy erre a példara a fenti
becslés éles.

O

A levezetésbdl az is 1dtszik, hogy az My, élhalmaz egy (2 — %)—kézelité meg-
oldés, amelyet polinom id6ben meg tudunk taldlni, tehat a bizonyitas egy kozelito
algoritmust is ad a maximaélis sulyu ciklikus d-tavolsagu pérositas feladat azon
példényaira, amelyekre teljesiil a (2d — 1)|n oszthatdség.
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A (nem ciklikus) d-tavolsdgu parositds feladatra vonatkozd egészértékiiségi
hézag eddig ismert legjobb felsé becslése a [2]-ben bizonyitott 2 — 1—. A
kovetkez6 tételben ezen fogunk javitani.

3.5. Tétel. Ha d > 2, akkor a mazimdlis sulyd d-tdvolsagu pdrositds probléma
barmely példdnydra felirt IP feladatra és annak LP relaxdltjdra

OPTip _, 2

OPTrrp — d

Bizonyitds. Legyen G = (S,T; E) péros graf, melyre S = {s1,89,...,8,}, d €
Z, adott, valamint w : E — R4 koltségfiiggvény. Tegyiik fel el6szor, hogy
(2d — 2)|n.

Legyen minden i = 1,2,...,(2d—2)-reaz S; C Sminden k =0, ..., 57 —1-
re az Rq(8;4k(24—2)) halmazok uniéja. Mivel S mérete oszthaté (2d—2)-vel, ezért
ekkor minden i-re az S-en ciklikusan haladva felvaltva kovetik egymast d hosszi
intervallumok S;-beli csicsokbdl, és (d — 2) hosszi intervallumok (S \ S;)-beli
csticsokbdl. Legyen minden i-re G; = (S, T; F;) a G-nek az a részgrafja, amely
pontosan az S;-re illeszkedd éleket tartalmazza. Az S csdcsainak az S;-hez
tartozé diszjunkt (nem ciklikus) intervallumait nevezziik ablakoknak (egy ablak
tehat altalaban d darab csiicsbdl all, kivétel lehet ez aldl az elsé és az utolsé,
amelyek ekkor Osszesen tartalmaznak d csticsot).

3.1. Lemma. Minden i = 1,2,...,(2d — 2)-re a fent definidlt G;-ben a ma-
zimdlis d-tdavolsagu pdrositas feladat IP modelljére és annak LP relazdltjdara

OPTrp
OPT;p

Bizonyitds. Tegyiik fel el0szor, hogy G teljes graf, és rogzitsiik a T-beli csiicsok
sorrendjét, legyen T' = {t1,...,t;}. Olyan élhalmazt keresiink, amelyben min-
dent € T-re has; és s; is szomszédja t-nek, akkor |[i—j| > d, tehét s; és s; kozott
S-ben legalabb d — 1 darab pont van. frjuk fel a problémat egészértékii progra-
mozasi feladatként, és vizsgaljuk a feladathoz tartozé L métrixot. A valtozdk
(tehdt L oszlopai) feleljenek meg G; éleinek. Az oszlopok sorrendje legyen a
kovetkezo:  el6szor szerepeljenek a ti-re illeszkedd élek az S-beli végpontjuk

rogzitett s, se,...,s, sorrendjében, majd a t-re illeszkeddk szintén az S-beli
végpontjuk sq, sa, ..., S, sorrendjében, és igy tovabb, egészen a ti-ra illeszkedd
élekig.

Egyrészt meg kell kovetelniink minden ¢ € T-re, hogy az azonos ablakba es6
ré illeszkedd éleken a valtozok Gsszege legfeljebb 1 legyen (hiszen minden ablak
d darab cstcsot tartalmaz). Mésrészt annak is teljestilnie kell minden ¢ € T-re,
hogy barmely 2 egymas melletti ablakra a bal oldali ablak jobb széls6 pontja és
a jobb oldali ablak bal széls6 pontja nem lehet egyidejiileg t szomszédja, tehét
az ezekre illeszked? éleken a valtozok Gsszege legfeljebb 1 lehet. Az L matrixban
tehdt minden ¢ € T-hez tartozik egy blokk, amely a kovetkezOképpen néz ki (a
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0 elemeket kihagyva):

B,

1

— =

1

A B; blokk 1. soraban a darab 1l-es van, ahol a 0 < a < d az elsé ablak hosszét
jeloli, az utolsé sorban d — a darab 1-es van, ez az utols6 ablak hossza. Ezeken
kiviil felvaltva kovetik egymaéast a pontosan d darab 1-est és a pontosan 2 darab
l-est tartalmazdé sorok. Elébbiek tartoznak a koztes ablakokhoz, utébbiak a
szomszédos ablakok szélsé pontjaihoz. Minden ¢ € T-re van egy ilyen blokk és
ezek L-ben atlosan egymds alatt helyezkednek el. Ezen kiviil minden S;-beli
csucsra koveteljiik meg, hogy a ra illeszked6 éleken az 0sszeg legfeljebb 1 legyen,
a matrixhoz tehat hozza kell még venni k darab egymds mellé irt |E;| x |E;]
méretli egységmatrixot az eddigiek ala.

Osszefoglalva tehét az L matrix a kovetkezd (a 0 elemeket megint kihagyjuk):

_[Btl]

[Be.]

[Btk}

L[] [1] [1]]

Bizonyitsuk be, hogy L hélézati matrix. Vegyiik észre, hogy B; blokkok na-
gyon hasonlitanak a 3.3. Tétel bizonyitasaban hasznélt A; blokkokhoz. Konkré-
tabban: toroljik ki B;-bol az 6sszes olyan oszlopot, amely a kettonél tobb 1-est
tartalmazo6 sorok koztes l-eseit tartalmazza (tehat az adott sorban az Osszes
olyan l-est tartalmazd oszlopot toroljiik, amelynek az 1-ese nem is az els6 és
nem is az utolsé a sorban). A torlések utdn minden sorban pontosan két darab
1-es lesz, soronként lefelé haladva mindig eggyel elcsusztatva. Az A; matrixok
pont igy néznek ki. Ha minden ¢ € T-re kitoroljik L-bol a By matrix r-edik
oszlopat, akkor az utolsd sorokban talalhaté egységmatrixok mindegyikének r-
edik sora kinullazddik, igy ezt a sort ki is torolhetjiik. Ebbol tehat kovetkezik,
hogy ha L-bdl kitordljitkk minden ¢ € T-re a fent definidlt oszlopokat, majd az
igy kinullazddé sorokat, akkor megkapjuk a 3.3. Tétel bizonyitasaban hasznalt
H matrixot. A H-rél pedig tudjuk, hogy halézati matrix, a 3.3. Tétel bi-
zonyitasaban megadtuk a hozza tartozé irdnyitott grafot és annak F' feszit6fajat.
Modositsuk ezeket gy, hogy a médositas utan kapott iranyitott grafra és annak
feszitéfdjara az L halozati matrix legyen.

Minden t6rolt oszlop pontosan két darab 1-est tartalmaz. Tegyiik fel, hogy
a B, blokk r-edik oszlopat toroltiik. Ebbol kovetkezik persze, hogy minden
J=1,...,kraa By blokk r-edik oszlop4t is toroltiik, illetve hogy az L mdtrix
egységmatrixainak az r-edik sorait toroltik. Legyen a By, blokk r-edik osz-
lopdban 1é6v6 1-es az L matrix azon soraban, amelyhez az e? faél tartozik,
vegyiink hozza egy g7 élt az I fahoz az e? él azon pontjahoz ragasztva, amellyel
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az fp és fp41 €élekhez is csatlakozik és irdnyitsuk meg gy, hogy e? -vel irdnyitott
utat alkossanak. Ekkor az r-edik oszlop miatt torolt sorhoz tartozik a g7 faél,
és a g7 és e? élekbdl alkotott iranyitott it végpontjabdl a kezdGpontjaba mu-
taté nemfaélhez tartozik az r-edik oszlop. Ezt minden tordlt oszlopra végre
tudjuk hajtani, ezzel tehat megadtuk az L-hez mint hélézati matrixhoz tartozo
irdnyitott grafot és feszit6fat.

Ha G nem teljes graf, akkor L-bdl kitorolve a G-ben nem szereplé élekhez
tartozé oszlopokat megkapjuk a G-re vonatkozé feladat IP modelljéhez tar-
tozd matrixot. Viladgos, hogy az oszlopok torlésével kapott matrix tovabbra
is hélézati lesz, hiszen csak néhany nemfaélt kell tordlniink az L-hez tartozo
hélézatbdl.

Mivel tehat a feladatunk IP felirdsdhoz tartozé méatrixrdl tudjuk, hogy hals-
zati, tehat TU matrix, és a jobb oldal egész, ezért minden G; grafon vett ma-
ximélis silyu d-tavolsagu parosités feladatra OPTrp = OPTp. Ezzel a lemmat
belattuk. O

Folytassuk a 3.5. Tétel bizonyitdsdt. Ha (2d —2) t n ésn = k- (2d —
2) + r, ahol 0 < r < 2d — 2, akkor vegylink hozza S-hez 2d — 2 — r darab
izolalt csicsot az S-beli sorrend végéhez. Vildgos, hogy G-ben a médositas utdn
ugyanazok maradtak a megengedett d-tavolsdgu parositasok, igy az IP optimum
és a relaxalt LP optimum az extra csicsok hozzavételével nem valtozott.

Legyen G-ben z € RF egy optimalis LP megoldés, és legyen M egy ma-
ximalis sulyd d-tdvolsagu pérositas. Tehat ekkor OPTpp = Zee 5 WeTe 68
OPTip = w(M). Mivel G-ben az izoldlt cstcsokkal kiegészitett S halmaz
elemszdma oszthaté (2d — 2)-vel, ezért vehetjiik a fent definidlt G; = (S;, T;; E;)
részgrifokat. Konnyd latni, hogy G minden éle a G1,Ga,...,G(24—2) grafok
kozil pontosan d-ben szerepel, tehat

2d—2
OPTrp = Z WeLe = é Z Z Wele.
ecE 1=1 e€E;

Legyen minden ¢ = 1,2,...,(2d — 2)-re a G;-ben vett optimdlis LP megoldas
) € RE, és legyen minden i-re M; a G; grafon vett maximalis d-tavolsagi
parositas. A G-ben vett optimalis LP megoldast valamely i-re a G; éleire meg-
szorftva egy megengedett LP megolddst kapunk a G; grafon (hiszen a G; grifot
élelhagyasokkal kapjuk G-bol), ezért az értékét feliilrdl becsiilhetjiik a G;-beli
LP optimummal, amely a 3.1. Lemma miatt ezeken a grafokon megegyezik az IP
optimum, azaz w(M;) értékével. Legyen My az My, Mo, ..., M(34_2y élhalmazok
koziil a maximalis silyu. Vilagos, hogy ezek G gréafon is megengedettek, tehdat
w(M;) < w(M). Ezekbél

1 2d—2 1 2d—2
- (0 — = )
OPTrp < pi Z Z wexy) = 7 - w(M;) <
i=1 eckE; i=1
2d —2 2d —2 2d —2

tehat OPT 5
LP <9

OPTp — d’
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A levezetésbdl az is 1dtszik, hogy az M}, élhalmaz egy (2 — %)—kézeh’té meg-
oldas, amelyet polinom idében meg tudunk taldlni, tehat a bizonyitds egy app-
roximécids algoritmust is ad a maximaélis sulya d-tavolsagu pérositas feladatra.

Megfigyelhetjiik tovabba, hogy a 3.4. Tétel, valamint a 3.5. Tétel bi-
zonyitdsanak minden 1épése — megfelel6 modositasokkal — miikddik a beve-
zetében definialt (ciklikus) d-tavolsdgi bg-parositds feladatra (1.3. Definicid)
is, tehat a fenti eredmények erre az altaldnosabb problémaéra is igazak marad-
nak.

3.3. Optimalis permutaciék

A d-tévolsdgu pérositds probléméban az S halmaz csicsainak a sorrendje rogzi-
tett. Ez a sorrend nagyon fontos a feladat szempontjabol, hiszen ez alapjan
hatarozzuk meg a csicsok tavolsagat, és igy a megengedett élhalmazokat is.
Ebben a fejezetben azzal a kérdéssel fogunk foglalkozni, melyben csak egy
élkoltségekkel ellatott paros graf és egy d € Z, szam adott, a mi feladatunk pe-
dig megadni az S halmazon egy optimadlis permutédcidt, tehat a csicsoknak egy
olyan sorbarendezését, melyre a maximaélis silyu (ciklikus) d-tdvolsdgu parositds
a lehetd legnagyobb.

Teljes d-tdvolsdgu parositds létezésének eldontése NP-teljes [2], és azt is
lattuk a 3.1. Tételben, hogy a maximélis sulyu d-tavolsagu parositas feladatot
még jol kozeliteni is NP-nehéz. Ezen eredmények ismeretében elsére meglep6
lehet a kovetkezd tétel:

3.6. Tétel. Egy G = (S,T; E) pdros grifra, w : E — Ry koltségfigguényre
és d € Zy szdmra polinom idében megtaldlhato az S csicshalmaz csicsainak
egy permutdcidja és eqy ehhez tartozé d-tdvolsdgu pdrositds, amely az 0sszes
permutdcio 6sszes megengedett d-tdvolsagu pdrositisa kozil maximdlis sulyu.

A tétel bizonyitdsahoz sziikségiink lesz a kovetkezd lemmara:

3.2. Lemma. Egy G = (S,T;E) pdros grdfra, k,v € Z; szdmokra és w :
E — Ry sulyfigguényre polinom idében tudunk keresni olyan mazimdlis sulyd
M élhalmazt, amelyre az aldbbi feltételek teljestilnek:

o minden S-beli csucs foka legfeljebb 1,
o minden T-beli csiucs foka legfeljebb k + 1,
o T-ben legfeljebb r darab olyan csics van, amelynek pontosan k+ 1 a foka.

Bizonyitds. A probléma felirhatd linedaris programozasi feladatként. Vegyiink
fel egy extra s’ csucsot, és kossiik ezt Ossze az Osszes t € T csicesal. Legyen
az igy kapott paros graf G', és legyen w’ az a stlyfiiggvény, amelynek az értéke
minden 14j élen 0, a G élein pedig w. Az LP feladatban a véltozdk feleljenek meg
a G’ éleinek, és legyenek az egyenletek a kovetkez8k: minden v € SUT csicsra
koveteljilkk meg, hogy a ra illeszkedd élekhez tartozd valtozok Gsszege legfeljebb
1, ha v € S, és legfeljebb k + 1, ha v € T, tovédbbé az s'-re illeszkedd éleken az
osszeg legyen legaldbb |T'| — r. Vildgos, hogy ezek lineéris feltételek, amelyeket
matrixos alakban felirva a G’ graf incidenciamdtrixdt kapjuk. Mivel a péaros
grafok incidenciamétrixa TU és a jobb oldal egész, ezért lesz a w’ célfiiggvény
szerint maximadlis 0-1 értékii megoldds [5, 149.0ldal], amit polinom idében meg
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is tudunk taldlni. Ez megad egy M’ élhalmazt, amelyet megszoritva az eredeti
G graf E élhalmazéara egy olyan M-et kapunk, amelyben az S-beli csicsokon
minden fokszam legalabb 1, a T-beli csucsokon legalibb k£ + 1, de pontosan
(k 4+ 1)-fokd csuesbdl legfeljebb r darab lehet, hiszen legaldbb |T'| — r darab T-
beli cstics 1-1 éllel biztosan s’-hoz csatlakozik. A kapott M tehdt pont a keresett
élhalmaz. O

Térjink ra a tétel bizonyitasara:

Bizonyitds (3.6. Tétel). A bizonyitdshoz megadunk egy polinomidlis algorit-
must, amely megtaldl egy optimédlis permutéiciét. Osszuk el maradékosan S
elemszdmat d-vel, legyen |S| = k-d+r, ahol r < d. Keressiink G-ben egy olyan
maximalis silyu M élhalmazt, amelyre teljesiil, hogy minden S-beli csics foka
legfeljebb 1, minden T-beli cstcs foka legfeljebb k + 1 és T-ben olyan cstcsbdl,
amelynek pontosan k + 1 a foka legfeljebb r darab van. A 3.2. Lemma alapjan
tudunk ilyen M-et keresni.

Vildgos, hogy az optimélis permutaciéhoz tartozé maximadlis W sulyd d-
tavolsagu parositasra teljesiilnek ezek a feltételek, tehat W-re és az M élhalmaz
w(M) sulydra biztosan igaz, hogy w(M) > W. Megmutatjuk, hogy a két érték
kozott egyenléség all fent, ehhez mutatunk egy permutéciét, melyre M egy
megengedett d-tavolsagu parositas.

Legyen t1, ..., /7| aT-beli csticsok egy olyan permutdcidja, amelyben el6szor
felsoroljuk a pontosan (k + 1)-foki csicsokat, majd az Osszes olyan csicsot,
amelyeknek a foka szigoruan kisebb, mint k, végiil pedig a pontosan k-fokuakat.
Legyen si,...,s), az S-beli csicsok egy olyan permutécidja, melyben minden
t € T-re a t szomszédai intervallumot alkotnak (az intervallumon beliil a csticsok
sorrendje tetszoleges), és ezek az intervallumok a fent definidlt ¢y,...,%p| sor-
rendben kovetik egymast.

Vegytlink egy tablazatot, amely d sorbdl és k + 1 oszlopbdl all, azonban a
k + 1-edik oszlopban csak az els6 r darab mez§t haszndlhatjuk. Ez pontosan |S]|
darab mez8. Rendezziik S csticsait ebbe a tabldzatba (tehat a tabldzat minden
mezdjéhez rendeljiink pontosan egy S-beli csicsot) gy, hogy a tdblazatban
soronként haladva a csicsok az s, . .., s}, sorrendben szerepeljenek. Az 5. dbran
lathat6 egy példa a tablazat kitoltésére. Az igy kapott tablazatot oszloponként
kiolvasva megkapjuk az S-beli cstcsok egy masik permutaciéjat, jeloljik ezt
$1,...,8p-nel. Az aldbbiakban bebizonyitjuk, hogy az si,...,s, permuticié
mellett M egy megengedett d-tavolsagu parositas.

Minden t € T-re teljesiil az aldbbi hdrom eset valamelyike. 1) A t cstics
M-szerinti foka pontosan k + 1. Ekkor a konstrukcié miatt a ¢ szomszédaibol
allé intervallum minden eleme a tablazat elsé r sordban taldlhaté. Mivel az
els6 r sor k 4+ 1 mezobdl all, ezért ekkor konnyt latni, hogy az oszloponként
kiolvasott sq,...,s, sorrendben t szomszédai koziil barmely kettd kozott leg-
aldbb d — 1 cstics van. 2) A ¢ cstics M-szerinti foka szigortan kisebb, mint k.
Mivel a tabldzat minden sora legaldbb k mez&bdl all, valamint ¢ szomszédai
soronként nézve intervallumot alkotnak, ezért ekkor az oszloponként kiolvasott
S1,---,8p sorrendben t szomszédai koziil barmely ketté kozott legalabb d — 1
cstcs van. 3) A t cstics M-szerinti foka pontosan k. Mivel a konstrukcié szerint
a tdblazatban a k-foku csicsok szomszédaibdl allé intervallumok soronként ol-
vasva utolsékként helyezkednek el, ezért ekkor ¢ szomszédai vagy az utolsé d —r
sor valamelyikében vannak (ekkor a ¢ szomszédaibdl 4ll6 intervallum foglalja
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(a) A 3.2. Lemma segitségével taldlt M élhalmaz (b) A bal oldali grafhoz

d = 4-re. A példdban k = 2 és r = 3. A cstcsok in-  tartozé téblazat. Az op-

dexeléséhez a bizonyitas szerinti jelolést hasznaljuk.  timélis permutécié: si, sk, s%,
s’lO? 8/25 sén 8/87 Sllla 8/37 3237 Sé

5. dbra. A 3.6. Tétel bizonyitdsanak szemléltetése.

el az egész sort), vagy legfeljebb két egymadst kdvetd sorban szerepelnek, ekkor
viszont az a sor, amelyben az intervallum kezddédik biztosan k + 1 elemii. Az
el6z6ekhez hasonldan lathaté, hogy mindkét esetben az oszloponként kiolvasott
S1,--.,8p sorrendben t szomszédai koziil barmely ketté kozott legalabb d — 1
csucs van.

Belattuk tehat, hogy minden t € T-re a t barmely két M-szerinti szom-
szédjanak a tavolsdga az si,...,s, permutacidoban legalabb d, tehat M egy
megengedett d-tavolsdgu parosités. O

Az optimalis permutéciot a ciklikus esetben is meg tudjuk keresni polinom
id6ben, ezt latjuk be a kovetkezo tételben.

3.7. Tétel. Egy G = (S,T; E) pdros grifra, w: E — Ry koltségfiggvényre és
d € Z1 szdmra polinom idében megtaldlhato az S csicshalmaz csiucsainak egy
permutdcicja és eqy ehhez tartozo ciklikus d-tdvolsdgu pdrositds, amely az 0sszes
permutdcio osszes megengedett ciklikus d-tdvolsdgu pdrositisa kozil mazimdlis
suly.

Bizonyitds. A bizonyitds hasonld lesz az el6z8hoz. Legyen tovabbra is |S| =
k-d+r, ahol r < d és keressiink G-ben egy olyan maximalis silyu M élhalmazt,
amelyre teljestil, hogy minden S-beli cstics foka legfeljebb 1, és minden T-beli
csucs foka legfeljebb k. Konnyt latni, hogy ilyen M-et tudunk keresni polinom
id6ben, hiszen ez egy TU-mdtrixu linearis programozési feladat (de hivatkozha-
tunk akar a 3.2. Lemmara is).

Vilagos, hogy az optimadlis permutaciéhoz tartozé maximélis W sulyd cik-
likus d-tavolsdgu parositasra teljestilnek ezek a feltételek, tehat W-re és az M
élhalmaz w(M) silyéra biztosan igaz, hogy w(M) > W. Megmutatjuk, hogy a
két érték kozott egyenléség all fent, ehhez mutatunk egy permutéciot, melyre
M egy megengedett ciklikus d-tdvolsdgu pérositas.

Legyen t1, ..., t 7| aT-beli csticsok egy olyan permutécidja, amelyben el6szor
felsoroljuk a pontosan k-foku csicsokat, majd az Osszes tObbi csucsot. Legyen
sh,..., s, az S-beli csicsok egy olyan permutéacidja, melyben minden ¢ € T-re a
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t szomszédai intervallumot alkotnak (az intervallumon beliil a csticsok sorrend-
je tetszéleges), és ezek az intervallumok a fent definidlt ¢y,...,# | sorrendben
kovetik egymaést.

Vegytink egy tablazatot, amely d+1 sorbdl és k oszlopbdl all, azonban a d+1-
edik sorban csak az elsé r darab mez&t hasznalhatjuk. Ez pontosan |S| darab
mez6. Rendezziik S cstcsait ebbe a tdblazatba tgy, hogy a tablazatban so-
ronként haladva a csicsok az s}, .. ., s/, sorrendben szerepeljenek. Az {gy kapott
tablazatot oszloponként kiolvasva megkapjuk az S-beli csicsok egy masik per-
mutacidjit, jeloljik ezt sq,...,s,-nel. Az aldbbiakban bebizonyitjuk, hogy az
51,-..,5n permutacié mellett M egy megengedett ciklikus d-tavolsdgu parositas.

Minden ¢ € T-re teljesiil az aldbbi két eset valamelyike. 1) A ¢ cstcs M-
szerinti foka pontosan k. Ekkor a konstrukcié miatt a ¢ szomszédaibol alld
intervallum a tabldzat egyik k mezobél all6 sorat foglalja el teljes egészében.
Ekkor konnyedén latszik, hogy az oszloponként kiolvasott si,...,s, sorrend-
ben t szomszédai koziil barmely ketto kozott ciklikusan nézve legaldbb d — 1
cstcs van. 2) A t csics M-szerinti foka szigorian kisebb, mint k. Ekkor ha
t-nek két egymaést kovetd sorban is van szomszédja, akkor vegylik észre, hogy
a szomszédokbol all6 intervallum elsé és utolsé eleme kozott biztosan van egy
oszlop, amelyben nem szerepel t-nek szomszédja. Ebbdl kovetkezik, hogy az osz-
loponként kiolvasott s, ..., s, sorrendben ¢ szomszédai koziil ciklikusan nézve
barmely kett6 kozott legalabb d — 1 csics van. Ha t szomszédaibdl allé inter-
vallumnak minden eleme ugyanazon sorban taldlhat6, akkor pedig az 1) esethez
hasonléan vilagos, hogy az si, ..., s, permutacidoban teljesiilnek ¢ szomszédaira
a ciklikus tavolsagfeltételek.

Ezzel belattuk, hogy minden ¢t € T-re a t barmely két M-szerinti szom-
szédjanak ciklikusan vett tavolsiga az si,...,s, permutaciéban legaldbb d,
tehat M egy megengedett ciklikus d-tdvolsdgu parositas. O

Lattuk tehat, hogy mind a ciklikus, mind a nem ciklikus esetben konnyti
taldlni egy optimélis permutdciot, a bizonyitasbdl tovabba az is latszik, hogy az
ehhez tartozé optimalis élhalmaz is megtalalhaté polinom idében. Vizsgéljuk
ebbdl a szempontbdl a d-tavolsagu parositas feladat egy altalanosabb valtozatat,
a d-tavolsaga bg-parositast, amelyben annyit médositunk az eddigihez képest,
hogy az S csiicshalmazon az eddigi azonosan 1 fokszamkorlatok helyett més
fels6 korlatokat is adhatunk.

Az aldbbiakban beldtjuk, hogy ha a fokszam felsé korlat azonosan 2, akkor
az optimélis permutédciét nem tudjuk polinom id6ben megtaldlni (ha P#NP).

3.8. Tétel. Mdrbs = 2-re is NP-nehéz annak eldontése, hogy eqy G = (S, T; E)
pdros grdfban van-e az S halmaz csucsainak olyan permutdcicja, amelyhez van
teljes d-tdvolsdgu bg-pdrositds.

Bizonyitds. Ismert NP-nehéz feladat annak eldéntése, hogy egy G = (S,T; E)
paros grafban van-e olyan minden csticsot fedd, azonosan 2-foki élhalmaz, amely-
ben minden kor hossza 4-nek t6bbszorose (CyptoFree2Factor problem) [14].
Vezessiik vissza ezt a feladatot a tételbeli problémara. Feltehetjik, hogy G-
ben |S| = |T, hiszen ellenkezd esetben automatikusan adédik, hogy nincs a
feltételeknek megfelel élhalmaz. Adjunk a G grafhoz |S| darab diszjunkt cse-
resznyét (2 élbél &ll6 utat), a kozépsd csicsaikat S-hez, a szélséket T-hez. Le-
gyen az {gy kapott paros graf G' = (S',T'; E'). Azt kell beldtnunk, hogy G-ben
pontosan akkor van csak 4k hosszu koroket tartalmazd, azonosan 2-foku, és
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G Osszes csucsdt fedd élhalmaz, ha az S’ csicsainak van olyan permutécidja,
amelyre G’-ben van teljes d-tdvolsdgu bg/-pérositds, ahol bg: =2 és d = |S|.

Tegyiik fel hogy S’-nek van olyan permutéciéja, amelyhez létezik egy M’ C
E’ d-tavolsdgu bg-pérositas. Az M’'-re egyrészt teljesiil, hogy minden s € S’
cstics M’ szerinti foka pontosan 2. Vildgos, hogy ehhez M’-ben benne kell lennie
az extra cseresznyék Osszes élének, illetve |S| = |T'| miatt T-ben (tehdt az eredeti
G grafhoz tartozé csticsokon) is 2 lesz minden M’ szerinti fokszdm. Ekkor tehdt
ha az M’ élhalmazt megszoritjuk az eredeti G graf E élhalmazéra, akkor egy
azonosan 2-fokud élhalmazt, tehat csucsdiszjunkt korok unidjat kapjuk.

Az M'-re ezen kiviil teljesiil, hogy ha a csicsokat a vizsgdlt permutdci6
szerint indexeljiik, akkor minden t € T"-re ha s;s; € M’ (ekkor persze t € T),
akkor [i — j| > |S]. Mivel |S’| = 2|5], ezért ekkor biztos, hogy i és j koziil az
egyik az 1,2,...,]S|, a mésik az |S| + 1,|S| + 2,...,2|S| szdmok valamelyike.
Szétoszthatjuk tehat az S csucsait az Sy, Sy diszjunkt halmazokba tgy, hogy
minden t € T-re a t egyik M’-beli szomszédja Si-be, a mdsik Sa-be essen. Ekkor
tehat ha néziink M’-ben egy kort, akkor azon minden mésodik cstics S-beli, ezek
kozott pedig felvaltva kovetik egymast az Si-beli és Sa-beli cstcsok, tehat a kor
hossza biztosan 4-nek tobbszorose. OSszefoglalva tehdt, ha az S’ cstcsainak
van j6 permutécidja, akkor a hozzd tartozé M’ élhalmazt megszoritva E-re egy
azonosan 2-fokt és csak 4k hosszu koroket tartalmazé élhalmazt kapunk, amely
a (G Osszes csucsat fedi.

Azt kell még beldtnunk, hogy ha van egy 4k hosszi koroket tartalmazo,
azonosan 2-foki M élhalmaz G-ben, akkor létezik a megfelelé permuticié G'-
ben. Ehhez csupan annyit kell tenntink, hogy az M minden koérének S-be es6
pontjait a kér mentén felvaltva beosztjuk Sy és S halmazokba. A permutdciét
ezek utdan ugy kapjuk, hogy lerakjuk el6szor Si csicsait tetszoleges sorrendben,
majd az extra cseresznyék |S| darab S’-beli pontjat, végiil pedig az Sa csicsait
tetszéleges sorrendben. Vildgos, hogy erre a permutaciéra az M élhalmaz és
a cseresznyék éleinek unidja egy d-tavolsagu bg:-parositas lesz, ahol bg: = 2 és
d=|S|. O

Hasonlé tétel belathaté a ciklikus esetre is:

3.9. Tétel. Mdrbs = 2-re is NP-nehéz annak eldontése, hogy eqy G = (S, T; E)
pdros grdfban van-e az S halmaz csucsainak olyan permutdcicja, amelyhez van
teljes ciklikus d-tdvolsdgiu bg-pdrositds.

Elsoként bebizonyitjuk az aldbbi lemmat:

3.3. Lemma. Egy pdros grifban NP-nehéz annak eldontése, hogy van-e a grdfban
pontdiszjunkt 4-hosszi korokbdl dllo feszitd részgraf.

A bizonyitashoz sziikségiink lesz az alabbi definicidra:

3.10. Definicié (4-dimenzids parositds). Adottak X1, X2, X5, X4 diszjunkt csicshalmazok
és H C X7 x Xo x X3 x Xy hiperélek halmaza (azaz egy 4-osztdlyd 4-uniform
hipergrdf). Az F' C H halmazt 4-dimenzids pdrositdsnak nevezzik, ha bdrmely

két (u1,ug,us,uq), (v1,v2,03,04) € F hiperélre u; # vi,us # va, ug # v3 €s

uy # vy teljesl.

Ismert, hogy egy 4-osztdlyd 4-uniform hipergrafban NP-nehéz eldonteni,
hogy van-e teljes 4-dimenzids parositds [10].
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6. 4bra. A 3.3. Lemma bizonyitdsdban a (v1,vq,vs,vs) hiperélhez tartozd
részgraf.

Bizonyitds (3.3. Lemma). Vezessiik vissza a 4-dimenziés parositds feladatot a
tételbeli problémdra. Legyen H = (X; U X3 U X3 U Xy, H) egy 4-osztalyu 4-
uniform hipergraf. Minden v € X; U X5 U X3 U X cstcshoz tartozzon G-ben
is egy v nevili csics. Minden e = (vy,va,v3,v4) € H hiperélre vegyiik be G-
be a vyvg, Vo3, U3V, V4v71 Eleket. Adjunk hozzd G-hez tovabbi 4 e-hez tartozd
csucsot, legyenek ezek a vf, v§, v§, v§ csicsok, valamint hiizzuk be G-ben a v{vs,
v5Us, vV, V{07, illetve a v1v], Vavs, V35, v4vg éleket. Ekkor tehat a H minden
hiperéléhez G-ben két 4-hosszi kor tartozik, amelyeknek a cstcsai paronként
Ossze vannak kotve, ahogy ez a 6. abran is lathaté. Konnyt latni, hogy G paros
graf: az egyik csicsosztalyban vannak a v € Xo U Xy csucsok, valamint azok az
u® cstucsok, amelyekre v € X; U X3. Mutassuk meg, hogy a H-ban pontosan
akkor van teljes 4-dimenzids parositas, ha G-nek van diszjunkt 4-hosszi korékbol
allo feszitd részgrafja. Ebbdl kovetkezik a feladat NP-nehézsége.

Ha F egy teljes 4-dimenzids parositas H-ban, akkor az ehhez tartozé G-beli
részgrafot a kovetkezé médon kapjuk meg. Minden e = (vy,vq,v3,v4) € F hi-
perélhez vegyiik be a részgrafba a vy, va, v5, v§ csucsokbdl, valamint a vs, v4, v§, V5
csticsokbdl all6 koroket, és minden (uq, us2, ug, ug) € H \ F hiperélhez vegyiik be
az uf, us§, u§, uj csicsokbol allé kort. A kapott részgraf ekkor a hiperélek fligget-
lensége miatt pontdiszjunkt 4-hosszu kérokbol all, és az is konnyen latszik, hogy
F teljessége miatt minden pontot lefedtiink.

Ha pedig adott a G cstcsainak egy pontdiszjunkt 4-hosszu korokkel vald
fedése, akkor elséként, ha valamely e = (v1,va,v3,v4) élre a v1,ve, v, vy, vala-
mint a v§, v§, v§, v] cstcsokbdl all6 két kor egyarant benne van a fedésben, akkor
médositsuk a fedést ugy, hogy a vy, ve, v§, v csicsokbdl, valamint vs, vy, v§, v§
csicsokbdl allé koroket vessziik be a fenti két kor helyett. Vilagos, hogy ek-
kor tovabbra is j6 marad a részgrafunk. Most konstrualjuk meg H-ban az
F 4-dimenziés parositast a kovetkezd mddon: pontosan akkor vegyiik be az
e = (v1,v2,v3,v4) €It F-be, ha a v§, v5, v§, v§ cstcsokbdl 4llé kor nincs benne
a fedésben. Ekkor ugyanis ennek a kornek a csiicsai csak 1gy lehetnek fedve,
hogy az 6ket fed6 2 kor fedi a vy, va, v, vy csucsokat is. Mivel G minden csticsa
pontosan egy korben van benne, igy a kapott F' egy teljes 4-dimenzids parositas
lesz. O

Most térjiink ré a tétel bizonyitasara.

Bizonyitds (3.9. Tétel). Vezessiik vissza a 3.3. Lemmabeli problémét a tételbeli
feladatra. Legyen G = (S,T;FE) péros graf, melyrdl el szeretnénk donteni,
hogy van-e pontdiszjunkt 4-hosszi korokbol all6 minden csicsot fedo részgrafja.
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Feltehetjik, hogy |S| = |T|, valamint S és T elemszdma pdros, hiszen ellen-
kez$ esetben biztosan nincs ilyen részgraf. Legyen d = |S|/2. Megmutatjuk,
hogy G-ben pontosan akkor van a feltételeknek megfelel6 részgraf, ha van az S
csucsainak olyan permutécidja, amelyre van bg = 2-re teljes ciklikus d-tavolsagu
bg-péarositas.

Ha van j6 permutécié, akkor az ehhez tartozo teljes d-tavolsagi bg-péarositas
a csucsok 4-hosszi korokkel valo fedése lesz, hiszen ekkor a teljesség miatt S-ben
minden fokszdm pontosan 2, és mivel d = |S|/2 miatt T-ben legfeljebb 2 lehet
egy csucs foka, igy T-ben is pontosan 2 minden fokszdm. Ha egy s € S pontnak
az egyik szomszédja a t € T, akkor t-nek egyértelmiilen meghatarozott a maésik
szomszédja, hiszen csak pontosan egy olyan csics van S-ben, amely ciklikus
értelemben véve |S|/2 tdvolsdgra van s-t8l. Ugyanez igaz az s mésik szom-
szédjara is. Tehat minden s € S-re a két szomszédjanak s-t6l kiillénb6z6 szom-
szédja kozos. Ezért a ciklikus d-tavolsagu bg-parositas élei altal meghatérozott
részgraf minden csicsot fed, és 4-hosszu korok unidja.

Ha pedig adott egy pontdiszjunkt 4-hosszii korokbol allé feszité részgraf,
akkor ebbél megadhatunk az S csicsain egy permuticiét, amelyre a részgraf
élhalmaza ciklikus d-tdvolsdgi bg-parositds lesz. Vegyiik mind az |S|/2 da-
rab kornek egy-egy S-beli cstcsét, legyenek ezek a sorrend elsé |S|/2 csiicsa
tetszOleges sorrendben. Ez pedig egyértelmiien meghatarozza a tobbi S-beli
cstcs sorrendjét, hiszen az elsé |S|/2 csics mindegyikéhez pontosan egy mésik
olyan S-beli cstcs van, amellyel van kozos szomszédja, igy ezt pontosan |S|/2
tavolsagra kell lerakni, és ezt meg is tudjuk tenni. O

Mind a ciklikus, mind a nem ciklikus esetben teljesiil, hogy a 3.8. Tételben
és a 3.9. Tételben szereplé bs = 2 eset konnyedén visszavezethetd az olyan by
fokszdmkorlat fliggvények esetére, amelyekre b(s) > 2 minden s € S-re. A
visszavezetéshez minden s € S csicshoz vegyiink fel (by(s) — 2) darab 4j T-
beli csicsot, és kossiik Gssze 6ket s-sel. Ekkor vilagos, hogy az eredeti grafban
pontosan akkor van bg = 2-re teljes (ciklikus) d-tdvolsdgu bg-parositds, ha az 4j
csticsok és élek hozzavétele utdn van teljes (ciklikus) d-tdvolsagu by-parosités.
Tehat a 3.8. Tétel valamint a 3.9. Tétel allitisa minden olyan fokszamkorlat
fliggvényre is teljesiil, amelynek az értéke minden S-beli csicson legalabb 2.

4. Nyitott kérdések

Zarasként felsorolunk néhany nyitott kérdést a maximalis k-szoros parositas és
a maximalis d-tavolsagu feladatokkal kapcsolatban, melyekkel a tovabbiakban
érdemes lehet foglalkozni.

A 2.2. fejezetben mar emlitett megoldando feladat a k-szoros parositas fel-
adatra vonatkozé egészértékiiségi hézag pontosabb becslése, melyrdl jelenleg
annyit tudunk, hogy az Osszes példdny felett vett maximadlis értéke 6/5 és 3/2
kozott van. Legjobban annak oriilnénk, ha egy pontos felsd becslést tudnank
mondani ré.

Az egészértékiiségi hézag becslését a d-tavolsagu parositéds feladatok kapcsan
is lehetne tovdbb vizsgdlni. A ciklikus véltozatban érdemes lenne (lehetdleg
éles) becsléseket bizonyitani a (2d — 1) 1 n esetekre is, a nem ciklikus véltozatra
pedig javithatnank tovabb a becslést. Legjobban persze itt is egy éles becslést
szeretnénk.
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Mindkét feladat kapcsan gondolkozhatunk a fentieknél jobb kozelité algo-
ritmusokon. A k-szoros parositas feladatra k > 3-ra is lehetne k-nal jobb
kozelitést mondani, hasonld otlettel példaul, mint amit a 2-szeres parositas fel-
adatra adott 3/2-kozelitd algoritmusndl haszndltunk. Természetesen lehetséges,
hogy teljesen méas megkozelitést érdemes hasznalni jobb approximécids algorit-
musok kidolgozédsara. Az is elképzelhetd, hogy a 2.4. Tételt javitva, a jelenleg
ismernél nagyobb konstansra is beldthaté, hogy kisebb a-ra nincs a-kozelitd
algoritmus (csak ha P=NP). Ebben a dolgozatban belattuk, hogy az optimélis
permutacié megkeresése a d-tavolsagu bg-parositas feladat kapcsan mar bg > 2-
re is NP-nehéz, azonban nyitott kérdés, hogy tudjuk-e ezekben az esetekben
konstans-kozeliteni a permutacids feladatot, azaz olyan permutéaciét keresni po-
linom id6ben, amelyhez a maximélis stulyu d-tavolsagu bg-parositas jol kozeliti
az optimalis permutaciéhoz tartozé optimélis megoldast.

Foglalkozhatunk a feladatok dltaldnositdsaival is. A k-szoros parosités altalé-
nositdsaként megkovetelhetjik példdul, hogy az (S;,T) csicshalmazokra meg-
szoritva az élhalmazunk ne egy klasszikus parositas legyen, hanem minden
cstcson valami adott b fokszdmkorlatnak tegyen eleget (ekkor b = 1-re vissza-
kapjuk az eredeti feladatunkat). Egy mdsik &ltaldnositds lehet, hogy a T' halma-
zon is vesziink T; részhalmazokat, és minden (S;, T;) csticshalmazra megszoritva
koveteljik meg, hogy parositast kapjunk (ekkor ha T'= Ty = ... = T}, akkor
visszakapjuk a k-szoros pdrositds feladatot).

A d-tavolsdgu pérositas feladat kiillonb6z6 valtozatainal a dolgozatban végig
megengedtiik, hogy a T" halmazon barmilyen nagy fokszéamok eléfordulhassanak
a keresett élhalmazban. A feladat egy természetes altalanositdsa, hogy az S-
hez hasonléan T-ben is el6 van irva, hogy legfeljebb mekkora lehet a csticsok
foka (akér csicsonként kiilonbozd). Tovabbi felmeriils altaldanosités az is, hogy
nem csak az S-ben, hanem a T-ben is megkoveteljiik egy adott tavolsagfeltétel
teljesiilését.

Egy lazdbban kapcsolédo ismert probléma az ugynevezett nem-interferald
hélézati folyam feladat (non-interfering network flow problem) [15]. Itt olyan
maximalis folyamot kerestink egy halézatban, amelyben egy adott élen keresztiil
foly6 folyamérték korlatozasa helyett azt irjuk el6 minden élre, hogy mekkora
lehet a folyamérték az él "kozelében”. A probléma 6nmagaban is érdekes, va-
lamint a tavolsagfeltételekbdl adodd hasonlésdg miatt érdemes lehet vizsgalni a
d-tavolsagu parositassal valé kapcsolatat is.
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