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1. fejezet

Bevezetés

A Ramsey elmélet egy nagyon szerteagazo kérdéskor, az évtizedek soran sok valto-
zata megjelent. A dolgozatban egy anti-Ramsey szinezésnek elnevezett fogalom-
mal és valtozataival foglalkozunk, melyet elsének Erdés Pal, Simonovits Miklos
és T. Sés Vera definialt 1975-ben [6]. Targyalni fogjuk az anti-Ramsey szinezés
informacidéelméleti vonatkozasait és latni fogjuk, hogy a (b, k)-hash kdod létezé-
se mély kapcsolatban all ezen szinezési kérdéskorrel. Az elsé fejezetben a hash
kodhoz sziikséges alapfogalmakat mutatatom be, majd a kévetkezd fejezetekben
a szinezés kiilonbo6z6 valtozataival és a hash koddal valoé kapcsolataival ismerke-
diink meg, mellette az eddig ismert médszereket tovabbgondolva javitunk alsé és
fels6 becsléseket. Végiil az utolsé fejezetben altalanositjuk a grafszinezési fogal-
mat hipergrafokra is és hipergrafosztdlyok koronkénti anti-Ramsey szinezésének

aszimptotikus viselkedésére adunk felso és alsd becsléseket.
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1.1. Hash kod

A dolgozat ezen részében megismerkediink a (b, k)-hash kéd és a perfekt hash fiigg-
vény fogalmaval. Latni fogjuk, hogy a hash kod 1étezéséhez sziikséges feltételek

nehéz kombinatorikai problémékhoz vezetnek.

1.1.1 Definicié Legyenek b > k és ¢ természetes szdmok. A C' C {1,...,b}" hal-
mazt (b, k)-hash kédnak hivjuk, ha teljesiil, hogy barmely k elemt {ay, ...,ax} C C
halmazra létezik olyan 1 < i < ¢ koordindta, hogy az (a1);, ..., (ax); értékek mind

kiilonboznek, ahol (a;); a j-edik vektor i-edik koordinatajat jeloli.

Ez a definici6 atfogalmazhat6 perfekt hash fiiggvények nyelvére is. Ha |C| <
b, akkor perfekt hash fiiggvénynek a h : C — {1,...,b} injektiv fliggvényeket
nevezzikk. Legyen C C {1,...b} és Ho := {h; : C — {1,..,b} : 1 < i <
t} figgvények egy rendszere, ahol barmely i-re h;(a) := (a);. Ezen fogalmakra
nézve a (b, k)-hash kod 1étezése azt jelenti, hogy létezik figgvényeknek olyan Hc
rendszere, amelyre igaz, hogy barmely k elemi A C C részhalmazra létezik olyan

h € He, hogy h|a perfekt hash fiiggvény.

1.1.1 Jelolés Jelolje a dolgozatban t(n,b, k) azt a minimélis ¢ szdmot, amelyre

létezik n elemt C' C {1,...,b}" (b, k)-hash kdd.

A logn jelolés kettes alapu logaritmust jelent ebben a dolgozatban.
A kovetkezo6 tételbdl, melyet Korner és Marton bizonyitott be, az is kovetkezik,

hogy t(n,b,k) = O(logn).

1.1.1 Tétel (Korner,Marton [13]) Barmely n és b > k természetes szamok

esetén teljesiil, hogy

k—1 1
t(n,b,k:):Q<b osn >

=tlog (b —k + 2)

klogn
t(n7 b7 k) =0 7/ kN |
(log (1 — Z;))
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ahol bt := (bi‘)!'

Sokszor célszerii a t(n, b, k) helyett a vele analég N (b, k,t) mennyiséget vizs-

galnunk, amit az alabbiakban definialunk.

1.1.2 Jel6lés Jeloljik N (b, k,t)-val azt a maximalis N természetes szamot, mely-
re, ha a B halmaz mérete b, akkor létezik olyan N elemii A C B! halmaz, hogy

barmely k elemének van olyan koordinatdja, amiben mind a £k elem kiilénbozik.

Az 1.1.1 Tétel als6 becslésének bizonyitésahoz az ¢ log N (b, k, t) mennyiségre adunk
fels6 becslést, ebbdl pedig t-re valod rendezéssel mar kovetkezik is a tétel alsé becs-

lése.

1.1.2 Tétel ([13])

1 k—1
ElogN(b,k,t) =0 (bk_llog(b— k+2)) )
Az %log N (b, k,t) mennyiség felsé becslésének bemutatasara sziikségiink van

egy fontos informaciéelméletbeli fogalomra, a grafentrépiara.

1.2. Grafentropia és alkalmazasa

Legyen G egy egyszeri graf a V(G) = {1,...,n} csicshalmazon. Vegyik az
I(G) .= {A C V(G) : A fiiggetlen G-ben} halmazt és rendeljik I(G) elemei-
hez a halmazok karakterisztikus vektorait.
Egy tetszoleges A halmaz karakterisztikus vektora

1,haie A

(a); :=

0,hai¢ A.

1.2.1 Definicié Az I(G) elemeihez rendelt {ay, ..., ax } karakterisztikus vektorok

konvex burkat a G graf csticspakolési politépjanak nevezziik és V P(G)-vel jeloljik.
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1.2.2 Definicié (Grafentrépia [11],[3]) Legyen G egy grafa V(G) = {1,...,n}
csucshalmazon és P : V(G) — [0, 1] egy val6szintiségeloszlés a graf csicshalmazan,
melyre p; := P(v;). A G graf P szerinti entrépidja a kovetkezé mennyiség
- 1
H(G,P) := min {Zpl log—:a€ VP(G)}.
a/.

i=1 g

« sz

amire
" 1
H(P):=> pilog—.
i=1 Di
Most attekintiink néhany grafentropiaval kapcsolatos lemmat, amelyekkel mar
bemutathat6 az 1.1.2 Tétel bizonyitasa. A lemmak és az 1.1.2 Tétel bizonyitasa
megtalalhaté példaul [17]-ben.

Szokas szerint jelolje K, az n csicsu teljes grafot.

1.2.1 Lemma H(K,,P)= H(P).

Bizonyitas: Tudjuk, hogy létezik olyan a vektor, melyre H(K,, P) = >, p; log ai
Az I(K,) elemeihez rendelt karakterisztikus vektorok az ey, ...,e, € R™ kanoni-
kus vektorok, mivel K,-ben csak az egyelemii halmazok fiiggetlenek. Emiatt ha
a € VP(G), akkor 37 ; a; = 1. Vegyiik a 3", p; log Z— mennyiséget, a log fiigg-

vény konkavitasa miatt alkalmazhaté a Jensen-egyenldtlenség.
> pilog— <log pi—a; =1log) a;=0,
i=1 Di i=1 Pi i=1

vagyis

S pilog ™ <0,

i=1 g

amib6l méar kévetkezik barmely a € V P(G) vektorra, hogy

" 1 " 1
pilog— < ) pilog—,
; Di Zzzl a;
ebbél pedig mar addodik, hogy a minimum H (P), hiszen vélaszthatjuk a;-t p;-nek.
O
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1.2.2 Lemma ([12]) Ha G és F grafok ugy, hogy V(G) = V(F), akkor jelolje
GUF azt a grafot, melyre V(GUF) = V(G) = V(F) és E(GUF) = E(G)UE(F).

A H(-, P) fuggvény ezen uniéra nézve szubadditiv, vagyis

H(GUF,P)< H(G,P)+ H(F,P).

Bizonyitas: Legyen a € VP(G) és b € VP(F) tetsz6legesek. Ekkor az aob :=
(aqby, ..., anby) szorzatra a o b € VP(G U F), mivel ha az ay, ap karakterisztikus
vektorok altal reprezentdlt fliggetlen halmazok rendre U,,,U,,, akkor U, 0, =
Uy, NU,,, a két fiiggetlen halmaz metszete pedig tovabbra is fliggetlen, emiatt
a1 o as tovabbra is egy karakterisztikus vektor, igy pedig a-t és b-t felirhatjuk a
karakterisztikus vektorok konvex kombinacidjaként: Legyen a = >, aa; és b =

>-; B;bj, ekkor
aob=> a;B;(a;ob;).
.3
Vagyis az a o b vektor el6all karakterisztikus vektorok o szorzatanak konvex kom-

bindciéjaként. Létezik olyan a és b vektor, hogy

H(G,P)+ H(F,P) = Zp,log—+2p,log szlo (GUF,P),

’L

amibdl adodik az allitas. O

1.2.3 Lemma ([12]) Legyen G egy graf és G = U], G; az Osszefiiggd kompo-
nensek szerinti felbontasa. Definidljuk P; : V(G;) — [0, 1] valészintiségeloszlast
tgy, hogy barmely v € V(G;) esetén legyen

Pv)
Piv) = =
PV(Gi))

ahol P(V(G})) := Xyev(a,) P(v). Vagyis P; a feltételes valoszintisége annak, hogy
v-t valasztjuk, ha mar feltételként tudjuk, hogy a csticsot V(G;)-bél valasztjuk ki.

Ekkor teljesiil, hogy

H(G.P) = 3. P(V(G)H(Gy, P).

=1
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1.2.1 Tétel Tetszoleges G grafra és P valészintiségeloszlasra fennall a
H(G, P) <logx(G)

egyenlotlenség.

Bizonyitas: A Korner dltal megadott grafentrépia definiciobdl [11] konnyen ko-
vetkezik a tétel, mi most az 1.2.2 Definicié alapjan bizonyitunk [3]. Legyen p
az (1,...,1) vektorral parhuzamos egyenes és V P(G) metszetének egy tetszéleges
pontja, ekkor p = (z, ..., z), valamely nem negativ z-ekre. Emiatt teljesiil, hogy
H(G,P) <Y p log% = log%. Szinezziik ki G-t x(G) darab szinnel, megfe-
lel6 médon, igy kapunk y(G) darab fiiggetlen halmazt. A fiiggetlen halmazokra
tegytink ﬁ sulyokat. Ekkor a fliggetlen halmazok karakterisztikus vektorainak
egy konvex kombinécidjat kapjuk, igy = = ﬁ valasztassal adodik az allitas. [

Az el6z6 lemmak és definicidk birtokdban mar attekinthetd az % log N (b, k,t)
mennyiségre vonatkozoé tétel bizonyitasa.

1.1.1 Tétel als6 becslésének bizonyitasa Legyen N := N(b, k,t) és B egy
b elemszadmu halmaz, ekkor 1étezik N elemi A C B' (b, k)-hash kéd. Definidljuk

a K gréafot ugy, hogy
V(K):={(D,z): D C A, |D|=k—2,2€ A\ D}.

Két (D, z), (D', 2") € V(K) cstcs akkor legyen dsszekotve K-ban ha D = D’ és

x # o', Ekkor |V(G)| = (k]jl)(k — 1), mivel kivalasztunk el6szor k — 1 elemet

A-bol, majd k — 1-féle médon felbonthatjuk egy & — 2 elemii halmazra és egy

elemre, igy kapva egy (D, z) part. Lathat6, hogy (k]j 2) darab 6szefliggé6 kompo-

(V]
k—2

dos (D, z),(D,z") csticsok. Tovabbd w(K) = N — (k —2) = N — k + 2, mivel

nens talalhatdé K-ban, hiszen csak rogzitett D € ( ) esetén vannak szomszé-

|A\ D| = N — k + 2 és ennyi kiilénbo6z6 elemet valaszthatunk a csticsok mésodik

koordinatajanak valamely rogzitett D mellett. Barmely (D, x), (D, z’) esetén az
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altaluk definidlt D,, := DUx U {2’} halmaz k elemt, igy mivel A egy (b, k)-hash
kod, ezért D,,» minden eleme eltér valamely ¢ koordinatdban. Definidljuk a G;
grafot ugy, hogy V(G;) := V(K), E(G;) C E(K) és két (D, x), (D, ") csics ak-
kor van 0sszekotve, ha a D halmazok megegyeznek és a nekik megfeleltetett D,/
halmaz elemei az i-edik koordindtdban eltérnek. Mivel A egy (b, k)-hash kdd,
ezért K C U'_,; G;. Emiatt alkalmazhatjuk az 1.2.2 Lemmat és igy tetsz6leges P

valoszintiségeloszlasra
t
H(K,P) gz (G, P) <tmaxH(GZ,P)

teljesiil. Jeloljiik M-mel a max; H(G;, P) mennyiséget, igy kapjuk, hogy

H(K, P)
—= <t

S
Vélasszuk meg P : V(G) — [0, 1] eloszlast gy, hogy barmely x € V(G) cstcsot
egyenlo valészintiséggel kapjunk meg. Mivel felbonthaté K = U;K; diszjunkt

N — k + 2 méreti teljes grafokra, igy az 1.2.3 Lemmat alkalmazva azt kapjuk,

hogy
ZP H(K;, P;),

majd H(K;, P;)-re alkalmazva az 1.2.1 Lemmat

ZP H(K;, P) = ZP H(P)

adodik. Tovabba
N—k+2 1
H(P) = ; mlog(N—k—i—Z) =log(N —k+2)
a P vélasztdsa miatt. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy >, P(V(K;))log (N — k +2) =
log (N — k +2), vagyis H(K,P) = log (N —k+2). Most pedig fels6 becslést
adunk tetszéleges H(G;, P)-re. A G; graf izolalt pontjai azon (D, x)-ek, melyekre

a D U {z} halmaz elemei nem mind kiilénbéznek az i-edik koordinatdban, hi-

szen tetszéleges ' € A\ D elemre tovabbra sem lesznek kiillonbozéek a D,
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halmaz elemei az i-edik koordindtdban. Igy egy tetsz8leges nem izolalt (D, x)
pont esetén a D halmaz Osszes elemének i-edik koordinataja kiilonbozik, tovabba
r-et a maradék b — k + 2 értékek koziil kell valasztanunk. Ha rogzitett D-re,
melyre (D, x1), ..., (D, Ty_g12) nem izoldlt pontok és xy, ..., Tp_j4o paronként kii-
16nb6z06k, a D-beli elemek i-edik koordinatdjaban nem felhasznélt értékek, akkor
(D, x1), ..., (D, zp_gr2) pontok mind 6ssze vannak kotve. Vagyis minden olyan
D-re, aminek az elemei kiilonboznek az i-edik koordinatdban, dsszesen b — k + 2
olyan par adhato, hogy barmely kett6 6ssze van kotve G;-ben. Ezért a nem izolalt
pontok egy olyan grafot alkotnak G;-ben, ami b — k 4 2 méretii teljes grafok disz-
junkt uniéja. Annak a valdszinlisége, hogy egy (D, x) pont nem izolalt legfeljebb
Z%, mivel az i-edik koordinatédban kiilonbozik minden DU{x}-beli elem és 6ssze-
sen b*~1 féle médon allhat eld az i-edik koordinatajuk ezeknek az elemeknek. A
megfigyelések miatt G; = (Uj H j) U (U; F1) egy Osszefliggd komponensek szerinti
felbontas, ahol barmely H; egy b —k + 2 elemii teljes graf és barmely [ egy izolalt
pont. Ezért alkalmazva az 1.2.3 Lemmat azt kapjuk, hogy

H(G:P) =3 P(V Py)+ S PWV(R)H(E R),

ahol H(F}, P) értékek mind nulldk és az 1.2.1 Tétel miatt barmely H(H;, P;) <
log x(H;) =log (b — k + 2). Ezeket alkalmazva

bk—l
H(G;, P) < ZP ))log(b—k+2)= = ——log (b—Fk +2)

adddik, ebbdl pedig azt kapjuk, hogy M < bk . log (b—k +2). Ezt az egyenlét-
lenséget felhasznélva és a w < t egyenldtlenséget az 1 H(K, P) = 1 log (N — k +2) <
Z% log (b — k 4 2) egyenl6tlenséget kapjuk, amibél méar adodik az allitas. O

Az 1.1.1 Tétel miatt tudjuk, hogy a t(n, b, k) mennyiség log n nagysagrend,

ezért a logn konstans szorzoja a relevans szamunkra.
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1.2.3 Definicié Tetszoleges n és b > k természetes szamok esetén definidljuk a
kovetkez6 mennyiséget
F(bk) = lim inf w.

A jelen dolgozat egyik {6 célja, hogy a t(n, b, k) szammal anal6g szamokat olyan
esetekben tudjuk megvizsgdlni, amikor az a € {1, ..., b} sorozat koordinatai vala-
mely strukturaval rendelkeznek. A mi esetiinkben a sorozat koordinatai egy graf
élei lesznek és a koordinatak kiilonbozdsége azt fogja jelenteni, hogy az élek kii-
16nb6z6 szintire lettek szinezve, valamely élszinezés altal. A kovetkezo fejezetben
azt fogjuk megvizsgalni, hogy legalabb hany kilonbo6z6 szinre van sziiksége egy
élszinezésnek, hogy elérjiink egy (b, k)-hash kédoldshoz hasonld kiillonbozoséget az

élhalmazon.



2. fejezet

Anti-Ramsey szinezés

2.1. Altaldnos felsé korlat

2.1.1 Definicié ([4]) Legyenek n,p és q¢ < (g) természetes szamok. Legyen
f(n,p,q) az a minimalis m természetes szam, amelyre 1étezik olyan ¢ : F(K,) —
[m] élszinezése a K, teljes grafnak, hogy barmely K, C K, részgrafot véve, van

benne ¢ kiilonb6z6 szint él, vagyis barmely K, C K, esetén q < |¢ (E(K,))].

Jol lathaté a fent emlitett szinezés és a (b, k)-hash kddolds hasonloséga, mivel
tekinthetjiik a szinezést tigy, hogy minden szin az {1, ...,b} halmazbdl keriil ki
és igy a graf éleit a szinek sorszamaval latjuk el. Annak kell teljesiilnie, hogy
barmely teljes p-esben, amirdl tudjuk, hogy ¢(E(K,)) C {1,...,b}, mar legyen ¢

kulonbo6zo.

Megjegyzés Konnyen latszik, hogy f(n,p,1) = 1. Hap > 4, akkor f (n,p, (g)) =
(;‘), hiszen barmely két élnek kiillonboz6 szintinek kell lennie, egyébként két egy-
forma szint él esetén kivalaszthatnank azokat a csicsokat, amelyeken az élek
helyezkednek el és azt kiegészitve egy teljes p-essé, mar lenne két azonos szint
élink. Ha p = 3, akkor el6fordulhat, hogy a két azonos szinii él, amit talaltunk

fiiggetlenek és igy 4 cstuicson helyezkedik el a két €1, amit nem tudunk kiegésziteni

13
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egy haromszoggé. Erre az esetre megkapjuk, hogy f(n,3,3) = n—1, ha n péaros és
f(n,3,3) = n, ha n paratlan, mivel egy megfelel$ élszinezés, ami szerint barmely
két szomszédos él kiilonboz6 szint, teljesiti a definiciot, ennyi szin pedig legalabb

kell. A p = 2 esetben pedig két csticson nem lehet két kiilonbo6z6 szinti él.

A valdszinliségi modszer, azon belill a Lovasz Lokalis Lemma segitségével,

tudunk adni dltalanosan egy fels6 becslést f(n,p, q)-ra.

2.1.1 Tétel (Lovasz Lokalis Lemma [5]) Legyenek A, ..., A; események. Az
események alapjan definialjuk a H grafot, amelynek cstcsai az események és ha
vesszilk egy tetszoleges cstuics nem szomszédait, akkor azokkal semmilyen médon
nem fligg 6ssze a csucs, azaz a nem szomszédok tetszéleges metszeteivel, unidjaval
sem Osszefliggd az esemény. Legyen D a H maximalis fokszama. Tovabba legyen
P egy olyan szém, hogy barmely 1 < i < ¢ esetén P(A;) < P teljesiiljon. Ha

ezekre a mennyiségekre teljesiil a 4PD < 1 egyenlotlenség, akkor

t
P (n Ai> -0,
i=1
vagyis pozitiv annak a valdszinlisége, hogy egyik esemény sem kovetkezik be.

Ez a tétel nagyon hasznos eszkoznek bizonyult a grafelméletben is. Egy sza-
munkra megfelel6 szinezés esetén is jol alkalmazhaté. Nem konstrualunk meg egy
szinezést, hanem azt allapitjuk meg, hogy annak a valdszintisége, hogy a szinezést
nem rontjuk el, nagyobb, mint 0, vagyis létezik jo szinezés. A tételnek egy erésebb
valtozata is ismert, ami szerint az eP(D + 1) < 1 egyenl6tlenség teljestilése esetén
is kovetkezik a tétel allitdasa, ahol e a jol ismert Euler-féle szam [18]. Nekiink

elegendd a gyengébb valtozat is, mivel csak a nagysdgrend fontos szadmunkra.

Megjegyzés A Lovasz Lokélis Lemma felhasznalhaté konstruktiv médon is, ami-

nek részletei példaul a [2]-ben és [16]-ban taldlhatoak.
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2.1.2 Tétel ([4]) Teljesil a kovetkezd egyenlStlenség
p—2

Fln,p,q) < en )t

ahol ¢ értéke csak p és q értékétol fiiggd konstans.

Bizonyitas: Vegyiik K, egy véletlen t-élszinezését. Minden él kapja az i-edik
szint % valészintiséggel. Definidljuk az Aq, ..., A(Z) eseményeket gy, hogy legyen
A; az az esemény, hogy az i-edik kivalasztott p-esben legfeljebb ¢ — 1 szint haszna-
lunk fel. Egy ¢ elemii halmazbdl ¢ — 1 elem (qfl) féle médon vélaszthaté, ami nem
nagyobb, mint t9~!. Egy adott p-esre minden él legfeljebb % valoszintiséggel kap
egyet a megengedett ¢ — 1 szin kozil. Igy minden 1 < ¢ < (Z)-re az esemény

valészintisége feliilbecsiilhet6 a
P(A;) < 07! (q—1> )
- t

modon.

Az események altal definidlt H graf legnagyobb fokszamat szeretnénk most meg-
hatarozni. Ha K, és egy masik K nem tartalmaz kozos élt, akkor nyilvan teljesen
fiiggetlenek, ezért a fokszam becsléséhez elegend6 Gsszeszamolni azon részgrafokat,
melyek legalabb egy kozos élt tartalmaznak. Rogzitve két csticsot, majd a mara-
dék csticsot kivéve az n — 2 csuesbol azt kapjuk, hogy D < (12’) (;:g) < (72’) (pg).

Ezutan a 4DP <1 egyenl6tlenség a kovetkezo alakban 4ll eld,

O (7

Ebbol az egyenletlonseget t-re kell atrendezniink, igy azt kapjuk, hogy

Qa0

A 4(1;) (pﬁQ) tag valamely ¢ konstansra alulrél becsiilheté cn?~2-vel, majd w—
(2)

ik hatvanyra emelve mindkét oldalt, majd felhasznélva a (¢—1) (5) a1 > 1 egyen-
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16tlenséget és egy kis atalakitas utan megkapjuk az allitast a Lovasz Lokéalis Lem-

mat alkalmazva. O

2.2. Sziikséges szinek szamanak nagysagrendje

A 2.1.2 Tétel alapjan lathaté, hogy ahogyan p-t rogzitve g-t noveljik (g) felé, ugy
a felsd korlat el6szor szublinedrisbdl linedrisba tér 4t, majd névekszik tovabb n!te
hatvédnyra, ahol ¢ € RT. Adédik igy a kérdés, hogy milyen ¢ egész szdmok esetén
kapjuk meg a hatarokat, ahol a linearitast a fels6 korlat elhagyja. A koévetkezo

tétel a linearitds minimum értékére vonatkozik.

2.2.1 Tétel ([4]) Barmely p > 2 pozitiv egész szam esetén, ha ¢ = (g) —p+3,
akkor f(n,p,q) = ©(n), tovabba f(n,p,q—1) = O (nlfplj), igy méar nem lineéris.

Bizonyitas: Rogzitsiikk K, egy f(n,p,q) szerinti szinezését. Ekkor barmely v €
V(K,) csucsra illeszkedd élek kozott legfeljebb p — 2 lehet azonos szint, ugyanis
ha van p — 1 azonos szinii ¢él, akkor ezen élek végpontjait kivalasztva, az altaluk
alkotott K, élei legfeljebb (g) —p+2 szint tartalmaznanak, ami ellentmondas. Igy
szinosztalyonként a csiicsokra legfeljebb p — 2 azonos szinti él illeszkedhet. Ebbdl
azt kapjuk, hogy egy szinosztalyban legfeljebb @ szin lehet. Vagyis legalabb

(Z) _n—l

n(p—2) . _
pT P 2

szinre van sziikség. A két fels6 becslés pedig az 2.1.2 Tételbol kovetkezik, hiszen
egyrészint a q = (g) — p + 3 helyettesitéssel
p—2 p— .
f(n’p7 q) <cn (g)ﬂﬁl =cn (’2’)7((’2’)7;:+3)+1 = Cn%

adodik. Masrészint a ¢ = (é’) — p + 2 helyettesitéssel az

p—2

f(n,p,q) < envt
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becslést kapjuk. 0

2.2.2 Tétel ([4]) Legyen p tetszoleges pozitiv egész, ekkor ha ¢ = (’2”) — [gw +2,

akkor
(;’g% < f(npa).

Emiatt pedig f(n,p,q) = Q(n?), viszont f(n,p,q—1) < cn?"1.

]

Tovabba érdekes tény, hogy f(n,p, p)-re is ismertek egyméshoz kozeli alsd és

felso becslések.

2.2.3 Tétel ([4]) Ha p > 3, akkor

2

n7= — 1< f(n,p,p) < envt.

Egy masik valtozata ennek a szinezési fajtanak, amikor geometriai struktiraval is

ellatjuk a grafot.

2.2.1 Definicié Legyen d egy pozitiv egész szam és vegyiik a K, teljes grafot.
Egy ¢ : V(K,) — R? fiiggvénnyel képezziik le a graf csticshalmazat a d dimenzids
valos térbe. Ekkor 1 meghataroz egy @E szinezést K, élhalmazan ugy, hogy ha
v, v € V(K,), akkor ¢({v,v'}) = dist()(v),1(v')). A 1) szinezést geometriai
szinezésnek hivjuk. Jelolje fy(n,p,q) azt a minimalis f szamot, amelyre létezik
olyan 1; geometriai szinezése K,-nek f szinnel, melyre teljesiil, hogy barmely K-

ben 1étezik ¢ kiilonb6z6 szint él.

Mivel a graf, amelyet szinezni szeretnék, rendelkezik egy geometriai strukti-
raval is, ezért nem alkalmazhatunk akarmilyen szinszamot. Példaul ha d = 2 és
n = 4, akkor nem szinezhetjiik az éleket egy szinnel, hiszen a sikon nem helyezhet6
le 4 pont egyenl6 tavolsagra. Meg kell vizsgalnunk, hogy milyen hatarai vannak

egy fentebb bemutatott geometriai szinezéshez sziikséges szinszamnak.
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Ha P := {ay, ...,a,} C R? a pontok halmaza, tovabbd E := {ey, ..., e, } sikbeli
egyenesek halmaza, akkor az [{(a,e) € P x E : a € e)}| szdmot hivjuk a pontok

és egyenesek illeszkedési szamanak.

2.2.4 Tétel (Szemerédi-Trotter [19]) Legyen a sikon egy n elemii ponthalmaz
és egy m elemil egyeneshalmaz, ekkor a maximalis illeszkedési szam O(ngmg +

n 4+ m) nagysagrendi.

Az egyenesek és pontok illeszkedési szama atfogalmazhaté pontok és korok
illeszkedésére is. Tekintsiik a pontok n elemii halmazat és a pontok koré hizott
n darab ¢ sugard kor halmazat. Ekkor egy p pont altal meghatarozott ¢ sugari
C, korre illeszkedik egy ¢ pont, vagyis ¢ € C,, akkor p és ¢ tavolsadga c. A
pontok és korok illeszkedési szama igy az ekvidisztans pontparok kétszerese, mivel
ha ¢ € C,, akkor p € C, is teljesiil. Ezért a Szemerédi-Trotter tétel [19]-ben
talalhato bizonyitasdhoz hasonléan megmutathaté, hogy O (n§> a pontok és korok
illeszkedési szama, ahol a korok szama és a pontok szdma is n.

Most térjink vissza a geometriai élszinezésre, specidlisan fo-re, amikor a graf
cstcsai a sikon helyezkednek el. Emlékeztet6il: fo(n, p, q) azt az értéket adja meg,
hogy az n sikbeli pontok k6zott minimalisan héany kiillonbozé tavolsag sziikséges
ahhoz, hogy a pontok elrendezhetéek legyenek ugy, hogy barmely K,-ben mar

legyen g darab kiilonb6z6 tavolsag a pontok kozott.

2.2.1 Allitas

wlro

fo(n,p,q) = 2 (n

).

Bizonyitas: Mivel az n sikbeli pont kozott 1évé ekvidisztans pontparok szama

a 2.2.4 Tétel koros verzidja miatt O (n%) nagysagrendl, igy egy szinosztalyban

(2)

£ < fa(n,p,q)

legfeljebb en’s él talalhato. [gy a szinek szdméra hasznélhatjuk az

becslést, amibol mar konnyen adodik, hogy a szinek szdma milyen nagysagrendii

minimalisan. O
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fa(n, p, q)-ra egy felsé becslést is bemutatunk.

2.2.5 Tétel ([7])

log 3
(w21 o),
A 2.2.5 Tétel vazlatos bizonyitasa A fels6 becslést additiv kombinato-
rikai problémaként jol meg lehet fogni. Vegytlink egy A C R halmazt és legyen
A—A:={a—d :a,d € A}, tovabba legyen g(n,p, q) az a minimélis szdm, hogy
létezik olyan n elemti A C R halmaz, melyre |A — A| = g(n,p,q) és barmely p
elemi A’ C A halmazra |A'— A'| > q. A g(n, p, q) mennyiségre gondolhatunk gy,
mint egy fo szerinti geometriai szinezésre a kévetkezé modon: Az n darab pont
a sikon mind az z-tengelyen helyezkedik el. A pontok z-tengely szerinti koordi-
natainak kiilonbségei koziil a pozitiv értékek jelentik a tavolsdgot, a nem pozitiv
szamokkal pedig nem foglalkozunk. fgy kapjuk az fo (n,p, % — 1) < g(n,p,q)
egyenlGtlenséget, mivel a ¢ darab kiilonbségnek a fele lesz negativ és még a 0 ta-
volsagra 1évokkel sem foglalkozunk. Ez alapjan fo-t gy becsiiljiik felilrél, hogy
ag (n, p, po82 3) mennyiségre adunk felsé becslést. A bizonyitasban a koévetkezo
f6 1épések kovetkeznek.

1. Legyenek rq,...r, € R irracionalis szamok tgy, hogy Ry vektortérben line-
arisan fliggetlenek legyenek, vagyis az ayry + ... + a7, = 0 egyenlet egész
megoldéasa «a;-re csak ay = ... = o, = 0 lehet.

2. Definidljuk a P, := {ayr1+...+a,7, : a; € {0,1}} halmazt. Ekkor a linearis
fiiggetlenség miatt |P,| = 2".

3. |P,— P,| =3", mivel P, — P, ={ayr1 + ...+ aur, : o € {—1,0,1}}. Ebbdl
pedig | B, — P,| = 3" = | P,|'°823 kovetkezik.

4. A kovetkezo 1épés annak megmutatasa, hogy p = log, 3 esetén a? + P >
(a + b)P teljesiil barmely a,b € R szamokra.

5. Ezutédn beldthat6, hogy barmely k elemit Q1,Q2 C P, halmazokra |Q; —

Q2| > (|Q1]1Q2])".
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6. Az el6z6 1épés miatt lathato, hogy barmely k elemti @ C P, halmazra
|Q — Q| > Kk'°&23. Ebbél pedig mar kovetkezik a 2.2.5 Tétel.



3. fejezet

Tobbkoros anti-Ramsey szinezés

3.1. Altaldnos felsd korlatok

Az el6z6 fejezetben olyan élszinezési modokat tekintettiink at, amikor egyetlen
szinezést alkalmazhatunk, és az a f6 célunk, hogy mar minden p-esben legyen
elegendden sok kiilonb6zo6 szint él. A most kovetkezo fejezetben attériink egy mas
szinezési modszerre, amikor tobb egymas utan kovetkezo szinezés is megengedett.
A 16 gondolat, hogy szinezéssorozatot vesziink és nem azt koveteljiik meg, hogy
minden egyes szinezés eldallitsa a nekiink megfelel6 kiilonb6zo szintiséget valamely
részgrafban, hanem arra toreksziink, hogy legyen legaldbb egy olyan szinezés,
amivel elérjik ezt. A {6 cél a szinezéssorozat minimalis hosszanak megbecsiilése.

A szinezéssorozat egy-egy szinezését szinezési kornek fogjuk hivni.

3.1.1 Definicié Legyen G egy graf, melyre |V(G)| < n és |[E(G)| = r, valamely
r,n € N értékekre. Legyen tovabba k € N és jeloljiik ¢,.(G, n)-nel, azt a legkisebb
t € N szamot, melyre 1étezik olyan i1, ..., : E(K,) — [r] szinezéssorozat, hogy
barmely H C K, részgrafra, mely izomorf G-vel, 1étezik olyan i € [t|, hogy a v

szinezés szerint E'(H) barmely két éle kilonboz6 szint.
Koénnyen lathatd, hogy az f(n,p,q) és t,.(G,n) paraméterek altal definidlt

21
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szinezésekben fontos kiilonbség, hogy mar egy adott részgrafnak kell kiillonbo6z6
szintiként el6fordulnia és nem csupén a felhasznélt szinek szama fontos szadmunkra.
Ha E(H) barmely két éle kiillonbo6z6 szint a 1 szinezés szerint, akkor H-t a 1i-re
nézve tarkanak hivjuk.

Attekintiink néhdny ismeretet arrél, hogy milyen also, illetve felss becslés

adhaté a t,.(G,n) mennyiségre.

3.1.1 Allitas ([14]) Legyen G egy graf, melyre |V(G)| < n és |E(G)| = r, ekkor
teljesiil, hogy
t-(G,n) < 2F(r,r)logn + o(logn).

Bizonyitas: Egy 11, ..., 1, szinezési sorozat altal E(K,,) elemeihez hozzarendel-
hetiink a € {1,...,b}" vektorokat, ahol (a); azt adja meg, hogy v; szerint az él
milyen szint kapott. A definicié alapjan ¢t := t( (;),r, r) azt a sorozat hosszt
adja meg, amire létezik (g) darab t hosszi vektor, melyek a {0,...,r — 1} ele-
meket tartalmazzak és barmely r darab vektornak létezik olyan koordinatija,
melyben mind az r kiillonbozik. Az éleket ennyi szinezési korben mar ki tudjuk
ugy szinezni, hogy barmely r élt kivalasztva legyen az élekhez rendelt vektorok-
nak olyan i koordinatdja, amelyben paronként kiillonbozéek a vektorok. Az i-
edik koordinata esetén definialt v); szinezés szerint ekkor ez az r darab él i;-re
nézve tarka. Innen tudjuk, hogy ¢.(G,n) < t((g),r, r), tovabba tudjuk, hogy
t((g),r, r) = F(r,r)log (g) + o(logn) < F(r,r)logn?® + o(logn), amib6l mér
kovetkezik az allitas. [

A fenti lemma egy olyan konstrukciét ad meg, ami nem hasznalja fel, hogy
nem feltétlentil sziikséges barmely r darab él esetén a tarka tulajdonsagnak fenn-
allnia, igy nyilvan egy trivialis fels6 korlatot kapunk. A kérdés most az, hogy
hogyan tudnank azzal javitani a konstrukcion, ha figyelembe vessziik azt is, hogy

az r darab él milyen részgrafot alkot.
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3.1.2 Allitéas Legyen G C K, |V(G)| = m és |E(G)| = r. Ekkor teljesiil a

kovetkezo

egyenlGtlenség, ahol ¢ egy m-tdl fiiggd konstans.

Bizonyitas: A 2.1.2 Tétel bizonyitasahoz hasonléan fogunk eljarni.

Legyen G C K, egy tetszbleges graf, |E(G)| = r, |V(G)| = m és szinezzik
ki E(K,)-t véletlenszertien r darab szinnel a 11, ...,1; szinezésekkel. Barmely
; esetén egy adott él kapja a j-edik szint % valoszinliséggel és a 1); szinezések
legyenek egymastol fiiggetlenek. Definialjuk minden H = G, H C K, graf esetén
azt az eseményt, Ag)—t, hogy K,-t 1; szerint szinezve H nem lesz tarka. Ekkor
barmely 1 < i < t-re teljesiil, hogy

N

P(A)=1-" = ,

rr rr

mivel ha minden szint fel szeretnénk hasznalni H élein, azt r! féle médon tehetjiik
meg, és Osszesen r’ féle médon szinezhetiink.

Tovébbd jelelolje AL, azt az eseményt, hogy egyik 11, ..., 1, szinezés szerint sem

lesz H tarka. Jol lathatd, hogy AL, = Ni_, A(I_?. Az esemény valdszintisége
t S0 e a0y (T
P(AL) =P (ﬂ AH> =IIP(4})) = ( - ) =: P,
i=1 i=1

A valészinliség azért bomlik szorzattd, mert a szinezéseket fiiggetlennek adtuk
meg.

A Lovasz Lokélis Lemmat fogjuk alkalmazni, de ehhez sziikségiink van még az
események altal definialt graf maximalis fokszaméanak becslésére, vagyis, hogy
egy tetszbleges Al esemény hany mdsik Al eseménnyel van dsszekotve, jeloljik

ezt D-vel. A kovetkezd felsd becslés alkalmazhato:

P=(5)(")
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A becslés onnan adodik, hogy barmely H részgraf altal definidlt eseménynek egy
masik H' részgraffal definidlt eseménynek nincs kozos éle, akkor teljesen fiiggetle-
nek. Erre pedig alkalmazhaté a 2.1.2 Tételhez analég gondolatmenet.
Ha 4DP <1 teljestl, akkor a Lovasz Lokalis Lemma miatt
IP’( N AtH> -0
H=G
és ebbdl kovetkezik, hogy t koron belil ki lehet gy szinezni, hogy barmely H =

G C K, részgraf tarkdn lesz kiszinezve valamely 1); szinezéssel. Igy a

{(E)e) () =

egyenlétlenséget kell atrendezni ¢-re. Atalakitdssal kapjuk a kovetkezd egyenl8t-

oz () () =

77 —r!

lenséget

emiatt, ha legalabb ennyi a ¢, akkor méar ki tudjuk jol szinezni az éleket. Tovabbi
atalakitasokkal mar adodik a becslés. 0
A dolgozat késébbi részében, ahol specialis eseteket tekintiink, latni fogjuk,

hogy ez az egyenlotlenség javit az eddig ismert trivialis fels6 korlatokon.

3.2. Altalanos alsé korlatok

Az alsé becslés megadéasa némileg nehezebb dltalanosan, mint a fels6 korlaté. Hogy
megadjunk egy alsé korldtot, ahhoz egy 6sszefiiggést mutatnunk a (b, k)-hash kdod
és egy érdekes grafelméleti tulajdonsag kozott. A kovetkezd definicié egy olyan
tulajdonsagot ir le, ami mélyebben osszekoti F (b, k)-t és a graf paramétereit.

3.2.1 Definicié Legyen G C K, egy graf és jelolje C'(G) azt a maximdlis élsza-
mot, amire ha H C K, és |E(H)| < C(G), akkor H bedgyazhaté G-be, vagyis
tetsz6leges C(G) darab él kiegészitheté G-vel izomorf graffa. C(G)-t a G graf

generikus élszamanak nevezziik.
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Most pedig megmutatjuk, hogy adhaté altalanos fels6 becslés is erre a szam-
ra a graf tulajdonsagai alapjan. A koévetkezo fejezetben majd kitériink specialis

esetek generikus élszamaira.

3.2.1 Allitas Legyen G egy graf, ekkor teljesiil, hogy
1
C(G) < min {V(G), (w(G; * > - 1} .

Bizonyitas: Indirekt médon bizonyituk. Tegyiik fel, hogy

C(G) > min {V(G), (“’(C;)H) — 1}, vagyis, hogy barmely H C K, grafra, amelyre
|E(H)| =v(G)+1, vagy |E(H)| = (‘”(GQ)H), teljesiil a 3.2.1 Definiciéban emlitett
tulajdonsag. A két eset:

1. Ha C(G) = v(G)+1, akkor vehetiink egy olyan H grafot, ami v(G)+1 darab
diszjunkt élbol all. Ekkor ez nem dgyazhato be G-be, mivel a beagyazas nem
csokkenti a fiiggetlen élek szamat.

2. Ha C(G) = (W(G;H), akkor vehetjikk a H := K, g)41 grafot, de egy nagyobb
klikkszamu grafot nem agyazhatunk be egy kisebb klikkszamuba.

Ezzel ellentmondast kaptunk. 0

zési korok szamaéara.

3.2.2 Allitas Legyen G C K, graf, |E(G)| = r, C(G) > 2, ekkor teljesiil a

kovetkezo egyenlotlenség:

2F(r,C(G))logn + o(logn) < t.(G,n).

Bizonyitas: C(G) azt jelenti, hogy barhogyan valasztunk ki K,-bél C(G) da-
rab élt, ezen élek kibovithetoek G-vé, tjabb élek behtuzasaval. Tegyiik fel, hogy
K,-re taldltunk megfelelé 1y, ..., 1, szinezéssorozatot, gy, hogy barmely G-vel

izomorf H részgraf mar tarka valamely 1; szerint. Vélasszunk ki C(G) darab élt



3.2. ALTALANOS ALSO KORLATOK 26

K,,-ben és bovitsiik ki tijabb élek behtizasaval a G graffal izomorf H graffa. Ekkor
létezik olyan i index, hogy H a 1); szinezésre nézve tarka. Ennélfogva a C'(G)
darab él is tarka v; szerint, vagyis barmely C'(G) darab élt kivalasztva, az altaluk
alkotta részgrafnak tarkanak kell lennie valamelyik szinezésben. Ha a szinezé-
sekre {1,...,7}*-beli vektorokként gondolunk, mint a 3.1.1 Lemméban, akkor ez
azt jelenti, hogy létezik egy i koordinata, ahol mind a C'(G) darab élhez rendelt
vektor paronként kiillonbozik. Emiatt minimalisan ¢ ((g),r, C (G)) szinezési kor-
re biztosan sziikség van, amibdl adédik, hogy t((;),r, C(G)) < t.(G,n), ebbdl
pedig kapjuk, hogy F(r, C(G))log (g) + o(logn) < t.(G,n). O

3.2.1 Jeldlés A becslések alapjan t,.(G,n) is ©(logn), igy a szamunkra relevins

mennyiségként vezessitk be T'(G) := liminf,, t"lggf) jelolést, ahol |E(G)| = r.

Megjegyzés A 3.1.2 Allitds és a 3.1.1 Allitds, tovabbd a fenti allitds alapjan
lathatd, hogy ha |V(G)| = m < n és |E(G)| = r, C(G) > 2, akkor ¢.(G,n)

aszimptotikus viselkedése

2F (r,C(Q)) < T(G) < min{ =2 opr, 7’)}.

log P




4. fejezet

Specialis esetek, trifferencia

4.1. Haromszog, csillag, fiiggetlen élek

Ebben a fejezetben a hdrom szinnel torténd élszinezéseket fogjuk vizsgalni. Atte-
kintjiikk azon harom éli grafok eseteit, melyek ¢, mennyiségére Simonyi Gabor és
Korner Janos adott alsé és fels6 becsléseket, illetve jellemezték azok aszimptotikus

viselkedését.

4.1.1 Tétel ([14])

[logg (n —1)] < t3(K3,n) < [logn]| — 1.

Bizonyitas: Az als6 becsléshez vegyiik észre, hogy tetszéleges v € V(K,) cstics-
ra illeszkedé n —1 élre fenn kell allnia, hogy barmely két élnek kiilonb6z6 szintinek
kell lennie valamely élszinezés szerint, hiszen behizva a két él kiillonb6z6 végpont-
jat egy haromszoget kapunk. Minden szinezés harmadara tudja csokkenteni az
olyan élek szamat, melyek azonos szintiek minden szinezési korben, ezért legalabb
log, (n — 1) a sziikséges szinezések szama.

A fels6 becsléshez egy konstruktiv szinezést mutatunk be. A csticsokhoz rendel-

jink hozza 0-1 sorozatokat. Minden cstcsot akkor tudunk egyértelmiien meg-

27
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feleltetni ilyen 0-1 sorozatokkal, ha legalabb logn hosszi sorozatokat vesziink.
Jeloljiikk 7-vel a v cstcshoz rendelt sorozatot. A hozzarendelés utan tetszoleges
v # w csicsok esetén definidljuk barmely 2 < i < [logn|-re a 1); szinezést a

kovetkezé modon,

1 s ha (@)1 = (@)Z

Yi({v,w}) =142 ha (v); # (W); és barmely j < i esetén (0); = (W),

3 egyébként.

Legyen vy, vq,v3 tetszéleges harom csics. Legyen i1 az a szam, melyre o7, Uy
sorozatok eloszor az i1-edik koordinataban kiillonboznek, i5 az a szam, melyre
o1, U3 eloszor az ig-edik koordindtaban kiilonboznek és hasonléan legyen i3 az
a szam, melyre T3, U3 elOszor az iz-adik koordinataban kiilonboznek. Az iy, 19,3
szamok koziil nem lehet mind a harom egyenlo, hiszen a skatulya-elv miatt harom
0-1 sorozat i-edik koordinataja nem kiillonbozhet paronként. Legyen ¢ azon szdm
az i1, 19,13 szamok kozil, mely kiilonbozik a masik két szamtol. Az altalanossag
megszoritasa nélkil feltehetjiik, hogy 77 és 3 sorozatok kiilonboznek elsonek az
i-edik koordinataban, tovabba legyen (77); = 1, (73); = 0 és (73); = 1. Igy {v1, 12}
a 1; definici6ja miatt a 2-es szint kapja, {v1,v3} az l-es szint, tovabba mivel
i # iy és i # i3, ezért {vy, v3} a 3-as szint. Mivel a sorozatok elsé koordindtéjat
nem hasznaltuk fel a szinezéshez, igy megkaptuk, hogy [logn| — 1 szinezési kor
elegendo. 0

Jelolje Fy azt a grafot, amely 3 fiiggetlen élbol 4all, tovabbd K;3 a 3 agu
csillagot. Szokasos modon y,. pedig jelolje a graf élkromatikus szamat. Ismert,

hogy ha n paros, akkor x.(K,) =n — 1 és ha n paratlan, akkor y.(K,) = n.
4.1.2 Tétel ([14]) Ha n paratlan, akkor

t(n — 1,3,3) S tg(KLg,n) S t(n,3, 3),
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egyébként
tg(Kl’g, n) = t(n — 1, 3, 3)

Bizonyitas: Tetszbleges csticsot rogzitve tekintsiik a ra illeszkedé n — 1 darab
élt. Ezekre az élekre igaz, hogy barmely 3-at kivalasztva kell lennie egy szine-
zési kornek, amiben mind a 3 él kilonb6z6 szini. Az n — 1 élhez sorozatokat
rendelve aszerint, hogy az i-edik szinezési korben milyen szint kapnak, azt kap-
juk, hogy t(n — 1,3,3) szinezési korre sziikségiink van. Tehat tetszbleges n-re
t(n—1,3,3) < t3(Ky13,n).

A fels6 becsléshez tegytik fel el6szor, hogy n paratlan és alkalmazzuk, hogy x.(K,,) =
n, igy E(K,) kiszinezheté n szinnel valamely 1 szinezés altal, hogy egyik csicsra
sem illeszkedik két azonos szinii él. Minden szinhez rendeljiink egy-egy {0, 1,2}
szamokbdl all6 t(n, 3, 3) hosszi vektort. A t(n, b, k) mennyiség definicidja alapjan
ez a hozzarendelés megvaldsithatd gy, hogy barmely 3 kiilonb6zé szinhez tar-
tozd sorozatnak létezzen olyan koordinatdja, amiben mind a 3 vektor eltér. Az
élek n szinnel torténd szinezése alapjan minden él kapja a szinének vektorat. A
Y; szinezés barmely élhez rendelje az élhez tartozo sorozat i-edik koordinatajat.
Tetszoleges 3 agu csillagot kijelolve a 3 darab él kiilonb6z6 szint kapott 1 sze-
rint. A 3 darab szinhez rendelt vektor ekkor valamely ¢ koordinataban paronként
kilonbozik, igy a 1; szinezés szerint kiilonb6z6 szinti mind a 3 él. Ezéltal azt kap-
juk, hogy t(n,3,3) szinezési kor elegend6. Hasonléan belathatd, amikor n paros,
viszont ebben az esetben x.(K,) = n — 1-et hasznéljuk fel. O

Ebbdl a Tételbdl az kovetkezik, hogy T'(K13) = F(3,3).

4.1.1 Jelolés Legyen KG(n,k) az a graf, melyre
V(KG(n, k) ={A C [n] - |A] = k}

és

E(KG(n,k)) ={{A,B}: A,Be V(KG(n,k)),ANB = 0}.
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A KG(n, k) grafot Kneser-grafnak nevezziik.

4.1.3 Tétel ([10]) Ha n > 2k, akkor teljestil, hogy

X(KG(n,k)) <n—2k+2.

Bizonyitas: Az els6 szint kapjak azon A halmazok, melyekre 1 € A, a méasodik
szint kapjan azon halmazok, melyekre 2 € A, de 1 ¢ A. gy tovabb az i <
(n — 2k + 1)-edik szint kapjak azon halmazok, melyekre 1,....i — 1 ¢ A és i €
A. Az (n — 2k + 2)-edik szint kapja a maradék halmaz. Az eljards alapjan
a maradék csicsok az {n — 2k + 2,...,n} halmaz k elem{ részhalmazai. Mivel
{n — 2k + 2,...,n}| = 2k — 1, igy barmely két k elemd halmaznak van kozos

eleme, ezért 6k is lehetnek egy szintiek. O

Megjegyzés Nevezetes eredmény, hogy nem csak fels6 becslés ismert, hanem azt

is tudjuk, hogy x(KG(n,k)) = n — 2k + 2.[15]

Ebben a fejezetben azt az esetet vizsgaljuk, amikor £ = 2. Hipergrafok szine-

zésének vizsgalatakor alkalmazni fogjuk a Tételt nagyobb k-ra is.

4.1.4 Tétel ([14]) Ha n > 4, akkor teljesiil, hogy

¢ QZJ 3 3> < ty(Fy,n) < t(n —2,3,3).

Bizonyitas: Az alsé becslés megmutatasahoz jeloljiink ki {%J figgetlen élt. A
4.1.2 Tételhez hasonléan erre is teljesiilnie kell, hogy barmely 3 élnek ezek koziil
kiilonb6zo szinlinek kell lennie valamely élszinezésben.

A fels6 becsléshez vegyiik észre, hogy az a graf, aminek csiicshalmaza K, élhalma-
za, tovabba két él akkor van 6sszekotve, ha figgetlenek, az a KG(n, 2) Kneser-graf.
A 4.1.3 Tétel alapjan tudjuk, hogy x(KG(n,2)) = n — 2. Igy vehetjiik az éleknek

egy olyan 1 szinezését, hogy ha két él fiiggetlen, akkor kiillonb6z6 szintiek és n — 2
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szinnel szineziink. A 4.1.2 Tétel fels6 becslésének bizonyitasahoz hasonlbéan a szi-
nekhez a 0, 1,2 szamokat tartalmazé t(n — 2,3, 3) hosszti vektorokat rendeliink
ugy, hogy az n — 2 szinbdl barmely 3-at kivalasztva a hozzajuk rendelt sorozatok-
nak van olyan koordinataja, melyben mind a 3 kiilonb6zik, majd megnézziik, hogy
egy €l a 1) szinezés szerint milyen szint kapott, ez alapjan pedig a szinhez rendelt
vektort rendeljitk az élhez. Legyen most is egy él 1; szinezés altal kapott szine
a hozzd rendelt vektor i-edik koordinataja. A t(n — 2,3,3) mennyiség definicidja
alapjan ez egy megfelel6 szinezéssorozat. O

Az el6bbi tétel alapjan lathattuk, hogy a t(-, 3, 3) fiiggvények argumentumai
t3(F3,n) becslésekor ugyanolyan nagysdagrendiiek, emiatt a limesz inferiorjuk sem
kiilonbozik, igy T'(F3) = F(3,3). Jelélje tetszbleges r < 4 esetén F,. az r darab
fiiggetlen é1bol 4116 grafot, ekkor ¢,.(F,,n) < t(n—2,r,r). Emellett a t ({%J T 7“) <
t-(F.,n) is teljestl, igy T(F,) = F(r,r).

Az el6z6 két bizonyitasban latott "elOszinezés" altalanosithaté. Azt, hogy
alkalmazhato-e ilyen becslés, hogy elGszineziink, majd a szinekhez rendeliink vek-

torokat, azt a kdvetkez6 mennyiség fogja meghatarozni.

4.1.1 Definicié Legyen |V (G)| < n, ekkor jeldlje f(G,n) azt a legkisebb k
szamot, melyre E(K,) kiszinezhet§ k szinnel gy, hogy barmely G-vel izomorf

H C K, esetén a szinezésre nézve H tarka.

4.1.1 Allitas
t-(G,n) < F(r,r)log f(G,n) + o(logn).

Bizonyitas: A 4.1.2 és 4.1.4 Tételekben latott modszer alapjan kiszinezziikk K,
élhalmazat f(G,n) szinnel gy, hogy teljestiljenek a 4.1.1 Definiciéban leirtak,
majd a szinekhez t(f(G,n),r,r) hosszi vektorokat rendeliink és a szinek alapjan

az élekhez rendeljiik ezeket a vektorokat. O
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Ahhoz, hogy az imént leirt &llitast hasznalni tudjuk, f(G,n)-t kell megbe-

csulnink.

4.1.2 Allitdas Han > 3 és |E(G)| > 2, akkor

O(n) , ha C(G) =1,
f(G,n) =
(3) , ha C(G) > 2.

Bizonyitas: Eldszor karakterizaljuk azokat a grafokat, melyekre C(G) = 1.
Ekkor 3.2.1 Tétel miatt az w(G) = 2 vagy v(G) = 1 feltételek koziil valamelyik
teljestil. Ha felvesziink k darab fiiggetlen élt, akkor w(G) = 2 tovébbra is tel-
jesiill. Viszont, ha valamelyik fiiggetlen élhez még csatlakozik egy él és 2 < k,
akkor C'(G) = 2 is igaz lenne, mivel tetszoleges 2 élt felvéve azok fluggetlenek,
vagy csatlakoznak, igy mindig kiegészithet6 G-vel izomorf graffa. Vagyis ha van
két fliggetlen él G-ben, akkor az Osszesnek fliggetlennek kell lennie. Ha nincs két
fiiggetlen ¢l, akkor az Osszes élnek van kozos végpontja. Ez két esetben lehetsé-
ges: Vagy egy csillagrél beszélink, vagy egy haromszogrol, hiszen v(K3) = 1 és
v(Ky,) = 1 és a hdaromszogon kiviill nem lehet més olyan két figgetlen élt nem
tartalmazé graf, ami nem csillag, hiszen ha n > 4, akkor mar biztosan van olyan
él, aminek egyik végpontja sem azonos egy masik él végpontjaival. Ezen alakza-
tokrél pedig lattuk, hogy f(F,,n) =n —2, f(Ki,,n) < n és konnyen belathato,
hogy f(K3,n) < nis teljesil. Most legyen C(G) > 2 és tegytik fel, hogy ki tudtuk
szinezni kevesebb, mint (g) szinnel az (g) élt. Ekkor a skatulya-elv miatt 1étezik
két azonos szint él. Fliggetlentil attol, hogy a két él csatlakozik-e, ki tudjuk ezeket
egésziteni G-vé, amivel ellentmondést kapunk. O

Ezaltal sikeriilt lefedni azokat az eseteket, amikor a 4.1.1 Allit4s alkalmazhat6
sima grafok esetén. A kovetkezo fejezetben azt fogjuk vizsgalni, hogy hipergrafok

« s e

azon 3 élii grafokra, amelyekre C(G) > 2 és nem alkalmazhaté rajuk az Allités.
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4.2. Egyéb harom élii grafok

Az el6z6 fejezetben megvizsgaltuk K3, K 3, F3 eseteket. Most megnézziik, hogy a
maradék 3 él{i grafokra milyen becslést tudunk mondani a 3.1.2 Allitds és a 3.2.2
Allités felhaszndlasaval. Jeloljitk Py U e-vel egy hdrom csticst 1t és egy fiiggetlen

él diszjunkt uniéjat, és jeloljik Ps-gyel a négy csiicsu utat.

4.2.1 Allitas Teljesiil a kovetkezd két egyenlSség:
1. C(P3U€> :2,
2. C(Py) =2.

Bizonyitas: A 3.2.1 Allitds miatt tudjuk, hogy mivel v(PsUe) = 2 és v(P,) = 2,
ezért C'(PyUe),C(Py) < 2. Az alsé becsléshez hizzunk be tetszolegesen két élt
n > 5 csucson. Ezt 6sszesen két modon tehetjiik meg.

1. Ha a két ¢l fliggetlen, akkor az egyik élhez csatlakoztatva még egy élt meg-
kapjuk P3Ue-t, a két fiiggetlen él kozé behtizva még egy élt pedig megkapjuk
Py-et.

2. Ha a két él csatlakozik, akkor még egy toliik fiiggetlen élt behtizva megkap-
juk P; U e-t, emellett valamelyik él els6fokt pontjaba még egy élt behuzva
létrehozhatjuk Pj-et.

Korner és Marton bebizonyitotta [13]-ban, hogy
1 4
—5 < F(3,3) < —.
log 5 log £
amib6l numerikusan az kovetkezik, hogy 1.70 < F(3,3) < 4.72.
Mivel C(Fy),C(P; Ue) = 2, igy barmely két élt kivilasztva K,,-ben, azok-
nak kiilonb6z6 szintinek kell lennie valamely élszinezésben. gy azt kapjuk, hogy

legalabb log, () szinezési kérre sziikségink van, amibél kovetkezik, hogy

Tog 3 logn + o(logn) < t3(PsUe,n), t3(Py,n).
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Fiiggetlen élek Kapcsolddé élek
I ?
i—o
o— o S S— o
PsUe
o O -0 o O ]

4.1. dbra. Elek kiegészitése Py és Py U e graffa.

Az eddig ismert als6 becslés Py-re és Py U e-te @ logn volt és a fels6 becslést az

3.1.1 Tétel adta, ezeket sikeriilt javitani.

4.3. Mas eredmények

Most enyhitjiikk a feltételeket a koronkénti szinezés esetén tgy, hogy elegendd
ha barmely p-esben van mar egy G-vel izomorf tarka graf valamely élszinezés
altal. Egy altalanos felsé becslés megadasahoz pedig bemutatunk egy masik anti-

Ramsey szinezési fogalmat.

4.3.1 Definicié Legyen G egy graf, és legyenek |V(G)| < p < n természetes
szamok és r := |E(G)|. Jelolje t,.(G, n,p) azt a minimélis ¢ szamot, melyre 1étezik
élszinezéseknek olyan q,...,1; : E(G) — [r] sorozata, hogy barmely K, C K,
esetén létezik olyan 1); szinezés, hogy K,-ben létezik a 1; szinezés szerint tarka

részgraf, ami izomorf G-vel.

4.3.2 Definicié Jelolje AR(G,n) azt a minimalis k szdmot, hogy k szinnel ki-

szinezve K, élhalmazat, biztosan létezik egy szinezés szerint tarka részgraf, ami
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izomorf G-vel.

4.3.1 Allitas ([8])

4, han=4
AR(P4,TL) =

3, han>5,
AR(P3;Ue,n) = 3.

4.3.2 Allitas

to(G,n,p) < F(r,r)log f(n,p, AR(G, p)) + o(logn).

Bizonyitas: Az f(n,p, AR(G, p)) mennyiség definici6ja szerint (ldsd: 2.1.2. De-
finici6 a 14. oldalon) létezik K,-nek egy olyan 1 élszinezése, hogy barmely
K, C K, részgrafban 1étezik AR(G, p) darab kiilonb6z6 szind él. Mivel AR(G, p)
darab kiilénb6zo szint él talalhaté K,-ben igy biztosan lesz egy tarka részgraf, ami
izomorf G-vel. Szinezziik ki az éleket 1) szerint, majd a szinekhez rendeljiink hozza
vektorokat a 3.1.1 Allitds bizonyitasdhoz analég médon: t(f(n,p, AR(G,p)),r,r)
hosszu vektorokat véve hozza tudunk minden szinhez rendelni egy vektort tugy,
hogy barmely r szinhez rendelt vektor kiilonbozzon valamely ¢ koordinataban.
Tetszoleges p-est kijelolve lesz egy G-vel izomorf tarka részgraf a ¢ szinezés sze-
rint és igy a szinekhez rendelt vektorok kiilonboznek valamely ¢ koordinataban.

O

4.3.3 Allitas

t3(P4,TL, 5),t3(P3 U e, n, 5) S

ool w

F(3,3)1logn + o(logn).

Bizonyitas: A 4.3.1 és a 4.3.2 Allitdsok alapjén ts(Py,n,5),ts(Ps Ue,n,5) <
F(3,3)log f(n,5,3)4o0(logn). Az f(n,5,3) mennyiség becslésére felhasznalhatjuk
a 2.1.2 Tételt, amibdl f(n,5,3) < cns adédik. O
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A t3(Py,n,b),t3(PsUe, n,5) mennyiségekre adunk egy masik felsé becslést is,
mely szintén megfelel6 lehet, mivel nem ismert, hogy a két becslés kozil melyik
adja a jobb felso korlatot. A masik felsé becslésére most megadunk egy konstruktiv
szinezést is, amihez korlatozzuk a 0-1 sorozatokat és csak bizonyos tulajdonsaggal

rendelkezdeket engediink meg.

4.3.3 Definicié ([1]) Jelolje M(t) azt a maximélis m szamot, melyre létezik
olyan m elem(i C' C {0, 1} halmaz, hogy barmely négy elemet véve C-bdl, azoknak
létezik olyan ¢ koordinatdja, melyben pontosan két elem 1. Jelolje az M fliggvény

inverzét W.

4.3.1 Tétel ([1])

1 1
3 logi < limsup . log M(t) < 0.774.

t—o00

Megjegyzés A tétel alapjan kapjuk a szamunkra relevans W fliggvény becslését:

logn < W(n)+ o(logn) < 138 logn
og:

0.774 2

4.3.2 Tétel
t3(P47 n, 5)7 t3(P3 Ue,n, 5) < (W(TL)—I

Bizonyitas: A célunk, hogy minden csiicshoz hozzarendeljiink egy ¢ hossztsa-
gt 0-1 sorozatot egyértelmiien ugy, hogy barmely 5 csiics esetén 1étezzen olyan ¢
koordinata, hogy ebben a koordinataban az 5 sorozatban van hdarom darab 1-es és
ketto darab 0-as, vagy harom darab 0-ds és ketté darab 1-es. Ezt a kovetelményt
teljesitik azon sorozatok, melyek koziil barmely négyet véve van olyan koordinata,
melyben kett6 1-es és ketté 0-as, igy alkalmazhatjuk az M (t)-re kapott becslé-
seket. Ahhoz, hogy minden cstcshoz egyértelmiien hozza tudjunk rendelni egy
sorozatot, teljesiilnie kell az n < M(t) egyenl6tlenségnek, amibél kapjuk, hogy

t = [W(n)] hosszu sorozatokkal mar megvalésithaté a hozzarendelés. Jelolje U
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a csucshoz rendelt sorozatot és (U); a sorozat i-edik koordinatéjat. Definidljuk a
Wy, ..., ¥y szinezéseket a kovetkezd modon

1, ha (v); = (w); = 1

%({U,w}) = 2, ha (U)l = (@)l =0

3, ha (f)z 7é (E)z

Legyen K5 C K, tetszoleges. Ekkor az 5 cstcshoz rendelt sorozatnak 1étezik olyan
¢ koordinataja, hogy a megfelel6 helyen az 5 sorozatban harom darab 0 és ketto
darab 1-es all, vagy harom darab 1-es és kettd darab 0-a4s. A szimmetria miatt
feltehetjiik, hogy az az eset teljesiil, amikor harom darab 1-est kapunk az i-edik
koordinataban. Legyenek az a, b, ¢, d, e a K5 csicsai és rendre legyenek a hozzajuk
rendelt sorozatok i-edik koordinatai 0,0,1,1,1. Az a és b kozott mend él a 2-es
szint kapja. Az a-t és c-t Osszekoto él 3-as szinti. Maradnak a d és e csicsok, a
koztiik mend €l pedig 1-es szinli. Emiatt lesz benne egy 1); szerint tarka P; U e-vel
izomorf részgraf. Az {a,b},{b,c},{c,d} élek pedig P;-et adnak, aminek minden

éle kiilonbo6z6 szint, igy az allitast bebizonyitottuk. O

Megjegyzés Mind F'(3,3) és M (t) olyan mennyiségek, amelyeknél nagy az elté-
rés a felso és alsd becslések kozott, igy nem lehet tudni biztosan, hogy melyik adja
az imént megmutatott felsd becslések koziil a jobb eredményt. Ezért ezek alapjan

csak azt tudjuk, hogy

3
t5(Py,n,5),t3(P; Ue,n,5) < min { [W(n)], §F(3’ 3) logn + o(log n)}



5. fejezet

Hipergrafok szinezése

A jelen fejezetben a 3 éli grafok szinezési modszereit altalanositani fogjuk hiper-
Jelolje a szokésos médon KF) az n csticstt k-uniform hipergrafot. A dolgo-

zatban eddig K (?)-vel foglalkoztunk.

5.0.1 Definicié Legyenck n > k tetszéleges pozitiv egészek, tovabba G C K )
egy hipergraf, amire |E(G)| = r. Legyen ¢,.(G,n) az a minimalis ¢ szdm, melyre
léteznek olyan vy, ..., 1, : E(KW)) — [r] élszinezések, hogy barmely G-vel izomorf
H C KW hipergrafra létezzen olyan 4, hogy a 1); szinezés szerint H minden éle

kulonbozo szint.

Analég médon éaltalanosithaté f(G,n) és T(G) is.(Lasd: 4.1.1 Definicié a 31.
oldalon, 3.2.1 Jelolés a 26. oldalon)

5.0.2 Definicié A KG(n,k,s) grafot altalanositott Kneser-grafnak hivjuk, ha

V(KG(n, k,s)) = (%) ¢

E(KG(n,k,s)) = {{A,B} . A,Be ([Z]>,A £ B,|ANB| < s} .
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5.0.1 Tétel ([9]) Barmely természetes szamokra, melyekre teljesiil, hogy 0 <
s<k<mnéss+1<n—2k+2(s+1),igaz, hogy

WEKG(n k. 5)) < (n—2k;——i_21(5+ 1)>,

egyébként ha s +1 > n — 2k + 2(s + 1), akkor x(KG(n,k,s)) = 1.

Tetszoleges H hipergraf esetén jeloljiik L(H)-val a H hipergraf élgrafjat, ami-
nek csiucshalmaza H élhalmaza és barmely két él (tehat L(H) két csticsa) Ossze
van kotve.

kfsJ és jelolje ME]:?T) azon hipergrafcsaladot, melyre ha M €
M3y, alkor M C K, tehit V(M) C [n] és E(M) C E(KY), tovébbd az

s,T n

Legyen r < {

élhalmaza r darab olyan halmazbdl all, amiknek paronkénti metszete legfeljebb
s elemt, emellett 1étezik olyan A és B halmaz, melyre a metszet pontosan s
elemd. Lathato, hogy ekkor L(M) C KG(n,k,s). Tovabba jeldlje ICES)T) azt a
hipergrafcsaladot, melyre ha K € ICE];)T), akkor K C KW |E(K)| = r és barmely
A, B élére |AN B| > s, tovabbé léteznek olyan A és B élek, melyek metszete

pontosan s elemti.

5.0.1 Allitas Ha 0 < s<k<néss+1< n—2k+2(s+1), tovabbad M € ME?T)
akkor

=] < s < (P20 )

Bizonyitas: Mivel L(M) C KG(n,k,s), igy M éleire alkalmazhatjuk az 5.0.1
Tételt, amibol azt kapjuk, hogy ("72k;r21(5+1)) szinnel mar kiszinezhet6 valamely 1)
élszinezéssel gy K®) élhalmaza, hogy barmely két él kiilonbéz6 szinti, melyeknek
a metszete legfeljebb s elemil. Emiatt barmely M-mel izomorf részhipergraf élei
kiilonbozé szintiek K (*)-ban a 1) szinezés szerint.

Az als6 becslést ugy kapjuk, hogy meg tudunk adni H‘—:jJ darab olyan élt K (*)-
ban, amelyek koziil barmely kettének kiilonb6z6 szintinek kell lennie, mivel bar-

mely két halmazt, melyeknek a metszete s elemi, kiegészithetd M-mé. Rogzitiink
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s elemet és a maradék n — s elembdl valasztunk ki diszjunkt k£ — s elemii halmazo-
kat. Ezen halmazokat kiegészitve a rogzitett s darab elemmel k-asokat kapunk,

melyeknek metszete pontosan s elemii. O

5.0.2 Allitas Legyenek s < k, r és n pozitiv egészek, tovabba K &€ ICE];)T), ekkor

(i)

Bizonyitas: Definidljuk a kovetkez$ G grafot, melyre V(G) := (["]) és

E(G) = {{A,B}:A,Be <[Z]>,A7AB,|AHB| 23}.

teljesiil, hogy

A fels6 becsléshez ki fogjuk szamolni tetszéleges A € V(G) cstics fokszamét. Az
A cstcs fokszamat ugy kapjuk, hogy el0szor azon halmazokat szamoljuk ossze,
melyekkel paronként s elemli az A halmaz metszete, majd az s + 1 metszeti

halmazokat és fgy tovibb. Ebbol kapjuk, hogy a A(G) = 2! (¥)(7F). A &
elembol egy s elemii részhalmazt 6sszesen (lz) féle modon kaphatunk meg. Minden
ilyen s méretii részhalmazhoz még hozza kell valasztanunk k& — s elemet, hogy k-
ast kapjunk, ezen pontokat a maradék n — s csticsbdl kivalaszthatjuk. Ebben
az eljarasban tobb dolgot is tobbszor szamolunk, példaul a fokszamba legalabb
egyszer beleszamoltuk azt is, hogy dnmagaval 6ssze van kotve a cstics, azonban ez
a definicid szerint nem lehetséges, igy A(G) < (1;) (Z:j) — 1. Mivel nekiink csak a
nagysagrend lesz a fontos, igy ezt a pontatlan fels6 becslést fogjuk alkalmazni. A

moho szinezésbol adodik, hogy ezek szerint

E\[(n—s
G) < ,
war= ()(:25)
igy 1étezik egy olyan v szinezés ennyi szinnel, hogy barmely A, B € V(G) esetén
ha |AN B| > s, akkor A és B kiilonb6z6 szinti. Ezt a 1 szinezést alkalmazzuk

K®) ¢lhalmazéra és felhaszndlva, hogy L(K) C G, azt kapjuk, hogy barmely K-

val izomorf részhipergraf barmely két éle kiillonbozé szinti K (F)-ban a ¢ szinezés
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k)
s,T)

szerint, hiszen K € /CE
O

5.0.3 Allitas Ha ¢ < k < ¢, akkor

(k) k n—2k+q
f<qu’n)§<2k—q q—k '

Bizonyitas: Barmely E,H € E(K{®) élekre a szita-foruma miatt |E N H| =
|E| + |H| - |EUH| > k+ k —q, mivel |[EUH| < q. Igy E(K®) egy olyan
halmazrendszer, hogy barmely £, H élre |[ENH| > 2k —q, a § < k < ¢ feltétel
miatt pedig |[EN H| > 0. Az eléz6 bizonyitdshoz hasonléan definidljuk G-t gy,
hogy a csicshalmaza a k elem@ halmazok és két cstics akkor van 0sszekotve, ha
két halmaz metszete legaldbb 2k — ¢ elemfl. Igy a mohé szinezéssel adédik a felss

becslés.

O

5.0.3 Definici6 A H C K" hipergrafot s-napraforgénak nevezziik, ha létezik
olyan s elemli S halmaz, hogy H barmely A, B élére AN B = §. TetszOleges
G C K™ hipergraf esetén jeloljik A,(G)-vel a G-ben talalhaté s-napraforgék

maximalis élszamat.

A terminoldgia szerint ha csak két él metszi egymast, akkor nem hivjuk nap-
raforgénak, de a jelen dolgozatban ezt az esetet is igy hivjuk majd.

Emlékeztetd, hogy F'(b, k) megtaldlhaté a 1.2.3 Definiciéban a 12. oldalon.

5.0.4 Allitds Ha0 < s <k <néss+1<n—2k+2(s+1), tovibba M € M
akkor
max {F(r,A;(M)):0<i<s}<T(M)<(s+1)F(r,r).

Bizonyitds: A felss becsléshez alkalmazzuk az 5.0.1 Allitdst és a 4.1.1 Allitést,
tovibba, hogy () < n.
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Az alsé becslés onnan adédik, hogy ha i az az index, melyre A;(M) felveszi a
maximumot, akkor rogzithetiink ¢ darab elemet, majd kivalasztunk diszjunkt mo-
don még k — i darab elemet a maradék n — i elembdl, ezzel k-asokat kapva. Igy
létrehozunk egy {%J élii i-napraforgét K ¥)-ban. Barmely A;(M) darab élt kiva-
lasztva pedig ezeknek kiilonbozo szinliecknek kell lennitik valamely élszinezésben,

hiszen ezeket az éleket kiegészithetjiik az M hipergraffa. 0
5.0.5 Allitas Legyenek s < k, r és n pozitiv egészek, tovabba K € /CEI;)T), ekkor
teljestl, hogy

max {F(r,A;{(K)):s<i<k—-1} <T(K) < (k—s)F(r,r).

Bizonyitas: A fels§ becsléshez alkalmazzuk az 5.0.2 Allitast és a 4.1.1 Allitést.

Az alsé becslés teljesen analég médon torténik, mint az el6z8 Allitasban. O
5.0.6 Allitas Legyenek 1<k<qésr= (Z) természetes szamok, ekkor

F(rg—k+1) <T(K®) < (g—k)F(rr)

Bizonyitas: A fels§ becsléshez alkalmazzuk az 5.0.3 Allitast és a 4.1.1 Allitést.
Az alsé becslésre az el6z6 két Allitasban 1atott gondolatmenetet alkalmazzuk, mi-
szerint alulrél becsiilheté a max {F (r, A; (Ké’“))) 2k —q<i<k-— 1} mennyi-

séggel. Konnyen lathato, hogy

A () = [=1)

teljesil minden i-re. A maximumot az ¢ = k — 1 értékre veszi fel, melyre

AV (Kék)) =q—k+ 1. Mivel ez A, (K(gk)> maximuma, ezért F (7’, A (Kq(k)»

maximuma is az F monotonitdsa miatt. Igy ha rogzitiink egy k—1 elemii halmazt,
akkor n — k + 1 féle médon tudjuk azt kiegésziteni k-assa, igy létre tudunk hozni
egy n — k + 1 élti (k — 1)-napraforgét K*)-ban, melyrél lathaté, hogy barmely
q — k + 1 élét kivalasztva kiilonb6zo szintinek kell lennie valamely élszinezésben,

mivel ezen élek kiegészithetéek a K. q(’“) hipergraffa. 0
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