HIPERGRAFOK LEFOGASA ES SZINEZESE
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Témavezet6: Keszegh Balazs

KIvoNAT. Dolgozatunkban hipergrafosztalyok polikromatikus szinezéseihez sziikséges élmé-
retek minimalis nagysagaval foglalkozunk, tovabba c-sekély lefogd halmazokkal, azaz olyan
csucshalmazokkal, amelyek minden élbél tartalmaznak csticsot, de egy ¢ konstans korlatnal
nem tobbet.

Meghatarozzuk, hogy bizonyos geometriai hipergrafosztalyokon milyen sekély lefogd hal-
mazok léteznek altalanosan.

Foglalkozunk tovabbé egy specialis hipergrafosztallyal, amelyet megadott halmazbeli dif-
ferenciaju szamtani sorozatok indukalnak. Kapcsolatot taldltunk ezen hipergrafosztaly és
geometriai hipergrafosztalyok kozott, és ezt felhasznélva Osszefiiggéseket bizonyitunk a dif-

ferenciahalmaz és a polikromatikus szinezhet&ség kozott.

1. BEVEZETES

Egy H hipergraf polikromatikus k-szinezése a csicsok egy olyan k-szinezése, melyben H
minden hiperéle mind a £ szinosztalybol tartalmaz csicsot. Megfigyelhetjiik, hogy a polikro-
matikus 2-szinezés megegyezik a szokasos hipergraf-kétszinezés fogalmaval — azaz amikor azt
koveteljiitk meg, hogy ne legyen egyszinti él —, valamint tetszoleges polikromatikus szinezés j
darab szinosztélyat osszeolvasztva polikromatikus (k — j + 1)-szinezést kapunk. Egy polikro-
matikus k-szinezés 1étezésének természetesen feltétele, hogy H minden éle legalabb k£ darab

csucsot tartalmazzon.

1. Definicié. Jelolje Hs,, vagy réviden H,, azt a hipergrdfot, amit H-bol az m-nél kisebb
élek elhagydsdval, H—,, pedig azt a hipergrifot, amit a pontosan m méreti élekre szoritkozva
kapunk. Hasonloan, eqy H hipergrdfosztdly esetén legyen Hy, = Hom = {H>m : H € H} és
Hem ={H-, : H € H}.

Dolgozatunkban hipergrafosztalyokat vizsgalunk, és az osztaly elemeinek polikromatikus
k-szinezhetOségérdl dltalanosan, az egész osztalyra vonatkozdan szeretnénk valamit mondani.

Az alabbi definiciénak koszonhet6en valik a probléma érdekessé:
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2. Definicié. Legyen H eqy hipergrafosztaly. Jelolje my (k) azt a legkisebb pozitiv egész m
szamot, amelyre teljesil, hogy minden H € H esetén Hs,, polikromatikusan k-szinezheto.

Ha nincs ilyen m, akkor legyen my (k) = oo.

Az my, (k) érték meghatarozasa, illetve becslése 6nmagédban is érdekes bizonyos H hiper-
grafosztalyok esetén. Emellett plusz motivaciot szolgaltat a polikromatikus szinezések kap-
csolata fedések dekompozicidival. Vegyiink példaul egy sikbeli poligont, és legyen adott ennek
néhany eltoltja gy, hogy altaluk a sik minden pontja legalabb m-szeresen fedve van. Ter-
mészetes kérdés, hogy vajon a fedés, azaz az eltoltak halmaza adott m esetén szétbonthaté-e
két, diszjunkt halmazra gy, hogy mindkett6 egymagaban is fedi a sikot. A dualizdlas mod-
szere segitségével ez a kérdés visszavezethetd azon hipergrafok szinezésének kérdésére, ahol
a csucsok a poligonok silypontjai, az élek pedig a poligon Osszes lehetséges eltoltja altal
kimetszett halmazok. Errél bévebben az [5] cikkben lehet olvasni.

A kovetkezd definicié egy igéretes otlet arra, hogyan hozhatnank létre polikromatikus

szinezéseket megfeleld feltételek esetén.

3. Definicié. Egy H = (V, E) hipergrifban eqy U C V' cstcshalmazt c-sekély lefogé halmaz-

nak nevezink, ha valamely ¢ pozitiv egész szimra minden e € E él esetén 1 < leNU| < c.

Ha egy hipergrafosztaly olyan, hogy tetszoéleges elemébdl csticsokat elhagyva, és az éle-
ket eszerint megszoritva tovabbra is olyan hipergrafot kapunk, mely benne van ebben az
osztalyban, akkor a c-sekély lefogé halmazok valéban hasznalhatbak polikromatikus szinezé-
sek 1étrehozasara, ilyet lathatunk példdul az [1] és [7] cikkekben.

Ezekben a c-sekély lefogd halmazok alkalmazdasa a kovetkezo allitasra épiil, melyet az em-

litett cikkekben nem mondanak ki 6nmagaban, mi viszont a késobbiek miatt ezt megtessziik:

1. Allitas. Tegyiik fel, hogy a H hipergrifosztily olyan, hogy birmely elemébél eqy csicsot
elhagyva, és az éleket eszerint megszoritva eqy olyan hipergrdfot kapunk, mely szintén eleme
H-nak, illetve hogy adott H € H hipergraf minden e élébol vdlaszthatunk ki ugy v csucsot,
hogy e-t kicserélve ¢ = e\ v élre tovdbbra is H eqy elemét kapjuk. Tegyiik fel tovabbd, hogy
m > ¢ esetén H,, elemein létezik c-sekély lefogd ponthalmaz. Ekkor my(k) < c-(k—1)+1.

Az altalunk vizsgalt hipergrafosztalyok nagy része geometriai uton definidlt hipergra-

fokbol all, azaz vessziik a sik vagy a tér egy véges részhalmazat, ezek lesznek a hipergraf
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csucsai, az éleket pedig a pontok kozt fennallé valamilyen geometriai tulajdonsag hatarozza
meg, altalaban adott geometriai alakzatok altal valé tartalmazasok. Ilyen hipergrafosztalyok
esetében gyakori, hogy a fenti allitas elso feltétele — vagyis hogy cstucsokat elhagyva és az
éleket eszerint megszoritva, illetve az éleket megfelel6 mdédon csokkentve nem lépiink ki a
hipergrafosztalybdl — automatikusan teljesiil.

Azonban c-sekély lefogd halmazok 1étezését a legtobb esetben nem varhatjuk altalanosan,
geometriai hipergrafcsaldadoknal gyakran el6fordul példaul az a trivialis ellenpélda, hogy egy
hiperél c-nél tobb diszjunkt mésik hiperélet tartalmaz. De az els6 feltétel mellett elegen-
d6 az osztaly Sperner-féle hipergréafjaira szoritkozni (vagyis az olyan hipergrafokra, amikben
nincsenek egymast tartalmazo hiperélek); vagy még specidlisabban az uniform élméretii hi-
pergrafokra — az 1. Allit4s esetében mi ezt az utat valasztottuk —, ugyanis egy hipergraf éleit
kisebbekre cserélve a polikromatikus k-szinezhetoség feltétele erdsodik, az élek kisebbekre
cserélésével pedig elérhetd, hogy az osztaly egy Sperner- vagy uniform elemét kapjuk.

Adédik tehat a kérdés, hogy adott hipergrafosztalyon milyen c-kre adhatoé a hipergraf-
osztaly minden H elemére c-sekély lefogd halmaz H_,,-en, illetve persze hogy vajon igaz-e a
fenti allitds megforditdsa, garantdl-e my (k) egy k-ban linedris felsé becslése k-tdl fiiggetlen
c-t, melyre létezik H_,, minden elemén c-sekély lefogd ponthalmaz.

Vizsgalodasainkat a kovetkezo hipergrafosztallyal kezdtiik:

4. Definicid. Jelolje B azt a hipergrafosztalyt, melynek elemei azon H = (V, E) hipergrdfok,
melyeknél V' C R? véges halmaz, az éleket pedig lefelé végtelen tengelypdrhuzamos téglalapok
hatdrozzdk meg, azaz minden e € E él eldill e = {(x,y) € V 1 xy <y < 1,y < Yo} alakban

valamely xo, x1,y0 € R mellett.

Err6l a hipergrafosztalyrél mar ismert ([2]), hogy 1.67k < mpg(k) < 3k — 2, valamint,
hogy tetszoleges c-re B Sperner-féle elemeire szoritkozva sem létezik minden esetben c-sekély
lefogé halmaz. A 2-sekély lefogd ponthalmazok altalanos létezése B—,,-en maga utan vonna,
hogy mp(k) < 2k — 1, 3-sekély lefogé ponthalmazok létezése pedig a 3k — 2-es fels6 korlatra

adna 1j bizonyitast. Ezzel szemben a kovetkezo eredményiink alapjan ez nem lehetséges:

1. Tétel. Az imént definialt B hipergrafosztilyra m > 12 esetén nem létezik a B—,, osztdily

minden elemére 3-sekély lefogo ponthalmaz.
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A problémat megvizsgaltuk egy masik geometriai hipergrafosztalyon, illetve annak dua-

lisan is:

5. Definicié. Jeldlje A azon H = (V, E) hipergrafok osztdlyat, amelynek csicshalmaza egy
V C R? véges halmaz, az éleit pedig tengelypdrhuzamos sdvok hatdrozzdk meg, azaz minden
e€ E eldall VNn{(r,y) ER?:zg <z < x1} vagy VN{(z,y) € R*:yyo <y < y1} alakban
(ahol xqy, z1,y0,y1 € R). Jelolje A* ennek a dudlisdt, azaz olyan hipergrifok osztdlyat, amely
csucesai tengelypdrhuzamos sdvok, élei pedig olyan halmazok, amik elédllnak egy adott (x,y)

pontot tartalmazo savok halmazdnak alakjaban.

Ezekrdl a [3] cikkben olvashatdk az aldbbi eredmények:

2{?} — 1< muk) <2k—1

2m +1< mae(k) <2k—1

Az m 4+ (k)-ra vonatkozo alsé becslést a cikkben az dltalanos, tetsz6leges dimenzids eset-
ben adott becslésbdl kaphatjuk, az altalunk vizsgalt specidlis esetben, azaz a sikon ezt a

korlatot javitani tudjuk.
2. Tétel. A fent definidlt A* hipergrafosztalyra 2 ([%k] — 1) + 1 < my-(k).

Az A hipergrafosztalyon 2-sekély lefogd halmazok létezése esetén egy alternativ bizo-
nyitast kapnank az m4(k)-ra vonatkozo felsé korlatra, de erre ebben az esetben is negativ

eredményt kapunk.

3. Tétel. Elég nagy m esetén nem létezik az A—,, hipergrdfosztily minden elemére 2-sekély

lefogo halmaz.

Megjegyezziik, hogy adott m-re k = [%] darab szin mellett a [3]-ban a felsé becslést
ado szinezés tetszoleges szinosztalyat véve 3-sekély lefogd halmazt kapunk, igy pontosan
meghataroztuk a legkisebb c-t, amire ezen a hipergrafosztalyon altalanosan létezik c-sekély
lefogd halmaz.

Ezen probléma motivalta a kovetkezo, altalanosabb hipergrafosztalyok vizsgalatat.

6. Definici6. Jelolje AT azon H = (V, E) hipergrdfok osztdlydt, ahol V C R? véges halmasz,

az éleket pedig eqy fliggoleges és eqy viszintes tengelyparhuzamos sav unidja hatdarozza meg,
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vagyis minden e € E eloall V N ({(:v,y) ER?:yp<y<wytU{(z,y) ER?: 9 <z < 931})
alakban valamely xq, x1, Yo, y1 € R mellett.
7. Definicié. Jeldlje A, azon H = (V, E) hipergrdfok osztdlydt, amikre V. C R? véges halmaz,

az éleket pedig s darab tengelypirhuzamos sav unioja hatdarozza meg, azaz minden e € E elddll

VN ( Ui, Ai) alakban, ahol az Ay, ..., As halmazok tengelypdrhuzamos sdvok.
Ezek polikromatikus szinezhet6ségével kapcsolatban a kovetkezo becsléseket bizonyitjuk:

4. Tétel.
3{4314 —2 < m+(k) <4k - 3.

Megjegyzés: Azt is belattuk, hogy m4+(2) = 5, tehat 2 szin esetén a felsé becslés éles.

5. Tétel.
ma, (k) =s-my(k) —s+1.

1. Kovetkezmény. 2s([3k] —1)+1 < my, (k) < s(2k —2)+1, specidlisan ma,(2) = 2s+1,
illetve ma,(3) = 4s + 1.

Az eddig emlitett geometriai hipergrafosztalyok mellett foglalkoztunk mas tipust hiper-
grafosztalyokkal is, melyeknek szinezhetdségi tulajdonsagai kapcsolatban allnak geometriai

hipergrafosztalyok szinezhetségi tulajdonsdgaival.

8. Definicié. Legyenek C,D C N tetszdleges halmazok. Jeldlje Ap o azon A hipergrdifok
osztdlydt, melyekre S := V(A) C N véges halmaz, és E(A) C {{a,}F_,NS: {a,}F_, eqy d €
D differenciaju, véges hosszu szamtani sorozat, amely negativ irdnyban meghosszabbitva
tartalmazza C valamely elemét}.

Jeldlje tovdbbd A% o azon A hipergrdfok osztdlydt, melyekre S := V(A) C N véges halmaz,
és E(A) C {{an}2 NS {a,}2, eqy d € D differencidji végtelen hosszi szamtani sorozat,

amely meghosszabbitva tartalmazza C valamely elemét}.

Az egyszeriiség kedvéért vezessitk be az mp c(k) = muy, (k) és my o(k) == mas (k)
jeloléseket.
Amennyiben D el8all {IT%, t : j1,...,jn € N} alakban valamely ¢y, ... t, egész szamok-

ra, a legtobb esetben meghatarozzuk, hogy mp c(k) és m3 o(k) végtelen-e. Ezt a kordbban

definialt B hipergrafosztdly és a kovetkez6 geometriai hipergrafosztalyok segitségével tessziik:
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9. Definicié. Legyen R azon H = (V, E) hipergrdfok halmaza, amikre V. C R? véges halmaz,
az €leket pedig a tengelypdarhuzamos téglalapok hatdrozzdk meg, azaz minden e € E eldodll
e=Vn ({(a:,y) ER?:yy <y <y,m <z< xl,}> alakban valamely xg, x1,vy0,11 € R

mellett.

10. Definicié. Legyen T3 azon H = (V,E) hipergrifok halmaza, amikre V. C R3 véges

halmaz, az éleket pedig azonos dlldsu térnyolcadok hatdarozzdk meg, vagyis az E élhalmazra
EC{ANV :A={(z,y,2) :x0 <,y < Yo, 2 < 20}, To, Yo, 20 € R}
teljestil.

11. Definicié. Legyen Ty azon H = (V,E) hipergrifok halmaza, amikre V. C R* véges

halmaz, az éleket pedig azonos dlldsu tértizenhatodok hatdarozzdk meg, azaz
EC{ANV :A={(z,y,z,w) :x0 < 2,y < Yo, 2 < 20, w < Wy}, To, Yo, 20, Wy € R}.

A T3 hipergrafosztalyrél Keszegh Baldzs témavezeténk és Palvolgyi Domotoér megmu-
tattak, hogy ms (k) < O(k%%9), ennek bizonyitdsa megtaldlhaté [4]-ben, az R osztdlyrél
pedig ismert, hogy mg(k) = oo (s6t, az is igaz, hogy olyan m szdmot sem adhatunk meg,
melyre R_,, elemei a szokdsos értelemben k-szinezhetéek, 1d. [6] Theorem 3.) Ennek se-
gitségével Cardinal észrevétele alapjan Keszegh Balazs és Palvolgyi Domotor belattak, hogy
olyan m sem létezik, melyre (74)=,, elemei k-szinezhetok ([8] Theorem 12.), kovetkezésképpen
mr, (k) = oc.

A fenti hipergrafosztalyok olyan moédon hozhatdk osszefiiggésbe szamtani sorozatokkal
definidlt hipergrafokkal, hogy megfelelé C, D mellett H € Acp vagy H € AFp cstcsai
megfeleltethetdk a sik, vagy 3- illetve 4-dimenzids tér pontjainak olyan médon, hogy az igy
kapott ponthalmaz altal meghatarozott valamilyen geometriai hipergraf élként tartalmazza
az A éleinek megfelel¢ ponthalmazokat, vagy forditva, egy ponthalmaz alapjan hozunk létre
egy S C N cstucshalmazt az élek megtartasaval. Ennélfogva lehetoséglink nyilik szamtani
sorozatokbol szarmaztatott hipergrafok szinezésével geometriai grafok szinezéseit javitani, és

forditva.

12. Definicié. Egy D = {d; : i € N} C N halmaz osztélinc, ha barmely i € N esetén teljesiil,
hogy d;|d;y1. Specidlisan, {t':i € N} is egy osztéldanc.
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Az alabbi tétel tartalmazza a végtelen hosszi szamtani sorozatok esetére vonatkozé ered-

ményeinket:

6. Tétel. Jelolje A o, Ap.c, B, T3, Ts a fent definidlt hipergrdfosztdlyokat. Ekkor teljesilnek

a kovetkezo allitasok:

(1) Amennyiben D eqy osztoldince, akkor
mpn(k) < mr (k).

(2) Amennyiben p,q természetes szamok és mindkettének létezik a mdsik szamot nem
0szto primosztoja, tovabba M a pq minden maradékosztalyabol legfeljebb eqy elemet

tartalmaz, akkor

Miigiijenym (k) < [M|(mp (k) —1) + 1.

Tovabbd, ha M = {0}, akkor egyenldség teljesiil.

(3) Ha p1,pa, p3 mindegyikének létezik a masik két szamot nem o0szté primosztdja, akkor

Tl pizpi? :jl,jQ,jaeN},{o}<k) -

A véges hosszu szamtani sorozatok esetében pedig a kévetkezoket bizonyitottuk:

7. Tétel. Jelilje A o, Ap,c, B, T3, Ta a fent definidlt hipergrafosztdlyokat. Ekkor teljesiilnek

a kovetkezd allitdsok:

(1) Amennyiben M a t szam minden maradékosztalyabdl legfeljebb egy elemet tartalmaz,

akkor
mygiieny,m (k) < [M|(mp(k) — 1) + 1,

(2) Ha p,q természetes szimok és mindkettdnek létezik a mdsik szamot nem oszté prim-

osztoja, akkor
m{piqjmjeN}’{o}(k‘) = OQ.

A tétel (1) pontjdban az M = {0} eset bizonyitasa Keszegh Baldzstél és Péalvolgyi Do-

motortdl szarmazik.
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2. BIZONYITASOK

Az 1. dllitds bizonyitdsa. Legyen H € H tetszbleges, azt kell megmutatnunk, hogy H>c(x—1)+1
polikromatikusan k-szinezheto.

Elészor is csokkentsiik le H»¢(x—1)41 minden élét pontosan c(k—1)+1 méretiire, gy, hogy
a kapott hipergraf is H-beli legyen, ezt a feltételek szerint megtehetjiik. Ezutan valasszunk
ki egy c-sekély lefogd halmazt az els6 szinosztalynak, és toroljik ki a grafbol. Az igy kapott
graf egyrészt még mindig eleme a hipergrafosztalynak, masrészt minden élt kicserélhetiink egy
c(k —2) + 1 méretii élre gy, hogy egy H_cu—2)4+1-beli grafot kapjunk. Ezutan kivélasztunk
egy ujabb c-sekély lefogd halmazt a masodik szinosztalynak, stb. Miutan az els6 k — 1
szinosztalyt meghataroztuk, elég, ha minden (eredeti) élben maradt még legaldbb egy cstcs,

igy polikromatikusan ki tudjuk szinezni a grafot k szinnel. 0

Az 1. tétel bizonyitdsa. Tekintsiikk a B_,, hipergrafosztalyt, ahol m > 12. Megmutatjuk,
hogy az osztalynak van olyan eleme, melynek nincs 3-sekély lefogd ponthalmaza. Ehhez
minden m > 12-re mutatunk egy konstrukciot, melyrol indirekt feltessziik, hogy adott rajta
egy 3-sekély lefogd ponthalmaz. Frrol a ponthalmazrél ezutan megallapitunk néhany tényt,
melyek ellentmondéashoz vezetnek majd.

Els6 1épésként vegytlink fel egy vizszintes egyenes mentén m db pontot. Ha ezekutdn csak
ezen m db pontnal magasabbra helyeziink tjabb pontokat, akkor igaznak kell lennie, hogy
ezen m pont koziil valamely része a lefogd ponthalmaznak, hiszen a pontjaink kivaghatdak
egy m pontot tartalmazo feneketlen téglalappal. Vegyiik fel most mind az m pontunk folé
az 1. abra szerinti konstrukciét (az abran pirossal bekarikazott pont az, ami f6lé felvessziik
a tobbit), természetesen ugy, hogy ne légjanak éssze.

Vizsgaljunk most egy olyan rendszert ezek koziil, melyben az a bizonyos legalsé pont része
a lefogd ponthalmaznak — ilyen biztosan létezik. Legyen ez az i-edik. Ezutan két esetet
kiilonboztetiink meg.

Az els6 eset az, hogy a legals6 pontbdl induld, m — 2 pontbdl allé6 A; atlé pontjai kozt
talalhaté egy masodik is, mely része a lefog6 ponthalmaznak. Ekkor az A; atlétol jobbra
talalhat6, m elemi B; atlorél elmondhatd, hogy barmely csticsa kivaghatd az A; atlé pontjait
is tartalmazo téglalappal, valamint nyilvanvaléan az is, hogy a pontjai kozt van olyan, ami

eleme a lefogd halmaznak. Itt jon képbe a baloldali, sok — egészen pontosan m darab —
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1. ABRA

kisebb — azaz m pontbdl all6 — 4tlébél all6 atlé. Nyilvan minden kicsi Cj; (5 = 1,...,m)
atléban van lefogott pont. Emellett ezek a kicsi atlok gy vannak elhelyezve, hogy ha mar
kivagtunk egy téglalappal egy csiicsot a B; atlobodl, az tsszeset az A;-bdl, és még valamit a C
jelzésti (baloldali) 4tlok egyikébdl, akkor igaz legyen, hogy minden B; atlébeli ponthoz van
egy kicsi C;; 4tl6 a bal 4tloban, melynek tetszdéleges pontja lehet ez a bizonyos bal atlobeli
utolsod bevett pont. Vegyiik hat azt a téglalapot, mely tartalmazza az A; atlot, melyben két
lefogobeli pont is van, a B; atlébdl pont egy lefogd halmazbeli pontot tartalmaz, és az ehhez
tartozé baloldali C; ; kisatlobol is éppen annak a lefogdjat tartalmazza. Ezeket Osszesitve
tehat azt kapjuk, hogy az els6 eset fennallasa esetén létezik feneketlen téglalap, melynek m
pontja kozt 4 db is eleme a lefogd ponthalmaznak.

Nézziik most a lényegesen egyszeriibb mésodik esetet. Ekkor az A; atl6 m — 2 pontja kozt
csak egy lefogd van, ez pedig a legalsé. Vegyiik az olyan téglalapokat, melyek az A; atl6bol
tartalmazzak a legalsot kivéve az Osszes pontot, valamint még harom szomszédosat a B;
atlobol. Mivel ezek mar m pontot tartalmaznak igy, ezért le kell hogy legyenek fogva, tehat
elmondhaté, hogy a B; atlé barmely harom szomszédos csiicsa kozt kell lennie olyannak, mely
benne van a lefogé ponthalmazban. Amennyiben m legalabb 12, igy a jobboldali, m méreti
B; atléban biztosan van emiatt mar 4 darab lefogobeli pont, igy a masodik eset fennallasa

esetén is talaltunk olyan hiperélet, mely 4 db lefogé pontot is tartalmaz. ([l
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A 2. tétel bizonyitdsa. Vegyik fel az {(z,y) : 0 < z < 2}, {(z,y) : 1 < = < 3}, {(x,y) :
0 <y< 2} és {(x,y) : 1 <y < 3} tengelyparhuzamos savok mindegyikének [2k] — 1
darab példanyat. Vegyliik észre, hogy ekkor barmely két sav metszetének van olyan része,
amibe a tobbi sdv nem metsz bele. Az 6sszes ilyen (legbévebb) részbe helyezziink el egy-
egy pontot. Vegyiik annak a hipergrafnak a dudlisat, melynek cstcsai az imént lehelyezett
pontok, élei pedig a megadott sdvok. Indirekt tegyiik fel, hogy m(k) = 2([2k] — 1), igy
az elobb megadott dudlis graf dsszes élét jol tudjuk szinezni. A savok tetszéleges szinezése
mellett mind a négy ,eredeti” savhoz létezik szigortian tobb mint % szin, ami nem szerepel a
[%k] — 1 darab példanya szinei kozott. A skatulyaelv miatt van két olyan sav az eredeti négy
kozt, melyeknek dsszesen 2([3k] — 1) példanya kozott nem szerepel mind a k szin. Mivel az
eredeti négy sav koziil barmely kettéhoz van olyan pont a sikon, amelyik pontosan abban a

kettoben van benne és éle a dualis grafnak, ezért ez a pont mint él nem lesz polikromatikus,

fgy 2[3k] — 1 < m(k). O

A 3. tétel bizonyitdisa. Egy olyan konstrukciot fogunk adni, melyrél be tudjuk latni, hogy
nem létezhet ra 2-sekély lefogd ponthalmaz. A konstrukcié alapja a kévetkezoé abran kovet-

het6. Az m most is azt fogja jelolni, hogy hény cstcs van egy élben, azaz savban. Legyen

A savja B savja

2. ABRA. A konstrukcid

a = [%]—1, b pedig 8,4 vagy 6 attdl fiiggden, hogy (m mod 3) 0,1 vagy 2-e; a kés6bbiek
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alapjan emellett az m > 6b feltételre lesz sziikségiink. Igy tehat m = 3a + g —1.
Kiindulunk m darab pontbdél, melyek az abra szerint egy atlé mentén helyezkednek el. Egy
ezeket tartalmazo fiiggdleges savot szabadon hagyunk a tovabbiakban is, igy ezen pontok
kozt lesz olyan, melyet be kell venniink a lefogok kozé. Ezutdn meghatarozunk diszjunkt viz-
szintes savokat, melyekbe 1-1 esik az atl6 minden pontjabol. Minden ilyen savba felvesziink
harom pontkupacot, ahogyan azt az abran az A pont savjaban abrazoltuk. Fontos, hogy
a pontkupacoknak legyen egy sajat fuggéleges savja. A tovabbiakban megmutatjuk, hogy
ha egy 2a méretli pontkupacnak van egy sajat fliggéleges savja, akkor vagy tartalmaz lefogd
ponthalmazbeli pontot, vagy kiegészitheto a savjan beliil tovabbi pontokkal gy, hogy azokat
ne tudjuk 2-sekély moédon lefogni. Igy tehat feltehetd, hogy az dsszes, kordbban emlitett, 2a
méretl halmazban van lefogd pont, kiillonben készen lennénk. Ekkor kivalasztunk az atlobol
egy lefogd pontot, és megnézziik, hogy a savjaban levo, tole balra levé 2a méretit pontkupac
alsé vagy felso felében talalhato-e a lefogd pont. Ezutan ennek megfelelden a sav alsé vagy
felso felét kivalasztjuk, melybe beleesik mégegy 2a-s kupac egy lefogd ponttal. Ezen sav
3a + 1 pontot tartalmaz, melybdl legalabb 3 lefogd, igy kibovitve a savot m méretiire készen
vagyunk.

Most pedig megmutatjuk, hogy ha lenne olyan 2a méreti lefogémentes pontkupac, melynek
van sajat fuggoleges savja, akkor a savba megfeleléen helyezve tovabbi pontokat garantalva
lesz egy él legalabb harom lefogd ponttal. A konstrukcié a lenti dbran koévethet6. Az abra
jobb alsé sarkdban levo, sziirkével jelolt X’ nevii pontkupacbdl indulunk, melyrél feltettiik,
hogy nem tartalmaz lefogé pontot. Ebbdl kévetkezik, hogy a B és C' jeliekben kell hogy
legyen, hiszen kivighatdéak m méretli fiiggdleges savval az X-szel egyiitt. Ennél azonban
tobb is igaz: a kettobol egyiitt kivaghato egy m — 2a + 1 méretii rész, mely két lefogd pontot
is tartalmaz. Ezt kihasznalva latszik, hogy a D kupac nem tartalmazhat lefogd pontot, kii-
lonben készen lennénk. Ez ugyan kisebb iires, mint amibdl kiindultunk, viszont vizszintesen
is (szinte) szabadon hasznélhatjuk. Mivel D-ben nincs lefogé, igy kénnyen lathatéan F U G,
E UH és F'U H viszont kell hogy tartalmazzon. Vegytk észre, hogy E és F mérete, azaz
m —2a — b+ 1 éppen a — g, igy F U F U H mérete éppen 2a. Ha tehat £ U F'U H legalabb
két lefogét tartalmazna, gy EFU F'U H U B m méretii vizszintes strip mar legalabb harmat
tartalmazna. Emiatt F biztosan iires lefogd-szempontbdl, igy G és H is tartalmaz lefogot,

kovetkezésképp F megintcsak iires. Ezzel pedig szinte készen vagyunk: van két b méreti



HIPERGRAFOK LEFOGASA ES SZINEZESE 12

3. ABRA. Egy 2a pontbdl 4ll6 kupac savja

kupacunk, melyben mindkettoben talalhato lefogd pont. Emiatt I nem tartalmaz lefogot, J
és K biztosan tartalmaz, igy L biztosan nem, ezzel pedig kész az ellentmondas: LU I ugyanis

2m — 6b méretii, igy m > 6b esetén ennek van olyan részhalmaza, mely él, és lefogatlan. [

A 4. tétel bizonyitdsa. A felso becslés bizonyitasahoz tetszdleges sikbeli ponthalmazt szinez-
zink ki agy, hogy minden legaldabb 2k — 1 pontot tartalmazoé tengelyparhuzamos sav polikro-
matikus legyen, ezt megtehetjiik a [3] cikkben szereplé Theorem 1. &llitasa szerint. Ekkor a
vizsgalt hipergraf barmely, legalabb 4k —3 pontot tartalmazé élének része egy olyan vizszintes
vagy fluggbleges tengelyparhuzamos sav, ami 2k — 1 pontot tartalmaz és ezért polikromatikus,
igy az eredeti él is polikromatikus.

Az als6 becslés konstrukei6jdhoz vegyiink fel nyoleszor [2k]—1 pontot, a 4. dbrén lathat6

elrendezésben:
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4. ABRA

A pontok tetszoleges szinezése mellett ekkor mindegyik kupachoz létezik szigortian tobb
mint % szin, ami hianyzik beldle, igy a skatulya-elv miatt van 3 kupac, amiken beliil nem for-
dul el6 az 6sszes szin. Mivel az abran lathato elrendezésbol barmely harom kupac kivaghato

egy fluggbleges és vizszintes tengelyparhuzamos sav uniéjaval, m(k) > 3([%]{:1 —1). O

Az 5. tétel bizonyitisa. Adott k > 2 természetes szamhoz vegyiink egy olyan A-beli hipergra-
fot, amelynek barmely szinezése esetén van legalabb m 4(k)—1 pontot tartalmazo6, nem polik-
romatikus éle, azaz tengelyparhuzamos savja. Vegyiik ezen hipergraf csticsainak k(s —1)+1
darab példanyat, igy, hogy a hipergraf eddigi élei tovabbra is kivaghatok legyenek tengely-
parhuzamos savokkal az egyes példanyokbdl. (Példdul tgy, hogy minden példany csicsait
az addig lehelyezett Osszes cstcstdl szigortian jobbra és lefelé helyezziik el.) Az igy kapott
hipergraf barmely szinezésére ekkor minden példanyban létezik m4(k) — 1 pont, amik kivig-
hatdak egy tengelyparhuzamos sdvval, és nem tartalmazzik az egyik szint. A skatulyaelv
szerint van s darab ilyen tengelyparhuzamos sav, amik ugyanazt a szint nem tartalmazzak.
Ebbdl mar kovetkezik, hogy s-ma(k) — s+ 1 < my, (k).

A forditott irdnyu egyenlétlenség megmutatdsahoz olyan szinezés létezését kell igazol-
nunk, amelyre barmely s - m(k) — s + 1 pont, ami kivighaté s darab tengelyparhuzamos
savval, tartalmazza mind a k szint. Ilyen pedig létezik, hiszen tetszoleges A-beli hipergrafhoz
jo lesz az a szinezés, amelynél barmely, legaldbb m 4(k) méretii sav-él polikromatikus, mivel
minden s-m4(k) — s+ 1 pont, amely kivighat6 s darab tengelyparhuzamos savval, tartalmaz

m (k) méretii élet. O
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A 6. Tétel 1. pontjanak bizonyitdsa: Tetszbleges A € AcﬁizieN},N hipergraf cstucsait el fogjuk
helyezni gy a térben, hogy az altaluk meghatarozott 73 térnyolcad-hipergraf élként tartal-
mazza az A éleinek megfeleld ponthalmazokat. Az elhelyezést a t-szamrendszerbeli alakok
alapjan valositjuk meg. Az x-tengely szerint legyenek a szdmok névekvo sorrendben. A
célunk az y- és z-tengelyek szerint megfeleléen elhelyezni 6ket. Ehhez rekurziot fogunk al-
kalmazni. El6szor vegyiink egy 1 x 1-es négyzetet az x-tengelyre merdlegesen. A négyzet bal
also sarkaba helyezziik le a 0 elemet. A négyzetbe Gjabb négyzeteket helyeziink el, az elso

1

négyzet legyen a bal fels6 sarokban 3 oldahossztisagt, majd atlosan lerakunk egy 2% oldal-

hosszusagut, és igy tovabb, az i. négyzet oldalhossztsaga legyen % A négyzetek sarkaiba
helyezziink le elemeket a kovetkezd modon: ha az i. négyzetet vessziik, akkor ¢ = ht 4 r ese-
tén, ahol r < t, legyen a bal alsé sarokban az rt" elem. Ezt pedig rekurziv médon folytatjuk
az atloban 1évo négyzetekre a kovetkezé mdédon. Tegytik fel, hogy az [. 1épés mar adott, és
vegyiink egy [-szeresen tartalmazott négyzetet, N-t, ez még iires. Ebben is helyezziink le
atlésan négyzeteket tigy, hogy ha az N oldalhossztsaga 2% valamely j € N-re, akkor az atléba
helyezett elsé négyzet oldalhossziisaga legyen QJ% Tegyiik fel, hogy N sarkdban valamely
i-re s + rt* all, ahol 1 < r < t és i maximdlis. Ekkor az N 4tlojaba helyezett elsé négyzet
sarkaba keriiljon s + rt' 4+ t'*!, majd a mésodikba S + rt! 4 2t és igy tovabb. Ha a k.
négyzetet tekintjitk az atloban, akkor a k = ht + 1’ felirds alapjan keriiljon s + rt! 4 r'th+i+1
elem. Ezzel a rekurziéval minden N-beli elemet elhelyeziink a térben. Példaul, ha egy szam
t-szamrendszerbeli alakjaban [ darab nem nulla elem van, akkor azt az [. rekurziés lépésben
helyezziik el.

Tetsz6leges (a,) € E(A) sorozatot szeretnénk ebbdl a konstrukciob6l megkapni. a, =

ag+ nd, ahol d € {t" : i € N}. Elészor tekintsiik azt az esetet, amikor ag < d. Ekkor {rjuk fel

ap t-szamrendszerbeli alakjat (ag); jeloléssel.
ag = letl = (ao)t =1,...l
i=0

Kivalasztjuk azt a négyzetet, M-et, melyben pont az aqy talalhaté meg a t-szamrendszerbeli
felirds alapjan. A kezdetben megadott d elemre legyen d = t°. M 4tlojaban kivalasztva a
tio-val megjelolt négyzetet, L-t, csindljuk a kovetkezét. A térnyolcadot hozzuk elérébb az
ao elemig az x-tengely mentén, vagyis a térnyolcad z-tengely szerinti koordinataja legyen

ag. Az y-tengely és z-tengely szerint a térnyolcad csiicsat ugy valasztjuk, hogy M négyzeten
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oV

Y

5. ABRA. A négyzetek elhelyezése az x-tengelyre merdleges nézetben

beliil tartalmazzon minden négyzetet az atléban L alatt, L-t is beleértve. Az M-bdl és az
M-et tartalmazé négyzetbdl mas négyzeteket ne tartalmazzon. Ekkor pont egy végtelen
hosszti, ag kezdetfi, ¢ differencidjii szdmtani sorozatot kapunk, mivel tetszbleges a,, =
aop + not' elem benne van egy bedgyazott négyzetben. Ha ng = iozo aptt, akkor a,, =
ag + ( o, aktk> £ = ag + X0, aptht, ahol i < k + ig, mivel a feltevésiink szerint i < i,
vagyis az a,, szam mar megtalalhaté valamely M-be bedgyazott négyzet sarkaban. Forditva

is igaz, hogy a térnyolcad altal kimetszett rész barmely eleme a sorozatnak is eleme, hiszen

valamely tartalmazott négyzet eleme, példaul s, ugy all el6, mint

b b
S =ag+ Z fktk =ag + tio Z fktkiio,
k=io k=i
ebbdl pedig mar kévetkezik az ag < d eset allitdsa. Ha pedig ag > d = t%, akkor vessziik az
al, = ag, + nt" sorozatot, ahol af < d és ag = ajy + kt". Az el6z8 eljaras szerint eléallitjuk azt

a térnyolcadot, ami tartalmazza a/-t, majd a térnyolcad z-tengely szerinti koordinatéjat ugy
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noveljiik, hogy az elsé k benne 16v6 elemet mar ne tartalmazza, igy megkapjuk az a/, + kt' =
ay + nt + kt" = qy + nt" = a,, sorozatot.

Egy A := (S, E) € Agienyn hipergrafot Ggy kapunk meg a konstrukciébdl, hogy csak
az S pontokat helyezziik le a térben, a tobbi pontot kidobjuk.

Egy D = {d; : i € N} osztdlanc esetén az eljarast hasonléan végezziik, csak egy tetszole-

ges s € N szam esetén az s = >, ¢;d; felirdst alkalmazzuk. 0J

6. Tétel 2. pontjinak bizonyitdsa. Elészor az M = {0} esetet igazoljuk.

m?;iqj:i,jeN}{O}(k) = mp(k),

ahol p, ¢ természetes szamok és létezik kiilonb6z6 primosztojuk.

L.1épés: myyi . jeny (03 (k) < mr(k)

Legyen D := {p'¢’ : i,j € N}, C := {0}, A € A¥ tetszOleges, ehhez megadunk egy
¢ : V(A) — R3 leképezést. Az altaldnossig megszoritdsa nélkiil tegyiik fel, hogy V(A) = N.
Legyen n € N tetszbleges, és vegyiik a kovetkezd alakjat: n = pi¢“m, ahol 7, j € N maximé-
lisak. Ekkor ¢(n) := (n,—i,—j). A pontok igy az z-tengely irdnydban monoton névekedve
helyezkednek el, az y— és z-koordinata pedig azt hatarozza meg, hogy legfeljebb mekkora
p—, illetve g-hatvannyal oszthaté a szam — ilyen felbontas egyértelmiien létezik, ha p-nek
és g-nak van a masik szdmot nem oszté primosztéja. Azt kell megmutatni, hogy ekkor
béarmely (a,) € E(A) sorozat megadhat6 egy B € FE(T) térnyolcaddal, valamely T' € T3
térnyolcadok altal indukédlt hipergrafra. Az (a,) sorozat felithaté a, = (ng + n)d alak-
ban, mivel meghosszabbitva tartalmazza a 0-t. A felirdsban legyen d = p“¢’°. Legyen B
az (nod, —ig, —jo) csucs altal meghatdrozott térnyolcad, mely az x-tengely szerint pozitiv,
y-tengely szerint negativ, z-tengely szerint negativ irdnyba végtelenek. Ez a térnyolcad meg-
felel$, mivel tetszleges N € N esetén ay = (ng + N)d. Irjuk fel az ng + N = p” ¢'m alakot,
ahol 7', 7 € N maximélis. Ekkor ay = (ng + N)d = p’'¢’md = p? ¢/’ mpiog = p?*+ogl *om,
amire teljesiil, hogy nod < p* g tom, tovabbd —i’ — iy < —ig, és —j' — jo < —Jo, igy
ay € T. Forditva pedig egy tetszOleges (aj,as,a3) € B esetén létezik olyan N € N,
hogy ng + N’ = p®2~g®=i0] és a; < apns, ahol as — iy és a3 — jo maximalis, ezt nézve
pedig ay' = (ng + N')d = p2~og==io[piogio = p=2¢%] {gy a a, := (ng + n)p°q¢’® sorozatra
plan) = B.

2.1épés: mi 5. ieny g0y (k) = mp (k)
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Legyen T := (S, E) € T3 tetszbleges és definialjuk a ¢ : V(T') — N leképezést a kovetkezé mé-
don. Tetszbleges s € S pontot indexeljiik harom koordinataval: a pontok adott koordinatai
az x-tengely szerint novekvo, az y-tengely és z-tengely szerint csokkend sorrendben legyenek.
Az indexelés szerint legyen s = (s1, S2, s3). Ekkor legyen ¢(s) = p*2¢®m(s;), aholm : N — N
olyan fiiggvény, melyre teljesiil, hogy m(s;) relativ prim p-vel és g-val, és ha sV, s2) € S és
551) < 5(12), akkor psgl)qsél)m (s&”) < p552)q5é2)m (5(12)>. Tetsz6leges H € E(T) esetén ez egy 1
képére megszoritott szamtani sorozatot ad meg, aminek a differencidja D-beli.
Legyen M egy olyan halmaz, ami a pg minden maradékosztalyabdl legfeljebb egy elemet tar-
talmaz, ekkor egy A € Mpigii jeny, (k) hipergraf csicsaihoz ismét R?-beli pontokat fogunk
rendelni. A konstrukciét, amit M = {0} eset bizonyitasaban lattunk, lemésoljuk M darab
blokkra a kdévetkezok szerint. Hozzunk létre blokkokat minden m € M szerint Ugy, hogy
m’ := m mod pg-t tekintjilkk, m’-vel indexeljik a blokkokat névekvd sorrendben, és a pq
darab blokkot atlésan helyezziik le az y-tengely z-tengely szerinti sikban. Egy tetszoleges
n € N-re tekintsiik n/-t, ami az a szdm, amit n-bél a pg-val val6 osztdsi maradékat kivonva
kapunk. Ezutan vegyiikk n’ = p'¢/I-t, ahol 4,j € N maximdlisak, ekkor rendeljiik n-hez a
(n, % —1-—m' ,% —1-m ) koordinataju pontot, igy a térnyolcadokkal kilon-kiilon tudunk
kimetszeni sorozatokat. Igy minden blokkba egy természetes szdm az alapjan keriil bele, hogy
mi a pg-val valo osztasi maradéka, és az egységmagassagu blokkon beliill még elhelyezziik a
megfelel6 szinten az alapjan, hogy a pg-val vald osztasi maradékot elvéve, mi a legnagyobb
p- és g-hatvany, amivel oszthats. A p¢" = 1 differencidn kiviil nincs olyan sorozat, ami
tobb blokkba is belemetsz, ugyanis ha p'q’ a sorozat differencidja, ahol i > 0 vagy j > 0,
akkor m’ + np'¢’ mod pg = m’. A blokkokat gy készitjiik el, hogy n = m/ + pgr esetén az
n—m' = pgr = p'¢’r’ alak alapjan valasztjuk meg a koordinatdit, ahol 7,j € N maxim4lis.
Blokkonként szineziink tigy, hogy minden blokkban ha my, (k) méretii éleket vesziink, akkor
azok polikromatikusak. Tekintsiik az |M|(my, (k) — 1) + 1 méretli éleket. Ha nem 1 diffe-
renciaju sorozatot vesziink, akkor azt az élt tartalmazza egy blokk, igy jol lesz szinezve. Ha
1 differencidju sorozatot vesziink, akkor a skatulyaelv miatt mivel |M| darab blokkba metsz

bele, igy valamelyikbél mr, (k) darab csticsot tartalmaz, emiatt az él polikromatikus lesz. [

A 6. Tétel 3. pontjanak bizonyitdsa. Az allitas bizonyitasahoz azt fogjuk felhasznalni, hogy
mr, (k) = oo. Tetszéleges T' € Ty csicsaihoz természetes szamokat fogunk rendelni 1gy,

hogy az altaluk meghatarozott A € A {1 pi2pl? hipergrafra a T éleinek megfelel6

Py Poy"P3 :j17j27j3€N}’{0}
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szamhalmazok A-beli élek legyenek. A 6. Tétel 2. pontjanak bizonyitdsa alapjan jarunk
el, T = (S, F) pontjait indexeljiik, ahol S C R*. Ebben az esetben négy koordinita szerint
indexeliink: az elsé koordinata szerint névekvd sorrendben, a tobbi harom tengely szerint

csokkend sorrendben. A megfeleltetés hasonlé médon torténik s := (s, s9, 3, 54) € S esetén

o(s) := pippstm(sy). Ekkor ha elég nagy uniformitds mellett A-nak lenne j6 szinezése,
akkor T4-nak is lenne, ebbdl ellentmondast kapnank, vagyis belattuk az allitast. O

A 7. Tétel 1. pontjanak bizonyitdsa. A sikon fogunk blokkokat létrehozni a kovetkez6 mo-
don: Legyen m € M egy tetszbleges elem, és vegyliik m’ = m mod t-t. Egy ilyen m’ esetén a
blokk azon szamokat tartalmazza, melyeknek a t-vel vald osztdsi maradéka m’. Egy tetszé-
leges n € N esetén, amire n mod t = m/, tekintsiik az n’ = n —m’ szdmot. Irjuk fel n’ = tir
alakban, ahol i € N maximélis. Ekkor feleltessiik meg n'-nek a sikon az (1 — % +m/, —z')
koordinataju pontot. Ez azt jelenti, hogy az x-tengely mentén lerakunk egymas mellé ¢ darab
egységnyi széles savot, és ezekben egyenként ugyanazon a modon helyezziik el a pontokat,
mint a lefelé végtelen téglalapok esetében, vagyis ugy, hogy az egy savban 1év6 szamok azonos
maradékot adnak, és a pontok szintjét az alapjan hatarozzuk meg, hogy az azonos savban
1év6 szamokbol elvessziik a maradékot — ami azonos a savon beliil — és megnézziik, hogy mi
a legnagyobb t-hatvany, amivel igy oszthatd. Egy tetszoleges, lefelé végtelen tengelyparhu-
zamos téglalap magassaga fogja megadni, hogy melyik a legfelsé szint, amelyet tartalmaz,
vagyis, hogy mely t-hatvany differencaju sorozatot vessziik. A téglalap fiiggdleges oldalainak
koordinatdja pedig azt adja meg, hogy a sorozat mettél meddig van megadva. Ez megfe-
lel lesz, hiszen az 4. szint alatt taldlhat6 az (i + 1). szint, amit a ¢* differencidji sorozat
tartalmaz. Az 1 differenciaji sorozatokon kiviil nincs olyan szamtani sorozat, amit tobb
blokkbol kell kivagni lefelé végtelen tengelyparhuzamos téglalapokkal, igy ha blokkonként
szinezlink k szinnel, gy, hogy a legalabb mg(k) méretii élek polikromatikusak legyenek, ak-
kor |[M|(mg(k) — 1) + 1 méretii élekre szoritkozva mar minden él polikromatikus lesz, hiszen
ha nem 1 differenciaji sorozatot vesziink, akkor valamely blokkbdl kimetszheté a sorozat,
ez pedig polikromatikus lesz. Ha pedig 1 differencidju sorozatot vesziink, akkor mind az
| M| blokkbdl egy lefelé végtelen téglalap metszi ki a sorozat megfeleld részét, igy a skatulya-
elv miatt valamelyik tartalmazni fog legaldbb mpg(k) darab elemet, igy tartalmaz egy mar

polikromatikusan szinezett élet. O
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A 7. Tétel 2. ponjtanak bizonyitdsa. Legyen Tg, azon hipergrafosztéaly, mely elemeinek cstics-
halmaza egy véges, térbeli ponthalmaz, éleit pedig azon tengelyparhuzamos téglatestek hata-
rozzédk meg, melyek az x-tengely szerint véges oldalhosszisaguak, az y- és z-tengely mentén

pedig negativ iranyba végtelenek.

6. ABRA

Megmutatjuk, hogy mr. (k) = oo. Mivel a sikbeli tengelyparhuzamos téglalapok altal
meghatarozott R hipergrafosztalyra mg (k) = oo, igy elég megmutatnunk, hogy minden
H € R hipergraf csicsai elhelyezhetok a térben gy, hogy az éleknek megfelelé ponthalmazok
a maximalis indukalt Tg,-beli hipergrafban is élek legyenek. Vegyiink egy ponthalmazt a
sikon, és ezt a sikot helyezziik el a térben gy, hogy az z-tengely koriil elforgatjuk 45°-kal.
Ekkor az eredeti sik tetszoleges tengelyparhuzamos téglalapjahoz van két iranyban végtelen
téglatest, ami az x-tengely iranyaban véges, és ebbdl a sikbol pont ezt a téglalapot metszi
ki (Id. 6. &bra), igy valéban my, (k) = oco. Tetszéleges T € Ty cstcsaihoz természetes
szdmokat fogunk rendelni gy, hogy az altaluk meghatarozott Agyigi.i jeny oy hipergrafra a
T éleinek megfelel szdmhalmazok A-beli élek legyenek. Legyen S C R? tetszbleges, és a
¢ S — N fiiggvényt a 6. Tétel 2. pontjanak 2. lépésének bizonyitdsa szerint definidljuk:
©(s) := p2q®™m(sy). Mivel a téglatestek az x-tengely irdnyaban végesek, igy a ¢ leképezés

szerint véges hosszu szamtani sorozatokat fognak meghatarozni. O
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