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Kivonat

Minden grafhoz hozza tudunk rendelni egy bizonyos modon egy politépot, amit
élpolitépnak neveziink, tovabba minden politép esetén vizsgalhatjuk a hozza ren-
delt Ehrhart-polinomot. Egy program segitségével szamos grafra meghataroztam
az ilyen médon hozzarendelt polinomot, ami alapjan sejtéseket fogalmaztam meg
és bizonyitottam. Pontosan meghataroztam fak, paratlan hossza korok, teljes gra-
fok és teljes paros grafok esetén a polinomot, tovabba egyéb altaldnos sejtéseket
fogalmaztam meg.

1. Bevezetés

Szeretnék koszonetet mondani a témavezetémnek, Csikvari Péternek a rengeteg se-
gitségeért.

Kiilon-kiilon a kombinatorikus polinomok és az Ehrhart-elmélet is egy nagyon vizsgélt
teriilete a matematikanak, jelen pillanatban szamos matematikus kutatja Gket.

A kombinatorikus politopok altalaban grafokat, néha egyéb kombinatorikai struktu-
rakat vizsgal tgy, hogy valamilyen modon politépokat rendel a strukturahoz, és a po-
litop tulajdonsagait vizsgalva allapit meg tulajdonsagokat az eredeti strukturanak. Az
Ehrhart-elmélet pedig politopokhoz egy bizonyos moédon rendelt polinomokat vizsgal.

Ezek alapjan logikusan vetddik fel a kérdés, hogy lehet-e Gket egyiitt vizsgalni.
Kapunk-e érdekes dolgokat, ha kombinatorikus politopok Ehrhart-polinomjat vizsgal-
juk? A valasz az, hogy természetesen igen, am ez egy meglehet&sen sok nyitott prob-
lémat tartalmazo téma. Emiatt egyre népszertibb, manapsag szamos matematikus ku-
tatja. Legtobbszor a szimmetrikus élpolitopot vizsgaljak, am ezzel szorosan Osszefiigg
az élpolitoppal, ami szintén fontos téma. Az egyik legjelentésebb cikk a témaban [2].
Meghatarozzak néhany graf esetén az élpolitop Ehrhart-polinomjat, illetve sejtéseket fo-
galmaznak meg az élpolitop és a szimmetrikus élpolitop Ehrhart-polinomjanak gyokeivel
kapcsolatban.

A kutatdsaim soréan azzal foglalkozom, hogy megprobaljam attekinteni a témaban
eddig elért eredményeket, tovabba felfedezni ezt a teriiletet, Gj eredményeket megsejteni,
bizonyitani.
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Részletesebben kifejtve ebben a dolgozatban arrél irok, hogy egy konkrét politopot,
az ugynevezett élpolitopot rendelem a grafokhoz, és ennek vizsgélom kiilonbo6zé grafok-
ra az Ehrhart-polinomjat. Pontosan meghatarozom a polinomot fak, paratlan hosszt
korok, teljes grafok és teljes paros grafok esetén. Emellett tovabbi érdekes megfigye-
léseket, sejtéseket teszek altalaban errsl a polinomrodl és a gyokeirsl. A [4] konyvben
teljes grafra, mig az [3] cikkben teljes paros graf esetén mar meghataroztak az élpolitop
Ehrhart-polinomjat, &m mindkét cikk bonyolult, algebrai médszereket hasznél. Elemi,
kombinatorikai bizonyitast adok erre a két eredményre. Ezt gy teszem, hogy kidolgozok
egy modszert, amivel bizonyos esetekben meg lehet hatérozni tetszéleges pontrol, hogy
beleesik-e az élpolitépba. Paros grafok esetén ez teljes altalanossdgban miikodik, egy
Hall-feltételhez hasonlé eredményt bizonyitok, amely egyéb paros grafokra is segithet a
keresett polinom meghatéarozasaban.

Az Ehrhart-elmélet alapjairdl az [1] konyvbél lehet tanulni, amiben részletesen le
vannak irva egyben az alapok, és a mélyebb elmélet is, tovabba tartalmaz kutatasi ered-
ményeket, nyitott kérdéseket

Adott egy n csticsu G graf. Az élpolitopot tgy definidlom, hogy R™-ben a G graf
minden cstucsdhoz hozzarendelem az egyik béziselemet, majd minden (i,7) él esetén
tekintem az e; + e; pontot, és az igy kapott pontok konvex burka az élpolitop. Ezt a
politopot Pg-vel jelolom.

2. Eredmények

Ahhoz, hogy sejtéseket fogalmazzak meg, els§ 1épésként a témavezetém segitségével
irtam egy programot sage-ben, mely kiszdmolja egy grafhoz rendelt élpolitop Ehrhart-
polinomjat:

t = PolynomialRing(RationalField(), 't’).gen()
g—graphs.CompleteBipartiteGraph(3,4)
m = g.size()

n = g.order()
E = g.edges()
L=

for e in E:

i = el0]

j = ell]
LO=[0] xn
LOfi] = 1
L0[j] = 1

L.append(L0)
P=Polyhedron(vertices=L)
P.ehrhart polynomial().factor()

Ez a konkrét program a K34 teljes paros grathoz tartozoé élpolitépnak szamolja ki az
Ehrhart-polinomjat, raadasul ki is emelei a gyokeit. a gyokok vizsgédlata is egy fontos
kérdés a témakorben. Természetesen mas grafokra is miikodik, a program 2. soraban
lehet modositani a kivant grafot.



Ennek segitségével mar ki tudtam szamolni szamos konkrét grafra a polinomot, és meg
tudtam fogalmazni sejtéseket, amibdl sokat be is lattam, ezeket vazolom a tovabbiakban.

Elkezdtem vizsgalni graf osztalyokra, hogy mi lesz az élpolitép Ehrhart-polinomja,
amit i(P,t)-vel jelolok egy P politop esetén.

2.1. Allitas. Egy n csicsi G = (V, E) fagrdf esetén az Ehrhart-polinom

n—2

: 1 :
i(Pa,t) = oo H(t +1)

Ti=1

Bizonyitds. Lathato, hogy i(Pg,t) foka n — 2, mivel Pg-t n — 1 darab pont fesziti, amik
trivialisan linearisan fiiggetlenek, igy P n — 2 dimenziés. Az Ehrhart-Macdonald recip-
rocitas szerint, illetve felhasznélva, hogy i(Pg,0) = 1 elég azt igazolni, hogy ha k < n—1
pozitiv egész akkor a kPg nagyitott politopnak nincs belsé pontja.

Ezt indirekten bizonyitjuk. Az indirekt feltevés azt jelenti, hogy valamilyen k <
n — 1 pozitiv egész esetén létezik belsé pont, azaz valamilyen pozitiv egyilitthatos konvex
kombinaci6ja a csticsoknak egész. Legyen a. pozitiv konstans minden e € E esetén ugy,
hogy > .cpae =16s

v=Y agpkle +e)
(i.j)eE

vektor egész. Belatom, hogy ekkor minden a. egytitthato £ alakd ahol ¢ pozitiv egész.
Ezt indukcidval bizonyitjuk, kintrél befele, levelek melletti élektdl kezdjiik, majd amelyik
élekre mar belattuk azokat elhagyjuk, és belatjuk a kapott, kisebb fagraf egy levele
melletti élre is, ezt is elhagyjuk, és ezt csinaljuk addig, amig minden élre nem igazoltuk
az allitast.

Tekintsiink egy (7, j) élet ahol a j cstics levél. Ekkor v-ben az e; vektor a(; ;)k egyiitt-
hatoval jelenik meg, aminek egésznek kell lennie, igy a(; ;) tényleg £ alaki, ahogy akartuk.

Tegyiik most fel, hogy az élekhez tartozo egyiitthatok egy részhalmazara mar belattuk
az allitast, az ezekhez tartozo éleket elhagytuk a grafbol, és egy G’ fagraf maradt vissza,
aminek az élei pontosan azok, amikhez tartoz6 egyiitthatokra még nem lattuk be az
allitast. Vegyiink most egy olyan (i, j) élet, ami G’-ben van, és j levél G’-ben. Ekkor
e; egyiitthatoja v-ben ag j)k + d alaki, ahol d egész, mivel a tobbi, nem G’-beli e élhez
tartozo ka,. alaki Osszeadando esetén méar belattuk, hogy a. az allitott alaku, azaz ez egy
egész szam, igy az ilyenek Osszege is. Ebbdl viszont az kovetkezik, hogy a(; jyk is egész,
és pont ezt akartuk bizonyitani.

lgy , ,
n _—
RIS e
eclk ecE
ami ellentmond annak, hogy k£ < n — 1, ami igazolja az allitast. [

Nézziik most meg mi a helyzet korok esetén:

2.2. Allitas. Ha G = (V,E) egy n csicsi pdratlan hosszi kor akkor

n—1

1 .
T []ct+4)

=1

i(PGa t) =



Bizonyitds. Ennek a bizonyitasanak is ugyanaz az 6tlete, mint az el6z6 allitasnak. Konnyt
ellendérizni, hogy a cstcsok linedrisan fiiggetlenek, igy n — 1 dimenziés a politép, azaz
tényleg n—1 a polinom foka, igy megint elég annyit belatni, hogy ha k < n és k-szoroséara
noveljitk a politopot, akkor nem lesz belsé pontja. Megint megfogalmazhatjuk konvex
kombinacioval: Ha k < n akkor nem léteznek olyan aq, ao, . . ., a, pozitiv valosak, melyek
Osszege 1, és egy b € Z" egész vektor, hogy az élekhez tartozo csicsok k-szorosait az a;
egyiitthatokkal silyozva pont a b vektort kapjuk.

Kicsit atalakitva (a ka;-k helyett a;-t irva), és nem csak paratlanra megkérdezve a
kovetkez6 feladatot kapjuk:

2.3. Feladat. Adott egy n > 2 egész szam. Melyik az a legkisebb k pozitiv egész szam,

melyre 1éteznek aq, as, . . ., a, pozitiv valos és by, bs, . . ., b, pozitiv egész szamok gy, hogy
a kovetkezd feltételek teljesiilnek:
© D inibi =2k,

e minden 1 <i <n —1esetén a; + a;1 1 = b; és a, + a; = by,.

Azért fogalmaztam at ilyen alakuva, mert igy méar semmi egyetemi tudast igényls
dolog nincs ebben a feladatban. Egy elemi algebra feladatot kaptunk, amit javasoltam
a Diirer versenyre, és kicsit modositott formaban ki is lett tiizve a 2020-2021-es dont6 E
kategoriajaban. Emaitt ennek a feladatnak a bizonyitasat irom le, amibdl trividlisan az
eredeti probléméank allitasa is kovetkezik.

Bizonyitds. A megoldas soran az indexeket mindig modulo n értelmezziik, azaz a,, ; = a;
és b,1; = b; minden i-re.
Két esetet vizsgalunk n paritésa szerint. Ha n paros akkor a megoldas k = 5. Ennél
kevesebb nem lehet, mert
n
n<> b=2k
i=1

és erre van konstrukcio, legyen minden b; = 1 és minden a; = %, ezek vilagos, hogy
minden feltételt kielégitenek.

Az érdekesebb eset ha n paratlan. Azt allitjuk, hogy ekkor & = n. KErre megint
nagyon egyszert konstrukciot adni: Legyen minden 1 < i < nesetén b, =2 ¢ésa; =1, ez
nyilvan megfeleld.

Tegyiik fel hogy valamilyen k-ra van egy jo konstrukcié, igazoljuk, hogy k > n.
Indukciéval igazolom, hogy 2 <[ < n + 1 esetén

-1

a; = (—1)l_1 -y + Z(—l)l_i_l . bl

=1

Ha megértjiik mit jelent ez az elsére bonyolultnak ting kifejezés akkor a bizonyitas mar
egyszerti. A kezdslépés | = 2 esetén az as = by — a1 egyenldséget allitja, ami a feladat
feltételei szerint igaz. Tegyiik fel, hogy [ esetén igazoltuk az allitast, lassuk be [ + 1
esetén:

-1 l
ap=b—ar=b— (-1 g+ Y (D)7 b= (1) e+ Y (-1 by
i=1 i=1



és pont ezt allitottuk. Igy | = n + 1 esetén az

a; = apy1 = (=1)"a; + Z(—
i=1
egyenldséget kapjuk. Felhasznalva, hogy n paratlan

i (=D b
5 :

a1 =

A feltételiink szerint a; > 0, igy a >, b; = 2k felhasznélasaval

Z?:l bi + Z?:1<_ ) - b; R
Z bQZ 1,

k<k’+a1: 5

és mivel a b;-k egész szamok, igy ez azt jelenti, hogy a péaratlan indextiek 6sszege legaldbb
k+1.

Ugyanez a levezetés megcesindlhatd a; helyett minden mésik a;-vel is, amibél a cikli-
kussag miatt azt fogjuk kapni, hogy b;-t61 kezdve b, ;_1-ig minden masodik tagot Gssze-
adva legalabb k + 1 lesz az eredmény.

Ezt minden a;-re megcsinalva kapunk n darab egyenlGtlenséget, adjuk ket Ossze. Az
egyik oldalon n(k + 1) lesz, mig a masik oldalon n darab olyan dolgot adtunk Gssze, ami
mindegyik "T“ tagot tartalmaz, és szimmetria miatt 6sszesen minden b;-t ugyanannyiszor
adtuk Ossze, igy az Osszeg

11 1
+ Zb ”+ 2%k = k(n +1).

Tehat az n darab egyenl6tlenség osszeadasaval a kovetkezot kapjuk: n(k+1) < k(n+1)
amibdl kn-t levonva a bizonyitandé allitast kapjuk. O

]

Kovetkets kérdés, hogy mi van paros korok esetén? Ott lathato, hogy minden parosa-
dik élhez tartozoé pontot és minden paratlanadik élhez tartozé pontot osszeadva mindkét
esetben pont a Y | e;, azaz a bazisvektorok Osszegét kapjuk, igy ezek nem linearisan
fiiggetlenek, igy legfeljebb n — 2 az Ehrhart-polinom foka, és kénnyen ellenérizhets, hogy
tényleg mindig annyi lesz. Ebben az esetben nem tudtam pontosan meghatarozni a
polinomot, csak egy sejtést fogalmaztam meg:

2.4. Sejtés. Ha G = (V, E) egy 2n csucsu kor akkor az i(Pg, t) Ehrhart-polinom valos
gyokei a —1,—2,... —k + 1 és az Gsszes tobbi gyoke a —3 + x - ¢ alakil egyenesre esik a
komplex sikon. Emellett a polinom fegyiitthatoja (azaz a politop térfogata) @

A fak és paratlan korok esetben ugyanolyan alaki volt az Ehrhart-polinom, igy felme-
riil a kérdés, hogy milyen grafok esetén teljesiil még ez. Ezt valaszolja meg a kdvetkezd
allitas:

2.5. Allitas. Legyen G dsszefiiggd graf. Ekkor deg(i(Pg,t)) = k és a gyokeia —1,—2, ..., —k

szamok akkor és csak akkor teljesil ha G fagrdf vagy pdaratlan kor.



Bizonyitdas. Ekkor az Ehrhart-polinom

i(Pg,t) = %H(t + 1)

mivel tudjuk, hogy i(Pg,0) = 1, amibdl megkapjuk a fegyiitthatot. Ismert, hogy min-
den k-dimenziés politopnak legalabb % a térfogata, és ha nem szimplex akkor nagyobb,
mivel akkor kisebb szimplexekre bonthaté. Ha az élekhez tartozo e; + e; alakt pontok
nem affin fiiggetlenek akkor vagy nem szimplexet kapunk (ha t6bb, mint k£ + 1 pont van
a konvex burkan a politopnak) vagy van egész pontja a szimplexnek ami nem valame-
lyik cstcsa, de egyik esetben sem lehet minimalis a térfogata. Igy ha belatjuk, hogy
az élekhez rendelt vektorok csak fagrag vagy paratlan hosszu kor esetén lesznek affin
fiiggetlenek akkor kész vagyunk.

A tér dimenzidja n, és minden vizsgalt vektor a > .  x; = 2 affin hipersikba esik,
igy legfeljebb n — 1 dimenziés a politop, azaz legfeljebb n darab affin fiiggetlen pontunk
lehet, igy legfeljebb n éli a graf. Ez pont azt jelenti, hogy fa vagy kor, és ezeket az

eseteket mar megvizsgaltuk. O]
Vizsgéljuk tovabb az i(Pg,t) polinomot egyéb grafcsaladokra.

2.6. Allitas. Ha G = K,, azn csicsi teljes graf (n > 3) akkor

) 2W+n—1 t+n—2
Z(Pg,t)—( "1 )—n( o1 )

ahol (T]’z) a binomidlis egyttthatdt jeloli.

Bizonyitds. Vegyiik a tPg politopot, azaz aminek a csiicsai az 6sszes n hosszu vektor
aminek két koordinatéja t, az 6sszes tobbi 0. Legyen H ezen vektorok halmaza, toviabba
jelolje H; C H azoknak a halmazat, ahol az i. koordinata nem 0. Azon pontok esnek a
politép belsejébe, amik kifejezhet6k H-beli vektorok konvex kombinaciojaként, az ilyen
egész racspontokat akarjuk megszamolni.

Legyen tehéat a = (aq, ag, ..., a,) € Z", vizsgaljuk meg, hogy ez mikor esik a politopba.
Az osszes H-beli vektor a Y x; = 2t hipersikba esik, igy a teljes politop, azaz ha
a € Pg akkor "  x; = 2t. Emellett minden i-re és v € H vektorra 0 < v; < ¢, igy ez
H-beliek konvex kombinécidira is igaz, tehat minden i-re 0 < a; < ¢, kiilénben a ¢ Pg.
Azt allitjuk, hogy ez az Osszes feltétel.

2.7. Lemma. Haa = (a1, a2, ....,a,) € Z", Y " ja; =2t és 0 < a; <t akkor a € Pg.

Bizonyitds. Nevezziink feles tulajdonsagunak egy w € R™ vektort, ha 2-max(wy,ws, ..., w,) <
Sor wi. A feltétel szerint a feles vektor. Legyen tovabba a w vektor élesen feles, ha
egyenldsg teljesiil, azaz 2 - max(w, wo, ..., w,) = Y o w;

Csinaljuk a kovetkez$ algoritmust. Induljunk ki a b = a vektorbdl és a konstans
s(v) = 0 silyokbol minden v € H élen. Legyen egy lépés a kovetkezo:

Legyenek ¢ és j olyan indexek, melyekre b; és b; maximalis (azaz minden k # ¢, j
esetén by, < b; és by < b;). Legyen x az a legnagyobb érték, melyre ha vessziik a
b= (b}, b, ..., b)) vektort amit tgy definidlunk, hogy

, {bk hak#iésk#j

k=Y b, — kiilonben
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akkor b’ feles tulajdonsagu. Viladgos, hogy ilyen x mindig létezik, mert ahogy x tart végte-
lenhez gy a maximum egy id§ utdn nem véltozik, mig az 6sszeg tart minusz végtelenhez.
Emellett ha a kiindulé b vektor feles akkor x nemnegativ.

Legyen most y = min(b;, b;, z). Ekkor néveljik az ij élhez tartozé v € H vektor
(azaz aminek az i. és j. koordninitaja nem 0) stlyat, s(v)-t Y-vel, és csokkentsiik a b
vektor 7. és 7. koordinatajat y-nal. Ez egy 1épés, ezutén folytassuk a kovetkezd 1épéssel,
az Ujonnan kapott b vektorral és silyokkal.

Szavakkal megfogalmazva egy 1épés abbdl all, hogy a két legnagyobb koordinatat ad-
dig csokkentjiik amig vagy nem lesz valamelyik 0, vagy nem romlik el a feles tulajdonsag.
Vizsgaljuk meg, hogy mik teljestilnek minden 1épés utan:

A kiindul6 a vektor feles és minden koordinatdja nemnegativ, igy vilagos, hogy ez
minden 1épés utan is teljesiilni fog a b vektorra.

A kiindulé stlyok mind nemnegativak, és az el6z6 tulajdonsag miatt minden 1épésnél
y nemnegativ, igy mindig csak nemnegativ szamokat adunk a stlyokhoz, azaz minden
lépés utan s(v) > 0 minden v € H esetén.

Tovébba ha c az a vektor melyre ¢; = ) ts(v) akkor b+ ¢ = a. Ez is vilagos,
eleinte teljesiil, és minden 1épésben ugy valtoztatunk, hogy ne romoljon el.

Azt allitjuk, hogy véges sok lépésen beliil eljutunk a b = 0 allapotba, azaz ahol
minden b; = 0. Vizsgaljuk meg ugyanis, hogy két lehetdségiink van egy 1épésnél:

y = min(b;,b;) vagy y==x.

Ha az elsd, akkor a 1épés utana a kisebb koordinata 0 lesz. Amennyiben mér csak két
nemnulla koordinata van, akkor a feles tulajdonsag miatt egyenléknek kell lennitik, igy
kénnyen lathato, hogy ekkor a 1épés utan mindkét koordindta O lesz, tehat b = 0-hoz
érkeziink. Igy ha egyik lépésnél se teljesiil a masodik eset, azaz az y = x, akkor legfeljebb
n — 1 1épés utan minden koordinata kinullazodik, pont ahogy akartuk.

Ha valamelyik 1épésben y = z az azt jelenti, hogy a feles tulajdnosidg romlana
amennyiben y-t tovabb novelnénk, tehat a lépés utan a feles a tulajdonsag éles, azaz
a kapott b vektor éles feles, legyen b, = max(by,bs,...,b,), ekkor b, = > I b;. Azt
allitom, hogy innentél minden lépés utan megmarad az éles feles tulajdonsaga b-nek, és
minden lépésnél legalabb 1 koordinédta kinullazodik. Legyen ugyanis b; a 2. legnagyobb
tag by utan. Ekkor y = b; lesz, mivel b; = min(b;, by,) és ennyivel csokkentve b;-t és by-t
megmarad a feles tulajdonsag, s6t az éles felesség is. Legyen ugyanis b’ az a vektor amit
b-bdl gy kapunk, by-t és bj-t bj-vel csokkentjiik. Ekkor

2, = 2 (by — b;) (Zb) —2bj—ib;
=1

és mivel egyik koordinata sem negativ igy minden masik b; esetén

b < <Zbg) — b, = b,
i=1

igy még mindig b, a legnagyobb koordinata, azaz tényleg megmaradt az éles felesség.
Tehat minden 1épésben legalabb egy koordinata 0 lesz, ami azt jeletni, hogy ebben az
esetben is véges sok lépésen beliil a b = 0 vekrorhoz ériink.

Tehét az algoritmust elvégezve kapunk egy s(v) sulyt minden v € H-ra. Azt allitjuk,
hogy ezekkel a stilyokkal vett konvex kombinécidja a v € H vektoroknak pont a-t adjéak.



Ezt lényegében mar ellendriztiik: Vegyiik a ¢ = Y . s(v) - v vektort, ekkor ¢; =
> vem, ts(v), és korabban lattuk, hogy minden lépés utén az igy kapott ¢ vektorra c+b =
a, am most b = 0, igy ¢ = a.

Meég azt kell megnézni, hogy ez tényleg konvex kombinécid, &m ez is vildgos, azt mar
lattuk, hogy s(v) > 0 minden sily esetén, és minden v € H tagjainak az 6sszege 2t, igy

2t 2t

Zs(v) _ D1 G D @i -1

veH
Ezzel a lemmat igazoltuk. [

Tehat egy kombinatorikai problémank maradt vissza. A lemma feltételeit kielégits a
vektorokat kell leszamlalni. ElGszor szamoljuk azt az esetet amikor a 2. feltétel, nincs,
azaz a kovetkezd jol ismert kombinatorikai problémét:

2.8. Lemma. Azon a € Z™ nemnegativ vektorok szama, melyekre Y ., a; = k pontosan

n+k—1
(50)
Bizonyitds. Képzeljiik ezt Ggy el, hogy k korongot akarunk n helyre szétosztani. Rakjunk
be minden csoportba alapbol egy korongot, azaz ugyanaz a feladat, ha n + k korongot
akarunk n csoportba osztani tgy, hogy minden csoporba legalabb 1 korong keriil. Ezt
elképzelhetjiik tgy, hogy egy sorban van az n-+k korong, és barmely ketts kozt vaghatunk
egyet, Osszesen n — 1 vagast véve. Ez n részre osztja az n + k korongot, az elsé részbe
es6 korongok szama legyen a; + 1, a méasodikban as 4+ 1, ..., igy tovabb, az utolséban
a, + 1. Azaz a korongok szétvalasztasihoz rendeltiink egy a feltételeket kielégits a
vektort, és visszafele is megy, minden a vektorhoz tudunk egy korong osztast rendelni
ugy, hogy a koordinatakhoz 1-t adunk, majd a megfelels helyeken vagunk. Vilagos, hogy
ez egy bijekcio, és a korongos feladatot tényleg (”ﬁ;l)—féleképpen lehet megcsinalni,
mivel n + k korongot akarunk szétvéalaszani, azaz n + k — 1 helyen vaghatunk, és n — 1
vagast csinalunk. O]

Ezen kiviil még sziikségiink lesz az tigynevezett zokni azonosségra:

2.9. Lemma. Tetszdleges n,k pozitiv egészek esetén
k 4
Z n+i\ (n+k+1
— n n+1

Bizonyitds. k szerinti teljes indukcidval igazoljuk az allitast. & = 0 esetén nyilvan igaz,
tegylik most fel, hogy k-ra méar belattuk, lassuk be (k + 1)-re:

UAR AN on+i\ [mtk+1 n+k+1\ [n+k-+1 n+k+2
S ()= () - ()
— n — n n n-+1 n n+1
Ezzel a bizonyitast befejeztiik. ]

Ezeknek a segiségével mar le tudjuk szamolni a keresett értéket. A Lemma 2.8 miatt

("Jitl_ 1) nemnegativ egész vektor van melyeknek a koordindtainak az 6sszege 2t. Ebbdl

le kell vonnunk az olyan a € Z™ nemnegativ vektorokat melyekre valamelyik koordinata



nagyobb, mint . Ha valamelyik a; koordinata nagyobb, mint ¢, akkor a tobbi Osszege
2t — a;, és ezt akarjuk elsztani n — 1 részre, amit megint Lemma 2.8-at hasznalva latjuk,
hogy (% “1+2” 2) féleképpen tudunk megtenni. Az i indexet, hogy hol lesz a nagy tag
n-féleképpen vélaszthatjuk, és mindig legfeljebb egy t-nél nagyobb tag lesz, igy minden

rossz vektort pont egyszer fogunk levonni, és ekkor ¢t + 1 < a; < 2t, igy

i <n+k—2)
mn -
k=0

vektort akarunk levonni az 6sszesbdl. Lemma 2.9-t, azaz a zokni azonossagot is hasznélva

, n+2t—1 L nak—2 n+2t—1 n+t—2
Z(PG’t):( n—1 )—ng( k—2 ):< n—1 )—n( n—1 )
O

Vizsgaljuk meg ezek utan, hogy mi a helyzet teljes paros grafok esetén. Erdekes
modon ez sokkal egyszertibb, mint a teljes graf esete volt.

2.10. Allitas. Legyen G = K, ., teljes pdros grdf. Ekkor

e =g o e = (5 ()

Bizonyitds. Megint a teljes graf esetéhez hasonléan konkrétan leszamoljuk az egész pon-
tokat a tPg politopban. Igy logikusan az Allitas 2.6 jeloléseihez hasonlokat hasznalunk.
Most R"*™_ben vagyunk, tartozzon az elsé n koordinata az els6 osztalyahoz a paros
grafnak, a tobbi m a masikhoz. Igy H-ban azok a v vektorok vannak, melyek pontosan 1
darab nem 0 koordinatéval rendelkeznek az els6 n helyen, és 1 darab nem 0 koordinataval
az utolsé m helyen, és ez a két nem nulla tag éppen t. Az a kérdés, hogy ilyenek konvex
kombinaciojaként hdny egész racspont keverhetd ki.

2.11. Lemma. Egy a = (a1,as,...,0nwn) € Z" vektor esetén a € tPg pontosan akkor,
ha a nemnegativ, €s
n n+m
Z a; = Z a; = t.
i=1 j=n+1

Bizonyitds. Vilagos, hogy ezek sziilséges feltételek, mivel nemnegativ vektorok konvex
kombinacioja nemnegativ, és minden v € H vektorra

n n+m
E V; = E v; = t,
=1 j=n+1

igy a konvex kombinécioikra is.

A teljes grafhoz hasonléan bizonyitjuk, hogy elégségesek is ezek a feltételek, azaz
legyen b = a a kiindulaskor, s(v) = 0 sulyozés minden v € H esetén és egy lépésben
most azt csindljuk, hogy valasztunk egy 1 <1 <nésegyn+1 < 75 < n+ m indexet
amikre b; # 0 és b; # 0, majd mindkett6t min(b;, b;)-vel csokkentjiik, és az ij élhez

mln(bz,b )

tartozo v vektor s(v) sulyat -vel noveljik.



Kezdetben b és minden s(v) stly nemnegativ, ¢ = > . s(v) - v vektort definidlva
b+c=a,és

n n+m
E bl - E bj,
=1 Jj=n+1

konnyt latni, hogy a 1épések ezeket a tulajdonsigokat nem rontjak el.

Minden 1épés utan legalabb 1 koordinataja b-nek nulla lesz ami addig pozitiv volt, igy
véges sok lépésen beliil a teljes vektor 0 lesz, vegyiik ekkor a ¢ = )~ _ s(v) - v vektort,
azt allitjuk, hogy ez egy konvex kombinacios felirasa az a vektornak.

Ez azért igaz, mert lattuk, hogy ¢ = a — b = @, minden s(v) > 0, és minden v € H
tagjainak az Osszege 2t, igy

2t 2t

ZS(U) _ D e Ci _ D i i —1,
veEH

igy ez tényleg konvex kombinacio. O

Tehat mar csak azt kell megszamolni, hogy mennyi a vektor van ami kielégiti a
lemma feltételeit. Ez pedig nagyon egyszerd. Lemma 2.8 szerint az els6 n koordinatat

(t:ﬁzl) féeleképpen valaszthatjuk, az utolsé m-t (tfn’"'zl)—féleképpen, ezek szorzata adja a
megfelels vektorok szamat, ezzel igazoltuk az allitast. O]

A Lemma 2.11 allitasat tovabb lehet altalanositani tetszéleges paros graf esetén, és
valami nagyon hasonlét kapunk, mint a Hall-feltétel, ami arrél nyilatkozik, hogy mikor
van teljes parositas egy paros grafban.

2.12. Lemma. Legyen G = (A, B, E) pdros grif, és jelolje No eqy C C AU B cstics-
halmaz szomszédainak a halmazdt G-ben. Feleltessiik meg G csicsait az {1,2,...,n}
halmazzal. Ekkor v = (vi,ve,...,v,) € Z" és t pozitiv egész esetén v € tPg pontosan
akkor, ha v nemnegativ és minden A’ C A és B’ C B esetén

Zvag va és vag Z Ug.-

acA’ beEN 4/ beB’ a€ENp/

Masképpen ezt tigy is lehet fogalmazni, hogy ha veszem azt a grdfot, hogy minden u €
AUB csticsbol veszek v, példdanyt, és két csics (mondjuk u-nak és w-nek eqy-eqy példinya)
akkor van dsszekotve ha uw € E, akkor az igy kapott grafban teljesiil a Hall-feltétel, ami
pontosan akkor van, ha van benne teljes pdrositds.

Bzionyitds. Az el6z6 allitasokhoz hasonléan bizonyithatd. Ha van a cstcs sokszorozassal
kapott graftban M teljes parositas, akkor a politop M-hez tartozd csicsaira egyenld
silyokat rakva 1 Gsszeggel, éppen a kivant pontot keverjiik ki.

Megforditva, ha valahol sériil a Hall-feltétel, akkor vildgos, hogy nem lehet megfelels
silyozast talalni. O

3. Osszegzés és egy nyitott kérdés

Szamos graf esetén meg tudtuk hatarozni a pontos Ehrhart-polinomot, és hasznos
eredményeket bizonyitottunk azzal kapcsolatban, hogy egy pont mikor esik bele egy po-
litopba. Reményeink szerint ennek mélyebb megértésével mas, nagy grafcsaldadok esetén
is meg tudjuk majd hatarozni a keresett Ehrhart-polinomot.
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A dolgozatot egy sejtéssel zarjuk. Minden eddig fentebb vizsgalt graf esetén, és
az Osszes tObbi grafra amire kiszamoltam a hozza rendelt polinomot igaz volt, hogy a
hozzarendelt polinom stabil, azaz minden gyoke a bal, nyilt félsikba esik a komplex
sikon, mashogy fogalmazva minden gyock valds része negativ. A stabilitds egy nagyon
erdGs feltétel, stabil polinomok a matematika szamos teriiletén feltiinnek. Ezek alapjan a
kovetkezd sejtéssel zarom a dolgozatot.

3.1. Sejtés. Minden G graf esetén i(Pg,t) stabil polinom.
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