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1. Bevezetés

Az Alpern’s Caching Game nevi jatékban egy mokus n lyukba elas d darab
mogyorot. Osszesen legfeljebb 1 egység mélyre ashat. Egy lyukba tébb mogyo-
rot is rejthet, akar kiilonb6z6 mélységekbe is, de legfeljebb olyan mélyre, mint
amennyit ledsott az adott lyukban. Ezutan mi Gsszesen legfeljebb k egységnyit
asva szeretnénk megtalalni az 6sszes mogyorot. Asas kozben, ha egy mogyorot
felfediink, akkor ezt megtaldltnak nyilvanitjuk, és ez is befolyasolhatja a straté-
gidnkat. Ha minden mogyor6t megtaldlunk, mi nyeriink, ha pedig legalabb egy
mogyord rejtve marad, akkor a mokus.

1.1. Megjegyzés. Ha k < 1, akkor nem nyerhetiink, mert a mékus 1 mélység-
be rejtheti az 6sszes mogyorot valamelyik lyukba, ezt nem tudjuk megtalalni, és
k > n esetén mindig tudunk nyerni, mert minden lyukban leashatunk 1 mély-
séghbe, és ekkor az Gsszes mogyorot megtalaljuk, mert minden mogyor6 legfeljebb
1 mélységben van valamelyik lyukban.

Ez a feladat elészor Alpern, Fokkink, Lidbetter és Clayton cikkében [I] me-
riilt fel. A téméban ezt kovetSen tovabbi cikkek sziilettek: [2] B] @] [5].

A Multiple Caching Game a fentinek egy diszkrét valtozata, melyet Palvolgyi
vezetett be [5] Csoka cikkének [3] modszere alapjan. Ebben a jatékban a mokus
n lyukba elrejt d db mogyorét, és egy lyukba tébbet is rejthet. Mi a lehetd
legnagyobb valbszintiséggel szeretnénk megtalalni az 6sszes mogyoroét ugy, hogy
egy lépésben egyszerre legfeljebdﬂ k lyukra kérdezhetiink ra, és ha a megtippelt
lyukak koziil legalabb egyben van mogyord, akkor a mokus ezek koziil pontosan
egyet nekiink ad a sajat stratégidja szerint, ha nincs, akkor a mokus nyer. Mi
akkor nyeriink, ha minden mogyorét megtalalunk.

1.2. Definicié. Az Alpern’s Caching Game értéke az a v4(n, d, k) valoszintség,
amellyel nyeriink, ha a keres6 (mi) és a rejt6é (a mokus) optiméalisan jatszik.

A Multiple Caching Game értéke az a vyr(n, d, k) valosziniiség, amellyel nye-
riink, ha a keresd (mi) és a rejté (a mokus) optimalisan jatszik.

Csoka [3] és Palvolgyi [5] eddigi eredményei alapjan va (n, d, k) < va(n,d, k) <
% (ezek bizonyitasai a allitas és a allitas utan talalhatoak), és
d

A allitas miatt a definicidéban ,legfeljebb” helyett ,pontosan”t is elGirhatnank.



elég nagy n-re (k,d-hez képest) a jaték értéke mindkét verzidoban egész k esetén
d
A dolgozatunk jelentds részében a jaték diszkrét valtozatat vizsgaljuk, majd
egy lehetséges folytonosités esetén kapcsolatot teremtiink egy Csoka altal tanul-
manyozott limeszproblémaval.

1.3. Definici6. Egy (n,d, k) egészekbdl 4ll6 szamharmast pontosnak neveziink,
ha vpr(n,d, k) =va(n,d, k) = kY

Célunk a pontos szamhérmasok karakterizacidja volt.

1.4. Sejtés (Csoka [3]). Han > dk és k nem feltétleniil egész, akkorva(n,d, k) =
Csoka ezen sejtését megfigyeléseink alapjan az alabbi modon erdsitjik:

1.5. Sejtés. Ha n,d, k egészek, ésn > d(k — 1)+ 1, akkor (n,d, k) pontos.
Kis értékekre megvizsgaltuk, és az alabbi monotonitéast figyeltiik meg:

1.6. Sejtés. Ha valamely egészekbdl dllo (n,d, k) szdmhdrmas pontos, akkor
(n,d—1,k), (n,d,k—1) és (n+1,d,k) is pontos.

A témaban elért 1j eredményeink: sejtés, [1.0] sejtés, lemma, [2.2
lemma, allitas bizonyitasa, allitas, alfejezetben targyalt (4,3,2)
eset, [3:3] allitas, [3-4] allitas, [3-3] alfejezetben a gonosz, a random és a j6 mokus
esetén egy példa a jatékok értékének killonbozdségére, [A1], [£.3] és[E4] alfejeze-
tekben leirt verzioi a jatéknak és a[4.7] allitas.

2. A diszkrét jaték
2.1. Néhany intuitiv allitas

Elst korben fontosnak tartottunk belatni néhény egyszeri allitast. Ezek altal
tobb esetszétvalasztéast is megsporolunk a késébbiekben.

2.1. Lemma. A jaték folyamdn akdrmikor kapott ,seqité” mogyoré nem csiok-
kenti a jdték értekét. ,,Segité” mogyoronak nevezzik azt a mogyordt, amelynek a
pozicidjdt a mokus rdkérdezés nélkil eldrulja.

Bizonyitds. Ha a mokus elarulja egy mogyord pozicidjat, figyelmen kiviil hagy-
hatjuk, és folytathatjuk a jatékot az eredeti stratégiank szerint, igy nem csdkken
a jaték értéke, mert az eredeti keresd stratégia esélyével nyeriink. O

2.2. Lemma. A jaték folyamdn akdrmikor kapott ,ajindék” mogyoré nem csok-
kenti a jaték értékét. ,Ajindék” mogyordnak nevezzik azt a mogyordt, amelyet
a mokus rakérdezés nélkil nekink ad.



Bizonyitds. Ha a mokus nekiink ad egy mogyorot, feltehetjiik, hogy az els6
lyukbol, akkor kovessiik tovabb az eredeti stratégiat addig, amig nem tippeliink
az els6 lyukra. Ha a stratégiankban az ajandékozas utdn nem tippelnénk az els
lyukra, akkor biztos vesztenénk, hiszen ezt a mogyordt nem talalndnk meg, tehét
ebben az esetben nem csokkenhet a jaték értéke. Ha viszont az ajandékozas utan
tippeliink az els6 lyukra, akkor az els§ ilyen 1épést hagyjuk ki, és tekintsiik gy
a stratégidban, hogy ebben a lépésben a mokus az els lyukbol adott valaszként
mogyorot. Ekkor szintén nem csékkent a jaték értéke, hiszen a mokus barmely
felfedd stratégiaja ellen el tudjuk ezt érni, igy az ellen is, ha ebben a lépésben
mindig az els6 lyukbol ad nekiink mogyorot, ha van ott. O

2.3. Allitas. A Multiple Caching Game értéke d-ben monoton csokken: barmely
n,d, k egészekre vpr(n,d+ 1, k) < wpr(n,d, k) teljesiil.

Bizonyitdas. A d + 1 mogyoros esetben a mokus csindlhatja azt, hogy az els6
lyukba rejt egy kijelolt mogyorot, és ezen kiviil alkalmazhatja a d mogyoros ja-
ték rejtési stratégiajat. Az elsd lépés el6tt a kijelolt mogyorot nekiink adhatja
-ajandek” mogyoroként, ezzel a[2.2] lemma miatt a jaték értékét nem csokkenti,
ezen kiviil pedig alkalmazhatja a t6bbi mogyoroéra a d-s jaték felfedési stratégi-
ajat. Ezzel legalabb ugyanakkora eséllyel nyer a (d + 1)-es esetben, mint a d-s
esetben, tehat a jaték értéke legfeljebb akkora lesz (d + 1)-re, mint d-re. O

2.4. Allitas. Mindig létezik olyan optimdlis stratégia, amelyben minden lépésben
pontosan k lyukra tippelink.

Bizonyitds. Ha a stratégia valamelyik 1épésében [ < k lyukra tippeliink, akkor
az is optimalis stratégia lesz, ha k lyukra tippeliink ehelyett:

Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetjiik, hogy ebben a lépésben az elsé
[ lyukra tippeliink, ekkor ehelyett tippeljiink az els6 k lyukra. Ha az elsd [
lyukbol kapunk mogyordét, akkor folytathatjuk az eredeti stratégiat, ha pedig az
(I +1). - k. lyukig valamelyikbél, akkor kérdezziink ra ismét az els§ k lyukra.
Ezt a lépésblokkot” akkor fejezziik be, ha kapunk az els§ [ lyuk valamelyikébsl
mogyoroét, vagy véget ér a jaték.

Ha a ,lépésblokk” végén befejez6dott a jaték, akkor vagy nyertiink, vagy az
els6 [ lyukban nem volt mogyoro, tehat ekkor az eredeti stratégia szerint is vesz-
tettiink volna, ezzel a jaték értéke nem csokkent. Ha nem fejez6dstt be a jaték,
akkor a ,lépésblokk” végére az eredeti stratégidhoz hasonléan visszakaptunk az
els6 [ lyuk valamelyikébdl egy mogyorot, és ezen kiviil az (I + 1). - k. lyukakbol
valahanyat, ezek halmazat jelolje M.

Ha a szoban forgo lépés el6tt a mokus nekiink adja ,;ajandék” mogyoroként az
M-beli mogyorokat, akkor a lépés utan megkaptunk az elsé [ lyuk valamelyikébsl
egy mogyorot, és az M-beli mogyorokat is nekiink adta a mokus, amellyel éppen
az el6z6 allashoz jutunk, és a[2.2] lemma miatt a jaték értéke nem csdkkent ebben
az esetben sem, igy a k lyukra tippeléssel egy legalabb ugyanakkora értéket elérd
stratégiat kapunk, mint amilyen az eredeti volt, igy ez is optimalis lesz.

Ezt minden olyan 1épésre megtehetjiik, ahol k-nal kevesebb lyukra tippeltiink
volna az eredeti stratégia szerint, igy kaptunk egy olyan stratégiat, amelyben
minden 1épésben k lyukra tippeliink, és ez a stratégia optimalis. O



2.5. Kovetkezmény. Az optimdlis stratégidat elegendd az olyanok kézdtt keres-
ni, amelyekben minden lépésben k lyukra tippeliink.

2.6. Allitas (Csoka [3]). Tetszdleges egész n,d, k esetén vpr(n,d, k) < (nf%;il)
Bizonyitds. Az Osszes lehetséges rejtés szama <n+§71)’ mert n lyukba helyez el
a mokus d db mogyorot tgy, hogy egy helyre t6bb is keriilhet. Ha a mokus ezek
koziil egyenls valoszintiséggel valaszt, azaz az uniform rejtési stratégiat koveti,
akkor a keresd nyerési esélye legfeljebb % lehet, mert minden lépésben a
keres6 altal megtippelt k£ lyuk valamelyikében mogyorénak kell lennie, igy a jo
esetek szama k. O

2.7. Megjegyzés. Ez a fels§ becslés jo az Alpern’s Caching Game esetén is,
ennek bizonyitasa Csoka cikkében talalhato [3, Theorem 2.37].

A kovetkezd egyszerti megfigyelés tobb cikkben is szerepelt.
2.8. Allitas. Tetszdleges egész n,d, k esetén vpr(n,d, k) < %

Bizonyitds. Ha a mokus rejtési stratégidja az, hogy minden mogyorét ugyan-
abba a véletlenszertien valasztott lyukba rejt, akkor els6 1épésben 7’2 eséllyel
talaljuk el ezt a lyukat, a tobbi esetben vesztiink, tehat a jaték értéke legfeljebb
% lehet. O
n

3. Uj hatar és stratégia kevés mogyoro esetén

Elgszor a Palvolgyi cikkében [5] felvetett (4,3,2) esetet vizsgaltuk. Ekkor a
cikkben leirt stratégia nem megfelel annak bizonyitasara, hogy ez a szamhar-
mas pontos, és jo jeloltként volt emlitve arra, hogy az Alpern’s Caching Game
és a Multiple Caching Game értékei kiilonb6znek, mivel itt nem teljesiilnek a
4] sejtés feltételei. Ezt az alabbi esetben megcafoljuk, tehat Csoka sejtésében
a korlat nem éles.

3.1. A (4,3,2) eset

Egy mas stratégia révén elértiik az elméleti maximum jatékértéket: % =
d
23 _ 8 _ 2

Gk
A stratégia:

e Els6 lépésben véletlenszertien (egyenld esélyekkel) valasztunk a 6 lehets-
ség koziil, tehat feltehetjiik, hogy az l-es és 2-es lyukakra tippeliink, és
feltehetjiik, hogy az 1-es lyukbol kaptunk mogyorot.

e Maésodik 1épésben % valoszintiséggel az 1-es lyukra és emellett véletlensze-

riien (egyenld esélyekkel) valasztunk a 3-as és 4-es lyukak koziil, tehat fel-
tehetjiik, hogy a 3-as lyukra tippeliink. Ekkor ha az 1-es lyukbdl kaptunk



mogyorot, akkor a harmadik 1épésben az 1-es és 4-es lyukakra tippeliink.
Ha pedig a 3-as lyukbdl kaptunk mogyorét, akkor a harmadik 1épésben a
3-as és 4-es lyukakra tippeliink.

e Masodik lépésben é valészintiséggel a 3-as és 4-es lyukakra tippeliink. Ek-
kor ha a 3-as lyukbol kaptunk mogyorét, akkor a harmadik 1épésben az
1-es és 3-as lyukakra tippeliink. Ha pedig a 4-es lyukbdl kaptunk mogyo-
rét, akkor a harmadik 1épésben az 1-es és 4-es lyukakra tippeliink.

Ennek értéke % barmely elrejtési stratégia ellen, mivel barmely elrejtési elren-
2

dezést ugyanakkora, ¢ valoszintiséggel taldl meg. Ennek bizonyitésa a d = 3

altalanos esetnél talalhato, a allitas utan.

4 1.
—_— (17 0,1, O) > (17 0,0, 1)
3.
1.
(1,1,0,0) ——» (0,0,1,1)
1 3.
— (0707171) > (1507170)

1. abra. Az abran 0—1 sorozatokkal jeleztiik, hogy az adott lépésben melyik lyukakra tip-
peliink. A nyilakon szerepld pozicidk azt jelzik, hogy melyik lyukbél kaptunk mogyorét,
ahol elagazas van, egy szakaszra irtuk a kdvetkezd 1épés valosziniliségét a stratégiankban.

Ebben nincs szerepe a mokus dontésének sem, mivel nem tippeliink vissza
olyan lyukra, ahonnan mar korabban nem kaptunk mogyorot, igy ha egyszerre
tobb olyan lyukra tippeliink, ahol van mogyor6, akkor biztosan vesztiink.
Tehat a (4,3,2) szimharmas pontos.

3.2. Uj sejtés a feltételekre

A (4,3,2) eset inspiralta az 0] sejtést a feltételekre, hiszen a gy6zelmi esé-
lytink a mokus felfedési stratégiajatol fiiggetlen volt. Ez amiatt all fenn, hogy a
jaték folyaman tobbet nem tippeltiink olyan lyukra, ahova mar tippeltiink, de
onnan nem kaptunk mogyor6t. Ennek kivitelezéséhez legalabb d(k —1) +1 lyuk
sziikséges, mert az utols6 lépést kivéve lépésenként k — 1 lyukbol nem kapunk
mogyoroét, ezekre tébbet nem tippeliink, és még az utolsé 1épésben sziikségiink
van k lyukra, igy kapjuk az n > (d — 1)(k — 1) + k = d(k — 1) + 1 feltételt a
sejtéshez.
Hasonl6 stratégiaval Gjabb pontos szamharmasokat talaltunk.



3.1. Megjegyzés. Han > d(k — 1) + 1, akkor (fij,l) < k| tehat az utobbi
d

fels6 korlat ezen esetekben gyengébb.

3.2. Megjegyzés. Az [I.0] sejtésbol és a 23] allitasbol kovetkezik, hogy ez
d—1 (n+d—1)!

a korlat éles: (nfddfl) S (n+](€d—1)—1) = k S (n+((i7l|,2). = dk S n 4+ d—1=
d d—1 [CES)
dk—1)+1<n.

Néhany kisebb példan mutattunk stratégiat.
3.3. Allitas. Ha d =2, n> 2k — 1, akkor az (n,2,k) szimhdrmas pontos.

Ebben az esetben stratégiat adtunk n = (2k — 1)-re. Az n > 2k esetet
Palvolgyi mar megoldotta [5].

1.
(1,...,1,0,...,0) ——— (1,0,...,0,1,...,1)
—— —— —— ——

k db k—1 db k—1db k—1db

2. abra. Az abran 0 — 1 sorozatokkal jeleztiik, hogy az adott lépésben melyik lyukakra
tippeliink. A nyilon szerepld pozicié azt jelzi, hogy melyik lyukbél kaptunk mogyoroét.

Ebben az esetben a két mogyord vagy egy lyukban van, vagy kiilonbozsek-
ben.

e Ha a két mogyoro egy lyukban van, % valészintiséggel talaljuk meg, hiszen
az els6 k kivalasztott lyuk valamelyikében kell lenniiik.

e Ha kiilonbz6 lyukakban vannak, X=1 essllyel talaljuk meg Sket, mivel

2
az egyiknek az els6 k lyuk valamelyikében, a masiknak a kovetkezd k — 1
lyuk valamelyikében kell lennie. Osszesen (g)—féleképpen helyezkedhetnek
el.

e Felhasznélva, hogy n = 2k — 1, azt kapjuk, hogy mindkét elhelyezkedés
2 k

megtalalasanak valoszintisége ﬁ =
2
3.4. Allitas. Ha d =3, n > 3k — 2, akkor az (n,3,k) szimhdrmas pontos.

Ebben az esetben stratégiat adtunk n = (3k — 2)-re. Itt Palvolgyi belatta
mar n = (3k — 1)-re is, hogy (n, 3, k) pontos [5].



nk?
")

1.
(1,0,...,0,1,...,1,0,...,0) (1,0,...,0,1,...,1)

k—1 db k—1db k—1 db X]j 2k—2db k-1 db
. /
(1,...,1,0,...,0) ———» (0,...,0,1,0,...,0,1,...,1)
k db 2k—2 db 1 k2 k db k—2 db k—1 db
") (k+1).
(0,...,0,1,...,1,0,...,0) (1,0,...,0,1,0,...,0,1,...,1)

——
k db k db k—2 db k—1 db k—1db k—2db

3. abra. Az abran 0—1 sorozatokkal jeleztiik, hogy az adott lépésben melyik lyukakra tip-
peliink. A nyilakon szerepld pozicidk azt jelzik, hogy melyik lyukbél kaptunk mogyorét,
ahol elagazas van, egy szakaszra irtuk a kdvetkezd 1épés valésziniliségét a stratégiankban.

A lyukakban a harom mogyoré a kovetkezsféleképpen helyezkedhet el: mind-
harom egy lyukban, kettd egy lyukban és a harmadik egy mésikban, vagy harom
kiilonbo6zé lyukban.

e Ha a harom mogyoré egy lyukban van, % . (Z%i = nk—fz valoszintiséggel

3 3
talaljuk meg, hiszen az els6 k kivalasztott lyuk valamelyikében kell legyen

(%), majd tjra azt kell valasztanunk, amelyikben talaltunk (ZTE% , a

harmadik 1épés pedig determinisztikus, mivel mindig visszatippeliink az
egyes lyukra.

e Ha a harom mogyor6 koziil kett6 egy lyukban, a harmadik egy masikban
van, akkor ilyen rejtésbdl Gsszesen (3k — 2)(3k — 3) van. A fels§ 4dgon
akkor taléljuk meg a mogyorokat, ha az els6 k lyuk valamelyikében van
két mogyoro, és az utols6 k — 1 lyuk valamelyikében egy, vagy ha az els6
k lyuk valamelyikében van egy mogyoro, és az ezt kdvet§ k — 1 lyuk vala-
melyikében két mogyord. Az als6 dgon akkor talaljuk meg a mogyorokat,
ha az els6 k lyuk valamelyikében van 2 mogyoro, és az ezt kovets k lyuk
valamelyikében egy, vagy ha az els6 k lyuk valamelyikében van egy mo-
gyoro, és az ezt kovets k lyuk valamelyikében ketts. Tehat a megtalalasi
valészintiség, felhasznalva, hogy n = 3k — 2:

1 nk? nk? 2\ k3
(3k—2)(3k —3) ((n;—Q) 2k(k—1)+ (1 — (n;—2)> -2k ) NES)

e Ha a harom mogyord kiilonbo6zs lyukakban van, akkor az esetek szama

(g) A fels6 agon akkor talaljuk meg a mogyorokat, ha az elsé k lyuk
valamelyikében van egy mogyord, az ezt kovets k — 1 lyuk valamelyikében
is van, valamint az utols6 k — 1 lyuk valamelyikében. Az als6 agon pedig
akkor talaljuk meg a mogyorokat, ha az els6 k lyuk valamelyikében van
mogyord, majd az ezt kévets k lyuk valamelyikében is van, és az utolso k—2

lyuk valamelyikében is. Tehat a megtalalasi valoszintiség, felhasznalva,




hogy n =3k — 2:

1 nk? nk? k3
— | — - k(k—1)? 1— — | B2 (k—2) | = —
@) (m ( ”( <”::2>> ( )> "7

e Tehat minden elrendezést ugyanakkora valoszintiséggel megtaldlunk, azaz

a jaték értéke (’%)
3

A kovetkezo kisebb esetekre ellendriztiik a sejtéstinket: (5,4, 2), (9,4, 3), (13,4,4), (6,5, 2).
Az (5,4,2) esetben a stratégiank:

A

(1,0,0,1, 0)4:4'

B

( )
( )
(0,0,1,0,1)
(0,0,1,1,0)4{ (0,0,0,1,1)

1,0,0,0,1
0,0,0,1,1

4

T (1,0,1,0,0)

1.
(17 170707 O)_>

3 (1,0,1,0,0)
1
3 (0,0,1,0,1)4{ (1,0,0,0,1)
% (1,0,1,0,0)
s 3. 1 _—5.
(070717150)_> (17070507 1) (07071507 1)
% (1,0,0,0,1)
1
3 (1,0,170,0)4 (0,0,1,0,1)

4. abra. Az abran 0—1 sorozatokkal jeleztiik, hogy az adott 1épésben melyik lyukakra tip-
peliink. A nyilakon szereplé pozicidk azt jelzik, hogy melyik lyukbél kaptunk mogyorét,
ahol elagazas van, egy szakaszra irtuk a kévetkezd 1épés valésziniliségét a stratégiankban.

3.3. A gonosz, a random és a j6 moékus

Definidljuk a diszkrét jaték két masik verziojat. Ezekben az alaphelyzet ugyan-
az, vagyis a rejté mokus n lyukba elrejt d darab mogyorot, és mi a lehetd legna-
gyobb valdszintiséggel szeretnénk mindet megtalalni gy, hogy egy lépésben k
lyukra tippeliink, és ha legalabb egyben van mogyoro, a felfed6 mokus nekiink
ad egyet, ha egyikben sincs, akkor a rejté moékus nyer. Mi pedig akkor nyeriink,
ha minden mogyor6ot megtalalunk. Az eredeti jatékhoz képest a felfed6 mokus
valtozik.



Mindharom esetben a jaték értéke az a valdsziniiség, amellyel nyeriink, ha a
rejté mokus és mi is optimalisan jatszunk.

3.5. Definicié. Ha egy lépésben a tippelt k darab lyukban t6bb mogyor6 van,
a gonosz mokus a sajat stratégiaja szerint fedi fel valamelyiket, célja, hogy
veszitsiink. Ez az eredeti verzionak felel meg.

Ebben az esetben a gonosz mokus és a rejtéd mokus ugyanaz.

Jeloljiitk ebben a verzioban a jaték értékét vy (n, d, k)-val.

3.6. Definicié. Ha egy lépésben a tippelt k darab lyukban t6bb mogyoro6 van,
a random mokus egyenl eséllyel fedi fel valamelyiket.
Jeloljiik ebben a verzioban a jaték értékét vps,(n,d, k)-val.

3.7. Definicié. Ha egy lépésben a tippelt k darab lyukban t6bb mogyor6 van,
a jo mokus el6re megbeszélt stratégia alapjan fed fel mogyorokat, célja tehat,
hogy nyerjiink.

Jeloljiik ebben a verziéban a jaték értékét vas;(n,d, k)-val.

3.8. Allitas. Minden (n,d, k) egész szdmhdrmas esetén vyr(n,d, k) < var(n,d, k) <
d
UMj(nada k) < (nfﬁ~

Bizonyitds. A [2.6] allitas bizonyitasaban az elméleti maximumot csak a rejtési
stratégiabol hataroztuk meg. Tehat ez nem fiigg a mokus felfedési stratégiajatol,
igy ez mindhérom verzioban felsé korlat.

vpm(n,d, k) < vpre(n,d, k), mivel a gonosz mokus valaszthatja stratégianak
a random mokusét, ezzel a random mokus nyerési esélyét el tudja érni, tehat a
jaték értéke (a mi nyerési esélyiink) nem lehet nagyobb, mint a random esetben.

vamr(n,d, k) < varj(n,d, k), mivel a jo6 mokussal megbeszélhetjiik, hogy al-
kalmazza a random stratégiat, ezaltal garantilva szamunkra a random jaték
értékét. A jo mokusos jaték értéke tehat legalabb a random jatéké. O

Mivel a kisebb esetek tanulmanyozasa soran még nem taladltunk nem pontos
szamharmast, minden esetben fennallt a var(n, d, k) = varr(n, d, k) = var;(n, d, k)
egyenlGség.

Felmeriilt a kérdés, hogy valoban lényeges-e az, hogy a mokus egy stratégia
szerint fedi fel a mogyordkat vagy véletlenszertien valaszt a mogyordk koziil, ha
tobbet is eltalaltunk, illetve ha egy segit6 fed fel a mogyorok koziil, akivel el6re
megbeszélhetjiik a stratégiat.

Mutatunk egy esetet, ahol kiilonb6znek a hdrom verzioban a jatékértékek. Ez
a (3,3, 2) eset. Ez Palvolgyi cikkében [5] hibasan szerepel, hiszen ott v (3,3,2) =
% az allitas. A jo mokus esetén elérhetd a % jatékérték, amely az elméleti felsé
korlat ebben az esetben a2.8 llitas miatt. A tobbi eset megoldasahoz szamito6-
gépes szélsGértékkeress programot hasznaltunk. Ehhez felirtuk az egyes esetek
megtalalasi valoszintiségét olyan egyenletekkel, melyek minden valtozoéban line-
arisak. A harom elrejtési, illetve megtalalasi esély minimumat maximalizalta a
program numerikusan. Ekkor a kdvetkez§ also és fels6 korlatokat kaptuk a jaték
értékére: a random mokus esetén a jaték értéke 0,6312 és 0, 6316 kozé esik, mig



a gonosz mokus esetén a jaték értéke 0,5999 és 0,6001 kozé esik. A program
altal kiadott eredmények a fliggelékben ) talalhatok.
Az alabbi abran a j6 mokus esetén a keress stratégia talalhato:

(1,0,1)

(07 17 1)

5. abra. Az abran 0 — 1 sorozatokkal jeleztiik, hogy az adott lépésben melyik lyukakra
tippeliink. A nyilakon szerepls poziciok azt jelzik, hogy melyik lyukbél kaptunk mogyo-
rot.

Ezzel % eséllyel nyerni tudunk:

e Ha a rejt6 mokus mindharom mogyoroét ugyanoda rejti, akkor elsé 1épésben
% eséllyel talaljuk el ezt a lyukat, masodik 1épésben mindenképpen oda
tippeliink, és ekkor az els6rél kapunk mogyoroét, igy a harmadik lépésben

is oda fogunk tippelni. Tehat ezt az esetet % eséllyel megtalaljuk.

e Ha a rejté mokus két mogyorot egy lyukba rejt, a harmadikat pedig egy
maésikba, akkor ezek a kovetkezé modon helyezkedhetnek el. Ha az els6re
tippelt két lyuk egyikében van két mogyoré, a masikban pedig 1, annak
az esélye %, ekkor a felfed6 mokus stratégiaja legyen az, hogy elsé 1épés-
ben abbédl a lyukbol ad, amelyikben egy mogyor6é van. Ekkor masodik
lépésben abbol a lyukbol kapunk mogyorot, amelyikben ketts van, és erre
a harmadik lépésben is tippelni fogunk, tehat ebben az esetben mindig
megtalaljuk a harom mogyorét. Ha az elsére tippelt két lyuk egyikében
van két mogyord, és a harmadikban egy, ennek az esélye %, ekkor elsd

lépésben az els6 lyukbol kapunk mogyorét, majd méasodik 1épésben szin-

tén, ekkor harmadik 1épésben a harmadik lyukra is tippeliink, tehat itt is
megtalaljuk a mogyorokat. Ha az elsére tippelt két lyuk valamelyikében
van egy mogyor0, és a harmadikban ketts, ennek az esélye is %, ekkor
els6 lépésben kapunk mogyorét az elsé lyukbodl, de masodik lépésben nem
tippeliink a harmadik lyukra, tehat ebben az esetben mindig vesztiink.

Tehat ekkor % <14 % 14 % 0= % eséllyel megtalaljuk a mogyorokat.

e Ha a rejt6 mokus mindhdrom mogyorot kiilonbozé lyukba rejti, akkor
els 1épésben mindenképp taldlunk mogyorét, ekkor a méasodik lépésben
a masodik lyukbol kapunk mogyorét, igy harmadik lépésben a harmadik
lyukra is tippelni fogunk, tehat megtalaljuk mindharom mogyorét. Ezt az
esetet 1 valoszintiséggel megnyerjiik.
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4. Folytonositasok

4.1. Diszkrét jaték nem egész k esetén

A jaték nem egész k-ra is értelmezhets: egy ,kevert stratégiat” alkalmazunk,

bizonyos valészintiségekkel valasztunk minden lépésben néhany (egész szami)

lyukat dgy, hogy minden lépésben a megtippelt lyukak szamanak varhato érté-

ke k legyen. Fels6 korlat lesz a jaték értékére %, mivel a allitashoz
d

hasonloan a jo esetek szamanak varhato értéke k%nel lesz egyenls:

Legyenek a vdlaszthato lyukkombindciok a1, as, ..., am. Az elsd lépésben
pi eséllyel vdlasztjuk az a1 lyukkombindciot, ps eséllyel az as lyukkombindciot,
<.y pho eséllyel az apm-et. Az ezt kévetd lépésben a pi-es dgon p? | eséllyel az a;
lyukkombindcidt, ..., pim eséllyel az ap-et, és igy tovdbb, a p,, -es dgon pfml

eséllyel az aq-et, ... pfn’m eséllyel az a,,-et, és igy tovdbb lépésenként, az utolsa,

d-edik lépésben a pf:}’l dagon pf 1,1 eséllyel az ay-et, ..., py 4, esé€llyel ap,-
et, €s igy tovdbd, apffnf_l_'m agon pfn’”qm’l eséllyel az ay-et, ..., pf, m,m €s€llyel
am-et tippeliink. A jo esetek szamdnak virhatd értéke a py |ag,|-...-pd i -lai,]

alaki szdmok dsszege lesz, eqy ilyen tag eqy d-hosszi dg mentén az egyes lépé-
sekben megtippelt lyukak szama a bekovetkezés valdszintiségével silyozva, ahol
|a;| azt jeléli, hogy az a; lyukkombindcicban hdny lyukra tippelink. Tehdt ez az
0sszeg:

m
Z pzll |ai1 ‘ ' pzzl,iz |ai2| et pz('il,ig,...,id|aid|
i1,02,.0iq=1
Ekkor az utolsé tényezdk szerint csoportositva (azaz amikor iy, ia, ..., ig—1
régzitett és iq vdltozik 1 és m kozott) Y21 pf o lai,| = k, mert egy lépés

sordn a vdrhato érték k. FEzt minden i1, 12, ..., iq—1-re megtehetjik, és igy
kiemelhetd k az dsszeqbdl. Ezt ismételve megkapjuk, hogy az dsszeq értéke k2.

Az also korlatot a [5l, Proof of Theorem 2.]-ben leirt stratégia alapjan ha-
tarozzuk meg, azon sejtésiinkbdl kiindulva, miszerint k als6 és fels§ egészrész
értékeit tippelve lesz a legjobb esélyiink. Egyértelmten felirhatjuk k-t, mint
k= |k]-(1—p)+ [k]-p. Ezutidn minden tippelésnél p valoszintiséggel |k |,
illetve 1 —p valoszintiséggel [k] szamu lyukra tippeliink, méghozzé azokra, ame-
lyekre a Palvolgyi altal | k]-re, illetve [k|-re adott stratégia alapjan tippelniink
kell.

Tehat ha (n,d, |k]) és (n,d, [k]) pontosak, akkor a jaték ezen verzidjanak
értéke (n, d, k)-ra e

")

4.2. Alpern’s Caching Game
4.1. Allitas (Palvolgyi [5], Csoka [3]). Ha k egész, akkor vy (n,d, k) < va(n,d, k),

akkora, mint a Multiple Caching Game-é.

Bizonyitds. (Pdlvélgyi) Az Alpern’s Caching Game soran kovethetjiik a Multiple
Caching Game stratégiajat a kovetkezd moédon: amelyik lyukakra tippelnénk a
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Multiple Caching Game-ben, azokban kezdjiink el egyszerre azonos sebességgel
asni addig, amig valamelyik lyukban talalunk egy mogyorot, és ekkor térjiink &t
a kovetkez§ lépésre a Multiple Caching Game stratégidjaban. Ha tobb lyukban
is van mogyoro, akkor elszor azt fogjuk megtaldlni, amelyik legkevésbé mélyen
van, és nem a mokus donti el, melyiket adja, tehat nem jarunk rosszabbul,
mint a Multiple Caching Game-ben. Ha megtaléltuk az 6sszes mogyorot, akkor
Osszesen legfeljebb k-szorosat dstuk a mogyorok Osszmélységének, tehat k-1 = k-
t, és ez pont a maximalis Asasi mennyiség. Igy ha a Multiple Caching Game-ben
nyeriink, akkor ezzel a stratégiaval az Alpern’s Caching Game-ben is nyeriink.

O

4.3. Alpern’s Caching Game valtozata nem egész k-ra

A diszkrét jaték nem egész k esetén kapcsolatba hozhatd az Alpern’s Cach-
ing Game-mel, de az eredeti jatékot nem oldja meg nem egész k-ra, mert a
diszkrét stratégia alapjan el6fordulna, hogy k-nal tébbet kellene asnunk, amit
nem engednek meg a szabélyok. Viszont azt a valtozatot megoldja, ha mindig
csak egész mennyiséget dshatunk valamilyen valdszintiségekkel agy, hogy az dsés
mennyiségének varhaté értéke k legyen. Ekkor a diszkrét stratégiat kovetve el-
érhets az el6bbivel analég modon az elméleti maximum jatékérték, ha a diszkrét
jaték esetén ezt elértiik.

4.4. Mogyor6krém

Altalanosithatjuk a jatékot arra az esetre is, amikor nem egész szamiu mogyorot
szeretnénk megkeresni. Ilyenkor mogyorok helyett ,mogyorokrém” van elrejtve
a lyukakba, azaz minden lyukban egy 0 és d kozti valés szdm az oda rejtett
mennyiség, és Gsszesen d egység mogyorokrém van elrejtve. A keresd egy tipp-
jénél ha a tippelt lyukak Gsszesen tartalmaznak 1 egységnyi mogyordkrémet,
akkor a keres6 ad neki ezekbdl a lyukakbol Gsszesen 1 egységnyit, és folytatodik
a jaték, kiilonben veszit.

Ilyenkor mar az az eset sem trivialis, ha nem az 6sszes mogyorokrémet kell
megtalalni, hanem csak 1 egységnyit, igy mi ezzel az esettel foglalkoztunk. Ekkor
a keresének nincs valédi stratégidja, csak kivalaszt k lyukat az n-bél, és akkor
nyer, ha ezekben Gsszesen van legalabb 1 egységnyi krém. Ezért a rejtének az a
célja, hogy gy ossza szét a mennyiséget, hogy a lehets legkevesebb lyuk k-asban
legyen Osszesen 1 az Osszeg.

Ha d kell6en nagy (d > n mar példaul elég), akkor az lesz az optimalis
rejt6 stratégia, hogy mindet egy helyre rejti, ekkor a keres6 gy6zelmi esélye %,
mivel legalabb egy lyukban mindenképpen lesz legalabb 1 egységnyi krém. Ha
d elég kicsi, azaz d < 7, akkor pedig minden lyukba ugyanannyit rejtve a rejtd
biztosan gy6zhet. Itt azt vizsgaltuk meg, hogy milyen esetekben lesz koztes eset,
azaz olyan d, amelyre a jaték értéke 0 és % kozott van.

n

4.2. Allitas. Ha k | n, akkor nincs kéztes eset, azaz d > % -ra nincs a rejtonek
olyan stratégidja, mellyel a jaték értéke %—nél kisebb.
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Bizonyitds (Imolay Andrds). A Baranyai-tétel [6] alapjan [n]| k-elemd részhal-
mazainak halmaza felbonthato particiokra tigy, hogy minden particioban 7 elem
legyen, és ezek diszjunkt unidja [n] legyen. Mivel Gsszesen legalabb 7 mogyo-
rokrém van, minden particiéban legalabb az egyik halmazban minimum 1 van,

azaz a k-elemt részhalmazok legalabb +-ad részében legalabb 1 lesz az Osszeg,
k

tehat a keresének legalabb % esélye van megnyerni a jatékot. O
Ha k 1 n, akkor jellemzGen lesz koztes eset:

4.3. Példa. Han =5 és k = 2, akkor 2 < d < 3 esetén az optimalis rejtés >
esélyt ad a keres6ének a gy&zelemre.

Bizonyitds. Amennyiben a rejté harom lyukba % mennyiséget rejt, a tobbibe
pedig 0-t, akkor a keres6 csak akkor nyer, ha ebb6l a hdrom lyukbél 2-re tippel,
amelyre % esélye van.
Viszont f—o—et nem érhet el a rejts: indirekten tegyiik fel, hogy van ilyen
rejtés, a lyukakba tett mennyiségek legyenek a; > as > az > a4 > as. Ha
két Osszeg legalabb 1, akkor ezek csak aj + as, a1 + as lehetnek, tehat a tobbi
paronkénti Osszeg kisebb 1-nél. Tehat a; + a4, a1 + as,a4 + a5 mind kisebbek
5

1-nél, igy a1 + a4 + a5 < %, emellett as + a3 < 1 is teljesiil, igy d = > a1 < %,
i=1

ami ellentmondas. O

Ez a kérdés kapcsolatban all a Manickam—Miklos—Singhi sejtéssel is (ez a
sejtés ettdl fliggetlen okbol megtalalhatdo Csoka cikkében [3], hiszen hasonld
limeszprobléméara vezet, mint az Alpern’s Caching Game):

4.4. Kérdés. Rdgzitett n, k természetes szamokra adjunk meg olyan a1, as, . .., an
valds szamokat, hogy ha {i1,i2,...,ix} C {1,2,...,n} egy egyenletes eloszldssal
véletlenszerden vdlasztott k elemd részhalmaz, akkor

k n
P(ai1+ai2+-~-+aik>n;ai> (1)

a lehetd legnagyobb legyen.

4.5. Sejtés. (Manickam—Miklos—Singhi)
Ha 4k < n, akkor ez a mazimdlis valdsziniség 1 — %

El6szor is vegyiik észre, hogy ha -ben forditott egyenlStlenséget kovete-
link meg, akkor nem valtozik a kérdés, mivel a két kérdésre kapott szdmhal-
mazok kozott az atlagra vald tiikkrozéssel egy egyértelmid megfeleltetést kapunk.
Ezzel pedig ekvivalens az a kérdés, hogy mikor lesz

k/‘ n
P<a¢1+ai2+-~-+aik ZE E_laz)
k

a lehetd legkisebb, a sejtés szerint 4k < n esetén az optimum .
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Az a; szamok megfelelhetnek a lyukakba tett mennyiségeknek, ha %d =1,
akkor visszakapjuk a fenti kérdésiinket. A MMS-sejtés kovetkezménye tehat,
hogy 4k < n esetén sincs koztes eset. Azon vizsgalt paraméterekre, melyekre
van, az optimaélis rejtés soran mindig néhany lyukba egy adott pozitiv mennyi-
ség, a tobbibe 0 keriilt, ezért megfogalmaztuk a kovetkezs sejtést:

4.6. Sejtés. Tetszdleges paraméterek mellett az optimdlis rejtd stratégia sordn
néhdany lyukba ugyanazt az r mennyiséget rejtjik, a t6bbi lyukba pedig 0-t.

4.5. Also korlat vy (n,d, k)-ra d — oo esetén

Belattuk, hogy wvar(n,d, k) monoton csékken d-ben allitas), igy felmeriil
a kérdés, hogy d — oo esetén a Multiple Caching Game értéke 0-ba tart-e.
Megmutatjuk, hogy k > 2 esetén nem, vagyis tetszdleges szamu mogyord esetén
egy rogzitett pozitiv valoszintiséggel meg tudjuk talalni mindegyiket.

4.7. Allitas. Minden k > 2 egészre vyr(n, d, k) > c(n, k) > 0, ahol c¢(n, k) egy
csak n-tdl és k-tol fliggd pozitiv konstans.

Bizonyitds. Rogzitsiik n-et és k > 2-t. Megadunk egy stratégiat, amellyel d-
t6l fiiggetlen valoszintséggel megtalaljuk az Gsszes mogyordt: Az els6 1épésben
véletlenszeriien (egyenld esélyekkel) valasztott k db lyukra tippeliink, a tobbi
lépésben pedig arra a lyukra tippeliink, ahonnan az el6z6 lépésben mogyorot
kaptunk, és még k — 1 véletlenszertien (egyenls esélyekkel) valasztott lyukra.
Az els6 lépésben legfeljebb ";k eséllyel vesztiink. Egy altalanos 1épésben csak

akkor veszithetiink, ha abban a lyukban, ahonnan az el6z6 1épésben kaptunk
mogyoroét, ez volt az utolsé mogyorod, azaz amikor épp kiiiriilt egy lyuk. Ha egy
i—1

(iz1)

lépés el6tt + — 1, utana pedig ¢ iires lyuk volt, akkor a kévetkezd 1épésben )
k—1
eséllyel vesztiink, mivel ekkora valészintiséggel tippeliink k — 1 iires lyukra az

éppen kiiiriilt lyuk mellett. Igy a nyerési esélyiink legalabb

e(n.k) = (1— 2=k) . T <1 - Ek))) > 0. 0

i=1 k—1

4.8. Kovetkezmény. Minden k > 2-re va(n,d, k) > c(n,|k]) > 0, ahol
c(n, |k]) egy csak n-tél és | k|-tdl fiiggd pozitiv konstans.

Bizonyitds. A allitas miatt egész k-ra va(n,d, k) > c(n, k), és nem egész
k-ra pedig a jaték definicioja miatt va(n,d, k) > va(n,d, |k]) > c(n, |k]). O
5. Lezaras

Késébbi terveink kozé tartoznak az [L.5 sejtés, [1.6] sejtés bizonyitésa, a straté-
giank altalanositasa minden pontos (n,d, k)-ra.
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A. Stratégiak keresése programmal

b3

(1,1,0)
P (1,01
0,1,1)
P1 (1,1,0)
P 11,0
_P (1,01
(0,1,1)
P (1,10
P (1,01
(0,1,1)
(1,1,0) L, P (1,0,1)
P a,1,0
P (101
(0,1,1)
P (11,0
P2 10,1
(0,1,1)
(0,1,1)
P13 (11,0
P 101
(0,1,1)

6. Abra. Az abran 0—1 sorozatokkal jeleztiik, hogy az adott lépésben melyik lyukakra tip-
peliink. A nyilakon szerepld poziciék azt jelzik, hogy melyik lyukbél kaptunk mogyorét,
ahol elagazas van, egy szakaszra irtuk a kévetkezd 1épés valésziniliségét a stratégiankban.
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B. A program altal kiadott eredmények

random jaték keresGstratégia: | gonosz mokus keresGstratégia:
v (3,3,2) = om(3,3,2) =
0.631266583766597 0.599999998988798

b1 = b1 =

1.433265356398650 - 10~8 0.300000004173928

P2 = P2 =

0.946899861317246 0.599999994319573

pP3 = p3 =

2.125486469051197 - 10~ 7 1.217151379684367 - 10~ 10
Ps = P4 =

0.999999712433013 0.999999999878112

Ps = Ps =

4.989166940971845 - 10~° 3.085953476089642 - 10~8
Ps = Ps =

0.442763073625245 2.598550738776247 - 1010
pPr = pr =

0.999999990714073 0.500000011498288

P8 = P8 =

0.285925092871882 - 10~Y 0.499999988484626

P9 = Po =

2.718295488701727 - 108 6.920797268605838 - 10~ 12
Pio = Pio =

0.342734797303237 0.499999988494791

P11 = P11 =

0.664699872406349 0.999999999901808

P12 = P12 =

0.335300123056941 1.069900352273958 - 10~ 12
P13 = P13 =

1.314916509009834 - 10~ 10 1.003127747534194 - 107
P14 = P14 =

0.999999965441518 0.999999996373835

Az alabbi tablazatban a rejtGstratégiak talalhatok.
l1: annak az esélye, hogy a rejté mokus minden mogyorét ugyanabba a lyukba
rejt
lo: annak az esélye, hogy a rejté mokus minden mogyorét kiilonbozs lyukba rejt
l3: annak az esélye, hogy a rejté mokus két mogyordt ugyanabba a lyukba rejt,
és egy mogyorédt egy masik lyukba
q1: ha az els6 lyukban 2 mogyor6 van, és a harmadikban 1, akkor a mésodik
lépésben ha az els6 és a harmadik lyukakra tippeliink, akkor ekkora valészini-
séggel fog az 1-es lyukbol mogyorét adni a felfed6 mokus
q2: ha az els§ lyukban 1 mogyoré van, és a masodikban 2, akkor az elsé lépésben
ekkora valoszintiséggel fog az 1-es lyukbol mogyordt adni a felfed mokus

17



q3: ha az els6 lyukban 2 mogyoré van, és a mésodikban 1, és az els6 lépésben az
elsé lyukbol kaptunk mogyorot, és masodik 1épésben az els6 és masodik lyukak-
ra tippeliink, akkor ekkora eséllyel fog az 1-es lyukbol mogyorot adni a felfedd
mokus

q4: ha mindharom mogyor6 kiillonb6zé lyukban van, az els§ 1épésben az elsé
lyukbol kaptunk mogyorét, és a masodik lépésben a masodik és harmadik lyu-
kakra tippeliink, akkor ekkora eséllyel fog a 2-es lyukbél mogyorot adni a felfedd
mokus

random jaték rejtéstratégia | gonosz mokus rejtéstratégia

U]\/Ir(gv 3a 2) -

11]\/[(3,3, 2) =

0.631579844026254

0.600002218914396

I =

I =

0.263159544659304

0.300001109457198

Iy =

lo =

0.105264762894245

0.099996671628406

I3 = I3 =
0.631575692446451 0.600002218914396
q1 = q1 =
0.500000000000000 0.500018490884919
q2 = q2 =
0.333333333333333 0.500018490884919
q3 = q3 =
0.500000000000000 0.955197063889760
g4 = g4 =

0.500000000000000

0.319507062168597
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