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1. fejezet
Bevezetés

Frenkel és Zabradi becsléseket adtak egész egyiitthatos normalt polinomok helyettesitési
értékeinek legnagyobb kozos osztoira a rezultans segitségével. Ezt altalanositjuk arra az

esetre, amikor a polinomok fGegyiitthatoja nem feltétlentil 1.



2. fejezet

Jelolések

Rogzitsiink le egy p primet, ekkor v legyen az a — fiiggvény ami egy a € hozzarendeli a

pimtényezds felbontasaban, rogzitett p primiink kitevgjét.
f.9 € [a]:

(=)

f(I)ZCWA

k
]:



3. fejezet
Sajat eredmények

3.0.1. Lemma. m €, I C {1,2,...,k} indexhalmaz, és Vi € I teljesiil, hogy v(m — ;) ¢.
Legyen 0 < t; < p azon i € {1,2,....k}\I szama amikre teljesil, hogy v(m — ;) > 0.
Ekkor létezik eqgy n €, hogy n = m (mod p) és

o(f(n) Svle,) + Y vlm =)+t

el

Bizonyitas.
I"={ie{l,2,. ... k}\I|v(n—) > 0}
I~ = {i € {1,2, .. E\Jo(n — ) < 0}

=v(cy) + Zv(n — ) + Z v(n =) + Z v(n — i)

el ielt iel—

1~ -hoz tartozo tagjainkat elhagyjuk ugyanis ezek negativak, szeretnénk valasztani gy egy
n € hogy ezzel felultudjuk becsiilni I*-hoz tartozo tagokat. Teljesiilni kell, hogy n = m
(mod p) és ezutan tgy valasztjuk meg n-et (mod p?), hogy v(n — ;) < 1 teljesiiljon
i € I't-ra.

Vne Ziel:

v(n =) =v((n—m)+(m—7)) = min((n —m),(m — 7)) <v(m—)



Az igy valasztott n-nel:
k
v(f(n) = v(e,) + Z v(z =) =
— () + v =)+ Y va =)+ 3 vle— ) <

el ielt iel—
<o(e) + Y v(@ =)+ Y1 <wv(ey) + Y vlm =)+t
i€l ielt i€l

4

3.0.2. Tétel. Ha l = 0 teljesiil a lentebbi egyenldtienséy:

v(ey)m + v(cs)k + Z v(d;—v;)>G -m+s(s—1-D)+ S

57 =1=6;
Egyénként:
v(ey)m + v(cs)k + Z v(d; — ;) > G-m+s(s—D)
1,5y, =1=6;
Bizonyitas.

a; = ’U(l - ’)/j), bl = U(l - (51)
v(0; — ;) = min(a;, by)
D = v(cs), G =v(cy)

Legyen ¢; = D ha i =1 és 0 értéket vesz fel egyébként.

k. m
v(ey)m + v(cs)k + Z v(d; — ;) Zg-m—i-zz (min(aj, b;) + ¢;)

57 =1=6; j=1 i=1

I ={ie{l,2,..,kla; < min(1,b;),a; ¢}}
Alkalmazzuk az el6z6 lemmat I = I;-re:

s < Zaj+tj+v(cy)
JEl;
j §é [j, Clj Z mm(l,bz)

k
Zmznal, —|—cl)>D+Za]—|—t1 min(1,b;) >
7j=1

jel



> (D + Z a; +tr)-min(1,b;) > s-min(1,b;)

jel

Megint alkalmazzuk az els6 lemmat I = {i € 1,2,..,n|0 < b; < 1}

k
S§Zbi+tI+D§me(1,bj)+D

el j=1

Feltessziik hogy S, n = 0 esetén vevddik fel és b, a legnagyobb gyokiink, ha nem akkor
atindexeljiik igy hogy by legyen a legnagyobb ezt megtehetjiik hisz a ploinomjaink gytirtje

kommutativ: .
Z(mm(al,bk +¢;) Zaka—'u (0)) > S
i=1
Valamint
k—1 k
1+ me(l, b;) > Zmin(l, bj) >s—D
=1 j=1

kK m
G-m+D- k+2v5—fyj EZmeal, J+c¢)+G-m

7,7 =1 =1
k-1 m

>G-m+ Z s-man(1,b;) + Z(mz’n(ai, bj)+ci) >
j=1 i=1

>G-m+s- (Zmz’n(l,ly)) +S>G -m+s(s—1—-D)+ 8

g

3.0.3. Tétel. Legyen s < p és p® osztja g-t és f-et minden n-re.
S = mazpev(ged(f(n), g(n)))

Ekkor:
v(R)>-D-p-s+G-m-p+p-s°—s+8

Bizonyitas.

Adjuk 6ssze az el6z6 tétel becsléseit:

V(R) > (p—1)-(G-m+s(s—D))+G-m+s(s—1—D)+S = —D-p-s+G-m-p+p-s>—s+S
U



3.0.4. Allitas. A kovezkezd konstrukciora a becsléstink egyenléséggel telejsiil, igy éles.
s=s+D,S=8+D

F@) = ala 2y T [ = o =0 = 22

_prl

p—1
5 )

g(g;) =D. (l‘ _ pS’—s’-i-l—D)(x N p)s’—l—D H(x — —p)SI_D)(iL‘

Bizonyitas.

Tegyiik fel hogy minden kitevé nem negativ.

o(r) = v(e@@ [T g@) =

z:f(x)=0
571% -\ 25 G-m p+1p71
=mG +v(g(0)9(2p) " [ [ 9()*g 0™ + ==)"") =
=1
—1
:m~G+(S’+D—D)+(s—1)(3'+D—D)—|—25~p2 (+D—-D)+(p—1)-(G-m)

=m-G+S—D+(s—1)(s—D)+s(p—1)(s—D)+(p—1)(G-m—D-s) =
=G-m+S—D+s*+D—5—5sD+Ds—Dps—5s*+ps°+(p—1)G-m =

=pG-m+ S — s — Dps + ps®



Felhasznalt irodalom

[1]Frenkel P. E., Pelikan J., On the Greatest Common Divisor of the Value of Two Poly-
nomials, The American Mathematical Monthly 124(5) (May 2017), 446-450.

2] D. Gomez, J. Gutierrez, A. Ibeas, D. Sevilla, Common factors of resultants modulo p,
Bull. Aust. Math. Soc. 79 (2009), 299-302.

[3] S. Janson, Resultant and discriminant of polynomials, https://www.semanticscholar.org,
2010

[4] Keller G., Olson F. R., Counting polynomial functions (mod pn), Duke Math. J. 35
(1968), 835-838.

[5] Kempner A. J., Polynomials and their residue systems, Amer. Math. Soc. Trans. 22
(1921), 240-288.

[6] D. I. Khomovsky, On the relationship between the number of solutions of con- gru-
ence systems and the resultant of two polynomials, INTEGERS — Electronic Journal of
Combinatorial Number Theory 16, A41

[7|Péter E. Frenkel and Gergely Zéabradi, Estimating the greatest common divisor of the
value of two polynomials, International Journal of Number Theory 14(9) (2018), 2543-2554



