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1. fejezet

Bevezetés

Frenkel és Zábrádi becsléseket adtak egész együtthatós normált polinomok helyettesítési
értékeinek legnagyobb közös osztóira a rezultáns segítségével. Ezt általánosítjuk arra az
esetre, amikor a polinomok főegyütthatója nem feltétlenül 1.
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2. fejezet

Jelölések

Rögzítsünk le egy p prímet, ekkor v legyen az a → függvény ami egy a ∈ hozzárendeli a
pímtényezős felbontásában, rögzített p prímünk kitevőjét.
f, g ∈ [x]:

f(x) = cγ

k∏
j=1

(x− γj)

g(x) = cδ

m∏
i=1

(x− δj)

R = cmγ · ckδ ·
∏
i,j

(δi − γj)

D = v(cδ)

G = v(cγ)
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3. fejezet

Saját eredmények

3.0.1. Lemma. m ∈, I ⊆ {1, 2, ..., k} indexhalmaz, és ∀i ∈ I teljesül, hogy v(m− γi) /∈.
Legyen 0 ≤ tI < p azon i ∈ {1, 2, ..., k}\I száma amikre teljesül, hogy v(m − γi) > 0.
Ekkor létezik egy n ∈, hogy n ≡ m (mod p) és

v(f(n)) ≤ v(cγ) +
∑
i∈I

v(m− γi) + tI

.

Bizonyítás.
I+ = {i ∈ {1, 2, ..., k}\I|v(n− γi) > 0}
I− = {i ∈ {1, 2, ..., k}\I|v(n− γi) ≤ 0}

v(f(n)) = v(cγ) +
k∑

i=1

v(x− γi) =

= v(cγ) +
∑
i∈I

v(n− γi) +
∑
i∈I+

v(n− γi) +
∑
i∈I−

v(n− γi)

I−-hoz tartozó tagjainkat elhagyjuk ugyanis ezek negatívak, szeretnénk választani úgy egy
n ∈ hogy ezzel felültudjuk becsülni I+-hoz tartozó tagokat. Teljesülni kell, hogy n ≡ m

(mod p) és ezután úgy választjuk meg n-et (mod p2), hogy v(n − γi) ≤ 1 teljesüljön
i ∈ I+-ra.
∀n ∈ Z, i ∈ I:
v(n− γi) = v((n−m) + (m− γi)) = min((n−m), (m− γi)) ≤ v(m− γi)
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Az így választott n-nel:

v(f(n)) = v(cγ) +
k∑

i=1

v(x− γi) =

= v(cγ) +
∑
i∈I

v(x− γi) +
∑
i∈I+

v(x− γi) +
∑
i∈I−

v(x− γi) ≤

≤ v(cγ) +
∑
i∈I

v(x− γi) +
∑
i∈I+

1 ≤ v(cγ) +
∑
i∈I

v(m− γi) + tI

□

3.0.2. Tétel. Ha l = 0 teljesül a lentebbi egyenlőtlenség:

v(cγ)m+ v(cδ)k +
∑

i,j:γj≡l≡δi

v(δi − γj) ≥ G ·m+ s(s− 1−D) + S

Egyénként:
v(cγ)m+ v(cδ)k +

∑
i,j:γj≡l≡δi

v(δi − γj) ≥ G ·m+ s(s−D)

Bizonyítás.

aj = v(l − γj), bi = v(l − δi)

v(δi − γj) ≥ min(aj, bi)

D = v(cδ), G = v(cγ)

Legyen ci = D ha i = 1 és 0 értéket vesz fel egyébként.

v(cγ)m+ v(cδ)k +
∑

i,j:γj≡l≡δi

v(δi − γj) ≥ g ·m+
k∑

j=1

m∑
i=1

(min(aj, bi) + ci)

Ij = {i ∈ {1, 2, ..., k|ai < min(1, bj), ai /∈}}

Alkalmazzuk az előző lemmát I = Ij-re:

s ≤
∑
j∈Ij

aj + tj + v(cγ)

j /∈ Ij, aj ≥ min(1, bi):

k∑
j=1

(min(ai, bj) + ci) ≥ D +
∑
j∈I

aj + tI ·min(1, bi) ≥
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≥ (D +
∑
j∈I

aj + tI) ·min(1, bi) ≥ s ·min(1, bi)

Megint alkalmazzuk az első lemmát I = {i ∈ 1, 2, .., n|0 < bi < 1}

s ≤
∑
i∈I

bi + tI +D ≤
k∑

j=1

min(1, bj) +D

Feltesszük hogy S, n = 0 esetén vevődik fel és bk a legnagyobb gyökünk, ha nem akkor
átindexeljük úgy hogy bk legyen a legnagyobb ezt megtehetjük hisz a ploinomjaink gyűrűje
kommutatív:

m∑
i=1

(min(ai, bk) + ci) =
m∑
i=1

ai +D = v(f(0)) ≥ S

Valamint

1 +
k−1∑
j=1

min(1, bj) ≥
k∑

j=1

min(1, bj) ≥ s−D

G ·m+D · k +
∑
i,j

v(δi − γj) ≥
k∑

j=1

m∑
i=1

(min(ai, bj) + ci) +G ·m

≥ G ·m+
k−1∑
j=1

s ·min(1, bj) +
m∑
i=1

(min(ai, bj) + ci) ≥

≥ G ·m+ s ·

(
k−1∑
j=1

min(1, bj)

)
+ S ≥ G ·m+ s(s− 1−D) + S

□

3.0.3. Tétel. Legyen s ≤ p és ps osztja g-t és f-et minden n-re.

S = maxn∈v(gcd(f(n), g(n)))

Ekkor:
v(R) ≥ −D · p · s+G ·m · p+ p · s2 − s+ S

Bizonyítás.
Adjuk össze az előző tétel becsléseit:

V (R) ≥ (p−1)·(G·m+s(s−D))+G·m+s(s−1−D)+S = −D ·p·s+G·m·p+p·s2−s+S

□
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3.0.4. Állítás. A kövezkező konstrukcióra a becslésünk egyenlőséggel telejsül, így éles.
s = s′ +D, S = S ′ +D

f(x) = G · x(x− 2p)s−1

p−1
2∏

j=1

(x− j)2s · (x− pG·m − p+ 1

2
)

g(x) = D · (x− pS
′−s′+1−D)(x− p)s

′−1−D

p−1
2∏

j=1

(x− j − p)s
′−D)(x− p+ 1

2
)p−1

Bizonyítás.
Tegyük fel hogy minden kitevő nem negatív.

v(r) = v(cdeg(g)γ

∏
x:f(x)=0

g(x)) =

= mG+ v(g(0)g(2p)s−1

p−1
2∏

j=1

g(j)2sg(pG·m +
p+ 1

2
)p−1) =

= m ·G+ (S ′ +D−D) + (s− 1)(s′ +D−D) + 2s · p− 1

2
(s′ +D−D) + (p− 1) · (G ·m)

= m ·G+ S −D + (s− 1)(s−D) + s(p− 1)(s−D) + (p− 1)(G ·m−D · s) =

= G ·m+ S −D + s2 +D − s− sD +Ds−Dps− s2 + ps2 + (p− 1)G ·m =

= pG ·m+ S − s−Dps+ ps2

□
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