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Kivonat

Egy adott G graf {a, b}-€lstlyozasan egy w : E — {a, b} fiiggvényt értiink, melyet
megengedettnek neveziink, ha a z : V — Z indukdlt cimkék egy megengedett
szinezését adjdk G-nek, ahol a, b kiilonboz8 egész szdmok €s z(v) = X ,en(y) W(e).

Dudek és Wajc [1] megmutattdk, hogy NP-teljes annak az eldontése, hogy egy
tetszSleges graf rendelkezik-e megengedett {1, 2}-élsilyozéssal. Kiterjesztve ezen
eredményliket megmutatjuk, hogy a probléma barmely kiilonboz8 a-ra és b-re is
NP-teljes.

Thomassen, Wu és Zhang [2] adott egy polinomidlis algoritmust annak eldonté-
sére, hogy egy adott paros graf rendelkezik-e megengedett {1,2}-élstilyozassal.
Megvizsgdljuk ennek a problémdnak egy természetes dltaldnositdsat, amikor egy
elkezdett élsulyozdst kell befejezni megengedetten. Ezen feladatr6l megmutatjuk,
hogy NP-teljes barmely kiilonboz6 a, b egész szamra paros grafokon. Ugyanakkor
bebizonyitjuk, hogy fakra polinom id6ben megoldhatd, mely eredmény egy alterna-
tiv algoritmussal szolgdl az Antifaktor problémadra [3] is, és annak eldontésére is,
hogy egy fa rendelkezik-e megengedett {0, 1}-élstlyozassal [4].

Szamitogépes eredmények ismertetésére is sor keriil a dolgozatban, tobbek kozott
egészEértékl programozasi feladatként modellezziik az 1-2-3 sejtést, és a modellt
felhaszndlva ellendrizziik, hogy a legfeljebb 12 csucsu egyszerti grafokon igaz az
1-2-3 sejtés.

1. Bevezetés

Az 1-2-3 sejtés szerint minden legalabb két éld Osszefiiggs egyszerd graf élei meg-
sulyozhatéak az 1, 2,3 szamokkal ugy, hogy a csicsokra az oda illeszked§ élek
sulyosszegét irva egy megengedett csicsszinezést kapunk. A sejtés kapcsan sza-
mos tovabbi kérdés megfogalmazhatd, a dolgozatban ezen kérdések 4ltal inspiralt
teriileteken fogunk vizsgalédni.

A dolgozat egy f6 eredményeként kiterjesztjiik Dudek é€s Wajc 2011-es eredmé-
nyét [1], mégpedig megmutatjuk, hogy tetszéleges kiilonbozd a, b raciondlis sza-
mokra NP-teljes eldonteni, hogy egy grafra 1étezik-e a fenti értelemben megengedett
€lstlyozas az a, b szamokkal, azaz megengedett {a, b }-€lstilyozas. Tovabba bemu-
tatjuk egy érdekes tulajdonsdgat a paros grafoknak abban az esetben, ha a és b pozitiv
és kiilonboz4 paritdsd, mégpedig, hogy egy csicsot leszamitva 1étezik megengedett
{1, 2}-élsilyozasuk. Thomassen, Wu és Zhang [2] eredménye szerint polinom id&-
ben eldonthetd, hogy egy paros grafnak 1étezik-e {1, 2}-élsilyozasa. Belatjuk, hogy
annak az eldontése viszont NP-teljes, hogy egy mar megkezdett {a, b}-€lsilyozas
befejezhets-e paros grafokon. Ugyanakkor megmutatjuk, hogy fékra szoritkozva po-
linom id&ben eldonthetd, hogy egy mar megkezdett silyozds befejezhets-e tetszdle-



ges kiilonboz4 rogzitett a, b raciondlis szdmokra. Az utébbi algoritmus tovabba egy
alternativ polinom idejd algoritmust biztosit az igynevezett Antifaktor feladatra [3]
és arra is, hogy egy fa rendelkezik-e megengedett {0, 1}-élsilyozassal [4]. Emel-
lett szamitogépes eredményeket is ismertetiink, példaul egészértékl programozasi
feladatként modellezziik az 1-2-3 sejtést, és a modellt felhaszndlva bemutatjuk az
ellendrzés eredményét, miszerint a legfeljebb 12 csiicsu egyszert grafokon igaz az
1-2-3 sejtés. Ezenfeliil megkezdjiik az {a, b}-tulajdonsagu paros grafok karakteri-
zéacidjanak szamitdgépes vizsgalatat is. Végiil jelen dolgozat zardsaként betekintst
nyyjtunk tovibbi érdekes nyitott problémdkba a témakor irdnt érdekl6ddk szdmara.

Jelolések

A dolgozat sorin G = (V, E) egy egyszerd, véges, 0sszefliggs és irdanyitatlan gra-
fot jelol. Az {1,..., k}-élsiilyozds alatt egy olyan w : E — {1,..., k} fliggvényt
értlink, amely G éleihez rendel silyokat az {1,..., k} halmazbdl. Azt mondjuk,
hogy ez az {1,..., k}-élsilyozds megengedett, ha a 7 : V — 77 indukdlt csics
cimkézé€s, ahol z(v) = X cay) W(e), egy megengedett csicsszinez€s, azaz tetszd-
leges e = uv € E élre z(u) # z(v). Ha egy G graf rendelkezik megengedett
{1, 2, 3}-élsilyozassal, akkor azt mondjuk, hogy G 1-2-3 tulajdonsagii (hasonl6an
definidlhat6, ha mds a k értéke). Végiil jeloljiik X% (G)-vel azt a legkisebb k szamot,
amelyre 1étezik megengedett {1, ..., k}-€lsulyozdsa G-nek. Ha pedig az {1, ..., k}
halmazt lecseréljiik az {a, b} halmazra, akkor az {a, b}-€lstlyozasi feladatrél be-
sz€liink. Azt mondjuk, hogy G szép, ha Osszefiiggs és csucsszama legaldbb 3.

1.1. Motivacio

Annak az eldontése, hogy egy grafnak létezik-e megengedett {a, b}-€lstlyozdsa —
amely kérdéssel a legtobbet foglalkozunk a dolgozatban — az 1-2-3 sejtés kapcsan
meriilt fel, mely az ,,irregularis” grafok tanulmanyozdsabdl szarmazik.

Az 1-2-3 sejtést Karoriski, Luczak és Thomason [5] fogalmazta meg 2004-ben:
1-2-3 sejtés Minden szép grdf 1-2-3 tulajdonsagi.

Egyszerd grafelméleti megfigyelések alapjan nincsen a reguldris grafoknak ,.ellen-
tettje”, azaz olyan egyszer graf, amelynek minden fokszdma kiilonbozd lenne.
Mégpedig azért, mert tetszSleges n csicsu grafnak n kiilonbozd fokszdma lehet, a
0,1,...,n—1 szamok. Csak ugy lehet minden fokszdma kiilonb6zd, hogy minden
fokszdmhoz az el&bbiek koziil pontosan egyszer fordul el§. Viszont ez nem lehet,
mivel nem lehet 0 és (n— 1) is egyszerre fokszam. Lehetséges alternativ definicio, az
irreguléris grafokra Chartrand, Erdés és Oellermann [6] cikkében olvashat6. Masok,
mint példaul Chartrand [7] alternativ definiciok helyett azt a problémat vizsgaltak,
hogy egy adott egyszerd graf mennyire irreguldris. Ez alatt azon legkisebb k értéket
értjiik egy tetszSleges egyszeri G grathoz, ahol minden élt kicserélve legfeljebb
k parhuzamos élre a kapott G’ multigraf irreguldris lesz (azaz minden csicsanak



kiilonboz4 a fokszdma). Ezt a minimalis k értéket irregularitdsi erdsségnek nevez-
ziik, és bGvebb informacidkat példaul a kovetkezd cikkekben olvashatunk errdl a
témardl: [8], [9], [10] .

Egy masik lehetséges megkozelités az irregularitdsi erdsségnek a lokdlis véltozata
irdnyabol lehetséges, ahol nem azt koveteljiik meg, hogy a kapott multigrafban min-
den csucs fokszama kiilonboz6 legyen, hanem csak azt, hogy a szomszédos csicsok
fokszdma legyen kiilonbozS. Vegylik észre, hogy éltobbszorozés helyett kereshe-
tiink megengedett {1,..., k}-élsilyozast, csak ekkor a fokszamokra koncentralds
helyett, a fent bevezetett indukalt z cimkézést tekintjiik. Lecserélve a sulyhalmazt
az {1,..., k}-r6l az {a, b} halmazra, eljutottunk az {a, b}-€lstlyozas létezésének a
kérdéséhez.

1.2. Korabbi eredmények

Korai cikkek és eredmények, mint példaul amelyikben az 1-2-3 sejtést el6szor meg-
fogalmazzak [5], a fent definialt X% (G) és x(G) kozotti kapcsolatra fokuszalnak. Az
egyik legels6 eredmény az imént emlitett cikkben szerepel, és a kovetkezdt allitja:

1.1. Allitas (Karoniski, Luczak és Thomason [5]). Legyen (I, +) egy véges Abel-
csoport paratlan renddel és G egy szép |I'|-szinezhetd graf. Ekkor létezik az éleknek
egy olyan siilyozasa, amely a 1'-bol rendel az élekhez és az igy kapott indukalt
csucsszinezés megengedett.

Tovéabbi eredmények a kromatikus szdmmal kapcsolatban:

1.2. Allitas. Ha G 2-0sszefiiggd és x(G) > 3, akkor)(%(G) < x(G) [11]. Emellett
minden k > 3 egész szamra és G szép grdfra a kovetkezok teljesiilnek:

1. ([5]) Ha G k-szinezhetd paratlan k-ra, akkor X%(G) < k.
2. ([12]) Ha G k-szinezhetd, k = 0 (mod 4), akkor X%(G) < k.

3. ([13]) Ha G k-szinezheto, 2-0sszefiiggd és a minimum fokszama k + 1, ahol
k =2 (mod4), akkorXeZ(G) <k

Az elsé éltalanossagban érvényes konstanst, amely felsé becslés )(% (G)-re Addario-

Berry, Dalal, McDiarmid, Reed és Thomason [14] adtdk. Ok azt igazoltdk, hogy
X%(G) < 30. Mégpedig ugy, hogy széleskorben haszndlhaté tételeket bizonyitot-
tak be, ugynevezett fokszamkorlatos részgrafokra. Ugyanezt a technikat haszndlva,
Addario-Berry, Dalal és Reed [15] le tudta vinni a 30-at 16-ra, majd Wang és Yu [16]
még tovabb 13-ra. Végiil a nagy attoréseket elsGsorban Kalkowskinak koszonhetjiik,
mivel a ma ismert legjobb korlatot &, Karoniski és Pfender adta [17], Kalkowski
kordbbi eredményeire tdmaszkodva. A [17]-es cikkben azt 14tjdk be, hogy minden
G szép graf 1-2-3-4-5 tulajdonsagu.
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Tovabba ismert, hogy az 1-2-3 sejtés igaz minden elég nagy, elég sdrd gréfra.
Pontosabban 1étezik n’ konstans, hogy minden legalabb n csticsu grafra létezik egy
megengedett €l 3-silyozds, ha n > n’, és 6(G) > 0.99985n [18]. Ezenfeliil az is
ismert, hogy mér az 1, 2 sulyok is aszimptotikusan majdnem biztosan elegenddek,
hogyha G egy véletlen graf (ahol a véletlen grafot az Erd8s-Rényi modell szerint
értjiik), lasd [15]. Mdsrészr6l pedig Dudek és Wajc [1] beldtta, hogy annak az
eldontése, hogy egy adott graf 1-2 tulajdonsiagui-e NP-teljes. Viszont paros grafok
kozott Thomassen, Wu €s Zhang [2] eredménye szerint karakterizdlhat6ak a nem 1-
2 tulajdonsaguak. Regularis grafokra szoritkozva Jakob Przybylo [19] megmutatta,
hogy minden reguldris graf 1-2-3-4 tulajdonsagt, emellett, ha d > 103, és G d-
reguldris, akkor G 1-2-3 tulajdonsigu.

Az élsulyozasokon kiviil mésfajta stlyozasok is definidlhat6ak. Példaul a csucssilyo-
zasi feladatban a csucsokhoz akarunk silyokat rendelni az élek helyett, az indukélt
cimkét pedig ugy kapjuk, hogy az adott csicsra a szomszédjainak a sulyat adjuk
Ossze. Ahadi és tarsai megmutattdk [20], hogy annak eldontése NP-teljes, hogy
egy G grafnak van-e megengedett cstcssilyozasa az {1, . . ., k} halmazbdl, barmely
k > 2 esetén. Ezenfeliil akkor is NP-teljes marad a probléma, hogyha a k = 2 esetet
vizsgaljuk 3-szinezhetS vagy 3-reguldris grafok [21] korében.

Masfajta problémdkhoz jutunk, ha megvaltoztatjuk a cimkék elGallitasanak defini-
ci6jat. Példdul a silyok dsszeaddsa helyett vehetjiik a szorzatukat. Igy az élsiilyozas
szorzdssal és a cstcssulyozds szorzdssal problémdkat kapjuk meg. Végiil az ed-
digi eredmények tomor bemutatdsat néhany ezekkel a problémadkkal kapcsolatos
nehézségi eredménnyel zarjuk le. Dehghan és tarsai [22] belattdk, hogy NP-teljes
eldonteni, hogy egy adott 3-szinezhet$ sikgrafnak van-e megengedett élstlyozasa
szorzassal az {1, 2} halmazbdl. Tovabb4d, hogy ez az éllitas akkor is helyes marad-
e, ha az élsulyozds szorzdssal feladat helyett a csucssilyozds szorzdssal feladatot
tekintjiik. Mindemellett ha elhagyjuk a szinezhet&ségi €s sikbarajzolhatdsédgi felté-
teleket, de az {1, 2} halmazt lecseréljiik az {1, ..., k} halmazra, akkor is NP-teljes
problémdhoz jutunk.

1.3. Majdnem 1-2 tulajdonsagu sulyozasok paros grafokon

Megismerkedve a sejtéssel bemutatjuk egy érdekes megfigyelésiinket paros grafok-
kal kapcsolatban.

1.3. Allitas. Ha egy G szép pdros grdfban van egy v levél csiics, azaz olyan csiics
melyre deg(v) = 1, akkor G 1-2 tulajdonsdgii.

Bizonyitas. Legyen G a paros grafunk €s v az allitisban megnevezett levél csucs.
Megadunk egy algoritmust, amely elGéllitja G-nek egy megengedett {1, 2}-€lsilyozasit.
Az algoritmus a kovetkezd: Futtassunk le egy szélességi keresést a G grafon v-bol
indulva. A megkapott szélességi fanak legyen a mélysége m. A szélességi faban min-

den gyokértdl kiilonbozd csicsbol lefelé pontosan egy €l megy. Az m-edik szinttdl
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felfelé elindulva szintenként dolgozzuk fel a csiicsokat. Egy cstucsndl a kovetkezdt
csindljuk: Szamoljuk Ossze a lentrdl beérkezd éleken 1€v6 szamok Osszegét (ha egy
a faban levél cstcsot néziink, akkor ez O lesz), €s ha ennek az 6sszegnek a pari-
tdsa megegyezik a szélességi bejards szerinti v-tSl vett tdvolsag paritdsdval, akkor
a felfelé mend élre 2-est irjunk, egyébként 1-est. Végiil minden mds nem fa élre
irjunk 2-est. Ekkor az algoritmussal azt értiik el, hogy v-t leszamitva minden cstcs

cimkéjének paritdsa megegyezik a szintjének a paritdsaval.

Az algoritmus megismerése utdn annak a megmutatdsa maradt hatra a bizonyit4sbol,
hogy egyik él mentén sem lehet iitkdzés, azaz nem létezik xy € E él, amelyre
z(x) = z(y). Egyrészt a v-re illeszked§ egyetlen vw él mentén nem lehet iitk6zés,
mert G szép, ezért w-re illeszkedik még legaldbb egy €l, ami azt jelenti, hogy
z(v) < z(w).

Masrészt figyeljiik meg, hogy a nem fa élek csak péaros szintrdl paratlanra mehetnek
a bejaras szerint, mivel G-ben csak pdros hosszu korok lehetnek. Ezért nem fa
élek mentén nem lehet litk6z€s a paritdsi feltételek miatt. Hasonl6an az eddig nem
targyalt fa élek mentén sem. Tehdt G-nek az algoritmus megadta egy megengedett
{1, 2}-€élsilyozésat. O

1.4. Kovetkezmény. Minden szép pdaros grdafban létezik olyan v csiics, hogy v-bdl
elhagyva legfeljebb deg(v) — 1 élt, a keletkezd grdf 1-2 tulajdonsdgii.

Bizonyitas. Léthatjuk, hogy haa G grafunk 1-2 tulajdonsagu, akkor az 4llitas fennall.

Ha pedig G nem 1-2 tulajdonsigu, akkor az el6z§ allitds alapjan tudhatjuk, hogy
G-nek nincs levél csicsa, azaz d(w) > 2 minden w € V cstcsra.

Azt 4llitjuk, hogy 1étezik v cstiics G-ben, mely nem elvdgé csics. Vegyiink egy tet-
sz0leges feszit6fat — amely 1étezik mivel G Osszefliggd — és legyen v annak egy
levél csticsa. Konnyen lathat6, hogy v nem elvagé csucs. Ebbdl kifoly6lag elhagy-
hatunk deg(v) — 1 darab v-re illeszkedd élt tigy, hogy a kapott G’ graf 6sszefiiggd

legyen. Tovabba G’ paros is és rendelkezik egy levél csiccsal, tehdt az el§z§ allitds
alapjan G’ 1-2 tulajdonsagu. O

1.5. Megjegyzés. Ha a és b pozitivak és eltérS a paritdsuk, akkor az 1.3. Allitas
bizonyitdsdban adott algoritmus egyszerd mddositdsdval beldthatd, hogy az allitds
kiterjed az a-b tulajdonsdgra is. A 1,2 esetet a [12]-es cikkben is emlitik bizonyitds
nélkiil.

2. Grafok (a,b) sulyozasanak nehézsége

2011-ben Dudek és Wajc [1] belattdk, hogy NP-teljes annak az eldontése, hogy egy
tetszGleges graf 1-2 tulajdonsiagu-e. Ebben a fejezetben kiterjesztjiik ezen eredmé-

2z 2

nyliket: belatjuk, hogy az el6z¢ allitds tetszdleges, kiilonbozs a-ra és b-re fenndll.



ElGszor az a # —1 és b # 1 esettel foglalkozunk, majd miutdn ezt megoldottuk egy
alapjaiban eltérd redukcidt fogunk adni a kivétel kezelésére.

2 2

A kovetkezd allitds mutatja, hogy megszorithatjuk a feladatot arra az esetre, amikor
a és b egészek és relativ primek:

2.1. Allitas. Legyen a, b raciondlis szampdr. Ekkor minden d # 0 esetén egy megen-
gedett {a, b}-élsiilyozas kolcsondsen egyértelmiien megfeleltethetd egy megengedett
(a-d,b-d) élsilyozdsnak.

Ez az egyszer( allitas azért teljesiil, mert egy élsulyozds megengedettségét a d-vel
val6 szorzds nem befolyédsolja. Eppen ezért kézenfekvd a kovetkezS definicid. Azt
mondjuk, hogy az a, b szampar [ényeges, ha relativ primek, a és b koziil legfeljebb
az egyik negativ, kiilonbozSek és |b| > |al. A 2.1. Allitasbdl kovetkezik, hogy
a kovetkezGkben {a, b}-€lsuilyozdsok targyaldsa esetén az altaldnossag elveszitése
nélkiil feltehetjiik, hogy a és b 1ényeges szampar.

Ratériink a dolgozat egyik f§ eredményére.

2.2. Tétel. Legyenek a, b fix kiilonbozd raciondlis szamok és legyen G egy tetszdle-
ges egyszerii grdf. Ekkor NP-teljes annak az eldontése, hogy létezik-e megengedett
{a, b}-élsulyozasa G-nek.

Ezt a tételt két részletben bizonyitjuk. A 2.3. Tétel bizonyitdsa Dudek és Wajc
bizonyitdsdt terjeszti ki az a # —1 és b # 1 esetre. Majd a 2.6. Tétel bizonyitdsdban

v .

egy az el6z6tdl eltérs redukceidt fogunk adni az a = —1, b = 1 eset kezelésére.

2.3. Tétel. Legyen a, b fix, lényeges szampar, 1igy, hogy a # —1 és b # 1 egyszerre
teljesiil. Ekkor NP-teljes annak az eldontése, hogy létezik-e megengedett {a,b}-
élsulyozdasa egy tetszoleges egyszerii G grafnak.

Bizonyitas. Az a = 0,b = 1 esetet megoldottdk [1]-ben, ezért feltehetjiik, hogy
b # 1. ElG6szor is vegyiik észre, hogy a probléma NP-ben van, mert ha egy ordkulum
ad egy {a, b}-élsilyozast, akkor polinom idében leellendrizhets, hogy az valéban
megengedett-e. Tehdt az NP-nehézség belatdsa maradt.

Hasonl6an a [1]-ben adott bizonyitdshoz, mutatunk egy redukciét a jol ismert NP-
teljes 3-SZIN problémardl, ahol adva van egy G’ = (V’, E’) gréf és el akarjuk don-
teni, hogy megszinezhetdek-e a csucsai 3 szinnel ugy, hogy barmely két szomszédos
csucsnak mas szine legyen. A kovetkezGkben elGéllitunk egy G gréfot, amelynek
pontosan akkor lesz megengedett {a, b }-€élstilyozdsa, ha G’ csticsai megszinezhetSek

harom szinnel.

27 2

A G gréf elGallitasdhoz sziikségiink lesz két segédgrafra. Az els6t a-kényszerits
segédgrafnak nevezziik és a kovetkez8képpen definidljuk: Vegyiink egy teljes gréafot
avy,..., vy csicsokon €s adjunk hozza ¢ darab dj levél csucsot, amelyek vi-re
illeszkednek, ahol ¢ = b — a. Legyenek ezek a levél csicsok uy, .. .u.. Toviabba
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1. dbra. Az a-kényszerit6 segédgraf szemléltetése.

legyen s1, 52 két 4j cstics és adjuk hozza Sket a grathoz, hizzunk be kozottiik egy élt
€s s7-0t kossiik 0ssze u-gyel. Az 1. dbran szemléltetjiik az a-kényszerits segédgraf
konstrukcidjét.

2.4. Allitas. Legyen H egy a-kényszeritd segédgrdf. Ekkor H tetszdleges megengedett
{a, b}-élsulyozdsaban az ss, él silya a. Tovabba ez az dllitds akkor is fenndll, ha
a segédgrdfot hozzaragasztjuk egy tetszoleges mdsik grafhoz az sy csicsndl fogva.

Bizonyitas. Mivel av,, ..., vy, csucsok fokszdma 2b — 1, ezért a cimkéjiik az
{xa+(2b-1-x)b:x€{0,...,2b—1}}

halmazbdl keriil ki barmilyen megengedett {a, b}-€lstilyozasban. Tovabba barmely
két csucs cimkéje kiilonbozd, egyébként titkdzEs lenne, mivel va, . . ., vy egy teljes
grafot feszit. Ezenfeliil a (2b — 1)a és a (2b — 1)b cimke nem lehet egyszerre jelen
a cimkék kozott, mert ezek a cimkék kiilon-kiilon az x = 0 és az x = 2b — 1 esethez
tartoznak, ami azt jelenti az els6 esetben, hogy a cimkéhez tartozo6 cstcsra csak a
sulyu €l illeszkedik, mig a mdsodik esetben azt jelentené, hogy az illeszkedd élek
mind b sulydak, melyek egyszerre nem fordulhatnak eld. Vegyiik észre, hogy a
lehetséges cimkék szdma 2b, mig a széban forgd csicsok szdma 2b — 1, tehdt a
fentiekbdl kovetkezik, hogy a (2b — 1)a és a (2b — 1)b cimkék koziil pontosan az
egyik fordul el tetszGleges megengedett {a, b }-€lstilyozasban.

ElGszor is tekintsiik azt az esetet, amikor (2b — 1)a megjelenik a vy, . . ., vy, csticsok
cimkéje kozott és a (2b — 1)b nem. Feltehetjiik, hogy v; cimkéje

zvi)=(@G-1Da+2b-i)b

mindeni = 2,...,2b-re szimmetria miatt. Azt fogjuk beldtni b szerinti indukcidval,
hogy pontosan egy olyan {a, b}-élsilyozds 1étezik, amely ezeket a cimkéket gene-
rdlja, tovdbbd, hogy az Osszsilya a vi-be érkezs éleknek a v, ..., vy, csticsokbol
ba+ (b—1)b. A b =1 esetre teljesiil az allitas, mivel ekkor v, cimkéjét a-ra rtuk
eld, ezért az egyetlen 6rd illeszkedd €l silydnak is a-nak kell lennie. Indukcié sze-
rint tegylik fel, hogy b > 2 és az dllités teljesiil b — 1-re. Ekkor v, és vy, cimkéje

a+(2b-2)b,illetve (2b—1)a rendre. Emiatt a v -re illeszkedd élek mindegyikének
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7 2z

a sulyunak, és igy a v,-re illeszked$ élek mindegyikének b silytnak kell lennie a
vovop €lt kivéve, mely €l silya mar a-ra lett dllitva. Figyeljiik meg, hogy v, és vy
kitorlésével alkalmazhatjuk az indukcios allitast a vs, . . ., vop—1 csticsokra, ahol a v;
cstcs cimkéjét (i — 2)a + (2b — i — 1)b-re irjuk el8. Tehat indukcid szerint, 1étezik
pontosan egy megengedett {a, b}-€lsilyozasa a kisebb grafnak az eldirt cimkékkel,
tovabba v;-be avs, ..., vap—1 csticsokbdl (b—1)a+(b—1—1)b 6sszstlyu él érkezik.
Visszatéve a v, és vy, csticsokat azt kapjuk, hogy egyetlen élstlyozds 1étezik az elSirt
cimkékkel, mivel a v,-re és vop-re illeszkedd €lek sulyai egyértelmien meghatéro-
zottak amint lattuk fentebb, a cimke elSirdsnak kdszonhetSen €s a tobbi €l stlydnak
egyértelmisége pedig az indukcids 1épésbdl kovetkezik. Ezenfeliilla vy, . . ., vop cst-
csokbdl a vi-be érkezs élek 6sszsilya (b—1)a+(b—1-1)b+a+b = ba+(b—1)b,
amit szerettiink volna belatni.

Ezekbdl azonnal kovetkezik, hogy az u ;v €lek silydnak mindenképpen b-nek kell
lennie minden j = 1, ..., c-re, mivel ha ezen élek koziil pontosan k darabot a stlytra
allitanank, akkor v| cimkéje ba+ (b—1)b+ka+(b—a—-k)b =ka+(2b—-1-k)b
lenne, amely csak akkor nem iitkozik a v, ..., vy, csicsok cimkéivel, ha k = 0.
Osszefoglalva, ez azt jelenti, hogy az u jv1 €lek silya b minden j =1, ..., c-re.

A masodik esetben a (2b — 1)b cimke szerepel a vy, . . ., vy, csticsok cimkéi kozott

Py

és a (2b — 1)a nem. Hasonldan az el6z6 eset bizonyitdsahoz, beldthaté b szerinti

7 2z

indukcidval, hogy az Osszsilya a vi-be érkezd éleknek a v, ..., vy, csticsokbol
bb + (b — 1)a. De hasonléan az el6z6 esethez, ez azt jelenti, hogy az 6sszes u ;v
él stilydnak b-nek kell lennie, kiilonben 1étezne egy u € v,, ..., vy, csucs, hogy a

cimkéje megegyezne v cimkéjével.

Figyeljiik meg, hogy mindkét esetben az u;v; €l sulya b. Ez azt jelenti, hogy az s;s;
él sulydnak muszdj a-nak lennie, mig az sou; él stlyat is mindig meg tudjuk ugy
vélasztani, hogy ne torténjen iitk6zés. Tovdbba nem haszndltuk azt a tényt, hogy s
csucs egy levél, ezért az éllitds masodik része is kovetkezik az eddigiekbdl, amivel
belattuk az allitast. O

2 2

Vegyiik észre, hogy kitorolve az sy, 5o csicsokat és a rdjuk illeszkedd éleket egy
ugynevezett b-kényszerits segédgrafot kapunk, amelyben a vu; €l silydnak musz4j
b-nek lennie minden megengedett {a, b }-€lstlyozasban.

A visszavezetéshez még egy segédgraf osztalyra, az igynevezett k-kizard segédgra-
fokra, lesz sziikségiink.

2 2z

Ezen segédgréafokat a fentebb definidlt a-kényszeritS és b-kényszerits segédgrafok
segitségével fogjuk definidlni. A k-kizaré segédgrafnak lesz egy r gyokér csicsa,
amelyet egyesiteni fogunk az eredeti graf egy u csucsdval, elérve, hogy az u foka
ne lehessen k. Adott a-ra, b-re, k = xa + yb-re (x,y € Z,), a k-kizar6 segédgraf
konstrukcidja a kovetkezSképpen néz ki:

Induljunk ki az r gyokércsicsbol és két tovabbi csticsbdl, u-bol és v-bol. Adjuk hozza
az ru,uv és az rv éleket, ugy, hogy egy haromszoget kapjunk. Tovabba adjuk hozza
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az a-kényszerit§ segédgraf (x — 1) darab és a b-kényszerits segédgraf (y — 1) darab
madsolatat oly médon, hogy az el6bbi segédgrafok s, mig az utébbi segédgrafok u
csucsait egyesitsiik u-val. Ismételjiilk meg ugyanezt az eljarast az u csucs v csucsra
cserélésével.

Figyeljiik meg, hogy az r csics cimkéje semmiképpen sem lehet k, mivel barhogyan
is sulyozzuk az uv élt, az ru és rv élek koziil pontosan egynek lesz a stlya a,
mig a masiknak b. Tovdbba az is konnyen lathatd, hogy ez a segédgraf nem tilt
semmilyen mds cimkét r-ben k-n kiviil — ami a kés&bbiekben lesz hasznos, amikor
a segédgrafot az eredeti grathoz ragasztjuk.

Most médr minden eszkoziink megvan ami sziikséges ahhoz, hogy definidljuk azt a
G grafot, melynek akkor és csak akkor van megengedett {a, b}-élsilyozasa, ha G’
megszinezhet§ 3 szinnel. Legyen G’ = (V', E’) ésn = |V’|. El8szor nézziik azn < 2
esetet. Ekkor G’ 3 szinnel szinezhet§ és G pedig legyen az iires graf, ez is mindig
megengedetten {a, b}-€lsilyozhatd. Tehat feltehetjiik, hogy n > 3. Induljunk ki G’-
bdl, az eredeti grafbol, és ki fogjuk egésziteni tovabbi élekkel €s csticsokkal, hogy
megkapjuk G-t a kovetkezdk szerint.

A G definidlasahoz médositsuk G-t a kovetkezSképpen. Minden v € V-re:

1. Kossiik 0ssze v-t két 1j cstcesal, s,,-vel és t,-vel.

2. Legyen U, egy Gj n — 1 — dg/(v) méretd csicshalmaz és kossiik Ossze v-t
minden U, -beli cstucesal.

3. Adjunk hozza n — 1 darab 4j k-kizar6 grafot, minden k = xa + yb-re, ahol
x+y =3n-1teljesiil és y az n + 2-t6l egészen 2n-ig minden egész értéket
felvesz. Egyesitsiik a k-kizar6 segédgrafok gyokereit a v csuccsal.

2 2

Vizsgaljuk meg, hogy G valéban polinomidlis id6ben elGallithat6. Minden v-re: 1.,
2. és 3. rendre O(1), O(n), és O(n?) id6t emészt fel, mivel a k-kizaré segédgrafok
elGallitdsahoz

3n—-4

2 2

- (n-2) = O(n?) darab a-kényszerits €s

(n=-1)+n+...+(2n-3) =

3n+2

(n+2)+...+2n= -(n=2)=0(n%

darab b-kényszerit§ segédgrafra, plusz még segédgrafonként O(1) 1j élre van sziik-
ség, azaz Osszeségében plusz O (n) €lre. Emellett a kényszerits segédgrafok O (b+c)
méretliek (ahol ¢ = b — a), és mivel b és a fixdlva vannak, ezeket konstans idében
el tudjuk éllitani. Tehdt a graf mérete polinomidlis.

Ezutan kimondunk egy nagyon fontos lemmat, ami arra vonatkozik, hogy az eredeti
G’ grafban is szerepl§ csticsok cimkéje mekkora lehet egy tetszSleges megengedett
élsilyozdsban.



2.5. Lemma. Legyen G = (V, E) a fentebb eldallitott grdf. Ekkor G minden meg-
engedett {a, b}-élsiilyozdsra teljesiil, hogy minden v € V-re:

z(v) € 2na+ (n—-1)b, 2n—- 1a+nb,(2n—-2)a+ (n+1)b}.

Bizonyitds. Legyen v € V NV’ egy tetszSleges csics. Ekkor w(s,v) + w(vt,) €
{2a,a + b,2b} természetesen teljesiil, ahol s, és ¢, az 1.-ben definidlt csicsok. A
G gréf konstrukcidjanak definicidja szerint U, U (V N V’)-b8l n — 1 él megy v-be.
Végiil pedig a k-kizar6 segédgrafok mindegyike a + b-at ad hozzd z(v)-hez, ésn— 1
van bel6liik. Mivel més €l nem illeszkedik v-re, ezekbdl kovetkezik, hogy:

{2a,a+b,2b}+{xa+yb|x+y=n-1,y=0,...,n—1}+(a+b)(n-1)
={xa+yb|x+y=3n-1,y=n-1,...,2n},

ahol két vagy tobb halmaz 6sszegén most azt a halmazt értjiik, amelynek az elemei
ugy éllithatéak el§, hogy minden 0sszeadand6 halmazbdl kivesziink egy-egy elemet,
majd azokat 6sszeadjuk.

Figyeljiik meg, hogy 3. szerint a v-re illeszked§ k-kizaré segédgrafok miatt
z(v) é¢{xa+yb|x+y=3n-1, y=n+2,...,2n}. Ebb6l kapjuk, hogy

z(v) € {2na+ (n—1)b,(2n - 1)a+nb,(2n —2)a + (n+1)b},
amivel belattuk a lemmat. O
Visszamaradt annak a belatdsa, hogy G’ cstcsai akkor és csak akkor szinezhetGek 3
szinnel ha G-nek létezik megengedett {a, b }-€lstlyozasa.

ElGszor tegylik fel, hogy G’ csicsai megszinezhetSek 3 szinnel. Ekkor feltehetd az
altalanossdg megszoritdsa nélkiil, hogy a hdrom szin amellyel megszinezhetGek a
csucsok rendre a 2na + (n— 1)b, (2n— 1)a +nb,ésa (2n —2)a + (n + 1)b cimkék.
Megmutatjuk, hogy ekkor G élei megsilyozhatdak tigy az {a, b} halmazbdl, hogy az
indukalt cimkék megegyezzenek az eredeti sziniikkel, igy latva, hogy létezik meg-
engedett {a, b}-€lsilyozds. Silyozzuk tehat az €leket a kovetkezGképpen: Minden
e € E N E’-re, azaz az eredeti graf éleire, legyen w(e) = a. Minden e élre, amely
U,-beli csucsra illeszkedik legyen w(e) = a. Tovabba, minden v € V N V'-re

e ha y(v) =2na + (n — 1)b, akkor w(vs,) = w(vt,) = a;
* ha y(v) = (2n — 1)a + nb, akkor w(vs,) = a, w(vt,) = b;

* egyébként y(v) = (2n —2)a + (n+ 1)b, és ekkor w(vs,) = w(vt,) = b,

ahol y(v) alatt a v-hez rendelt szint értjiik.

Az eddigiekben adott részleges élstilyozas kiterjeszthetd az 0sszes tobbi élre, mivel
lattuk, hogy a k-kizaré segédgraf egyediil a k cimkét tiltja meg a gyokércsicsaban.
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Emellett az syu; €l silya minden a-kényszerits segédgrafban megvélaszthaté meg-
felel6képpen, és hasonldan a b-kényszerits segédgraf €lei is megstlyozhatéak két
kiilonboz6téleképpen — ami koziil az egyik mindenképpen megengedett lesz.

Most belétjuk, hogy a fentiekben kapott €lstlyozds valéban megengedett. Barmely
v e V'NV-ben—1¢ljon U,-bSl vagy a G’ graf belsejébdl a sullyal. Tovabba minden
k-kizéar6 segédgrafbol két €l jon v-be: egy a sulyu, egy b stlyd, és n — 1 van beldliik
osszesen. Igy az s,-bdl és t,-bél jov élek siilyanak bedllitdsaval elérhetjiik, hogy
z(v) = x(v). Lattuk fentebb, hogy sem a segédgrafokban, sem a segédgrafokkal
nem lesz {itlozés, mert azok élei megvalaszthatéak tigy, hogy elkeriiljiik az titkozést.
Végiil minden maradék csucs foka 1, mig a szomszédjaik foka szigordan nagyobb
mint 1. Tehat z(u«) # z(v) barmely uv élre G-ben, azaz w egy megengedett {a, b}-
élsulyozas.

Maisodszor pedig ha G’ nem szinezhetS 3 szinnel, akkor a 2.5-6s lemma alapjan
G-nek nem létezhet megengedett {a, b }-€élstlyozasa. O

Lathattuk, hogy a fenti tétel bizonyitdsdhoz feltettiik, hogy a, b nem egyezik meg
a —1,1 parral. Ezt azért kellett feltenni, mert a visszavezetés tetszSleges a, b-re
miikodik, amelyekhez tudunk megfelelS segédgrafot gyartani. Két esetben semmit-
monddak a kényszerits segédgrafok, 1) b =1,a =02)b =1,a = —1. Az elsS esetet
belatta Dudek és Wajc, tehdt csak a mdsodik marad hétra. Ezen eset kiilon vizsgélasa-
nak sziikségességét a kovetkezG megfigyelés is indokolja: Haa w {—1, 1}-élsilyozas
megengedett, akkor a negéltja, a —w élsulyozds is megengedett. Az éltaldnos a, b
esetén ez nem tehetd fel, mar csak azért sem mert b # —a.

Az el6bbi megfigyelés alapjan az eredetitdl eltérd visszavezetést kell adnunk, amely
az emlitett szimmetria tudatdban is helytall6. Most belatjuk a {—1, 1} esetet.

2.6. Tétel. Legyen G egy tetszdleges grdf. Ekkor annak eldontése is NP-teljes, hogy
létezik-e G-nek megengedett {—1, 1}-élsulyozdsa.

Bizonyitds. Konnyen lathatd, hogy a probléma NP-ben van, hiszen egy adott élsilyo-
zasrol polinom idGben konnyen eldonthets, hogy megengedett-e. Az NP-nehézséget
ugy fogjuk belatni, hogy adunk egy visszavezetést az NP-teljes NAE3SAT3 nyelv-
r6l. Ebben a problémdéban adott egy konjunktiv normdlforma, amelyben minden kl6z
mérete hdrom, és minden véltoz6 pontosan 3-szor szerepel. A feladat, hogy taldljuk
meg a valtozoknak egy olyan kiértékelését, hogy minden klézban van legalabb egy
hamis és legaldbb egy igaz literdl. A feladat NP-nehézsége azonnal kovetkezik a
Monoton NAE-3SAT probléma NP-teljességébdl, ahol minden véltoz6 pontosan 3
kl6zban szerepel, egyik véltozonak sem szerepel a tagaddsa és minden kl6z 2 vagy
3 méretd [23].

Az alabbiakban meg fogunk adni egy G grafot melynek akkor és csak akkor van
megengedett {—1, 1}-élsilyozdsa ha a NAE-3SAT3 feladat adott példanyanak van
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2. dbra. A {-3, 3}-kizar6 segédgraf.

megengedett megolddsa. Ezen G graf eldéllitdsahoz a kovetkezd két segédgrafra
lesz sziikségiink.

Az elsd segédgrafot {3, 3}-kizard segédgrafnak fogjuk nevezni, mely segédgrafot a
2. abran megtekinthetjiik. Azt allitjuk, hogy a v; illetve a vg csicsok koziil pontosan
az egyik cimkéje —4, mig a masiké 4 minden megengedett {—1, 1}-élsilyozdsban.
A v7vg €l biztositja, hogy a vovy él, és a vgvg él silya kiilonbozs, azaz w(vovy) =
—w(vgvy). Szimmetriai okokbdl feltehetjiik, hogy w(v,v7) = 1. Figyeljiik meg, hogy
w(vivy) = 1 — kiilonben a w(viva) + w(vavy) = 0 egyenlGségbdl az kovetkezne,
hogy vy-re illeszked§ 5 hosszd kornek is van megengedett {—1, 1}-élstlyozdsa,
ami nem lehetséges. Egyszerd esetszétvilasztassal megmutathatd, hogy w(vov3) =
w(vove) = 1:

* haw(vavs) = w(vave) = 1, akkor az élek aldbbi stlyozasaval egy megengedett
€lstlyozast kapunk: w(vivy) = 1, w(vavs) = —1 és w(vsvg) = —1.

* haw(vav3) # w(vave), akkor tegyiik fel, hogy w(vavs) = 1 és w(vave) = —1.
A w(vivy) = 1 és a w(vyvy) = 1-b6l kovetkezik, hogy w(vivy) = —1 és
w(vgvs) = —1,deekkorsemaw(vsvg) = 1,semaw(vsve) = —1 stlyvalasztas
nem megengedett.

* ha w(vav3) = w(vave) = —1, akkor a w(v3vg) = —1 és a w(vgvs) = 1
egyenlGségeknek teljesiilnie kell és igy sem a w(vsvg) = 1, sem a w(vsvg) =
—1 vélasztds nem megengedett.

Tehét a fentiekbdl a w(vov3) = w(vave) = 1 kdvetkezik. Tovabba ez azt jelenti, hogy
z(vy) = 4 és szimmetria miatt z(vg) = —4, azaz a v, és vg csucsok koziil pontosan
az egyik cimkéje 4, mig a masiké —4 minden megengedett {—1, 1}-élsilyozédsban,
ahogyan allitottuk.

Sziikségiink lesz egy masodik segédgrafra is, amelyet 6-egyenld segédgrafnak fo-
gunk nevezni. Ezt a segédgrafot a 3. dbran tekinthetjiilk meg. Azt allitjuk, hogy
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3. dbra. A 6-egyenlé segédgraf.

minden megengedett {—1, 1}-€lstilyozasban mind a 6 levélnek a silya 1 vagy pe-
dig az Osszesnek —1. El&szor is, figyeljiik meg, hogy a va, ..., v csiicsok cimkéi
kiilonbozbek, és a {-6,—4,-2,0,2,4,6} halmazbdl keriilnek ki. Tovabba, hogy a
—6 és a 6 cimke nem szerepelhet egyszerre, mert nem lehet egyszerre két olyan
csucs, hogy az egyikre illeszkedd €élek sulya csupa 1, mig a mésikra illeszkedGeké
csupa —1. Ez ezenfeliil azt is jelenti, hogy a —4, -2, 0, 2,4 cimkék mindegyikének
eld kell fordulnia. Tegyiik fel, hogy a 6-os cimke szerepel a cimkék kozott a —6-0s
pedig nem. Szimmetria miatt feltehetjiik, hogy a v,, ..., v7 csicsok cimkéi rendre
a—-4,-2,0,2,4,6. Ez azt is jelenti, hogy v;-re illeszked§ 6 €l koziil pontosan i él
olyan, hogy a silya 1 minden i = 2,...,7-re. EbbSl azonnal kovetkezik, hogy a
vi és va,. .., vy kozott mend élek sulyainak az osszege 0, és igy a v;-re illeszkedd
levél élek sulyainak az 0sszegének muszdj —6-nak lennie — kiilonben ez az 0sszeg
a {-4,-2,0,2,4,6} halmazba esne, mely halmaznak minden eleme megegyezik
a vy,...,v7 csucsok cimkéinek valamelyikével, ami azt jelentené, hogy iitk6zés
alakulna ki.

Tehat lattuk, hogy ennek a 6-egyenld segédgrafnak létezik olyan megengedett
{-1, 1}-élsilyozasa, hogy mindegyik levelének —1 a silya és jegyezziik meg, hogy
ennek a megengedett élstilyozdsnak az ellentettje is — ahol minden levél silya 1 —
egy megengedett élsulyozas.

A tovdbbiakban megadjuk annak a G grafnak a konstrukcidjat, melynek akkor és
csak akkor van megengedett {—1, 1}-€lstilyozasa, ha a NAE-3SAT3 feladat adott pél-
ddnya megoldhato. Jelolje az x1, . . . , x,, az adott CNF valtozéit és jelolje Cy, . . ., Cy
a klézokat. Minden x; véltozora vegyiik a 6-egyenld segédgrif egy mdsolatét, és
minden C; klézra pedig vegyiik a {-3, 3}-kizdr6 segédgraf egy masolatit. Minden
x; valtozoéra egyesitsiik a hozzatartozd 6-egyenld segédgraf egy levél csucsat azon
{-3, 3}-kizaré6 segédgrafok egy-egy levél csicsaval, melyekhez tartoz6 klézok tar-
talmazzdk x;-t vagy x;-nek a negéltjat. Majd ismételjiik meg ezt az eljarést, csak
most a 6-egyenld segédgraf leveleit a megfelel§ {—3, 3}-kizaré segédgrafok masik
levelével egyesitsiik. Végiil, ha valamelyik x; véltozo negalva szerepel a C; kl6zban,
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4. dbra. Illusztracio a 2.6. Tétel bizonyitasdban latott konstrukciéraa Cy ACo AC3ACy
NAE-3SAT3 feladat példanyra, ahol C| = (x1 VxoVx3),Cr=(x1 VX2 Vxy),C3 =
()Cl V X3 VX4) és Cy = (XQ VX3V —IX4).

akkor az ehhez a parhoz tartozo két élt osszuk fel még két ponttal, igy a két élt két
harom hosszu utra cserélve. A 4. dbran bemutatjuk ezt a konstrukciét egy példan
keresztiil.

A bizonyitds befejezéséhez megmutatjuk, hogy a fentiekben konstrualt G grafnak
pontosan akkor létezik megengedett {—1, 1}-élsilyozédsa, ha az adott példianya a
NAE-3SAT3 feladatnak megoldhato.

Eldszor is tegyiik fel, hogy a NAE-3SAT3 példdnya megoldhaté. Minden x; vélto-
zora éllitsuk be a hozza tartoz6 6-egyenld segédgraf 6 levél élének — mely élek
G-ben mar nem levél élek — a stlyat 1-re, ha az x;-hez rendelt igazsagérték igaz, és
—1-re, ha ez az érték hamis. A 6-egyenl§ segédgraf maradék élei megsulyozhatéak
megengedetten amint azt mdr lattuk, mivel a levél élek stlyait mind 1-re vagy —1-re
allitottuk. Az 0sszes harom hosszu utat, amelyek gy jottek 1étre, hogy €lt osztottunk
fel a kovetkezGféleképpen silyozzuk: Az tt {—3, 3}-kizard segédgraf levél csicsdra
illeszkedd €lének a sulya legyen az ellentettje az ut 6-egyenlS segédgrafhoz tartozo
élének a sulydnak, amelyet az el§z6 1€pésben bedllitottunk. Az ut kozépso élének
a sulyét késébb adjuk meg. Mivel minden C; kléznak kell tartalmaznia legalabb
egy igaz és legalabb egy hamis literalt, a cimkéje a {3, 3}-kizar6 segédgrafok levél
csucsainak — melyek mar szintén nem levél cstiicsok G-ben — csak a {-2, 0, 2} hal-
mazbdl keriilhetnek ki. Eppen ezért az eddigi részleges élsiilyozasunk kiterjeszthets
a {-3, 3}-kizar6 segédgrafok éleire is megengedetten. Természetesen az elGbbiek-
ben targyalt 3 hosszi utak koz€épss élének a sulyat is meg tudjuk vélasztani ugy,
hogy ne keletkezzen iitkdzés ezen valasztds utdn (mivel a két lehetséges suly koziil
legfeljebb egyet gatol a {—3, 3}-kizar6 segédgraf levél csucsa). Ezzel belattuk az
els§ irdnyt, mivel megadtuk a G grafnak egy megengedett {—1, 1}-élstlyozasat.

A masik irdny igazoldsdhoz tegyiik fel, hogy meg van adva a graf egy megengedett
{-1, 1}-élsdlyozdsa. Ekkor minden i-re, az x; véltozé értékét allitsuk igazra, ha a
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hozza tartoz6 6-egyenld segédgraf osszes levél élének a silya 1, kiilonben, a konst-
rukcid szerint ezen értékek —1-ek, és ekkor allitsuk x;-t hamisra. Most megmutatjuk,
hogy ezen egyszerd valasztdssal egy megolddsat kapjuk a NAE-3SAT3 feladatnak.
Ehhez azt kell megmutatni, hogy minden C; kloz tartalmaz legalabb egy hamis és
legaldbb egy igaz literalt. Legyen u és v azon {-3,3}-kizar6 segédgraf két levél
cstcsa, amelyik a C; klézhoz tartozik. Ekkor a segédgraf konstrukcidja alapjdn az u
csucsra illeszkedd élek sulyainak az 0sszege nem lehet sem 4, sem —4. Ez az éllitas
ugyanugy fenndll a v csucs esetén is. Ez azt jelenti, hogy az illeszkedd élek sulyai
kozott szerepel az 1 és a —1 is legaldbb egyszer. Tekintsiink egy illeszkedd élt, és
legyen x; az a valtozd, amelyik 6-egyenld segédgrafjahoz tartozik ez az él. Ha az
él nem volt felosztva, akkor pontosan akkor 1 a silya ha x; értéke igaz. Azonban,
ha az €1 fel volt osztva, akkor pedig pontosan akkor lesz a silya 1, ha x;-t hamisra
allitottuk. Mivel ez az €l akkor és csak akkor van felosztva, hogyha x; negdlva szere-
pel Cj-ben, nem l€tezhet olyan kloz, amelyben csak igaz, vagy csak hamis literalok
vannak. Ezzel beléttuk a tételt. O

3. Megkezdett silyozas befejezhetdsége

Thomassen, Wu és Zhang [2] eredménye szerint polinom idGben eldonthetd, hogy
létezik-e egy paros grafnak {1, 2}-élstilyozdsa— ugyanez a feladat tetszéleges grafra
NP-teljes [1]. Ennek kapcsdn megkezdjiik annak a vizsgélatat, hogy mikor fejezhetd
be egy mar megkezdett {a, b }-élsilyozas (ennek specidlis esete az {1, 2}-élstilyozas)
paros grafokon, ahol egy megkezdett {a, b}-élsilyozds befejezhetGsége alatt azt
értjiikk, hogy néhany élnek el6re megadjuk a sulyét, és arra vagyunk kivancsiak,
hogy igy befejezhet5-e megengedetten az élsilyozas. Belatjuk, hogy ezen feladat
nemcsak tetszdleges grafokra, hanem paros grafokra is NP-teljes, viszont polinom
id6ben megoldhaté fakra tetszSleges raciondlis a, b par esetén. E1§szor is vazoljuk az
alapfeladatot, amellyel legjobb tuddsunk szerint az irodalom még nem foglalkozott.

3.1. Feladat. Adott egy G grdf, és néhdny éle meg van siilyozva az {a, b} halmazbol,
ahol a és b két kiilonbozo raciondlis szam. A kérdés, hogy befejezhetd-e ez a silyozas,
azaz tudunk-e a G grafunk nem siilyozott éleihez olyan sulyokat rendelni az {a, b}
halmazbol, hogy az igy kapott {a, b}-élsiilyozas megengedett legyen.

3.2. Tétel. A 3.1. Feladat eldontése NP-teljes pdros grdfokra.

Bizonyitas. A visszavezetést az NP-teljes fokszam-elGirt részgraf feladatrdl [24] fog-
juk adni. Ebben a problémdban a G grafnak egy olyan H = (V, E’) részgrafjat keres-

stik, amelynek minden v csticsanak a foka egy elére definidlt F,, C {0,...,dg(v)}
halmazbdl keriil ki, azaz dy(v) € F,, minden v € V-re. Jelolje vy, ..., v, a csicsait
V-nek.

Ebben a feladatban az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltehetS, hogy G péros.
Kiilonben megtehetjiik azt, hogy minden €It helyettesitiink egy 2 hosszu tttal. Az igy
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kapott graf paros, emellett az eredeti F), -ket megtartva €s az U] csucsok megengedett
fokszamhalmazat {0, 2}-re allitva az eredeti feladattal ekvivalens feladatot kapunk.

s

A kovetkezdkben a fokszam-eldirt részgraf problémanak egy adott G, F példanya-
hoz, konstrudlni fogunk egy G’ grafot és egy megkezdett {a, b}-élsilyozast gy,

hogy ez a megkezdett élstlyozds pontosan akkor befejezhetd, ha a fokszam-elSirt
részgraf feladat megoldhat6 G, F-re. Tegyiik fel, hogy a és b 1ényegesek.

ElGszor is jegyezziikk meg, hogy ha a megkezdett graithoz egy ordkulum ad egy
befejezést, akkor polinom idében leellendrizhetd, hogy valéban megengedett-e az
élsulyozds, azaz a probléma NP-ben van.

Térjlink 4t G’ elGallitasara. Induljunk ki G egy masolatdb6l, majd minden v; € V-re
modositsuk G’-t a kovetkez6képpen. Adjunk hozza dj iM darab v;-be csatlakozé
levelet, ahol M = 2n, és mindegyik Uj élre irjuk el§ a b sulyt. Legyen D; ezen
djonnan hozzdadott csicsok halmaza. Minden x € {0,1...,dg(v;)}-re,hax ¢ F,,,
akkor vélasszunk ki az eldbbiekben felvett levél csicsok koziil egy olyat, ami nem
lett még kivélasztva, legyen ez u (tudjuk, hogy ilyen u csics mindig létezik, mert
|F,,| < M), és akasszunk rd (dg (v;)+iM — 1) Gj levelet u-ra. Ezen 6j levél élek koziil
rogzitsiik (iM +x — 1) darabnak a sulyat b-re, mig a maradék (dg (v;) —x) darabnak
a-ra. A 5. dbran megtekinthetjiik a konstrukciét egy adott v;-re. Természetesen G’
eldallithaté polinomidlis idSben. A bizonyitds hétra levs részében beldtjuk, hogy G’
megkezdett élsilyozdsa pontosan akkor fejezheté be megengedetten, ha a fokszam-
eldirt részgraf feladat megoldhaté G-re és F-re.

Elsének tegyiik fel, hogy G-re és F-re meg tudjuk oldani a fokszdm-elGirt részgraf
feladatot, és a megoldds legyen a H részgraf. Ahhoz, hogy megkapjuk G’-nek egy
megengedett {a, b}-€lsilyozasat, dllitsuk be G’ silyozatlan éleinek silyat — melyek
pontosan a G-beli élek G’ konstrukciéja szerint — a kovetkezSképpen: ha az e él
része H-nak akkor w(e) legyen b, egyébként legyen a. Vizsgdljuk meg, hogy az
igy kapott {a, b}-€lstlyozas valoban megengedett. A G’ graf G-beli csucsai kozott
nem lehet {itk6zés, mert M-et 2n-nek definidltuk ezen iitk6zések elkeriilése végett.
Nézziik meg, hogy M valéban j6 vélasztds. Elég azt megmutatni, hogy semelyik
kett§ egymadst kovets csucs v; €s vy k0zott nincsen iitkozés. A v; cstcs legnagyobb
lehetséges cimkéje U; = (2in + n — 1)b, mivel az az Gjonnan hozzdadott élek
hozz4jaruldsa mindenképpen 2nib, mig a graf belsejébdl érkezs éleké legfeljebb
(n — 1)b. Ezzel szemben a v;;; csucs legkisebb lehetséges cimkéje 1) L, = 2(i +
1)nb+a, ha a nemnegativ vagy 2) L;.1 = 2n(i+1)b—(n—1)b) = (2in+n+1)b, ha
a negativ — mely érték a |a| = |b| valasztassal érhet§ el. Lathatjuk, hogy mindkét
esetben L;y; szigordan nagyobb, mint U;, azaz z,,,, > z,, minden megengedett
{a, b}-élsilyozasban, mivel L;y; < z,., és U; > z,,. Emellett azt, hogy a v; és
a D;-ben 1év3 csticsok kozott nem lesz titkdzés onnan tudhatjuk, hogy pont olyan
x-eket blokkolunk, melyekhez tartozé cimke nincsen benne F, -ben. Pontosabban v;
cimkéje bdy (v;) + a(dg(v;) — dy(v;)) + biM és a D;-ben 1€vE csicsoké

{by +a(dg(vi) = y) +biM :y € {0,....dc(vi)} \ F\; }
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5. dbra. A G’ graf konstrukciéjdnak illusztracidja egy fix v; csicsra. Minden uv;
élnek, ahol u € D, a silya b. Minden x € F_Vl.-re, ahol g = F_vl., x'=({M+x-1),
ott M* = dg(v;) +iM — 1 darab 1j levél él lesz hozzdaadva kiilonb6z6 u; csicsokhoz
a D;-ben és a sulyaik rogzitve lesznek, ahogyan leirjuk az aldbbiakban.

vagy b akonstrukci6 szerint. Ez a halmaz nem tartalmazza v; cimkéjét, mert dy (v;) €
F,,. Amelyekre nem akasztottunk, azok b-t blokkolnak, de mivel w(v;) > nb minden
i-re, ezért ott sem lehet probléma. Ezzel az egyik irdnyt beldttuk.

Most tegyiik fel, hogy G’ stilyozasa befejezheté megengedetten. Ekkor legyen H a
G gréf b silya €lei ltal feszitett részgrafja. Az igy kapott H részgraf egy megolddsa
a fokszam-eldirt részgraf problémanak, mivel ahogy a fentebb lattuk az nem meg-
engedett, hogy a v; csucsnak pontosan x + iM éle legyen b stllyal ha x nem része
F,,-nek, igy dp(v;)-nek muszdj benne lennie az F,, halmazban minden i-re. O

3.1. Megkezdett siilyozas fakon

Miutén lattuk a 3.2. Tételben, hogy paros grafokon NP-teljes a 3.1 Probléma, 4ttér-
tiink egy egyszerlbb grafosztily, a fadk vizsgélatara befejezhetGség szempontjabol.
Ebben az alfejezetben adunk egy polinomidlis algoritmust, amely tetszbleges a, b
élsulypdrra befejez egy elkezdett élsulyozést, vagy pedig megéllapitja, hogy az nem
befejezhetS. Ennek az algoritmusnak egy specidlis eseteként egy Uj eljardst kapunk
annak eldontésére, hogy egy fa 0-1 tulajdonsigu-e, melyet el6szor [4]-ben mutattak
meg, hogy polinom idében megtehetd.

Eldszor is, mutassuk meg, hogy megkezdett élstlyozas nélkiil, specidlis a, b-re elég
egyszerd a feladat.
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3.3. Allitas. Minden nem egy élii fa 1-2 tulajdonsdgii.

Ez az dllitds egyszerien kovetkezik a 1.3. Allitasbol.

3.4. Megjegyzés. Ezen dllitas tetszGleges pozitiv a, b-re is mikodik, hasonlé bizo-
nyitassal. Viszont az adott algoritmus nem feltétlen mikodik, ha a 0 vagy negativ,
s6t nem is mikodhet minden esetben, mivel van olyan fa — példdul egy 5 hosszu ut
— ami nem 0-1 tulajdonsagu.

Ezutan térjlink at a megkezdett esetre, ahol egy dinamikus programozasi algoritmust
fogunk adni.

3.5. Tétel. A 3.1. Feladat polinom idében megoldhato fakon tetszbleges a, b esetén.

Bizonyitds. A bizonyitidsban megadunk egy dinamikus programozdsi algoritmust,
amely befejezi az adott elkezdett élsilyozast, vagy megallapitja, hogy az nem befe-
jezhetd.

Jeloljiik ki a fa egyik levél csucsat a fa gyokerének €s jeldlje T, a fa v alatti részféjat.
Minden uv élre legyen L,, C {a, b} azon silyok halmaza amelyek megengedettek
az elkezdett élsulyozds alapjan az uv élen. Azt akarjuk eldonteni, hogy a T, részgraf
befejezhet5-e megengedetten, feltéve, hogyha lerdgzitjiik az uv €l silyét és a v-re
illeszkedd €lek silyainak 0sszegét, ahol az u a gyokérhez kozelebbi csics, mint v.
Formadlisan minden uv élre definidljuk az f(uv) részproblémat annak a halmaznak,
amely olyan (k,[) € Zx {a, b} parokat tartalmaz, melyekre 1étezik a T, részgrafnak

olyan megengedett élsulyozasa, hogy w(uv) =1 € L, és z(v) = k — L.

Egy adott uv €lre jeldlje e; a v csics és v; gyereke kozotti élt mindeni = 1,...,d(v)—
1-re. Figyeljiik meg, hogy (k,l) € f(uv) pontosan akkor teljesiil, ha a kovetkez8
két feltétel fennall:

1. Minden i = 1,...,d(v) — 1-re, létezik [; € L,, sily és k; € Z\{k} cimke,
hogy (k;, ;) € f(e:), €s
2. Yli=k-1
Ezek alapjan az f(uv) részfeladatokat rekurzivan meg tudjuk hatarozni polinomialis

id6ben, mivel ezt a két feltételt hatékonyan le lehet ellendrizni, amit most bemutatunk
a kovetkezGkben.

Egyértelmien 1étezik « és S melyre

a-a+b-B=k-1

a+B=dv)-1 1)

teljesiil, mivel (k,l) € f(uv). Azaz az ey, ..., eq(y)-1 €lek koziil pontosan a-nak
a stlya a és S-nak a silya b. Jeldlje L’e‘l_ C L., az ¢; €l azon lehetséges sulyainak
halmazit melyre z(v) # k és figyeljiik meg, hogy (k,l) € f(uv) pontosan akkor
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teljesiil, haaz L% # 0, |{i : a € LY }| > aés|{i: b € L% }| > Bfeltételek fenndllnak
minden i = 1,...,d(v) — 1. Barmely e;-re és k-ra, ngi gyorsan kiszdmolhat6 az
f(e;) halmazon torténd végig iterdldssal, igy egy olyan algoritmushoz jutottunk,
amely ki tudja szamolni az f (uv) részproblémékat O (n?) 1épésben, feltéve, hogy a
részfeladatokat a 7, részfak mélysége szerinti novekvd sorrendben szamoljuk ki. A
rekurzi6 alapesetét a kovetkez6képpen definidljuk: Ha a T, részfa egyetlen csucsbol
all az uv élre, akkor legyen f(uv) = {(/,1) : | € L,,} definici6 szerint.

Miutén az 0sszes f(uv) részfeladatot kiszamoltuk megallapithatjuk, hogy pontosan
akkor 1étezik megengedett befejezése az elkezdett €lstlyozasnak, ha 1étezik (k,[) €
f(e) par 4gy, hogy k # [, ahol e az a levél él amely a gyokérre illeszkedik. Ez
azt jelenti, hogy az e €l két végpontjdnak a cimkéje kiilonboz8 az élsilyozasban.
Kiilonben, ha k = [ minden (k,l) € f(e) parra, akkor f(e) vagy iires vagy az e
€l két végpontjdnak ugyanaz a cimkéje, ami azt jelenti, hogy nincsen megengedett
kiegészitése a megkezdett élstilyozdsnak. Mivel f(uv) kiszdmoldsa O (n?) id6t vesz
igénybe, ezért az Ossz futdsi ideje az algoritmusnak O (n?). O

3.6. Megjegyzés. Megjegyezziik, hogy a 3.5. Tétel konnyen kiterjeszthet§ a prob-
Iéma minimdlis koltségl valtozatdra, amelyben minden egyes suly-€él hozzarende-
lIéshez tartozik egy koltség, és a feladat a minimalis koltségli megengedett {a, b}-
élsulyozas megtaldldsa.

3.1.1. Egy specidlis eset — az antifaktor feladat

Ez az alfejezet a fokszam-eldirt részgraf feladat egy valtozatit, az tgynevezett
antifaktor problémat vizsgalja, ahol minden csticson pontosan egy fok van megtiltva.
Azaz adott egy Osszefliggd G graf, egy f : V — Z, hozzérendelés és egy olyan
H részgrafjat keressiik G-nek, hogy dy(v) # f(v) teljesiil minden v € V-re. Ezt a
problémat Lovédsz megoldotta [3] és késGbb altaldnositottdk [25]-ben és [26]-ban.
Egyszerien megmutathatd, hogy a probléméanak mindig van megolddsa, ha a graf
tartalmaz kort, ezért feltehetjiik, hogy G egy fa.

Megmutatjuk, hogy az antifaktor probléma fdkon megoldhat6 a 3.5. Tétel bizonyi-
tdsdban adott dinamikus programozdsi algoritmussal, amivel adunk egy alternativ
polinomidlis algoritmust az antifaktor probléma megolddséra.

3.7. Tétel. Az antifaktor probléma fakon polinomidlisan visszavezetheté annak az
eldontésére, hogy létezik-e egy adott fanak megengedett {0, 1}-élsiilyozdsa.

Bizonyitas. Vegyiik az antifaktor problémanak egy példanyét, azaz adva van egy G
faésegy f : V — Z, fiiggvény. Ezek alapjan polinom idében konstrudlni fogunk
egy G’ grafot, melynek akkor és csak akkor lesz megengedett {0, 1}-élsilyozasa, ha
az antifaktor probléma adott példidnya megoldhato.

A G’ graf konstrukciéja hasonl6 lesz a 3.2. Tétel bizonyitdsdaban latott konstrukci-
6hoz. A G graf egy mésolatabdl indulunk ki, majd minden v; € V-re médositsuk
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iM+ f(v)-1

6. dbra. A 3.7. Tétel bizonyitasdban szereplS konstrukci6 illusztracidja.

G’-t a kovetkez6képpen. Adjunk hozza Gj iM darab v;-be csatlakozé levelet, ahol
M = n+ 1. Legyen D; ezen Ujonnan hozzdadott csicsok halmaza. Legyen u egy
cstics D;-bdl és adjunk hozza a grathoz (iM + f(v;) — 1) darab uj kett§ hosszu utat,
melyeket csatlakoztassunk be u-ba, majd minden D;-beli csucshoz, kivéve az u-t,
adjunk hozzd egy levél élt. A 6. dbran megtekinthetjiik a konstrukciét egy adott v;-re.
Nyilvanvaléan G’ elGéllithaté polinomidlis idSben. A bizonyitds hatra levs részében
belatjuk, hogy az antifaktor probléma pontosan akkor oldhaté meg G-re és f-re, ha
G’-nek 1étezik megengedett {0, 1}-€lsilyozasa.

Elgszor tegylik fel, hogy az antifaktor feladat megoldhaté G-re és f-re, és az ered-
mény részgrafot jeloljiik H-val. Ahhoz, hogy megkapjuk G’-nek egy megengedett
{0, 1}-€lsilyozasat, allitsuk be G’ éleinek sulyat a kovetkez6képpen: ha az e €l része
H-nak akkor w(e) legyen 1, egyébként legyen 0. Stlyozzuk az 6sszes maradand6 €t
— melyek pontosan az Gjonnan G’-hoz adott élek — 1-gyel. Vizsgdljuk meg, hogy
az igy kapott {0, 1}-élstlyozas valoban megengedett.

Az G’ graf G-beli csticsai kozott nem lehet litk6zés, mert az indukalt cimkéje barmely
két ilyen csicsnak kiilonbozd: Mivel az tjonnan hozzdadott élek hozzdjaruldsa a
cimkéhez iM és az eredeti éleké pedig legfeljebb n — 1, a v; csics legnagyobb
lehetséges cimkéje U; = iM +n—1 = (i + 1)n+i — 1. Ezzel szemben a v;;| csics
legkisebb lehetséges cimkéje L;; = (i+1)M = (i+1)n+i+1, mely hasonlé érveléssel
megmutathatd. Lathatjuk, hogy mindkét esetben L;,; szigortian nagyobb, mint U;,
azaz z,,,, > z,, minden megengedett {0, 1}-élsilyozdsban mindeni € {1,...,n—1}-
re, mivel Ly < z,,, ésU; > z,,.

Figyeljiik meg, hogy a v; és a D;-ben 1év4 csticsok kozott nem lesz iitkozés, mivel H
egy megengedett megolddsa volt az antifaktor problémadnak, igy a v;-re illeszkedd
1 sdlyd élek szama az eredeti grafban G-ben nem egyezhet meg f(v;)-vel a stilyok
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bedllitdsa miatt. A tobbi Gjonnan hozzdadott maradék €l mentén szintén nem lesz
itk6z€s, ami nagyon konnyen dtgondolhato.

Maisodjara tegyiik fel, hogy G’-nek létezik megengedett {0, 1}-€lstlyozdsa. Ekkor
legyen H a G graf 1 sidlyd éleibdl all6 részgrafja. Most megmutatjuk, hogy H
egy megengedett megolddsa az antifaktor probléménak G-re és f-re. Minden v; és
D; \ {u} kozott mend e €l silyanak muszdj 1-nek lennie, mivel minden D; \ {u}-beli
csucsra illeszkedik egy levél €1, amely mentén titkdzés alakulna ki, ha az él sulya O
lenne. Hasonl6 érveléssel minden A(u) \ {v;u}-beli élnek is 1 silyinak kell lennie.
Ezek alapjan z(v;) = dyg(v;) + |D; \ {u}| + w(viu) = dg(v;) +iM — 1 + w(v;u) és
z(u) = |A(u) \ {viu}| + wviu) = iM + f(v;) = 1 + w(v;u), és a z(v;) # z(u)-bdl
kovetkezik, hogy dy(v;) # f(v;), amivel belattuk a tételt. O

Az el6z6 tétel bizonyitdsdban megkonstrudlt fa pontosan akkor 0-1 tulajdonséagu,
ha a hozza tartoz6 antifaktor feladatnak van megolddsa. Ebbdl kovetkezik, hogy
az antifaktor feladat megoldhat6sdgara vonatkoz6 Lovasz-féle karakterizdcio [3]
egyben jol jellemzi a bizonyitds szerinti 0-1 tulajdonsdgu fdkat is. Nyitott kérdés,
hogy ez a karakterizacio kiterjeszthetS-e tetszSleges fakra.

4. Az 1-2-3 sejtés vizsgalata szamitogépes modszerek-
kel

Ebben a fejezetben megvizsgaljuk, hogy az 1-2-3 tulajdonsdg eldontését hogyan
lehet az egészértékid programozds nyelvén megfogalmazni. Az egészértékd prog-
ram felirdsa utdn bemutatjuk, hogy az ELTE szuperszamit6gépén, az Atlaszon [27]
futtatva a programot milyen eredményeket értiink el. Ezen eredmények kozé so-
rolhatd, hogy leellendriztiik a legfeljebb 12 csucsu grafokon, hogy az 1-2-3 sejtés
fenndll. Ezenfeliil a programot felhasznaltuk a 2.3. Tételben taldlhaté segédgrafok
megtaldldsdra.

Els§ 1épésként egy nemlinedris feltételeket is tartalmazé rendszert adunk meg a sejtés
modellezésére, majd megmutatjuk, hogyan lehet egészértékd linedris programra
atfogalmazni ezt a felirdst.
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4.1. Az IP modell

Tekintsiik elGszor az imént emlitett nemlinearis feltételeket is tartalmazo rendszert:

X €7 Vi:l<i<|E| (2a)

1 <x; Vi:l<i<|E| (2b)

xi <3 Vi:l<i<|E| (2¢)

yi € Z Vi:l<i<|V| (2d)

yi= ) x Vi:l<i<|V| (2¢)
JEA(D)

Vi #Yj Vi,j:viv;i €E 21)

Roviden értelmezziik a felirt modellt: Az élekhez egészértékd valtozokat rendeliink
az (2a) feltételben, amelyek értéke 1 és 3 kozé esik az (2b) és (2¢) korlatok szerint.
Ez felel meg annak, hogy az adott élhez mekkora stlyt rendeliink. Legyen y; az (2d)
feltétel szerint a csicsokhoz rendelt egészértékd valtozo, és legyen A(7) az élindexek
azon részhalmaza, amelyre j € A(i) esetén az e; €l (a j-edik €l) illeszkedik v;-re.
Ezek szerint az (2e) egyenldségben azt fogalmazzuk meg, hogy minden csicshoz
definidlunk egy dj y; véltozét, ugy, hogy y;-be az i-edik csucsra illeszkedd élek
sulyainak 0sszege keriil.

Végiil az (2f) egyenlGtlenség annak a tomor megfogalmazdsa, hogy barmely €1 két
végpontjdn az y értékek kiilonboznek, amely feltétel nem linedris kifejezés. Ezt
ugy linearizaljuk j z;; bindris véltozok bevezetésével, hogy z egyik lehetséges
értéke implikdlja, hogy (y; — y;) > €, mig a mdsik lehetséges érték az (y; —
vi) > € kifejezést implikalja, ahol € pozitiv pici szdm. Ekkor, ha megoldhat6 a
modell, akkor x egy megengedett {1,2,3}-€lstilyozdsnak feleltethetd meg, mivel
a megoldhatdsdgba beletartozik, hogy minden z-hez kell értéket rendelni, ami azt
jelenti, hogy egy €l két végén 1év szam nem egyezhet meg. Tehat a linearizdlashoz
sziikséges 4j valtozok és uj feltételek a kovetkezdk:

zij € {0,1} Vi<j:de=vyv;€E (2g)
Vi—yj < —e+ Mz Vi<j:3e=vyv;eE (2h)

Azt éllitjuk, hogy az (2g), (2h) és az (2i) feltételeket hozzavéve a modellhez kivalt-
hatjuk az (2f) egyenlétlenségeket. Ennek az ellendrzéséhez elGszor tegyiik fel, hogy
z;j = 1. Ebbdl kdvetkezik, hogy (y; —y;) > €. El6szor is helyettesitsiink be az (2/)
egyenlStlenségbe:

yi—y;<—€+M 2
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ha M elég nagy, akkor ez biztosan teljesiil. Az (2i) egyenlStlenség, miutdn behelyet-
tesitiink z;;-be:

yi—-yj2e—-0-M (2k)

Tehat ha z;; = 1, akkor abbdl kovetkezik, hogy (y; —y;) > €, azaz y; # y;, mivel az
y koordindtdi egész véltozok Osszegei és mivel € > 0 pozitiv szam.

Nézziik a mésodik esetet, azaz tegyiik fel, hogy z;; = 0. Ekkor az (2i) egyenlétlen-
ségbe helyettesitve azt kapjuk, hogy:

yi—yjz€e-M (21

ami szintén teljesiil, ha M elég nagy. Hasonléan az (2h) megfogalmazdsa a z;; = 0
esetben:

yi—-y;<-€+0-M (2m)
Vi~ YiZ€ (2n)
Tehdt ha e > 0 és z;; = 0, akkor abbdl kovetkezik, hogy (y; —yi;) > €, azaz y; # y;.

A bizonyitds sordn két helyen is megemlitettiik, hogy az érintett egyenlGtlenség
biztosan teljesiil, ha M elég nagy konstans. Nézziik meg, hogy pontosan mekkoranak
kell lennie. Jelolje A(G) a G graf maximadlis fokat, Az (2j) egyenlStlenség miatt M
értékét legalabb (3A(G) — 1 + €)-ra kell allitani, mivel y; maximadlis értéke 3A(G),
mig y; minimdlis értéke 1. Széval, ha M értékét az el6bb emlitett (3A(G) — 1 +¢€)
értékre allitjuk, akkor biztosan teljesiil§ egyenlGtlenséget kapunk. A mésodik felében
szerepld (21) egyenlGtlenség esetében is hasonldan jarhatunk el, azaz y; minimalis
értéke 1, y; maximdlis ért€éke 3A(G), és —1-gyel szorozva ugyanazt a korldtot
kapjuk, mint az el6z6 esetben. Hatra marad még e megvélasztdsa. Lathatjuk a
modell alapjan e-nak az az egyetlen szerepe van, hogy eldirja, hogy a szomszédos
cimkéknek legaldbb e-nyival kell eltérniiik. Tovabb4, ha két cimke kiilonbozik, akkor
legalabb 1 a kiilonbség kozottiik, mivel az y; valtozok csak egész értékeket vehetnek
fel, ezért e-t megvalaszthatjuk 1-nek, és ezaltal M-et 3A(G)-nak.

4.1. Megjegyzés. Ez a modell konnyen megvaltoztathatd igy, hogy ne azt ellendriz-
ze le, hogy a G grafunk 1-2-3 tulajdonsdgu-e, hanem azt, hogy 1-2 tulajdonsigu-e.
Ehhez egyszerien cseréljiik le az (2c)-ben taldlhat6 3-as felsd korldtot 2-re, és kész
is a modell, amely egy input grafrdl eldonti, hogy 1-2 tulajdonsdgi-e. Annak ér-
dekében, hogy az {a, b}-élsilyozdsos feladatot modellezziik, nagyobb mértékd, de
technikailag hasonlé médositdsokat kellene végrehajtani a modellben, ezért ennek
a lefrdsat nem részletezziik.

4.2. Szamitogépes eredmények

A dolgozat kovetkez§ részében térjiink at az Atlaszon [27] elért eredmények vizs-
gélatdra a fentebb bemutatott IP modell alkalmazasaval.
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Osszefiiggd grafok . Ner,n ,1-2 1-2 tulajdonsagu
n . g tulajdonsdguak . h
szama n csticson ) grafok aranya
szama

2 1 1| 0%

3 2 1| 50%

4 6 1| 83.33%

5 21 2 | 90.48%

6 112 5| 95.54%

7 853 5199.41%

8 11117 10 | 99.91%

9 261080 19 | 99.9927%
10 11716571 101 | 99.9991%
11 1006700565 306 | 99.9999696%
12 164059830476 2072 | 99.9999987%

1. tdblazat. A futdsi eredmények Osszefoglaldsa

Az IP modellt a LEMON [28] és a CPLEX [29] felhaszndldsdval implementaltuk.
A programot elsGsorban arra terveztiik, hogy ellendrizze, hogy az input graf 1-2
tulajdonsédgu-e, és csak akkor ellendrizze az 1-2-3 tulajdonsdgot, ha az 1-2 nem
teljestil rd. Majd miutdn elkésziilt a program a helyességérdl a kovetkezdfélekép-
pen bizonyosodtunk meg: Ha a solver adott egy megoldast az adott grafra, akkor
azt leellendriztiik, hogy valéban megfelel-e egy megengedett csticsszinezésnek, ha
pedig azt mondta az adott grafra, hogy nem 1-2 tulajdonsagu, akkor egy 1ényegesen
lassabb egzakt programmal leellendriztiik, hogy valéban nincsen megengedett élsu-
lyozdsa. Amint a 1. tdbldzatban lathatjuk, nagyon kevés nem 1-2 tulajdonsdga graf
van, amelyeken az egzakt programot is le kellett futtatnunk, ezért dsszességében
nem novelte meg a futdsidSt szignifikdnsan ezen ellendrzések Osszesége sem. A
programmal a legfeljebb 12 csucsu grafokon le tudtuk ellendrizni az 1-2-3 sejtés
helyességét, bar mar a 12 csucsu grafokra is két hétig futott a szuperszdmitégépen.
A kovetkez$ csticsszdmra, azaz a 13 csdcsu grafokra a becslésiink szerint megko-
zelitGleg 6614 napig futna a program. Lathatd, hogy jelentSs gyorsitdsok nélkiil a
13 cstcsu grafokra mér ardnytalanul hosszua idSraforditassal lehetne leellendrizni a
sejtést. A futdsi eredményeket egészen 12 csicsig az 1. tabldzatban foglaljuk Ossze.

Lathatjuk az 1-es tdbldzatban, hogy a csics szdm novelésével egyre valdszintbb,
hogy egy tetszSlegesen kivalasztott graf rendelkezik az 1-2 tulajdonsiggal. Ez nem
vdratlan Addario-Berry, Dalal és Reed [15] eredménye fényében, miszerint, ha G egy
Erd&s-Rényi véletlen graf, akkor aszimptotikusan majdnem biztosan 1-2 tulajdonsa-
ga. Emellett, amint lathat6 a tdbldazatban, az egy csticsu graf nincsen feltiintetve, mert
annak €lei sincsenek, ezért érdektelen a szempontunkbdl, mig a 2 csucsu grafrél az
egyik legelsd megfigyelés alapjan tudjuk, hogy nem 1-2 tulajdonsdgu.

Tovabbi teriileteken is hasznaltuk a programunkat. Példdul a 2.3. Tétel bizonyit4sa-
ban taldlhat6 a-kényszerits segédgrafok struktirdjit a program segitségével sejtettiik

24



meg. Ezenfeliil atfogd tesztelés utdn azt a sejtést fogalmazhatjuk meg, hogy ha a és
b is pozitiv, akkor pontosan az 1-2-tulajdonsagu paros grafok a-b tulajdonsaguak.

5. Nyitott kérdések

Végiil jelen dolgozat zardsaként betekintSt nyudjtunk tovabbi érdekes nyitott problé-
makba a témakor irdnt érdekl6ddk szamadra.

Az egyik érdekes problémakor paros grafokhoz kapcsolddik. Amint ldttuk Thomas-
sen, Wu és Zhang [2] eredménye szerint polinom idSben eldonthetd, hogy 1étezik-e
egy paros grafnak {1,2}-€lsilyozasa. Azt is igazoljdk, hogy pontosan a paratlan
multi-kaktuszok azok a paros grafok, amelyeknek nem létezik megengedett {1,2}-
élsulyozdsa. Ettdl az eredménytdl vezérelve elkezdtiik mas szampdrokra is vizsgalni
a feladatot. Az a-b tulajdonsdgot minden —10 < a < b < 10 pérra, a legfeljebb 14
csucsu grafokon leellendrizve, azt sejtjiik, hogy ha a és b is pozitiv, akkor pontosan
az 1-2-tulajdonsagu pdros grafok a-b tulajdonsaguiak.

A 3.1. Fejezetben megadtunk egy polinomiélis algoritmust, mely fidkra megoldja a
megkezdett sulyozds befejezhetGségét. Viszont ez az algoritmus semmit nem mond
arrdl a strukturélis problémardl, amely a megkezdett silyozds befejezhetetlenségét
okozza. Erdekes kérdés az is, hogy kicsi favastagsagu grafokra is kiterjeszthetd-e a
dinamikus program. Nyitott kérdés, hogy kezelhet§-e ilyen médon a feladat valamely
masik valtozata, példaul amikor az élstilyok 0sszege helyett azok szorzatat tekintjiik.

Koszonetnyilvanitas

Koszonetet szeretnék mondani témavezetdmnek, Madarasi Péternek, hogy végig-
vezetett ezen témakorben és faradhatatlanul segitett barmilyen kérdéssel fordultam
hozza. Tovabba koszonom szépen Edesanyamnak a dolgozat dtolvasasat és nyelvtani
javitdsait.

Ebbdl az OTDK dolgozatbdl egy Tech report beszdmol6 [30] is késziilt, melyet az
LP2021-1/2021 szami MTA Lendiilet palyazat timogatott.
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