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1. Bevezetés

Dolgozatomban a kétdimenzids konform kvantumtérelméletekhez rendelhetd dgynevezett
lokalitdsi grafokkal, valamint ezek faktorgréfjaival a lokalitdsi diagrammokkal és az
ezekbdl képezhetd halokkal fogok foglalkozni. Mindez azért fontos, mert ezeken az ob-
jektumokon keresztiil j6 képet kaphatunk a vizsgalt térelmélet mértékszimmetria csoport-
jairdl, az pedig kozismert, hogy a mai modern fizikdban a szimmetridk vizsgélata Gridsi

szerepet kapott, kiemelten foglalkozva a mértékszimmetridkkal.

Szimmetria alatt mindig azt értjiik, ha egy transzformacié hatdsara egy objektum adott
lényegi tulajdonsdga véltozatlan marad, a transzformdciora invarians. Fizikdban kiemelt
figyelmet élveznek azok a szimmetridk, amelyek egy rendszer id6fejlédésével kapcesolato-
san lépnek fel, tehat arra vonatkoznak, hogy egy vizsgélt objektum hogyan véltoztatja az
allapotat az 1d6 muldsaval. Azért is kiilondsen fontos ez a témakor, mert Noether tétele

alapjan tudjuk, hogy a szimmetridk mogott mindig megmaradé mennyiséget kereshetiink.

Szimmetridkon beliil kiilonbséget tehetiink tényleges szimmetria €s mértékszimmetria
kozott.  (Elvi szinten legaldbbis, gyakorlatban azonban annak eldontése hogy mely
szimmetridk valodiak €s melyek mértékszimmetridk, nagyon bonyolult és egyaltalan
nem trividlis probléma.) Ezt Ggy értelmezhetjiik, hogy adott rendszerek id6fejlodését
allapotjelzdkkel irjuk le, melyek egy édllapotteret alkotnak, a leirds azonban lehet redundéns
és megtorténhet hogy az allapotjelz6k tobb kiilonbozs értéke is ugyanahhoz az allapothoz
kapcsolddik. Elsore azt hihetnénk, hogy ilyen esetben a rendszer valami mélyrehat6 szim-
metridjat fedeztiik fel, pedig itt a szimmetria egyszerlien a paraméterezésben rejlik. Az
ilyen jellegli szimmetridkat tehat, melyek az allapottér barmely pontjat ugyanazon fizi-
kai 4llapotnak megfeleld pontba transzforméljak, nevezziik mértékszimmetridknak. Ezek

Osszessége egy adott elméletben gyakran ugynevezett mértékcsoportot alkot. A szimmet-

ridkon beliil megkiilonboztethetiink globalis és lokdlis szimmetridkat is. Globalis szim-



metria nem sziikségszerien mértékszimmetria, azonban a lokélis szimmetridk - melyek

folytonosan valtoznak a téridében - csak mértékszimmetridk lehetnek [11].

Fontos megjegyzés, hogy mivel a szimmetridk csoportot alkotnak, 1étezhetnek a szimmet-
ria csoportoknak faktorcsoportjai. A mértékszimmetria csoportoknak ebbdl kdvetkezden
szintén lehetnek faktorcsoportjai melyek 1étezésének a dolgozat folyamdn még szerepe
lesz. Mértékszimmetria csoportok faktorcsoportjait dltaldban normélis részcsoportjaik
segitségével szokds létrehozni. Gyakorlati problémdk megolddsit nagyban meg tudja
konnyiteni az ezekkel valé munka,hiszen ilyen esetekben a cél altalaban az, hogy az adott
mértékszimmetria csoport transzformacioinak hatdsat vizsgaljuk valamilyen fizikai rend-
szerben. Minden mértékszimmetriit figyelembe véve €s ezekkel dolgozva a probléma
nagyon szdmitdsigényes lehet, azonban ezen csoportok faktorcsoportjaival dolgozva és a
faktorcsoport szimmetridit haszndlva a szamitasi igény jelentGsen csokkenthetd, hiszen a
faktorcsoport elemeinek szdma jocskdn kevesebb lehet, mint az eredeti csoporté. Még
fontosabb eldnye ezek hasznédlatanak az, hogy a mértékszimmetria csoporton beliili bo-
nyolult kapcsolatok ilyen médon egyszerlisodnek. A helyzet hasonlé ahhoz, mint ami-
kor egy szerkezet vizsgélatit a részeinek vizsgalatara vezetjiik vissza. A mddszer tobb
1épésben is végezhets, a durvibbtdl a finomabb modellezés felé haladva olyan faktorcso-
portokon keresztiil, melyek egyre szofisztikaltabbak, egyre jobban kozelitenek az eredeti
szimmetria csoporthoz. Hasznos, megértést segité példa, ha egy kétdimenzids fazistérre
gondolunk, melyben a trajektéridk korok és feltételezziik, hogy az adott korokhoz ren-
delt allapotok megegyeznek, csak a paraméterezésiink miatt a leirds redundans. Ebben
az esetben a szimmetriacsoportot kissé hanyagul fogalmazva a korok szerint faktorizalva
egy olyan fézisteret kapunk, melyben a trajektoria mar csak egy félegyenes, amely joval
egyszeriibb és konnyebben atlathaté leirast ad. Itt példaul még azt az értékes fizikai kovet-
keztetést is levonhatjuk beldle, hogy csak a kozéponttdl vald tavolsdg hatirozza meg a

dinamikat, tehat a rendszer paraméterezéséhez egy paraméter is elég lenne.



A mértékszimmetridk megértést segiti, ha a jol ismert vdkuumbeli klasszikus elektrodi-
namika példdjara gondolunk [9]. Ebben az esetben egyértelmi dllapotleirdst adnak az
elektromos €s magneses térerdsségekkel valo leirdsok, azonban vannak problémak melyek
megoldasa egyszerlibb az elektromdgneses potencidlokkal hasznalataval, csakhogy ez nem
egyértelmd. Ilyenkor a mértékszimmetridk a mértéktranszformaciok az elektromagneses
potencidlokon. Ez a kovetkez6 mdédon lathatd. A negyedik Maxwell egyenlet kielégitheto
ha B-t egy A(r,t) vektortér roticidjaként vessziik fel, majd ezt a harmadik Maxwell egyen-
letbe visszairva kapjuk a kovetkez6 alakot:

1
rotE = ——irotA
c ot

Megfelel6 mellékfeltételek teljesiilése esetén ezt dtrendezhetjiik a kovetkezd alakra, ha a
jobb oldalon a hely és id6 szerinti differencidlas sorrendjét megcseréljiik:

rot (E+la—A> =0
c dt

Innen mar lathato, hogy a zargjeles kifejezés egy skalartér negativ gradienseként allithato

el6 - hiszen rotdcidja nulla - ezt a skalarteret jelolje d(r,t). Az el6z6ekbdl kovetkezik, hogy

E a kovetkezd alakba irhato:

Itt A egy vektorpotencidl, ® pedig skaldrpotencidl. Oket egyiittesen elektromagneses po-
tencidloknak nevezziik. A mértéktranszformacidk ugy kapcsolddnak ide, hogy B.E és A,

@ kozott a kapcsolat nem egyértelm, hiszen:

A’ = A + grady
1dy
o= -2%
c ot

az ilyen moédon bevezetett Uj potencidlok ugyanazt a B-t és E-t adjdk mint a

transzformdcion nem d4tesett potencidlok. Az igy kapott potencidlok tehat csak egy



transzformacid erejéig meghatarozottak. Az ilyen jellegli transzformaciokat nevezziik
mértéktranszformécionak. Mivel ez B-t és E-t nem valtoztatja meg, a Maxwell egyenletek

a fentebb latott transzformdaciodra invariansak.

Szemléletes példa még a mértéktranszformaciokkal kapcsolatban a részecskék
megkiilonboztethetetlenségének elve a kvantummechanikdban [10]. A klasszikus
mechanikdval ellentétben a kvantummechanikdban nincsen értelme elektronpalyakrol
beszélni és ha egy elektron helyzetét pontosan ismerjiik is egy adott pillanatban, a
kovetkezd pillanatban a koordinétdira vonatkozéan mar semmi hatarozott informaciot nem
mondhatunk. Egy adott pillanatban tehat hiaba lokalizalunk és azonositunk atomokat,
a kovetkez6 pillanatokban az azonositds szempontjabol semmire sem jutunk. Ha egy
késobbi iddpillanatban sikeriil is lokalizdlni az elektronok egyikét valamely pontjdban a
térnek, nem tudhatjuk, melyik elektron van a vizsgélt pontban. Ezek alapjan kiilon-kiilon
részecskék torténetének kovetése sem lehetséges. A kvantumelméletben tehat az azonos
részecskék egyéniségiiket” elvesztik. Egyszeriien lathaté a dolog 1ényege két részecskét
tartalmaz6 rendszer esetén. Ismert mar, hogy a részecskék azonossiga miatt, a két
részecske felcserélése esetén a rendszer allapotai sziikségszerlien fizikailag ekvivalen-
sek, tehdt a rendszer hullimfiiggvénye a felcserélés hatdsdra csak egy fazistényezGvel
valtozik meg. Legyen a rendszer hullimfiiggvénye w(&1,&), ahol & és & a megfelels
részecske spin-vetiiletének és harom koordindtajanak 6sszességét jeloli. Ekkor a kovetkezd

kovetelmény szabhato ki:
¥(61,8) = w(&, 1)

Itt o egy konstans valds szam. Kétszeres felcserélés utan logikusan az eredeti dllapotra kell,

hogy jussunk, ebbd] tehat kovetkezik, hogy e**=1, amibdl lathat6, hogy e/*=41. Tehat:

v(&1,6) =tv(&,6)

Latszik tehat, hogy az, hogy a részecskéket hogyan azonositjuk onkényes és a rendszer
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lényeges fizikai tulajdonsédgai ettdl a vélasztastol nem fiiggnek. Egyik azonositdsardl a

részecskéknek egy masikra attérni szintén mértéktranszformacio.

A szimmetriacsoport feltérképezésének folyamata torténhet mds kiindulasi alaprol is.
Elképzelhetd, hogy alapvetéen nem ismerjiik az adott rendszer mértékszimmetridit, csak
a rendszer bizonyos (késObb részletezett) adatait €s ezek alapjan probaljuk ezeket a
mértékszimmetridkat rekonstrudlni. Kérdés, hogy ez lehetséges-e. A valasz természetesen
itt sem trividlis, azonban bizonyos tipusu térelméleti modellek esetén ugy néz ki, hogy le-
hetséges. Ilyen eset a fontos kétdimenzids konform térelméletek is. A mddszert, amellyel

az adatokbdl visszafejthet6k a mértékszimmetridk orbifold dekonstrukcionak nevezziik[4].

Minden két dimenziés konform modellnél megfigyelhetd, hogy a mértékszimmetridk cso-
portokat alkotnak és egy adott térelméleti modell esetén tobb mértékcsoport is 1étezhet[1].
A szimmetridk bevezetése tehat tobb 1épésben torténhet, ahogy, mint mar ismert, a cso-
port faktorizdcidja is. Egy adott térelmélethez tartozé szimmetriacsoportok és ezek
részcsoportjai bizonyos reldciok alapjan halo tipusu algebrai strukturat alkotnak. Egy-
egy térelmélethez az eddigi tapasztalatok szerint tobb szimmetria csoport és ezek normalis
részcsoport hédldja tartozhat, azonban ezek egyiittese még mindig Osszefoglalhaté egy
haléban, melynek fontos €s sziikséges matematikai tulajdonsaga, hogy moduléaris legyen.
Térelméleti modellekhez ezt a legnagyobb, mindent magaban foglalé halot szokas felirni,
ez alegcélravezet6bb. Cél tehdt, ha a térelméletek mértékszimmetridit szeretnénk vizsgalni,
hogy ezt a halét meghatarozzuk és az az egyaltalin nem trividlis kijelentés, mely sze-
rint ez a hal6 a mértékszimmetridk ismerete nélkiil is meghatirozhaté szolgal dolgozatom
kiindulési alapjdul. Fontos megjegyezni, hogy ugy, ahogy egy térelmélethez tobb szim-
metria csoport is tartozhat, egy-egy dekonstrukcids halé is tartozhat tobb térelmélethez.
Talan éppen ettdl lesz igazan érdekes a téma, hiszen lehetséges, hogy ezek a hdldkon
keresztiili kapcsolatok valamilyen mélyebb, fizikailag is értelmezhetd kapcsolatra utal-

nak a térelméletek kozott [6]. Ha a halét a mar korabban emlitett, mértékszimmetridkat



nem felhaszndl6 modszerrel szeretnénk meghatarozni, annak menete onnan ered, hogy
a halé6 meghatdrozdsat vissza lehet vezetni az ugynevezett lokalitdsi grafok asszocidlt
hal6éinak meghatarozasara. A lokalitasi grafok az adott térelmélet szuperszelekcids szek-
torai kozotti lokalitdsi relaciokon alapulnak. Ha a lokalitdsi grafok kapcsolddésait rep-
rezentdld irdnyitatlan grafokat képeziink, melyek csicspontjai a szuperszelekcids szekto-
roknak felelnek meg, akkor a megfelel6 relaciok alapjan, melyeket késdbb részletezni fo-
gok, 1étre lehet hozni ugyanazt a dekonstrukcids halot, melyet kozvetleniil a térelméletbdl
mértékszimmetridk alapjan is megkapndnk, csak az el6bb emlitett modszerrel jelentGsen
kevesebb szdmitdsi kapacitds sziikséges hozza.Célszerli persze a szdmitdsi igényét az
eljarasoknak minél tovabb csokkenteni, ami ezesetben megtehetd olyan mdédon, hogy a mar
emlitett grafoknak az ekvilokalitdsi osztilyok alapjan képzett faktorgréfjait, ugynevezett
deflacioit veszem. Ez azért tehetd meg, mert bizonyithatd, hogy adott graf a defliciébdl
képzett hal6 meg fog egyezni az eredeti grafbol képzett hdldval és minket elsésérban en-
nek létrehozésa érdekel. Tapasztalatok €s levezetések alapjan megadhatoak azok a mate-
matikai tulajdonsagok, amiket ezeknek a deflacidoknak tudniuk kell, ahhoz, hogy a beldliik
képzett hdlok térelméletek asszocidlt haloi legyenek. Ez a kérdéskor allt dolgozatom
kozéppontjdban. Munkdm sordn kis szdmu cstcspontig (7) 1étrehoztam az Osszes olyan
grafot, amelyek két dimenzios konform térelméleti modellek lokalitdsi diagrammjai lehet-
nek. A térelméleti modellek és a beldliik képzett grafok részletes kapcsoléddsi pontjai a

harmadik fejezetben olvashatdak.



2. Alapfogalmak

Dolgozatom ezen fejezetében a téma megértéséhez sziikséges fobb definiciokkal fogom
megismertetni az olvaséot. Ezek koziil mar tobb elhangzott a bevezetésben is, de fontos-
nak érzem ezeket szisztematikusan, pontosan is ismertetni. Mivel grafok és hozzjuk kap-
csolddo fogalmak illetve tételek gyakran eld fognak keriilni a dolgozatban ezért eldszor is
ezeknek a fogalmaknak a definidlaséra térek ki. A definicidkat probdlom minél érthetobb
és emészthet6bb formaban megfogalmazni a pontossag lehetd legnagyobb mértékben
valé megtartdsa mellett. Preciz, formélis definicié az Osszes hasznélt fogalomhoz meg-
taldlhato a fliggelékben. Els6 és egyik legfontosabb definicid melyre kitérek a csucspont és

csucsponthalmaz szomszédséaga.

2.1. Csucspontok és csucsponthalmazok szomszédsaga

Egy V(¥) csucspont szomszédsagan csucspontok azon halmazat értjiik, amelyek mind-
egyike kapcsolatban van V(¥)-vel, tehat él koti ossze Oket. Ezen halmaz eleme lehet
természetesen akdr maga V(¥) is, amennyiben van hurokéle, azaz adott csicspont ele-
me lehet sajat szomszédsagdnak. Hasonlé moédon adddik csucspontok halmazdnak szom-
szédsdga vagy kornyezete is. Ha csticspontok egy X C V(¥) részhalmazat vessziik, ennek
szomszédsaga azon YC V(¥) csticsponthalmaz, melynek minden eleme X halmaz minden
elemével kapcsolatban éll, azaz X halmaz minden elemét Y halmaz minden elemével él
koti 0ssze [8]. Fontos itt megjegyezni, hogy Y halmaz csucspontjain kiviil a grafban nincs
mas csucspont, melyet X halmaz minden elemével él kot 6ssze (hiszen ekkor definici6 sze-
rint ez a csucspont is eleme lenne Y-nak), viszont 1étezhet olyan csucspont, mely X-nek
nem eleme és Y minden elemével él koti 0ssze, hiszen X egy éltalunk dnkényesen kijelolt

csucsponthalmaz, melynek elemeit mi valasztottuk ki.

Specidlis eset ebben a kérdéskorben az a tipusi csicsponthalmaz, melyre teljesiil, hogy



nem létezik olyan nem X-beli csicspont, mely Y-nak minden elemével kapcsolatban
van. Ha X ilyen, abbdl kovetkezik, hogy Y szomszédsiga X, azaz X csicsponthalmaz
szomszédsaganak szomszédsdga dnmaga. Azokat a csicsponthalmazokat melyek ezzel
a tulajdonsaggal rendelkeznek zartnak nevezziik. Kicsit tovdbbgondolva lathatjuk azt is,
hogy amennyiben két X és Y halmaz zart, ezek metszete is zart és zart halmaz szom-
szédsaga is zart, ezért mondhatjuk, hogy az a halmaz, melynek elemei adott grafnak zart
csucsponthalmazai, a tartalmazasi relacidval ellatva 6ndualis halot alkot. Ondualis hélénak
egy olyan részbenrendezett halmazt neveziink, melyben elemek barmely részhalmazéanak
1étezik legkisebb felsd és legnagyobb alsé korldtja,valamint értelmezett az elemeken egy
antiton leképezés, melynek négyzete az identikus leképezés[7]. Annak bizonyitdsa hogy
ezek a tulajdonsagok tényleg teljesiilnek az igy definialt struktirira és ezen tulajdonsagok

kimondaésa a fiiggelék els6é négy tételében és ezek bizonyitdsaiban taldlhato.

2.2. Ekvilokalitas

Egy graf két csucspontja akkor ekvilokdlis, ha kornyezeteik megegyeznek, azaz ponto-
san ugyanazokkal a csicspontokkal szomszédosak. Kordbban mar ismertettem, hogy
csucsponthalmaz szomszédsaga alatt mit értiink, ennek felhaszndldsdval kimondhato,
hogy két csucsponthalmaz akkor ekvilokdlis, ha a szomszédsdgaik megegyeznek, az-
az ha két XY csticsponthalmaz elemeire vonatkozdan, azon csicspontok halmaza a
grafban, melynek minden elemét X minden elemével él koti Ossze, ekvivalens azzal a
csucsponthalmazzal melyrdl elmondhatd, hogy minden elemét Y minden elemével €l koti

ossze, akkor X és Y ekvilokalisak.

Itt fontos kitérni arra, hogy az ekvilokalitds ekvivalencia relacio, hiszen szimmetrikus,
reflexiv és tranzitiv. Ezen harom feltétel teljesiilése a fogalom megértése utdn taldn
intuitivan, szinte természetesen is lithatd, azonban az allitds pontos kimondasat €s bi-

zonyitasdsat a fiiggelék otodik tétele €s annak bizonyitdsa fejezi ki. Mint ekvivalencia
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relacié az ekvilokalitési reldcié particiondl, a halmazt amin értelmezve van ekvivalencia
osztalyokra osztja. Esetiinkben tehdt a halmaz, amin ez a relicié értelmezve van az a
graf csicspontjainak részhalmazait tartalmaz6 halmaz. A probléma szempontjabol melyet
dolgozatomban vizsgalok csak a zart csucsponthalmazok lesznek majd fontosak, azonban
ha 4dltalanos esetben egy grafnak az ekvilokalitds alapjan krealt ekvivalencia osztdlyair6l

beszEliink, minden csticsponthalmazt sziikséges belevenni.

2.3. Faktorgraf (deflacio)

Kovetkezd fontos fogalom egy graf deflacidja, mésszoval faktorgrifja. Ismert, hogy az
ekvivalencia osztdlyok diszjunktak és unidéjukként a teljes alaphalmaz el6all. Ezen tu-
lajdonsagok nagyon hasznosak szamunkra, mert ilyen modon ezek alapjan az ekviloka-
litasi reldcié alapjan képezett osztdlyokbdl a halmazt mintegy faktorizdlva készithetiink
egy masik, kisebb elemszamu de szamunkra Iényeges tulajdonsdgaiban nem eltér6 halmazt.
Ezen halmaznak a faktorizdlas definicidjabol kovetkezden minden eleme csupan egyelemi
lesz, azaz ha ebbdl egy grafot készitiink, ezen graf ekvilokalitdsi osztdlyai is mind egye-
lemtek lesznek, tehit a deflicioban nem lesznek ekvilokélis csicspontok. Ennek kovet-
kezménye, hogyha a defliciéban két csicspont szomszédos, akkor az eredeti grafban az
ekvilokalitdsi osztdlyaik minden csucspontja paronként szomszédos. Ennek bizonyitasa a
fliggelékben megtaldlhat6. Ezt a tulajdonsdgot nevezziik irreducibilitdsnak (az ekviloka-
litasi osztilyok egyelemiiségét) és az ilyen grafokat irreducibilis grafoknak hivjuk. Mi-
vel a fentebb levezett médon minden graf deflacidja irreducibilis és én a lokalitdsi grafok
deflacidit, a lokalitdsi diagrammokat vizsgalom, ezért csak irreducibilis grafokkal foglal-

kozom. Tehat a deflacié csicspontjai az eredeti graf ekvilokalitasi osztdlyai.

11



2.4. Halo struktura

A bevezetés sordn gyakran el6keriilt a hald, mint algebrai struktira és a halé moduléris
tulajdonsdga. A halét tobbféle megkozelitésben is szokds definidlni, azonban szdmunkra
hasznosabb az a megkozelités, mely ugy hangzik, hogy adott részbenrendezett halmazt
halonak neveziink, ha eme halmaz barmely kételemi részhalmazinak létezik legkisebb
fels6 és legnagyobb alsé korldtja. Az, hogy a zért csicsponthalmazokbdl tartalmazasi
relacioval képzett struktirdra ez teljesiil a fliggelékben be van bizonyitva [7]. Esetiink-
ben a részbenrendezett halmaz oly modon 4ll el8, hogy a zart csicsponthalmazok a ren-
dezési relacidval ellatva részbenrendezettek, hiszen bizonyos halmazok egymassal ren-
dezési relacioba hozhatéak, vannak koztiik halmazok, melyek egymas részhalmazai, azon-
ban vannak olyanok melyekben nincsenek masik halmazzal atfedd elemek, ilyen médon a

tartalmazasi rel4cié szempontjabol ezek viszonyardl nem tudunk mondani semmit.
Adott L halé modularis, ha:
a<c—aU(bnec)=(aUb)Nc

teljesiil minden a,b,c € L-re.[7]

2.5. Grafok és halok kapcsolata

Miutdn a sziikséges definiciok tisztdzasra keriiltek, fontosnak érzem Osszefoglalasként
megemliteni kissé formélisabban is, hogy ezek haszndlatdval hogyan lehet a grafokat a
hdlé tipusu algebrai struktirdkkal 6sszekapcsolni. Ismert mar, hogy x€ V(¥) csdcspont
¢ (x) szomszédsaga:

Y(x)={yeV(@){xy} cE@)}
Csucspontok X halmazdra altalanositva pedig:
Y(X) = {y € V(@) [{x,y} € E¥), ¥x € X}
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EbbSl mar trividlisan ldtszik, hogyha XCY akkor ¢(Y)C¥(X), valamint XC
G>(X)=4 (% (X)). Legyen

L&) = {X CV(@)X =9°(X)}

csucspontok azon részhalmazainak Osszessége, melyek megegyeznek a szomszédsaguk
szomszédsagaval. Ekkor X,Y € L(¥) esetén XNY € L(¥) és 9(X) € L(¥), tehat az L(¥)
halmaz a tartalmazasi reldciora nézve egy ondudlis hdld, mint az mar ismert. Errdl elmond-
hat6, hogy egy olyan részbenrendezett halmaz, amelyben elemek barmely részhalmazanak
létezik felsd és legnagyobb alsé korldtja, illetve értelmezett az elemeken egy antiton
leképezés, melynek négyzete az identikus leképezés. Azaz, kiss€é pongyoldan fogalmaz-
va, ha adott lokalitdsi diagramm zart csicsponthalmazaibdl képeziink egy halmazokbdl
all6 halmazt majd ezt ellatjuk a tartalmazasi relacidval,belathatd, hogy egy hélét kapunk,
mely azon térelmélet dekonstrukcids haloja lesz, mely térelmélethez a lokalitdsi diagramm

tartozik.

Ezeken a fogalmakon kiviil vannak egyéb nem feltétleniil mindenki 4ltal ismert fogalmak
és tételek amelyekre késébb még hivatkozni fogok, azonban ezeket részletesen el fogom
magyarazni mikor haszndlom ket €s a tovabbi pontos definicidk illetve a késobb hasznalt
valamint a fentebb mar kimondott tételek bizonyitdsai is mind részletesen megtaldlhatok a

fiiggelékben.
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3. Fizikai hattér ismertetése

Az alapfogalmak részletes ismeretével hatunk mogott, ebben a fejezetben szeretnék
képet adni arrél, hogy a tényleges, térelméletekre vonatkoz6 absztrakt elméleti hattér és
a konkrét munka amit végeztem hogyan kapcsolddik Ossze. Elsoként megemliteném,
hogy ugyan a dolgozat keretein beliil a konform térelméletek targyaldsara szoritkozom,
az eljaras valdszintileg miikodni tud 4ltalanosabb térelméletek esetén is, azonban ez
még egy feltdratlan teriilet és a grafok szdrmaztatisa mind elméleti mind pedig gya-
korlati szempontbdl szdmottevéen egyszerlibb a konform elméletek specidlis esetében.
Konform térelméletek esetén mar néhany viszonylag egyszerlien szarmaztathaté jel-
lemz$ alapjan (konform sulyok, operdtorszorzat-kifejtések [3]) elvégezhet6 az adott
modell jellemzése. Altaldnosan elmondhaté még az is, hogy éllapotok azonositdsa
révén sok térelmélet szarmaztathaté egy masik modellbdl, ahol az ilyen mddon azo-
nositott dllapotokat sziikségszerlien szimmetria koti 6ssze, ami a szdrmaztatott modellben

mértékszimmetriaként manifesztalodik.

3.1. Orbifoldizacio

Ahhoz hogy a kordbban mér emlitett de nem részletezett dekonstrukcios halok illetve loka-
litasi grafok és diagrammok kapcsolatait €s szdrmaztatasast megértsiik, elséként meg kell
ismerkedniink az orbifoldizicié fogalmdval. Konform térelméletek esetében az allapotok
azonositdsat orbifoldizacionak nevezziik, az igy kapott modellt pedig az eredeti modell
orbifoldjanak. Az azonositott dllapotokat 6sszekotd szimmetridk altal alkotott csoportot

ebben az esetben az orbifold modell twist-csoportjanak nevezik [4].

Azért fontos ez a problémakor, mert ez fog elvezetni a dekonstrukcié hédlokhoz. Ide kap-
csolédoan fontos kérdés, hogy egy adott térelméleti modellrdl felismerhetd-e, hogy orbi-

foldja egy masik modellnek és ha igen, mi az eredeti modell és a megfeleld twist cso-
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port. A kordbban mar emlitett orbifold dekonstrukci6 eljarasa ezekre a kérdésekre megadja
a valaszokat. Sziikséges azonban megemliteni, hogy egy konkrét modellnek tobb orbi-
fold dekonstrukcidja lehet, hiszen nem sziikséges az Osszes allapot azonositast egyszerre
feloldani, lehetséges az allapotok csak egy részhalmazit is vizsgdlni. Ezt nevezziik par-
cidlis dekonstrukcionak [4]. Adott modell kiilonboz6 parcidlis dekonstrukcidi egy ren-
dezett struktirdt az dgynevezett dekonstrukcids hierarchit alkotjdk. Erzékelhetd ezek
alapjan, hogy ilyen moédon léteznie kell maximalis dekonstrukcionak is adott modellre
vonatkozdan. Egyaltalan nem trividlis, azonban a dolgozat téméjan tilmutato, ezért itt
nem részletezett okokbol konform térelméleti modellek esetén egy adott térelméleti mo-
dellnek tobb inekvivalens maximalis dekonstrukcidja l1étezhet, vagyis tobb, eltér6 mddon
realizdlhat6 valamely méas modell orbifoldjaként. Ennek kovetkezében a parcialis dekonst-
rukciok nem alkotnak halot, viszont kimutathat6 €s belathatd, hogy minden modellhez
természetes médon hozzarendelhet6 az igynevezett, kordbban mar emlegetett dekonstruk-
ciés hédldja amelynek részét alkotja maga a dekonstrukcios hierarchia, ezért a dekonst-
rukciok feltérképezésének alapfeladata a dekonstrukcios hdlé meghatarozasa [S5]. Léthato
tehat, hogy adott modell tulajdonsdgairdl rengeteget elarul a dekonstrukcids hierarchidja,
hiszen ez a parcidlis dekonstrukciokon keresztiil megmutatja, hogy a vizsgalt modell mely
mas modelleknek orbifoldja. Mivel a dekonstrukcids halé ismeretével a dekonstrukcids

hierarchia meghatarozhatd, érthet6vé valik, miért is annyira fontos ezen halé megtalédldsa.

A dekonstrukcidés hdlé meghatarozdsa mint azt a kordbbi fejezetekben mér emlitettem
két mdédon torténhet. Egyrészt véghezvihetd direkt médon, szimmetridk alapjan azon-
ban a mar emlitett szamitasi kapacitds korlatok miatt ez csak viszonylag egyszerli model-
lek esetén lehetséges, mivel a szamitdsi kapacitds exponencidlisan nd a modell méretét
jellemz6 ugynevezett primér terek (mdsnéven szuperszelekcids szektorok) szdméval.
A direkt modszer mar 1-2 tucat primér tér esetén csdédot mond, azonban az igazan

érdekes jelenségek ennél sokkal nagyobb modellek esetén kezdddnek, ezért célszerli mas
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megkozelitést keresni, ez lesz a lokalitdsi grafokon €s ezek deflacidin alapuld, dltalam is

végzett eljaras.

3.2. Grafok és halok

A dekonstrukcidés hdlok mas megkozelitésbeli meghatirozasa abbdl a felismerésbdl indul,
hogy az megegyezik a modell igynevezett lokalitdsi grafjanak illetve az ebbdl deflacidval
képzett lokalitasi diagrammjdnak asszocialt halgjaval. A lokalitdsi graf csicspontjai az
elmélet primér terei és két csucspont akkor szomszédos, ha a megfelel6 primér terek
operatorszorzat kifejtése reguldris, azaz egyértéki fliggvénye szeparicidjuknak [4]. Mivel
a lokalitasi graf mérete megegyezik a konform modellével (csicspontok szdma a primér
terek szamaval) ezért a szamitasi igény tovdbbra is exponencidlis fliggvénye a modell
méretének, ugyanugy, mint a direkt eljaras esetén, azonban a kordbban mar részletezett
faktorgraf meghatarozasaval és ezen graf tulajdonsagainak vizsgalatdval a szamitési igény
drasztikusan csokkenthetd, hiszen a deflacié asszocidlt haldja izomorf az eredeti loka-
litdsi graf asszocidlt haldjaval. Fontos, hogy az eljards nem iteralhatd, mert a graf
deflacigja irreducibilis, azaz izomorf a sajat deflici6javal. Ezekbdl kovetkezben azon-
ban mar annak vizsgdlata a kulcs, hogy mely irreducibilis grafok azok, melyek konform
modellek lokalitasi diagrammjai lehetnek. Eddigi tapasztalatok alapjin felallithatéak bi-
zonyos kovetelmények, melyeknek az ilyen jellegli grafoknak meg kell felelni, hogy lo-
kalitasi diagrammok lehessenek. Ilyen mdédon tehdt elérhetévé vélik a dekonstrukcids
halok meghatarozdsanak egy olyan modja, mely a bonyolult mértékszimmetridkkal kap-
csolatos Osszefiiggéseket nem igényli, ezen keresztiil a modell fontos tulajdonsdgainak
vizsgalata is lehetové valik, mert a hdlé6 meghatidrozasa utdn a dekonstrukcids hierarh-
cia a kordbban emlitett modon ismertté valik. Mindehhez annyit sziikséges tenni, hogy
adott csucspontig minden nem izomorf grafra le kell ellenSrizni a megfeleld feltételek tel-

jesiilését és kivalogatni beldliik azokat, melyek a kirétt feltételeket teljesitik. Ilyen médon
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létrejon egy adatbazis azon grafokbdl, melyek konform térelméletek lokalitasi diagrammjai

lehetnek. A kovetkezd fejezetben ennek a vizsgdlatnak a folyamatit mutatom be.
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4. Az eljaras részletes ismertetése

Ahogy kordbban emlitettem, kutaté munkam célja az volt, hogy kis szdmu csicspontokra
eldallitsam az Osszes lokalitdsi diagrammot. A grafok eldéllitdsat hét csicsponti grafokig
végeztem el, azon egyszerl okbol kifolydlag, hogy az ennél nagyobb szdmu csucsponttal
rendelkezd grafokon az algoritmusok lefuttatidsa rengeteg id6t vett volna igénybe az dltalam
hasznalt médszerekkel. Erdemes azonban megjegyezni, hogy mivel itt deflicick grafjait

vizsgéltam és allitottam eld, ezért a konkrét lokalitasi grafok, melyeknek én a faktorgréfjait

vizsgalom ennél sokkal tobb csiicspontot is tartalmazhatnak.

Erdemes észrevenni, hogy a mar emlitett, primér terek kapcsolataib6l eredeztetett lokalitdsi
grafokra épiil6 megkozelités a bonyolult elméleti hattere ellenére milyen konkrét, viszony-

lag konnyen érthet6 algoritmusra vezet amikor a lokalitasi diagrammok el6allitasa a cél.

Tobbek kozott ebben rejlik ennek a megkozelitésnek a nagy eldnye.

A munka menete agy tortént, hogy a grafok legenerdlasa, vagy adatbazisb6l megszerzése
utan a grafokra vonatkozo feltételeknek a teljesiilését vizsgdltam sorjaban, a legkevésébé
szamitasigényestdl haladva a legszamitasigényesebbek felé. A vizsgdlatokat a grafok ad-
jacencia matrixait haszndlva végeztem el, numerikus szamitdsokra ezt a megkozelitést
taldltam leginkdabb alkalmasnak és ilyen mddon ki lehetett hasznalni tobb, Pythonban

taldlhato, linedris algebrai problémédk megolddsara szolgél6 eszkozt.

4.1. Lokalitasi diagrammokra vonatkozo feltételek

Alébb pontokba szedve lathatéak azon kovetelmények melyeket adott grafoknak teljesiteni

kell, hogy térelméletek lokalitdsi diagrammjai lehessenek:

* Mivel irdnyitatlan grafokrdl van sz6 (ez a tulajdonsag a térelméleti modellek altalam
nem részletezett jellemzdibdl kovetkezik) ezért sziikséges, hogy a graf adjacencia

matrixa szimmetrikus legyen.
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* A grafoknak pontosan egy univerzalis vertexe kell, hogy legyen, azaz egy olyan
csucspontja, amely az Osszes csucsponttal kapcsolatban van. (Itt beleértve sajat

magat is, hiszen a hurkok megléte megengedett.)

* A grafnak minden ekvilokalitdsi osztdlya egyelemd, tehat a graf irreducibilis. Ez azt
jelenti, hogy a grafon beliil nincsen kettd vagy tobb olyan csucsponthalmaz, melyek

szomszédsaga megegyezik.

* Ha a graf csucsponthalmazainak zart részhalmazat vessziik, és ezen halmazokbol
a tartalmazasi relacio segitségével halot képeziink, akkor ez a halé6 moduléris kell,

hogy legyen.

4.2. Vizsgalandoé grafok eloallitasa

A munka elsé részében a sziirési feladatok elvégzéséhez a Python programnyelvet
hasznaltam. Mivel adjacencia matrixokkal terveztem a problémét megoldani, sziikség volt
a megadott szamu csucspontig az 0sszes lehetséges graf adjacencia matrixara. Ezt min-
det legeneralni rengeteg 1d0 €s szamitasi kapacitas lenne, hiszen példaul 7 csicsponti graf
esetén az adjacencia matrix 7x7-es, €s mindegyik eleme lehet 1 vagy 0, ezért itt az Osszes
matrix legenerildsahoz 2%°-en elemet kellene legyartani, amely beldthaté idén beliil nem
tud megvaldsulni, rdadasul utdna a sziikséges kovetelményekre vald szlirés miatt ezeken
a matrixokon még végig kellene iterdlni for ciklusokkal és kiilonboz6 feltételek meglétét
vizsgdlni. Erezhetd, hogy ez a megkdzelités nem jarhaté tdt, nem beszélve arrdl, hogy az
igy elballitott grafoknak nagyrésze biztosan izomorf lenne més, mar kordbban el6allitott
grafokkal és grafok izomorfidinak vizsgélatdra dltalanos, nem specidlis grafok esetén nin-
csen bevett eljards melynek komplexitdsa nem tilsdgosan bonyolult és magas szintli ahhoz,

hogy ezen dolgozat keretein beliil meg lehessen valdsitani. Ezen okokbdl a sziikséges

matrixokat egy adatbézis hasznélatdval értem el [12].
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Kovetkezd 1épésként az emlitett adatbazisbol letoltott fileokat a Pythonban beolvasva és
a numpy modul segitségével, mintegy listdkként megkaptam a megfeleld grifok szom-
sz€dsagi matrixaibol allo listakat, csicspontok szdma szerint bontva, izomorfia erejéig,
tehat ezek a listdk izomorf grafokat méar nem tartalmaztak. Sziikséges kiegészitést kellett
azonban ehhez tennem, hiszen az igy kapott matrixok mind olyan grafokat reprezentdltak,
melyek nem tartalmaztak hurokéleket, azonban a térelméleti modellek szdrmaztathat6
grafok esetén semmi sem tiltja a hurokélek meglétét, sot ezek sziikségesek is, hiszen
példaul az univerzalis vertex esetén a minden cstcsponttal valo kapcsolat magaban fog-

lalja azt is, hogy sajat magdaval is él kosse 0ssze, azaz biztosan kellenek hurokélek.

Hogy ezt a problémét athidaljam, tovabbra is Pythonban az 6sszes matrixhoz hozzaadtam
az Osszes olyan matrixot, melyek eleme a f6atlon kiviil csupa 0, a féatloban pedig
a nulldk és egyesek Osszes lehetséges kombindcioja megtaldlhatd. Ezzel mar tényleg
az Osszes sziikséges grafot tartalmazta az adatbazis, a probléma ezzel kapcsolatban az,
hogy ebben mér izomorf grafok is vannak. Ennek egyrészrdl nem tulajdonitottam nagy
jelentdséget, mert az Osszes szlirés utdn olyan kis szdmu graf marad, hogy azokbdl
konnyedén kivdlogathat6ak az izomorfak kelld elszantsdggal, valamint ugy gondolom,
hogy egy ilyen grafokat tartalmazé adatbazis megléte akkor is értékes eredmény, ha izo-
morf grafokat tartalmaz. Erre aztdn a késGbbiekben lehet épitkezni €s az is el6fordulhat,
hogy nem grafelméleti hanem a térelméletekbdl kovetkezd egyéb kovetelmények alapjan
az izomorf grafokkal kapcsolatos probléma megsziintethe6vé valik majd. (Itt is megje-
gyezném, hogy sajnos altaldnos alakui grafok esetén nincsen bevett eljards arra, hogy ho-
gyan lehet biztosan megallapitani, hogy két graf nem izomorf. A grafok spektralelmélete

hasznalataval bizonyos linedris algebrai feltételek teljesiilése esetén két graf izomorfizmusa

egyértelm, azonban ennek hidnya nem.)

A szimmetrikus tulajdonsdg ellendrzése nem igényelt munkét, mivel az adatbdzis ahon-

nan a sziikséges adatokat kinyertem irdnyitatlan grafokat tartalmazott, a f6atlobeli elemek
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modositdsai pedig a szimmetriat nem rontjéak el.

4.3. Irreducibilitas vizsgalata

Kovetkezd szirési feladatként az ekvilokalitdsi osztdlyok egyelemiiségére vonatkozo
kritériumot vizsgaltam. Ennek vizsgalatat meg lehet tenni egy olyan kéddal, ami a métrix
sorat minden sordval Gsszehasonlitja és attdl fliggben, hogy taldl-e legalabb kett6 egy-
format, a matrixot benn tartja az adatbdzisban vagy kidobja, azonban ennek megirdsa

nehézkes, a lefutdsa lassu és nem is tul elegédns.

Hogy erre taldljak egy jobb mddszert linedris algebra ismereteimhez nyultam vissza, in-
nen ugyanis ismert, hogy ha egy matrix két vagy tobb sora vagy oszlopa megegyezik,
akkor a determindnsa biztosan nulla. Ilyen mddon, a szomszédsdgi métrix jelentését ismer-
ve konnyen lathatd, hogy ha a matrix determinansa 0, akkor a graf melyet 6 reprezental
biztosan nem irreducibilis. Itt tehat az adjacencia métrixok determindnsait vizsgéltam, és
amelyiknek ez 0 volt, azzal nem dolgoztam tovabb. Persze itt felmeriilhet problémanak az,
hogy vajon ez az 4llitas forditva is igaz-e. Tehdt hogy teljesiil-e az, hogyha egy matrixnak
a determindnsa 0, akkor biztosan van-e legaldbb ketts egyforma sora. Altaldnos esetben a
valasz nem, ha egy sor egy masik sor tobbszorose példaul akkor is 0 a determindns, azon-
ban esetiinkben csak 0-t és 1-eket tartalmaz a matrix, tehat ilyen eshet6ség nem lép fel.
A nem nulla determindnsud matrixok tehdt mind olyan grafokat reprezentdlnak, melynek
minden ekvilokalitdsi osztdlya egyelem, tehét a tovabbi sziirésben ezekkel a matrixokkal

dolgoztam csak.

4.4. Asszocialt hal6 modularitasanak vizsgalata

Az utolsé és egyben legosszetetteb szilirési feladat a grafbol tartalmazasi reldcidval készitett

hal6 modularitdsanak vizsgdlatira vonatkozik. A hal6 1étrehozdsa olyan médon torténik,
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hogy megkeressiik a graf cstcspontjainak azon halmazait melyek zartak, azaz a szom-
szédsadguk szomszédsdga onmaga, ilyen médon kapunk egy csicsponthalmazokbdl allé
halmazt. Ez a halmaz a tartalmazasi relacioval ellatva részbenrendezetté valik, hiszen bizo-
nyos elemei egymast tartalmazzdk, de nem minden eleme allithat6 egymdssal tartalmazasi

relacidba.

Szamitasi eljarasok szempontjabdl ez ismét egy nehezen skalazhatd probléma, hiszen ad-
jacencia matrixok alapjan a megoldds menete olyan médon indul, hogy mivel meg kell
hatdrozni a zart csicsponthalmazokat, az 6sszes soran €s a sorok Osszes lehetséges kom-
binacidjan a métrixnak végig kell iterdlni, megnézni melyik az a csicsponthalmaz, mellyel
az adott sorokon val6 végigiterdlds alapjan a kiinduldsi csicsponthalmaz minden eleme
szomszédos, majd ezen csicsponthalmaznak szintén hasonlé médon ismét vizsgalni kell
a szomszédsagat €s ha az megegyezik a kiinduldsi csucsponthalmazzal, akkor a kiindulasi
csucsponthalmaz zart. A sorok dsszes kombindcidjanak végignézése miatt €s hogy min-
den egyes eshetdséghez szintén szomszédsagot kell keresni és ezt a kiinduldssal Gssze-
hasonlitani, ez az eljards er6sen szamitasigényes, azonban ennél egyszerlibb jarhat6 utat

ennek a probléménak a kezelésére nem taldltam.

Miutdn a zart csucsponthalmazok meghatirozdsa megtortént, a hilé modularitasat
kell ellen6rizni. Modularitasnal gyengébb feltétel a rétegzettség mellyel szintén me-
gelégedhetiink, els6korben ennek ellendrzése volt a célom. A halo rétegzettsége esetiink-
ben lényegében annyit takar, hogy ha a zart csicsponthalmazok halmazat ellatjuk tartal-
mazasi relacidval, akkor egy halot kapunk, melynek aztin-a fogalom megértése miatt-
Hasse-diagramjat vessziik. A Hasse-diagram a részbenrendezett halmazok szemléltesésére
nagyon jol alkalmas dbrazoldsi médszer. Ez lényegében egy irdnyitott graf, amelyben az
alaphalmaz alkotjak a graf pontjait. Ezen alaphalmaz esetiinkben a csucsponthalmazokat
tartalmazo6 halmazunk, a graf pontjai pedig ezeknek a csicsponthalmazoknak felelnek meg.

A graf kett6, x és y csiicspontja kozott csak akkor halad €1, ha x < y teljesiil, és nem
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létezik olyan z elem, hogy x < z < y egyenl6tlenség fenndll. Az €l iranyitasa a diag-
rammon olyan, hogy y pontot x felett helyezziik el, ezzel jelezvén, hogy y tartalmazza
x-et. Mivel ez az dbrdzolasmod nem tartalmaz hurokéleket, ezért ez a jelolésmaod telje-
sen megfeleld az irdnyitottsag szemléltetésére. Ha egy hélé rétegzett, az annyit tesz, hogy
a Hasse-diagramjanak egy adott pontjabol barmely tdle kiilonb6z8, de egymadssal azonos
szinten 1év6 elemekhez ugyanannyi 1épésben lehet eljutni, azaz az adott két pont kozotti

uton ugyanannyi élen kell keresztiilmenni.

Mivel ennek a problémanak a megoldasidra Pythonban nem lattam jarhat6 utat, amely ne
lenne tulsdgosan bonyolult, lassi és skédldzhatatlan, ezért ezen részfeladat megolddsa a
GAP program segitségével tortént. Az erre irt kodsor éppen a fent emlitett kovetelmény
megvalosulasat ellendrzi le, azonban diszkrét algebrai problémamegoldo szoftvercsomag
lévén az ebben taldlhat6 eljardsokkal a probléma gyorsabban és hatékonyabban oldhat6
meg. A szoftver segitségével nem az enyhébb rétegzettség, hanem az erdsebb modularitas
feltételét sikeriilt ellendriznem. Szintén a GAP szoftver segitségével irhat6 olyan kdéd is,
mely kozvetleniil az adjacencia matrixokbdl képzett adjacencia listak alapjan is meg tudja

mondani az adott grafthoz tartozé halo rétegzettségét illetve modularitasat.

Az adjacencia listdk olyan listdk, melyeknek annyi eleme van, ahdny csiicspontja annak a
grafnak amit reprezentdl €s az adjacencia lista minden eleme szintén egy lista, mely belsd
lista azoknak a cstiicspontoknak az indexeit tartalmazza, melyeket az adott csucsponttal

(amelyikhez ez a belsé lista tartozik) él kot Ossze.
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5. Konkrét példa bemutatasa

Dolgozatomban kovetkezd részében egy konkrét példan keresztiil fogom bemutatni a fen-
tebb ismertetett elméleti hattér és gyakorlati eljards miikodését. A térelméleti modell mely-
nek egy lokalitdsi grafjaval az elméletet illusztralni fogom a c=4/5-6d centrilis toltési Vi-

rasoro minimalmodell.

5.1. Lokalitasi graf

A fentebb emlitett modellnek egy lokalitdsi grafja az a graf, melynek adjacencia listdja a

kovetkezs:
[[1,2,3,4,5,6,7,8,9,10],(1,7,9],[1],[1,7,8,9,101,[1],[1,7],[1,2,4,6,7,9],[1,4],[1,2,4,7],[1,4]].

A graf melyet az adott adjacencia lista reprezentdl a kovetkezd abrén l4thato.

c=4/5-6d centrélis toltésti Virasoro minimalmodell lokalitasi grafja

Az mar ranézEésbdl is lathatd, hogy a lokalitéasi grafokkal kapcsolatos egyik fontos kitételt,
az univerzdlis vertex 1étezését teljesiti, hiszen az egyes szdmu csucspont ldthatéan minden

csucsponttal kapcsolatban van beleértve sajat magat, azaz €l koti 0ssze veliik.
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A kovetkez6 mérfoldkd amit szeretnénk elérni, hogy megalkossuk ennek a lokalitdsi
grafnak a deflici6jat. Mint kordbban mar ismertettem, a deflacidkat, azaz faktorgrafokat
az ekvilokalitasi osztalyok segitségével lehet megalkotni, olyan médon, hogy a lokalitasi
grafnak megkeressiik az ekvilokalitdsi osztalyait, majd ezeket egy-egy csucsponttal rep-
rezentdljuk. A faktorgrafban azon csucspontok lesznek 0sszekotve, melyekre teljesiil az
a feltétel, hogy az eredeti grafban (lokalitdsi grafban) a két ekvilokalitdsi osztdlynak me-
lyekhez az emlitett csicspontok tartoznak volt legalabb egy-egy olyan eleme, melyeket

egymadssal €] kotott Ossze.

Megjegyzésként megemliteném, hogy ha egy adott ekvilokalitasi osztdlybeli csticspontot a
graf egy mésik csucspontjaval él kot Ossze, akkor az emlitett ekvilokalitasi osztaly Osszes
tobbi elemét is €l koti az adott csucsponttal. Ez tulajdonsag az ekvilokalitasi osztaly defi-
nicidjabdl szinte trividlis moédon szdrmazik, a belatdsa megtalalhat6 a fiiggelékben, a nyol-
cadik tétel és ennek bizonyitdsa tartalmazza. A most megfogalmazott feltétel alapjan tehat,
megkereshetjiik a lokalitdsi graf ekvilokalitasi osztalyait, azaz azon csicspontokat, melyek

szomszédsaga megegyezik.

5.2. Lokalitasi diagramm

A fentebb lathato graf esetén kett6 kételemi €s hat egyelemi ekvilokalitdsi osztaly van.
A kételemi ekvilokalitdsi osztalyok 3,5 és 8,10 csucspontokat tartalmazé osztalyok. Az
abrar6l konnyedén lathat6 az is, hogy ezen cstiicspontokra teljesiil a kiszabott feltétel. Ez

alapjan a deflaciot mar meg tudjuk alkotni, mely grafnak vizualizalasa alabb lathato.
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c=4/5-0d centralis t6ltésli Virasoro minimalmodell lokalitasi grafjanak deflacioja

Az abrin a csucspontokra irva azt jeloltem, hogy melyik ekvilokalitdsi osztalyt repre-
zentdlja az adott csucspont. A faktorgrafokra kiszabott fontos feltétel volt, hogy ezen
grafok ekvilokalitasi osztdlyai mind egyelemiiek legyenek, azaz a gréaf irreducibilis legyen.
Az abrat megvizsgalva szemmel is konnyedén beldthat6 ennek teljesiilése jelen esetben,
hiszen ez az 4llitas éppen azt jelenti, hogy nincs a grafban kettd vagy tobb olyan csucspont,
melyeknek szomszédsaga megegyezik. Lathat6, hogy ebben az esetben alig lett csak egy-
szer(ibb a deflaci6 strukturdja, mint a lokalitasi grafé, azonban elgondolhat6, hogy abban az
esetben, ha példdul lokalitdsi grafnak csak csak harom ekvilokalitdsi osztédlya lett volna, ak-
kor a deflacionak minddssze harom csucspontja lenne, ami mdr szignifikdns egyszertisodés.
Nagyobb grafok esetén persze a faktorizalds akar nagysigrendi csokennéseket is okozhat,
el6fordulhat, hogy példaul egy 2000 csucspontu graf ilyen médon megalkotott faktorgrafja

csak par szdz, vagy éppen par tiz csucsponttal rendelkezik.

5.3. Asszocialt halo

A faktorgraf megalkotdsa utdn a kovetkezd 1épés mar a hdlod elkészitése, ami azonban a

legosszetettebb 1épése az eljardsnak. Ennek els6 1épéseként meg kell hatdrozni a deflacio
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csucspontjainak zart halmazait, azaz azokat a csticsponthalmazokat, melyekre teljesiil,
hogy szomszédsaguk szomszédsdga onmaguk. Ez lehetséges a GAP program vagy Py-
thon segitségével, én ebben az esetben az altalam Pythonban irt kédsort haszndlom. Ez

alapjan az adodik, hogy a deflacid zart csucsponthalmazai a kovetkezdek:
(11, [1,4], [1,7], [1,7.,9], [1,7,8,9,10], [1,2,4,7], [1,2,4,6,7,9], [1,2,3,4,5,6,7,8,9,10]

Mint azt kordbban méar emlitettem, ezen zdart csicsponthalmazok lesznek az asszocidlt
halé elemei. Miutdn a hdl6 elemei megvannak, ellendrizni kell annak modularitasat, vagy
rétegzettségét. Eszben tartva, hogy ebben a fejezetben az eljards szemléltetése a célom, a
lentebb l4that6 abra tartalmazza az ezen halmazokbdl képzett hdlé Hasse-diagramjat. Ma-
ga az eljarés persze nem igényli, a Hasse-diagram vizualizaciiijat, hiszen attol fiiggetlentil,
hogy a rétegzettség definicidja példaul szemléletesen ezen keresztiil magyarazhaté, nem
sziikséges ennek abrdazoldsa is. Az dbran a diagramm csucspontjai a megfeleld halmazokat
jelolik, az egyértelmiiség kedvéért minden csucsponton jeldltem, hogy melyik halmaznak

felel meg.

(123456789

{1.24,6,7.9} {1,7.8,9,10}

c=4/5-6d centrélis toltésli Virasoro minimalmodell asszocialt hdldjanak Hasse-diagrammja
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Nagyon fontos 4m a dolgozatban kevéssé emlegetett része az eljarasnak annak lehet8sége,
hogy a hdlokbdl visszafelé hatdrozzuk meg a deflacidkat és azokbdl a lokalitasi grafokat.
Az eljaras ezen része nem képezi a szliken vett témdjat a dolgozatomnak, azonban min-
denképpen emlitésre érdemes. Jelen tapasztalatok szerint ugy tlinik, szamitasi kapacitas €s
skdldzhatosag szempontjabol az eljaras ezen mddja jobb, mint a térelméletekbdl indulva a
halok meghatdrozasa, ha célunk, hogy minél tobb lokalitasi grafot meghatarozzunk, azon-
ban ennek a mddszernek a matematikai héttere szamottevéen bonyolultabb tehat ennek

7z

megértése nagyobb eldképzettséget és elszantsdgot kovetel miivel5jétdl.
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6. Talalt grafok osszesitése

Ebben a fejezetben az eljards lefuttatdsa utdn kapott grafokat fogom ismertetni €s egy ki-
sebb minta adatbazis Osszedllitasat megkisérelni kettd, harom és négy csticspontu grafokra.
Ugyan ennél tobb cstucspontig lefutott az algoritmus, de az igy kapott grafok szomszédsagi
listai és abrdi nehezen atldthatéak és adott szamu csticsponthoz tobb szdz, vagy tobb ezer
megfeleld graf is tartozik, emiatt a példdkat csak négy csicsig mutatom be. Az adatbazis
nem tartalmaz izomorf grafokat, tehat minden egymadssal izomorf grafot, mely az eljaras
lefuttatasdval adddott, az itt lathaté dbrakon csak egyszer tiintetek fel, hiszen az izomorf

grafok tobbszori feltiintetése nem jarna hozzaadott értékkel.

6.1. Ketto csicspontu grafok

Miutan az egy csucsponti grafok esete trividlis a kettd csicspontbol 4llo grafokkal kez-
dem a felsorolast. Ezen grafok koziil 6sszesen kett6 felelm meg a kovetelményeknek am
ezek izomorfak, tehat izomorfia erejéig 0sszesen egy darab megfelel két csicspontd graf

talalhat6. Ez alabb lathato:

2 csucspontu lokalitdsi diagramm

6.2. Harom csdcsponti grafok

Héarom csucspontd grafok esetén hat darab kiillonboz6 graf taldlhaté mely a kove-

telményeknek megfelel, azonban ezek koziil 6sszesen hdrom darab van melyek nem izo-
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morfak. Ezek alabb lathatoak:

3 csucspontu lokalitasi diagrammok

6.3. Négy csucsponti grafok

Négy csucsponttal rendelkez6 grafok esetén mar érzékelhet6vé vilik a feltételeket ki-
elégitd grafok szamdnak gyors novekedése, ebben az esetben ugyanis mér tizennyolc darab
kiilonboz6 graf elégiti ki a feltételeket melyek koziil nem izomorf 6sszesen nyolc darab,

ezek alabb lathatoak:
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4 csucspontu lokalitasi diagrammok

A kapott eredmények a tovabbi csicspontokra hasonl6 struktdrdban szintén adédnak, ilyen
modon nagyobb szdmi csucsponttal rendelkezé grafok esetén is megkonstrudlhatdak a
megfeleld szomszédsagi listdk és ezek alapjan a grafok vizualizdcidja. Béar a szdmitési
kapacitasok korldossdga miatt az eljardssal én csak hét csiicspontig tudtam az algoritmuso-
kat lefuttatni, kell6en er6s szamitogéppel és rendelkezésre 4ll6 idével ezt sokkal nagyobb
méretli grafokra is el lehetne végezni, mert maga az algoritmus a nagyobb méretl grafokra

is j6l mikodik.
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7. Osszegzés

Kutatdsom soran célom az volt, hogy adott csticspontig elddllitsam az 0sszes olyan grafot,
melyek két dimenzids konform kvantumtérelméletekhez tartozo lokalitdsi diagrammok le-
hetnek. Ez azért jelentds, mert a lokalitdsi diagrammokbol a térelmélet dekonstrukcids
hal6ja megalkothatd, melybdl a dekonstrukcids hierarchia kovetkeztethet. A dekonst-
rukcids hierarchia ismeretében mar meg lehet mondani, hogy a vizsgalt modell mely mas
modelleknek orbifoldja, tehat térelméletek kozotti kapcesolatokat ismerhetiink meg ezen

informaciok feltarasaval.

Hogy az ilyen gréifokat el6 tudjam 4llitani, megirtam és adott csticspontig bezaréan minden
gréfra lefutattam azokat az algoritmusokat, melyek ellendrzik az ahhoz sziikséges feltételek
meglétét, hogy a graf lokalitasi diagramm lehet-e vagy sem. Ilyen médon kutatasi célomat
sikeriilt teljesitenem, az algoritmusok megirdsa és lefuttatdsa utdn megkaptam a keresett

grafokat.

Az igy létrejott, lehetséges lokalitdsi diagrammokbdl 4ll6 adatbézis lehet6séget nyujt
tovabbi kutat6 munkdra, hiszen a meghatdrozott grafok ismeretében, ezek és haldik
segitségével nem trividlis, de a diagrammok és asszocialt halok szerkezetében felismer-
hetd Osszefiiggések alapjan a térelméletek kozotti tovabbi, eddig feltaratlan kapcsolatokra

lehet kovetkeztetni.
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8. Fiiggelék

1. Tétel. Ha X,Y € L(94) akkor XNY € I(¥Y), azaz 9*(XNY)=XNY
Bizonyitds. Definici6 szerint:
G(X)=1{x V(9| {x,x¥} cE(4)Vxec X}

GY)={evV(@)|{yy}€E@)Vyer}.

Az egyszerliség kedvéért vezessiik be XNY = Z jelolést. Ennek a halmaznak az elemeit

pedig z-vel jeldljiik. Ekkor definici6 szerint Vz € Z-re teljesiil, hogy:
{z,X'} € E(9)VX € 9(X)
{2} EE@)W €9(Y)
Ismert még emellett a leképezé€s antiton tulajdonsagébol, hogy:
9 (X),4(Y)c¥(Z)

7 7z

Most vezessiik be a 4 (X)U¥4(Y) = F, melynek elemei f-ek. Az el6zbleg belatott tulaj-
donsdgokbdl kovetkezik, hogy V z € Z-re teljesiil:

{f,z} €E(G)\VfeZ(X)UD(Y)
Ezek alapjan ¥ (X N Y)=¥9(X) U ¥4(Y) U A, ahol A halmaz definicidja:
A:{alac9(XNY),a¢d(X)U¥4(Y)}

A leképezés tulajdonsdgai alapjan ismert, hogy XNY C ¥4%(XNY), tehit XNY C
G (9G(X)UY(Y)UA). A kovetkezSkben ¢(¢(X) U 4(Y)) halmazt vizsgaljuk, melynek ele-
meit hivjuk f’-nek. Definici6 szerint V f* € ¢(4(X) U 4(Y)) -re teljesiil:

{f fYeE@)VfedX)UY(Y)
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7 7z

A leképezés tulajdonsdgai és az el6zdekben kimondott Osszefiiggésekbdl kijelenthetd,
hogy:
XNYCY (@ (X)U¥Y(Y)) CXUY

Mostmar csak azt kell belatni, hogy XUY halmaznak nincsen olyan eleme, mely ¢(¥4(X)
U ¢4(Y)) halmaznak eleme, de nem eleme XNY halmaznak. Azaz lassuk be, hogy nem

létezik k, amire
keXUY. kg XNY Ak, f} eE@)Vfe9(X)UY(Y)

feltétel teljesiil. Ehhez vegyiink egy xeX, x¢Z elemet. Mivel x ¢ Z tudjuk, hogy x¢Y,
emiatt azonban x¢ 42(Y). Mivel (¥4(X) U 4(Y)) C 4%(Y) emiatt x¢ 4(4(X) U 4(Y)).
Eppen ezt szerettiik volna beldtni. y € Y, y ¢ Z elemekre teljesen analég médon beldthaté

ugyanez. A leképezés antiton voltabol emellett kovetkezik:
G(G(X)UY(Y)UA) CY (Y (X)U¥Y(Y))
Ezt és a korabbi 0sszefiiggéseket felhasznalva kijelenthetd
XNYCYYX)UY(Y)UA) CY(Y(X)U¥Y(Y)) CXUY
Ezekutdn mivel:
XNYCY¥(X)Uu¥9(Y)) CXUY

és belattuk, hogy x € X és yeY, x,y¢Z elemekre x,y¢ 4 (4(X) U 4(Y)), igy egyértelmiien
kijelenthetd, hogy:
XNY=9(%(X)U¥4(Y))

Emellett mivel A-t éppen ugy definidltuk, hogy a szomszédsidgaba nem tartoznak olyan
elemek melyek csak X-nek vagy csak Y-nak elemei, viszont Vz € XNY-ra z€ ¥(A), kije-
lenthetd, hogy azon elemek, melyek ¢(X) U 4(Y) és A minden elemének szomszédsagaba

beletartoznak, csakis az XNY halmaz elemei és 4 (4(X) U 4(Y) U A) = Y(9(X) U
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¢(Y)) .Tehat XNY = 4*(X N Y). Ezt akartuk bebizonyitani. Emellett sikeriilt egy olyan
Osszefiiggést is beldtni, amely analég az egyik De Morgan-azonossaggal, hiszen XNY =

GG (X)UYY)).

2. Tétel. Ha X € L(¥4), akkor 9(X) € L(94)

Bizonyitds. Tudjuk, hogyha ¥4 (X) € L9, akkor  Y2(9(X))=49(X).
GG (X)=9(9(9(X))) =9(4*(X)) = 9(X). Ezzel az allitast belattuk. O

3. Tétel. Az elemek bdarmely részhalmazdnak létezik legnagyobb alsé korldtja.

Bizonyitds. Alsé korlét alatt olyan halmazt értiink, mely az elemek adott részhalmazéanak
részhalmaza, mégpedig a legnagyobb részhalmaza. Kordbban azt mar belattuk, hogy ha
X,Y € L(¥) akkor XNY € L(¥). Trividlisan lathatd, hogy L(¥¢) halmaz X,Y elemekbdl
all6é részhalmazanak legnagyobb als6 korlatja XNY, ami maga is mindig eleme L(¥) hal-
maznak, tehat az mar biztos, hogy L(%) halmaz barmely kételemi részhalmazanak mindig

van legnagyobb alsé korlétja. [
4. Tétel. Az elemek bdarmely részhalmazdnak létezik legkisebb felsd korldtja.

Bizonyitds. El6szor azt célszer( beldtni, hogy a halmaz minden kételem{ részhalmazanak
létezik felsd korlatja, tehét egy 1étezik olyan U halmaz, melyre teljesiil, hogy X,Y CU, tehét
XUYCU és UeL(¥). A leképezés tulajdonsagai alapjan ismert, hogy:

XUY CY*(XUY) —4*(XUY)=XUYUB

ahol B halmaz:
B:{b| {b,c} €E(Y),Ncec¥9(XUY),b¢g XUY}

Azaz B azon elemek halmaza, melyek ¢(XUY) halmaznak elemei de nem elemei XUY-

nak. Most vizsgdljuk meg XUYUB halmazt. A leképezés tulajdonsédgai alapjan ismertek a
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kovetkezok:
G(XUYUB)CY(XUY),9(XUY)=9X)NY(Y) > 9 (XUYUB)CY(X)NY(Y)
ebbdl pedig kovetkezik ¥(4(X)NZ(Y))CH>(XUYUB) sszefiiggés, ahol
G(XUYUB) ={k|{k,g} € E(¥9)Vg e XUYUB}
Emellett ismét a leképezés tulajdonsdgaibdl tudjuk, hogy:
XUY C (XUYUB) C%*(XUYUB)

B halmaz definicigja és a fent ismertetett Osszefiiggések kovetkezményeként kimondhato,
hogy BC¥4?(XUYUB), valamint B definicijabdl latszik, hogy 4(XUY) C ¥(B). Ezekbdl
mar kovetkezik, hogy ¢(XUYUB)=¥4(XUY). Mivel a bizonyitas elején XUYUB halmazt

éppen tigy definidltam, mint ¢2(XUY), ezért:
G(Y(XUYUB)) =¥4(9(XUY)) =94*XUY)=XUYUB

Ezzel tehat belattuk, hogy XUYUB€EL(¥), amibdl kovetkezik, hogy L(¥) halmaz minden
két elem( részhalmazédnak van felsd korlatja. Mivel azt nem szabtuk meg, hogy mennyi B
halmaz lehet amivel ez teljesiil, kimondhatjuk, hogyha 4B’ CB;VkeN, akkor XUYUB’ a
legkisebb felsd korlat. A B-t definidl6 Osszefiiggésbdl kovetkezi, hogy By halmazok kozott
biztosan létesithetd rendezés, tehat egyértelmiien meghatarozhaté melyik tartalmazza me-
lyiket, ezéltal biztosan létezik B’, mely minden Bj-nak részhalmaza, tehat biztosan 1étezik

X,Y kételemi részhalmaznak legkisebb fels6 korlatja. [
5. Tétel. Az ekvilokalitdas ekvivalencia reldcio, tehdt reflexiv, szimmetrikus és tranzitiv.

Bizonyitds. Miutan a grafpontok kornyezeteinek ekvivalencidjat visszavezettiik a halma-
zok egyenl6ségére, amirdl pedig tudjuk, hogy ekvivalencia reldcid, véleményem szerint a

bizonyitést ezzel le is tudtuk. []
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6. Tétel. Az ekvilokalitdsi reldcio a grdfot ekvivalencia osztdlyokra bontja, particiondlja.

Bizonyitds. Mivel belattuk az ekvilokalitdsra vonatkoz6an, hogy ekvivalencia reldcio, az
ekvivalencia relaciokrdl pedig tudjuk, hogy a halmazt amin definidlva vannak ekvivalencia
osztalyokra bontjdk, igy az ekvilokalitds is ekvivalencia osztdlyokra bontja a grafpontok

halmazat. Ett6l fiiggetleniil lassuk be.

1.) Az osztalyok diszjunktak:
Jeloljuk az ekvivalencia osztalyokat Ag-val, legyen A1, A; két ekvivalencia osztaly, tegyiik

fel, hogy ezeknek van kozos eleme, ezt jelolje "a’. Az Ay osztaly elemeit jelolje ay; Ekkor
acAj,acAy = a=aj=a(Vi,J)

hiszen az ekvivalencia relaciordl beléttuk, hogy tranzitiv. Az ekvivalencia osztalyok defi-

nicidjabal pedig kovetkezik, hogy

Vajj=a = Ya; €Ay

Vazj =a — Vazj €A
Illetve definici6 szerint ismert, hogy

Vali €A

Yay € Ay
Ebbdl viszont latszik, hogy

Yaj; €A1 :Va; €Ay — A C Ay
Vazj EAQZVazj €Al — Ay C A

Al CA) Ay CA — A=A,

Tehat az ekvivalencia osztalyok vagy diszjunktak, vegy megegyeznek.
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2.) Minden csucspont valamelyik osztidlynak eleme:

Az Ay osztélyokat ugy definidlhatjuk, hogy
A ={ai| a = a}

azonban mivel a rel4ci6 reflexiv, minden cstucspont biztosan bele tartozik a sajat maga altal
generalt ekvivalancia osztalyba, ugyanis sajat magaval minden csucspont reldcidban 4ll,

tehat minden csticspont valamely osztalynak eleme. ]

7. Tétel. Amennyiben x| szomszédos y1-gyel és x| ekvilokdlis x,-vel valamint y| ekvilokdlis

ya-vel, akkor x» biztosan szomszédos y,-vel.

Bizonyitds. A tétel alapjan ismert, hogy

G (x1) =9 (x2)
G(y1) =9 ()
{x1,y1} €E(Y)

A mdésodik és harmadik egyenlet valamint az ekvilokalitdsi relacié definici6janak egyiittes

kovetkezménye, hogy:
x1€9(1) = x1 €9(2) = {x1,n2} €E(Y)
Az els6 egyenlet €s az ekvilokalitds definicidjanak kovetkezményeként pedig:
VEY(x) = €Y (x) = {x2, 2} €E(Y)
Ezzel be is lattuk, hogy a tétel teljesiil. [

8. Tétel. Ha két ekvilokalitdsi osztdly X és Y szomszédos akkor VxeX szomszédos NyeY-al

azaz osztdlyok minden eleme szomszédos a mdsik osztdly minden elemével.
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Bizonyitds. Az ekvilokalitdsi osztdly definicidjabol ismert, hogyha yi,y» € Y, ahol Y egy
ekvilokalitasi osztdly, akkor 4(y;)=%(y,). Ebbd4l mar lathat6, hogy y; és y, akkor és
csak akkor tartozik egy ekvilokalitdsi osztidlyba, ha szomszédsaguk megegyezik, tehat
ha {x,y; } €E akkor sziikségszertien {x,y; }€E. Kettdnél tobb elemre ezzel analég médon

ugyanez az allitas adodik. Ezzel az allit4st belattuk. ]

Ebbdl kovetkezik, hogy amennyiben ¢° két eleme X és Y ekvilokalis, akkor a két ¢4’ -beli
elemnek megfeleld ¢-beli halmazok szomszédsiaga megegyezik, tehat 4(X)=94(Y).

9. Tétel. A &’ defldcio irreducibilis, azaz minden ekvilokalitdsi osztdlya egyelemi.

Bizonyitds. X, Y legyenek ¢’ graf pontjai. Tegyiik fel, hogy ez a két pont ekvilokalis,
ekkor a nyolcadik tétel és kovetkezménye alapjan ¢4(X)=¥4(Y). A szomszédsagi relacid

definici6jabdl kovetkezben:
VxeX,VyeY :9(x)=%9(y)

Tehat minden x és y elem szomszédsdga megegyezik, ez pedig éppen azt jelenti, hogy
minden x és y elem egy ekvilokalitdsi osztdlyba tartozik, ekkor azonban ¢’ grafban X és

Y nem két kiilon pont, ellentmonddsra jutunk. Ezzel az allitast belattuk [

10. Tétel. Tetszdleges X €L(¥9) zdrt halmaz ekvilokalitdsi osztdlyok unidjaként dllithato

eld.

Bizonyitds. Tegylik fel, hogy X halmaz egy adott ekvilokalitdsi osztily elemeit tartalmaz-
za, de nem mindet. Ekkor 4%(X) az egész ekvilokalitdsi osztdly, tehdt X¢1(¥). Ha X
halmaz tobb ekvilokalitasi osztdly elemeit tartalmazza, hasonlé médon beldthatd, hogyha
barmelyik ekvilokalitdsi osztdlynak nem minden elemét tartalmazza akkor X nem zart.
Belattuk tehét, hogy ha X-et nem ekvilokalitdsi osztalyok unidjaként allitjuk eld, ak-
kor biztosan nem zart, ebbSl azonban kovetkezik, hogy VXeL(¥) biztosan ekvilokalitasi

osztalyok unidjaként 4ll el6. [
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11. Tétel. Az a leképezés amely mindegyik X€L(9 ) halmazhoz hozzdrendeli az dltala tar-
talmazott ekvilokalitdsi osztdlyok dsszességét egy izomorfizmus L() és L(9’) hdlok kozott,

amely felcserél a megfeleld dualitdsi leképezésekkel.

Bizonyitds. Egy leképezés izomorfizmus, ha strukturamegdrzd €s bijektiv. A tételben leirt

leképezést jelolje . Ismert:
G(X)={xX]|{x,x} e EVx € X}

valamint a 10. tétel kimondja, hogy VX€L(¥), VX' €L(¥’) ekvilokalitasi osztdlyok
unidjaként all el6. Az ekvilokalitasi osztalyok szomszédsaganak definicidjabdl és az el6z6

allitdsokbol kovetkezik, hogy:
{Ni,M;} € E(G)Vi, ]

Ahol N; X altal, M; pedig ¢ (X) altal tartalmazott ekvilokalitdsi osztdlyokat jeloli.Ebb6l
kovetkezik, hogy L(¥4')-ben:

{N;,M}} € E(G")Vi,

ahol N;” és M;’ az N; és M; ekvilokalitasi osztdlyokat reprezentdlé pontok €s ebbdl
madr lathat6, hogy ®(¥(X))=¢(X’) és ¥ (P(X))=¥(X’) Ez azonban azt jelenti, hogy a
D:L(9)—L(¥4") leképezés struktira tartd. A leképezés bijetkiv mivolta pedig szinte tri-
vidlisan latszik, hiszen L(¥¢) minden eleme ekvilokalitasi osztdlyok uniéjaként all eld, és

amennyiben X€L(¥),Y<L(¥), X+£Y, akkor:
UNi(=X) # M=)
i J
Ebbdl azonban a @ leképezés definicidja alapjan kovetkezik, hogy X’ eL(¥4”),Y’ eL.(¥4")
UNi(=X") #Mj(=Y)
i J

tehdt X£Y — X £Y’. O
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