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1 ATTEKINTES

I. rész

BEVEZETES

1. Attekintés

A dolgozatomban a specialis relativitdselmélet mechanikajanak bizonyos problémaéit elemzem. Béar
felmeriil a kérdés, mi sziikség ilyen vizsgalatokra tobb mint szaz évvel a relativitdselmélet sziileté-
se utan, furcsa moédon mégis az a helyzet, hogy a relativitdselmélet egyik fejezete, a tomegpontok
mozgasegyenleteit targyalo relativisztikus dinamika az elmélet kevéssé kidolgozott, torzéban maradt
része. Még inkabb ez a helyzet a mozgasegyenletek megoldasaival, a ténylegesen megval6ésuld ré-
szecskepalyakkal kapcsolatban. A vizsgalatok és a példatarakban megjelent, részletesen megoldott
feladatok csak egyetlen részteriiletre, a toltott részecskék elektromagneses mezében térténd mozgéasara
koncentralédnak. Ez az a teriilet, ahol az egyenletek megoldéasainak gyakorlati, technikai alkalmaza-
sa is megvaldsult: a részecskegyorsitokban a fénysebességtsl csak egy hajszallal elmarad6 sebességti
részecskék mozgésa a relativisztikus dinamika jol ismert egyenleteit koveti.

Ez az aranytalansag tiikrozédik a legtobb tankényv targyalasmodjaban is [1, 2, 3]. A relati-
visztikus dinamika alapfogalmainak bevezetése utdn a kovetkezs fejezet rogton a toltott részecskék
elektroméagneses mezGben torténd mozgasait elemzi. Kimarad az dltaldnos relativisztikus dinamika,
a kiilonbozé jellegli mezSkben végzett mozgésok &altalanos torvényei és e mozgésok egymassal valo
Osszehasonlitésa, a hasonlosagok és kiilonbségek elemzése. A tankonyvek altalaban nem is emlitenek
méasfajta, az elektromagnesestsl eltéré mezdéket, igy aztan nincs is mit 6sszehasonlitaniuk.

Ez a tartalmi aranytalansag ugyanakkor silyos elméleti problémakhoz is vezet. E tankdnyveket
tanulmanyozva az olvasé azt hiszi, hogy az elektromagneses mezében végzett mozgisok bizonyos
tulajdonsagai univerzalisan érvényesek, ezek a relativisztikus dinamika &ltalanos torvényei. Mint
a dolgozatomban bemutatom (elsGsorban az ELTE-n az 6tvenes és a nyolcvanas években végzett
kutatasokra tdmaszkodva), ez korantsem igaz: a nevezett tulajdonsidgok nem altalanosak, csak az
elektromégneses eset specialitasai.

Kivételt jelent Barut konyve [8]. Ebben a szerzd a kozismert és sokat targyalt elektroméagneses
mezd&beli mozgas mellett felsorol néhany més hipotetikus relativisztikus mozgésfajtat is, koztiik a
skalar- és tenzormezdében végbemend mozgast, illetve egy elektromos és mégneses dipélmomentum-
mal rendelkezé részecske csatolasi tenzorral leirhaté kolcsonhatasat a térerésségtenzorral megadott
elektroméagneses mezdvel, emellett kitér a spinnel rendelkezd tomegpont relativisztikus mozgésara is.
Ekozben 6sszegytijti a kiilonboz6 szerzék altal az 6tvenes években és a hatvanas évek elején elért
elszort eredményeket. Mindegyik esetben konstruktiv uton felirja, illetve Lagrange-formalizmus se-
gitségével levezeti a vizsgalt mozgasra vonatkoz6 kovarians mozgasegyenleteket, kés6bb bemutatja a
Hamilton-formalizmus alkalmazhatosagat is. Azonban ez a konyv sem tér ki a kapott mozgasegyen-
letek tartalmi, fizikai Gsszehasonlitasara, a kiilonbo6z6 képletek mogott rejls eltérs fizikai jelenségek
elemzésére. Nem ejt szot a (nyugalmi) tomeget jelentd eltérd fizikai mennyiségek szerepére a kiilon-
boz8 jellegii egyenletek esetén. Pedig mint latni fogjuk, a jelenségkor kozponti kérdése a (nyugalmi)
tomeg alland6 vagy valtoz6 volta, a valtozasara vonatkozé egyenletek levezetése és esetleges meg-
oldésa. Barut egyaltalan nem foglalkozik az egyenletek megoldaséval, azaz a kiillénb6z6 mezdk és
csatolasok esetén megvalosuldé mozgasok Osszehasonlitasaval, a kialakuld lehetséges palyék leirasaval.
Konyve tovabbi részében 6 is a gyakorlati esetben legfontosabbnak tartott feladattal, a relativisztikus
elektrodinamika kiépitésén dolgozik. Igy e konyv sem véltoztat azon az altalanos tendencian, amely az
elektromégneses eset hangsulyos targyalasaval és a tobbi eset perifériara szoritasaval, jellegzetességeik

elhanyagolasaval jellemezhetd.
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Az altalanos dinamika elhanyagoltsagat elGsegitette az is, hogy a tudomény korabban nem is-
mert mas, ténylegesen létezd erGt az elektromégnesesen kiviil, amely a részecskéket relativisztikus
sebességre gyorsithatna. Ez a helyzet 2012-ben megvaltozott: ekkor fedezték fel a genfi LHC ré-
szecskegyorsitoban a Higgs-részecskét (a felfedezést egy év milva Nobel-dijjal jutalmaztak), amely a
négyesskalar-jellegti Higgs-mez& kvantuma. Ma méar tehat tudjuk, hogy a négyesvektor-jellegii elekt-
romégneses mezén kiviil legaldbb egy négyesskalarmezd ténylegesen létezik a természetben. Mint
latni fogjuk, az ilyen ergtérben megvaldsuld mozgas torvényei alapvetGen eltérnek az elektromégneses
esetben megszokottol. Legitim tehat feltenni a kérdést a relativisztikus mozgas altaldnos torvényeire
vonatkozoban, és keresni a mozgasegyenletek tényleges megoldésait.

Erdekes, hogy e programot az ELTE kutatéi Novobatzky Karoly professzor kezdeményezésére,
Marx Gyorgy vezetésével az Gtvenes években részlegesen megvaldsitottak. Eredményeik azonban az
akkori politikai és tudomanyos viszonyok kovetkeztében nem jutottak el a tudoméany f6araméba, egy
résziiket mas kutatok késébb (mas kontextusban) ujra felfedezték, masik résziik pedig még ma sem
kozismert.

A most kovetkezd torténeti fejezetek David Gyula Fizikai Szemlében megjelenében levs cikke [27]
alapjan késziiltek.

A relativisztikus dinamika kezdetei

Finstein a speciélis relativitaselmélet kinematikajat megalapozé elsé cikke utan néhany hénappal,
még 1905-ben kozolt egy masik cikket, amelyben egy sokat idézett gondolatkisérlet alapjan levezette
a nevezetes Fy = Mc? képletet, megalapozva a sziikebben vett relativisztikus dinamikat. (Ezt a
gondolatmenetet tobb késébbi cikkben csiszolta, finomitotta, a legutolsé verzié 1946-bol valo (]9], ill.
lasd a fluggelék A.1. alfejezetét).)

Minkowski 1907-ben megalkotta a négydimenziés téridé fogalmat, és megmutatta, hogy az Eins-
tein altal levezetett Lorentz-transzformaciok ennek a négyestérnek a hiperbolikus forgatasai. Ugyan-
csak 6 vezette be a négyesvektorokat és a négyestenzorokat. Némi kezdeti idegenkedés utan Einstein és
més fizikusok is elfogadtik a geometriai interpretaciot, és attértek a négyesmennyiségek hasznéalatara.

Ekozben a kor vezet§ fizikusai elfogadtak a specidlis relativitdselméletet mint az egész elméleti
fizika 1j altalanos keretelméletét, és elkezdték a részletek kidolgozasat. A specilis és altalanos rela-
tivitaselmélet forradalménak lezarulasaval elkésziilt az ilyenkor szokasos enciklopédikus Osszefoglald
mt, Hermann Weyl: Tér, id6, anyag cimi konyve [6]. Weyl nyoméan fogadtak el a fizikusok azt az
altalanos értelmezést, mely szerint egy rendszer tomegét négyesimpulzus-vektoranak abszolat értéke
adja meg (lasd a fliggelék A.2. alfejezetét).

Nem szokvanyos tomegelméletek

Einstein figyelme a specialis relativitaselmélet megalkotasa utan ennek kiterjesztése, a gravité-
ci6 relativisztikus elmélete: az altaldnos relativitaselmélet kiépitése iranyaba fordult. Ez végiil tiz
év intenziv matematikai munka utan sikertilt. Einsteinnel parhuzamosan azonban sokan mésok is
kisérleteztek a graviticioé jelenségének beillesztésével a specidlis relativitaselméletbe.

Einsteint6l kiilonb6z8 modon probalkozott Nordstrom finn fizikus [20, 5]: 6 a gravitacio kozveti-
tGjéiil egy négyesskalar-mezot valasztott. Ez az elmélet sikeresen irta le a (passziv) gravitacio egyik
alapvetd tulajdonsagat, a tomegtdl valo fiiggetlenségét. Ugyanakkor egy érdekes (a tudomanytorté-
netben elgszor ekkor felbukkano) jelenséghez vezetett: a Nordstrom-féle graviticios mezében mozgd
részecske tomege nem volt allando, mozgas kozben valtozott. Ez azonban nem okozott nagyobb gon-
dokat, hiszen a végs6 mozgasegyenletbdl a tomeg kiesett, minden test egyforman gyorsult. Nordstréom
elmélete egy ideig annyira sikeres volt, hogy Einstein is elfogadta, és abbahagyta az altaldnos relativi-
taselmélet fejlesztését. Hamarosan azonban elméleti nehézségek mertiltek fel, igy Einstein visszatért
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az altalanos relativitaselmélet geometriai koncepciéjahoz.

Mai szemmel nézve Nordstrom elmélete nem a kivétel, hanem a szabaly volt — latni fogjuk, hogy
egy konzekvensen kiépitett relativisztikus dinamikaban a kiils§ er6k hatésara a tomeg altaldban val-
tozik. A kivétel éppen az akkoriban részletesen vizsgalt példa, az elektromégneses mez6ben mozgd
részecske esete.

A harmincas években néhény relativisztikus tankonyvben felmeriilt az elektromagnesestdl eltérd
jellegii erGterekben lezajlé relativisztikus mozgés gondolata. Néhany alapképlet felirasan azonban
nem jutottak til, és hamar megallapodtak abban, hogy a természetben csak a négyesvektormezé altal
kozvetitett elektromagneses erd fordul els. (Az elfogadott gravitacidelmélet ekkor mér az altalanos
relativitaselmélet volt.)

1.1. A kvantumelmélet és a relativisztikus tomeg

Sommerfeld a hidrogénatom elektronjanak Bohr-féle korpélyajat ellipszispalyava valo altaldnosita-
san dolgozva észrevette, hogy a hidrogénatom alapéllapotaban a korpalyan mozgd elektron sebessége
a fénysebesség 137-ed része (mai fogalmakkal kifejezve: v/c = e?/hc = 1/137). A magot sokkal
jobban megkozelits ellipszispalyak magkozeli részén ez a sebesség még nagyobb lehet, jobban megko-
zelitheti a fénysebességet. Adodott tehéat, hogy a mozgas leirasara a relativisztikus mechanikét kell
alkalmazni. Sommerfeld ezért kiszdmolta a hidrogénatom magjanak centralis Coulomb-erSterében
kialakuld kotott elektronpalyédkat, figyelembe véve a relativisztikus effektusokat.

A Schrodinger—Heisenberg—Dirac-féle modern kvantummechanika megsziiletése utan kidolgoztak
az elektronok és fotonok kézos kvantumelméletét, a kvantumelektrodinamikat (QED). Ennek sikerei
nyoman az elméleti fizikusok 0j megmagyarazni valo jelenségek utan néztek. Kinalkozott az id6kézben
felfedezett 0j jelenségkor, a magers (mai nevén az erds kolesonhatés) fizikaja. Amikor azonban a QED
matematikai apparatusat a magerdre akartdk alkalmazni, nem vart nehézségekbe titkoztek.

A magerés és a ,klasszikus mezondinamika”

Ekoézben az atommag szerkezetének meghatarozasa parhuzamosan folyt a kvantumelmélet kiala-
kulasaval, annak egyes eredményeit (pl. az alaguteffektus felfedezését) rogton alkalmaztak egyes
magfizikai jelenségek (pl. az alfa-bomlas) magyarazatara. Hamar nyilvanvalova valt, hogy a magerd a
természet merében 14j jelensége, ami nem vezethetd vissza a jol ismert elektromégneses kolcsonhatasra.
Egyebek kozott erre utalt (a toltésfiiggetlenség mellett) a magersk véges hatotavolsaga is.

A tévolsadggal exponencidlisan eltling eré mezGelméletét Yukawa dolgozta ki 1937-ben. Addigra
méar ismerték a QED nemrelativisztikus verzidjat, mely szerint az elektroméagneses kolcsonhatast a
toltott részecskék kozotti fotoncsere kozvetiti, a foton az elektromagneses mezd kvantuma, ami (az
elmélet mértékinvarianciaja kovetkeztében) nulla tomegt, és az elmélet négyesvektor-jellege miatt
egyes spind részecske. Yukawa a magerSk véges hatotévolsagabol arra kovetkeztetett, hogy ezt az
er6t nem nulla, hanem kozepes (a proton és az elektron témege kozé es6) tomegi részecske kozvetiti
(innen a neve: kozepes tomegl, azaz mezon), amelynek spinje nulla, és igy egy négyesskalar-mezs
kvantuma. A negyvenes évek végén felfedezték a Yukawa-féle nulla spindi mezont, mai nevén a piont.

Eko6zben a magerdk hatékonyabb elméleti leirasara készen kinalkozott a QED esetében kivaloan
bevalt elméleti apparatus. Itt azonban nem vért nehézségekbe iitkdzott a kutatés.

A kvantumelektrodinamika a keresett fizikai mennyiségeket (amelyek osszehasonlithatok a kisérleti
tapasztalattal) a Dirac ltal bevezetett finomszerkezeti allandé (u = €2 /hc = 1/137) hatvanyai szerint
haladé sor formajaban adja meg. Ezért mar a hatvanysor els§ tagjai is hozzavetSleges tajékoztatast
adnak a vizsgalt jelenségrél. Amikor ugyanezt az elméleti apparatust a magerdk leiraséra probaltak
alkalmazni, azzal a probléméval szembesiiltek, hogy a finomszerkezeti dllandénak megfelel§ konstans
értéke a magersk esetén kb. 10, ezért egyaltalan nem varhato az e paraméter szerint halad6 hatvanysor
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konvergenciaja, de még létezése sem, a sor els6 tagjai pedig nem adnak semmiféle relevans informéciot.

Ebben a tudoméanytorténeti pillanatban (1948) hangzott el Paul Diracnak, a relativisztikus kvan-
tummechanika megteremtjének és a QED egyik kezdeményezdjének 1j javaslata. Igy érvelt: a QED-
t megeldzte a klasszikus elektrodinamika, ennek megismerésével alakultak ki az elektromégnesesség
alapfogalmai, melyek kvantumos megfelelivel a QED dolgozik. A magerdsk fizikdjaban viszont koz-
vetleniil a kvantumos jelenségekkel taldlkoztunk, és nincs semmiféle elképzelésiink arrél, hogy ezek
milyen klasszikus fogalmakkal irhatok le. Hidnyzik ugyanis a skaldrmez6 megfelels klasszikus elmélete,
a ,klasszikus mezondinamika”. Ha hidnyzik, akkor teremtsiik meg! A kiévetkezd években vilagszerte
intenziv kutatésok indultak meg ebbe az irdanyba. Felelevenitettek sok korabbi, méar a harmincas
években felmeriilt 6tletet, és szamos 1j elgondolast is kiprobaltak. Atfogo képet ad errdl a pezsgésrél
Ivanenko és Szokolov akkoriban megjelent, magyarra is leforditott konyve |7].

Ebbe az elméleti programba kapcsoléodott be Budapesten az ELTE-n mitikéd6é Novobatzky-iskola.

A Novobatzky-iskola eredményei

Az ELTE Elméleti Fizikai Tanszékét vezeté Novobatzky Karoly professzor és tanitvanyai (elsésor-
ban Marx Gyorgy, Gyorgyi Géza és Szamosi Géza) az 6tvenes évek elején atfogd kutatast kezdtek a
klasszikus mezondinamika kiépitésre. Els§ felismerésiik az volt, hogy a keresett mozgésok igen nagy
valoszintiséggel relativisztikusak lesznek.

Amikor azonban elGvették a relativitaselmélet tankonyveit, a relativisztikus mechanika altalanos
fogalmainak bevezetése utdn nem talaltdk meg az ,altalanos dinamika” fejezetet, hanem kozvetleniil az
elektroméagneses mezében lezajlo részecskemozgas targyalasa kovetkezett. Ennek oka az a fentebb va-
zolt tudomanytorténeti helyzet volt, ami az 1910-es évektdl kezdve nagyrészt az elektromégneses erék
hatasara mozgo részecskékre Osszpontositott, 1évén ez az egyetlen kisérletileg vizsgalhat6 szituécio, a
kés6bbi elképzelések szerint pedig az egyetlen ténylegesen 1étezd mezd.

A Novobatzky-iskola tehat nekilatott az alapoktol felépiteni a relativisztikus dinamika hianyzo
fejezeteit. Ennek sordn nemcsak az eredeti célt, a skalarmezében valdé mozgéast vizsgaltak, hanem a
relativisztikus dinamika &ltaldnos torvényeit is. Részletesen kidolgoztdk az altalanos és a specidlis
esetek mozgasegyenleteit és ezek jellegzetességeit. Erdekes moédon nem sokat foglalkoztak viszont
a mozgasegyenletek tényleges megoldasaival, a palyak kiszamitasaval — tag teret hagyva ezzel jelen
dolgozat vizsgalodasainak. Kutatasaik eredményeit szamos cikkben publikaltak [13, 15, 18|, kés6bb
gyiimolcsoz6 egylttmiikodést épitettek ki egy varsoi és egy leningradi egyetem kutatodival. Cikkeik
azonban az akkori politikai és tudomanypolitikai helyzetben nem jutottak el a nyugati tudomény
képviselGihez. Eredményeik egy részét késébb egészen més (kvantummez&elméleti) kontextusban
nyugaton ujra felfedezték, mas részilk még ma sem kozismert. A témakor legatfogobb targyalasa

A magyar kutatok elsé és legfontosabb felismerése az volt, hogy egy kiils6 mezében mozgd részecske
tomege altalaban nem marad allando, hanem a négyeserd hatasara megvaltozik [12]. Az eredmények
elsg emlitése Novobatzky egy 1953-ban, méas téméarol (kvantumelméletrdl) irott cikkében [10] talalhato.
A kés6bbi kutatasok sordn Novobatzky tanitvanyai ezt az effektust vették alapul a tovabbi jelenségek
vizsgalatahoz. Ezért e jelenséget dolgozatban Novobatzky-effektusnak fogom nevezni. Az effektust
leir6 képletet (8) szemléletes fizikai érveléssel, valamint kovarians matematikai szamitéssal is le fogom
vezetni.

Kideriilt, hogy a Novobéatzky-effektus al6l egyetlen kivétel van: az az eset, amikor a mezd altal
kivaltott négyesers merGleges a részecske négyessebességére, ekkor az erd tomeget valtoztatd belsé
munkaja zérus, ezért a tomeg alland6. Ez pedig éppen a korabban leggyakrabban vizsgalt elekt-
romégneses mezs esete. Ez egyben magyarazatul szolgal arra, hogy a korabbi kutatok miért nem
figyeltek fel erre a jelenségre.
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Marx és Szamosi megmutattak |15, 16, 17, 18], hogy a skalarmez6ben mozg6 részecske egy pilla-
natra elérheti a fénysebességet. Tomege ekkor egy pillanatra nullara csokken. Marx és a Varséban
dolgozo Werle eredményei [19] szerint egy tomegpont sztatikus ®(r) skalarmezében végzett relativisz-
tikus mozgasa ekvivalens egy klasszikus részecske effektiv potencialtérbeli mozgasaval. Ez az effektiv
potencidl W = ® + &2 alaki, azaz negativ iranyban divergalo vonzo erétér esetén is pozitiv értékbe,
taszito jellegiibe csap at (lasd a dolgozat 10.1. alfejezetét).

Fel lehet rni olyan hipotetikus erétorvényeket is, amelyekben a részecske a kovaridns er6torvény
és a végig kovaridns targyalds ellenére tullépi a fénysebességet. Ezt a jelenséget nevezziik Marx-
paradoxonnak ([11], ill. lasd a fiiggelék B. részét). A Novobatzky-iskola foglalkozott a relativisztikus
variacios elvek kérdésével is [14], de nem jutottak el egy kovarians Lagrange-formalizmus kiépitéséhez.

A relativisztikus dinamikaval foglalkoz6 Novobéatzky-iskola miikédése 1956 utan — tagjai egy ré-
szének kiilféldre tavozasa kovetkeztében — félbeszakadt. Eredményeik sajnos nem jutottak el a nem-
zetkozi nyilvanossidghoz. Késébb Marx Gyorgy és tanitvanyai magfizikai problémak megoldésara
alkalmaztak az atommagot 6sszekots skalarmezsben felléps relativisztikus effektusokat |21, 22, 23].

Novobétzkyék munkassagat a nyolcvanas években David Gyula folytatta. Kidolgozta a kovari-
ans Lagrange-formalizmust, amely a specialis mellett az altaldnos relativitaselméletben is alkalmas
a részecskék kovarians mozgasegyenleteinek levezetésére tetszéleges kiils6 mezében valé mozgas ese-
tén. Ez a formalizmus automatikusan szamot ad a Novobatzky-effektusrol, és visszaadja a Marx
cikkeiben a tomeg valtozaséira levezetett képleteket. Megmutatta, hogy a részecske tomegét minden
Lagrange-fiiggvénnyel leirhato rendszer esetén a Beltrami-fiiggvény (mas néven a Hamilton-fiiggvény)
adja meg (24, 25, 26, 27|. Az ideélis folyadék relativisztikus hidrodinamikajaban pedig levezette, hogy
a részecskeszamra vonatkozé kontinuitéasi egyenlet mellett fennall6 dinamikai egyenlet megegyezik a
skalarmez6ben mozgd relativisztikus pontrészecske mozgasegyenletével, ahol a skalarpotenciél szere-
pét a folyadék fajlagos entalpiaja jatssza [24].

Kitekintés: a relativisztikus tomeg a mai kvantum-mezd&elméletben (QFT)

A Maxwell-féle elektrodinamika jol bevalt egyenleteinek mintajara, annak U(1) szimmetriajat
nemkommutativ mértékcsoportokra altalanositva Yang és Mills 1952-ben felirta a réluk elnevezett
egyenleteket. Ezek azonban csak a nulla témegi részecskék leirdsara voltak alkalmasak. A QFT
més jellegd probléméinak megoldasara Higgs, Englert és Brout 1964-ben feltételezték egy nem eltiing
varhat6 értéki skalarmezd létezését. E mezd a Yang-Mills-féle mértékmezskkel kolcsonhatva a Higgs-
mezd 1 varhato értékével és a g csatolési allandoval ardnyos effektiv témeget ad a mértékbozonoknak:
M = gn . Kés6bb ezt a gondolatot a Higgs-mez& és a fermionok kapcsolatara is kiterjesztették.

Az M = gn képlet fennallasit a CERN LHC gyorsitojanak 2020-as mérései nagy pontossaggal
megerssitették [32]. Ez a képlet a (8) Novobatzky-formula m = 0 érték melletti speciélis esete: a
részecskének nincs eleve adott tomege, a teljes tomeget a skalarmez6tsl kapja. Higgs és tarsai tehat
a QFT keretei kozott ismét felfedezték Novobatzky 1950-es képletét, amirsl a 4. fejezetben latni
fogjuk, hogy nem kvantumjelenség, hanem tisztan relativisztikus dinamikai effektus. A mai fizika
egyik csucsteljesitménye, a Standard Modell tehét részben e régi budapesti felfedezésen alapul.

A dolgozat célja

A dolgozat elsddleges célja a kiilonb6z6 tenzori jellegli mezékben (skalarmezdben és vektorme-
z6ben) végbemend relativisztikus mozgasok 6sszehasonlitasa, parhuzamos vizsgalata, a hasonlosagok
és a kiilonbségek elemzése. Ezért igyekszem elkeriilni a felesleges bonyodalmakat. Mindkét mezé
esetén feltételezem, hogy a mez6 forrasa egy nagy (végtelen tomegiinek feltételezett) test, amely egy
inerciarendszer orig6jaban nyugszik, és gdbmbszimmetrikus mez6t hoz létre maga koriil. A jelenségek
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leirasara szolgalé vonatkoztatéasi rendszerként természetesnek kinalkozik az a rendszer, amelyben a
forras nyugszik.

Mivel a fentebb vazolt torténeti okok miatt a relativisztikus dinamika mozgasegyenleteinek leve-
zetése nem kozismert, ezért a dolgozat elején részletekbe menden foglalkozom e kérdéssel.

A mozgasegyenleteket elGszor teljes altalanossagban, majd az adott szituaciora specializalva veze-
tem le. A sztatikus centralis mezd specidlis megmaradési tételekhez vezet, ezek kihasznalasa egyszert-
siti a mozgasegyenletek felirdsat. Késébb olyan segédparamétereket vezetek be, amelyek tartalmazzak
a mozgasallandoékat, és lehetévé teszik a két eset parhuzamos targyalasat.

Bar numerikusan ki lehetne szdmitani a palyak idéfiiggését, ezzel nem foglalkozom, és az id6valtozo
kikiiszobolésével attérek a palya polarkoordinatas egyenletére. Igen nagy szerencse, hogy az egyenlet
mindkét mez6 esetén egzaktul megoldhato. Igy a tovabbiakban a kiilénbozd jellegt palyak grafikus
bemutatasa és tulajdonsagaik vizsgalata, az Gjonnan felfedezett jelenségek matematikai és fizikai

magyarazata kovetkezik.

A dolgozat felépitése

A Bevezetés hatralevs részében Osszefoglalom a hasznélt jeloléseket és a tankdnyvekben szerepld
relativisztikus dinamikai alapismereteket. Mar itt felhivom a figyelmet arra, hogy ezek egy része
kés6bb tévesnek bizonyul. A II. rész a relativisztikus dinamika altalanos torvényeirsl szol. A 4.
fejezet a Novobatzky-effektus szemléletes, majd formalis matematikai levezetését tartalmazza. A
szemléletes érvelés télem szarmazik, a formélis levezetés Novobatzky eredeti gondolatmenetét koveti.
Az 5. fejezetben a kiils6 erGtérben mozgd részecske mozgasegyenleteit variacios elvbdl vezetem le,
el6bb harmasjelolésben, majd a kovarians Lagrange-formalizmus felhasznalédsaval. Az utébbi modszer
Déavid Gyulatol szarmazik.

A dolgozat III. része e mozgasegyenleteket specializidlja a négyesskalar- és négyesvektor-mezo
esetére. Az utdbbinak azt a specidlis esetét vizsgalom, amikor a négyesvektormezs tisztan elektro-
sztatikus. A jobb 0Osszehasonlithatosag érdekében a kétféle mez6 esetét parhuzamosan targyalom.
A 6. fejezetben levezetem a mozgasegyenleteket. A 7. fejezetben megkeresem a sztatikus centralis
potencial esetén érvényes megmaradd mennyiségek, az energia és az impulzusmomentum képleteit.

Innentdl szamitva a dolgozat minden képlete és dbraja a sajat eredményem. A 8. fejezetben a
kétféle mezs esetén levezetem a részecskepalyak egyenletét, és egzakt megoldéast adok rajuk. A 9.
fejezetben a kiilonb6zs lehetséges palyak grafikus bemutatéasa és elemzése kovetkezik. A 10. fejezet-
ben bemutatom a dolgozat legfontosabb 1j eredményeit. Mindkét mezd esetén talaltam 1j, korabban
nem ismert jellegii részecskepélyakat: a skalarmezd esetén a taszitégdmb hataran konvexitast val-
t0, az elektrosztatikus esetben pedig a vonzdécentrumba spirdlozo palyakat. Részletesen elemzem e
megoldasok fellépésének fizikai és matematikai feltételeit.

A fiiggelék a tomegre vonatkozo meggondolasokat, illetve a relativisztikus dinamika egyes problé-

mait ismerteti. A dolgozatot személyes megjegyzések és irodalomjegyzék zarja.

2. A dolgozatban hasznalt jelolések és konvenciék

Vektorok: A harmasvektorokat féelkovér szedéssel (r), a négyesvektorokat indexes irassal () jelo-

16m.

Indexek: Az abécé kozepérdl vett kis latin négyesindexek (k,I,m stb.) a 0,1,2,3, a kis gorog har-
masindexek (a, 8,7 stb.) pedig az 1,2,3 értékeket veszik fel. Az indexek le- és felhuzasat a
gi = diag < 1,—1, -1, —1 > metrikus tenzorral végezziik.
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A fontosabb négyesvektorok komponensei:

t 1 c
négyeshelyvektor: zF = (C > négyessebesség: uf = —— ( )
r \/j v
c2
FE 1 1dFE
négyesimpulzus: pF = | ¢ négyesers: KF = ——— | ¢ dt
P ~2 \F
(&

3. A relativisztikus dinamikai elGismeretek rovid osszefoglalasa

Alabb a dolgozat késGbbi részeiben elGismeretként feltételezett, tankonyvekben megtaldlhato spe-
cialis relativisztikus dinamikai alapképletek és -ismeretek kovetkeznek — ehhez Hrasko Péter: A relati-
vitaselmélet alapjai [4] és us: Relativitaselmélet [3] c. konyveit veszem alapul. A kovetkez§ fejezetben
az itt leirtak Novobatzky-féle modositasat és altalanositasat mutatom be. Azokat az allitasokat, ame-
lyek ennek soran érvényiiket vesztik, az adott pontban jelzem. Az alabb bevezetett négyesvektorok

komponenseit lasd az el6z6 (2.) alfejezetben.

1. A relativisztikus dinamika feladata a relativisztikus mozgasegyenletek felallitdsa és megoldasa,
az ekozben felléps fogalmak, mennyiségek definidlésa és értelmezése.

2. Ehhez a klasszikus fizikiban keresett r(¢) helyett a Lorentz-kovaridns négyeshelyvektort keresem
a (szintén kovarians, skalar) 7= [ /1 — Z—; dt sajatids fiiggvénysben: x* (7).

A klasszikus mechanikdban hasznalt sebesség- és gyorsulasvektor analdgidjara a mozgés leirasa-
ra hasznalatos a négyessebesség- és a négyesgyorsulas-vektort mint az «* helyvektor 7 sajatids

dx du®
szerinti elsé és masodik derivaltjat: uf = e és aF = FEE Koénnyedén belathatd a négyesse-
T T
besség c-re normaltsagat kifejezs
upuf = ¢, (1)

valamint a négyessebesség- és négyesgyorsulds-vektor ortogonalitasat kifejezd
arpu® =0 (2)
azonossag.

3. Felirom a szabad részecske hatéasintegraljat ([1], ill. lasd az 5.3. alfejezetet):

2
S:—ch/d7'=—m€2/\/1—lcj2dt7 (3)

mely tartalmaz egy tomegdimenzi6ji konstans paramétert.

4. Ebbé6l meghatarozom a szabad részecske energiajat és impulzusat:
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MU,
Pa = .
2
1-=

Lathaté, hogy a v < c¢ nemrelativisztikus hataresetben az impulzus p, = muv,, amibdl a

Lagrange-fiiggvényben szereplé m paramétert azonositjuk a szabad részecske tomegével (lasd a
fiiggelék A.2. részét).

. Eszreveszem, hogy az alabbi szamnégyes négyesvektorként transzformalodik a Lorentz-csoportra
E

nézve: p* = | ¢ |. Ez a négyesimpulzus-vektor, mely igy irhato: p¥ = mu¥. Mivel a négyesse-
P
besség idGszert vektor, ezért a négyesimpulzus is az, tehat a négyzetének van pozitiv négyzet-

gyoke; az (1) egyenlet alapjan a négyesmipulzus abszoltutértéke \/prp* = me. Ezzel megadtam
a tomeg relativitaselméletben hasznélt definicidjat: a tomeg — eltekintve a ¢ szorzotol — a né-
gyesmipulzus abszolutértéke (lasd a fliggelék A.2 részét). A négyesimpulzus nullkomponense
adja a test teljes energidjat. Mivel a test teljes energidja egy négyesvektor komponense, a belsd
(nyugalmi) energia pedig egy négyesskalar, e két mennyiség kiilonbségeként nem rendelhets a
testekhez kovriansan definialt, kiilonall6 mozgasi energia.

. Felteszem, hogy a relativitdselméletben megtarthaté a Newton-torvény ma = F alakja, és
kiterjeszthets négyesvektorokra:
dp¥
k k
=—=K" 4
ma I (4)

A 4.4. alfejezetben latni fogjuk, hogy ez a feltételezés téves.

. Ezt az egyenletet 6sszevetve az (2)-vel adodik, hogy a négyesers mindig ortogonélis a négyesse-
bességre:
Kb = 0. (5)

A 4.1. alfejezteben latni fogjuk, hogy (4)-gyel egyiitt ez az egyenlet is érvényét veszti.

. Az ily modon bevezetett négyeserd komponensei (4) alapjan kiszamithatoak a négyesimpulzus
komponenseibdl. A négyeserd tartalmazza a harmaserst és a test teljes energiajat valtoztato
teljesitményt is.

. A test bels6 (!) energidja és tomege kozott fennall az Ey = Mc? Gsszefiiggés (lasd a fiiggelék
A1, részét).
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II. rész

ALTALANOS DINAMIKA A SPECIALIS
RELATIVITASELMELETBEN

A relativitaselméletben az egyidejtiség relativitasa miatt nem lehet pontrendszerek mechanikajarol
beszélni (hiszen nem értelmezhets a tavoli események egyidejtisége). Igy a testek kozotti kolesonhatast
vagy mezdk kozvetitik, vagy kontaktkolcsonhatés torténik a két test kozott. Ezért ebben a részben
egyetlen pontszeri részecske mozgasat vizsgdlom adott kiils6 mez&ben.

4. A Novobatzky-effektus és a relativisztikus Newton-torvény

Az alapkérdés, amely problémat vet fel a (3. fejezetben sszefoglalt, hagyomanyos) relativisztikus
dinamikaval kapcsolatban, hogy ha a testek mozgasa egy négyesvektor-egyenlettel irhat6 le, hogyan
lehetséges, hogy — a newtoni mechanikdban megszokott médon — elegendd harom adat (az F harmas-
er6) megadésa egy test mozgasanak meghatarozasahoz. A most kovetkezd szakaszban ezt a kérdést
fogom targyalni. Két valaszlehet&séget fogok részletesen elemezni:

(1) A kérdésre latszolag (a tankonyvek alapjan) nagyon egyszerd a valasz: a mozgasegyenlet mellett
az (5) Kpu* = 0 egyenletnek mint természeti torvénynek is teljesiilnie kell, ezért a mozgasegyenlet
négy komponense linearisan 6sszefiiggd; a négyesers négy komponense tehat nem fliggetlen egymastol.
Az alabb kovetkezs alfejezetben megmutatom azonban, hogy ez a gondolatmenet hibéas.

(2) A négyesers négy komponense valoban fiiggetlen egyméstol. Ekkor viszont nem lehet igaz az (5)
egyenlet, ennek helyébe tehat 0j egyenletet kell allitani. Az (5) egyenlet viszont (4)-bdl kévetkezik,

tehéat ebben az esetben a (4) mozgasegyenlet helyett is 0j egyenlet sziikséges..

4.1. A Novobatzky-effektus szemléletes levezetése

Az (1) lehet&ség vizsgalatahoz vegyiink egy konkrét példat: hogyan mozog egy test, amelyre egy
sebességgel ardnyos
F=kv (6)

er6 hat? Ha megoldottuk a (4) mozgasegyenletet (amit elvileg megtehetiink, hiszen a (6) eréképlet az
(1) feltételezés szerint egyértelmien meghatérozza a test mozgasat), a mozgasbol kiszamithato a test

altal egységnyi sajatidé-intervallum alatt felvett energiat. Mivel a négyeserd 1db nullkomponense
éppen ezzel a mennyiséggel ardnyos, igy a négyeser§ nullkomponense kévetkez?k a masik harombol.
(Hogy késtbb visszautalhassak ra, leszogezem: a pontos megoldés nélkiil is biztos, hogy - ha a sebesség
kezdetben nem volt nulla - a test gyorsuldo mozgast fog végezni.)

Ez a gondolatmenet azonban hibas: a négyeser§ nullkomponense nemcsak a kinetikus energia,
hanem a bels§ energia megvaltozasat is tartalmazza — mivel ez utébbi a négyesers altal kozvetitett
kolesonhatés alkalmazott modelljétdl fligg, ezért a négyeserd komponensei valojaban fiiggetlenek egy-
mastol. Ugy gondolhatjuk, hogy a megoldés receptje kézenfekvs: a teljesitményt szét kell valasztani
a bels6 energia és a kinetikus energia megvaltozasara — az elsét ra lehet bizni arra, aki relativisztikus
termodinamikét szeretne csinalni, a mechanikdban ugyis csak a masodik fog kelleni. (Létni fogjuk,
hogy ez a megoldas téves.)

A kérdést tehat sikeriilt egyszeriisitenem: ha az el6z6 bekezdésben vazolt recept megvalosithato,
az (1), ha nem, a (2) valasz bizonyul igaznak. E kérdés eldontéséhez vizsgaljuk meg azt a gondolat-
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kisérletet, amellyel Einstein eredetileg levezette az Eg = Mc? képletet! Ebben Einstein egy K-ban
nyugvo testre bocsatott z és —z irdanyu fénnyalab elnyel6dését vizsgalta az eredeti K és egy ahhoz
képet v < ¢ sebességgel mozgd K’ inerciarendszerben. (A kisérlet lefrasat, az azzal kapcsolatos
legfontosabb kiévetkeztetéseket és a tomegre hasznalt M jeloléssel kapcsolatos megjegyzéseket lasd
a fiiggelék A részében.) A kisérlettel kapcsolatos kovetkeztetések koziil fontos lesz, hogy az érvény-
teleniti a tomegmegmaradés torvényét (hiszen a bels§ energidra semmiféle kiilonallo6 megmaradasi
torvény nem vonatkozik), illetve hogy — mivel a levezetés nem a Lorentz-transzformécio képletein
alapul — ez a képlet 1j feltételt szab a newtoni mechanika alkalmazhatosagara: nemcsak a v < c-nek
kell teljesiilnie, hanem a belsGenergia relativ valtozésanak is elhanyagolhatonak kell lennie. W-vel
jelolom a két fénynyaldb altal atadott teljesitményt.

A négyeserd (melyet a fénynyalab kifejt az allo testre az elnyelddéskor) és a négyessebesség K-ban
a (2. szakaszban felirt) definiciojuk alapjan

KF = (W/c) és uF = <C>
0 0

Mivel K a test sajatrendszere, a belsGenergia-valtozast rogton a sajatidével lehet kifejezni a teljesit-
ménybdl: dEg = Wdr, ebbdl pedig felirhat6é a témeg megvaltozasat:

W
M = —dr. (7)

Vizsgaljuk meg, hogyan néz ki ugyanez a folyamat abbol a K’ rendszerbsl nézve, amely K x
tengelye mentén negativ irdnyban mozog v = v - e sebességgel. A négyeseré komponensei ebben a
rendszerben Lorentz-transzformacioval K0 = chy K° és K'* = e-shy K" (ahol x a rapiditas, mellyel
kifejezve a sebesség v = ¢ - e - thy), a négyeserd és -sebesség tehat

o e—— U P ]
-5 eV 1-5 \Y
C C

A négyeser6 komponenseit leolvasva megallapithato, hogy a teljesitmény W' = W és az er§ F/ =
W/c? - v. Ebben a rendszerben tehat mar nem erémentes a test, mégis allando sebességgel mozog
(pont ezt hasznala ki Einstein az eredeti gondolatkisérletben). Ennek ellenére az eré megegyezik az
impulzusvéltozéssal, melyet a témeg megvéltozasa okoz:

d My dM  dM W

Vv
R = =V = v
dt’ \/ 2 \/1 2 dt dr 2
c2 c2

(Bar a két rendszerben a teljesitmény kiilonbozs, amennyivel nagyobb K'-ben az energiavaltozas

adott sajatidé-intervallum alatt, annyival nagyobb a sajatid6hoz tartozéd rendszeridé-intervallum.)

Mit észlel a K'-ben 1il6 megfigyels a kisérlet soran? Az & rendszerében éppen a negyedik bekez-
désben felvazolt (6) példa valésul meg (hiszen az eré F/ = W/c? - v aranyos a sebességgel). Ezért ez
a megfigyel§ azt tapasztalja, hogy egy (6) sebességgel aranyos erd hataséra a test megdrzi az egyen-
letes mozgasat. A negyedik bekezdés végén azonban megallapitottam, hogy egy ilyen erd hatasara a
test sziikségszertien gyorsuld mozgést végez. A két allitas ellentmondasban all egymassal, ezért kije-
lenthetd, hogy a (2) valasz bizonyult igaznak: a harmaserd nem hatarozza meg egyértelmien a test
mozgasat, igy a mozgasegyenlet négy komponense fiiggetlen egymastol. Hatra van még azonban a (2)
lehetGség targyalasanal feltett két kérdés megvalaszolasa: mi lép az (5) Kpuf = 0 és a (4) ma® = K*
egyenlet helyébe?

Miel6tt erre valaszt adnék, 1épjink meg egy aprd altalanositdst. Természetesen nem minden
mozgasra igaz, hogy a sajatrendszerben a test erémentes. Vegyiink egy altalanos esetet, amelyben
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nem éliink ezzel a feltételezéssel; ekkor a négyesers és a négyessebesség a sajatrendszerben:

KF = (W/C) és uF = <C>
F 0

E két mennyiség skalarszorzata F-t6l fiiggetleniil Kpu® = W. Mivel a sajatrendszerben a mozga-
si energia megvaltozasa elhanyagolhatoan kicsi (mert négyzetesen tartalmazza a sebességet), ezért
a teljes W teljesitmény a nyugalmi energiat valtoztatja. Igy a tomegvaltozasra felirt (7) egyenlet
barmely K} négyesers esetén érvényes, és négyesvektorokkal irhaté (hiszen barmi is a harmasers, a
négyessebesség utolsdé harom komponense a sajatrendszerben mindig nulla):

dM 2
dr

= Kkuk, (8)

illetve d7r-val atszorozva:

dMe? = de$k 9)
(a Novobéatzky-képlet).

A (8) és a (9) egyenletek felirdsaval elértem a célom (és megvélaszoltam az el6z6 bekezdésben
feltett els6 kérdést): négyesskalar-egyenletet adtam a tomegvaltozasra, mely csak négyesmennyisé-
geket tartalmaz, tehat minden megfigyel§ szamara érvényes. Ezt a képletet Novobatzky-képletnek,
az altala leirt jelenséget, ti. hogy egy altalanos esetben a négyesers a testek (négyesmipulzusédnak
abszolutértékét, vagyis) tomegét is megvaltoztatja, Novobatzky-effektusnak! nevezziik. Novobatzky
elmélete a Lorentz-kovariancidbél kiindulva arra a kdvetkeztetésre jut, hogy a négyeserd komponen-
seinek valoban fiiggetlennek kell lenniiik, a mozgasegyenlet négy komponenséhez pedig négy valtozo:
M és v tartozik.

A fenti gondolatmenetbdl latszik, hogy a Novobatzky-effektus nem ir le mést, mint a bels§ energia
valtozasat kisérs tomegvéltozast, amely az Fy = Mc? képlet kozvetlen kivetkezménye (a varakozasa-
inkkal 6sszhangban tényleg teljesiil, hogy az adott sajatidé-intervallumon bekovetkez§ tomegvéltozas
invarians). A gondolatmenet elején feltettem a kérdést: hogyan mozog egy test, ha ra egy (6) sebes-
séggel ardnyos F = kv er§ hat? Most méar tudjuk a valaszt: barhogy mozoghat, hiszen az F harmaserd
nem hatarozza meg teljesen a mozgast, az a négyeserd fliggetleniil megadhaté nullkomponensétdl is
fiigeg. Hat persze: ha mozgas kozben a bels§ energiaval egyiitt megvaltozik a test legfontosabb dina-
mikai tulajdonsaga, azaz a tomege is, akkor ezt nyilvan figyelembe kell venniink a mozgasegyenletek
felirasanal. Masképp: mivel az Ey = Mc? 6sszekapcsolja a dinamikabol ismert tomeget és a termo-
dinamikabdl ismert bels§ energiat, ezért a fizikdnak ez a két teriilete beleszdl egymas miikddésébe.
Novobatzky felfedezésébdl egyebek mellett az is kovetkezik, hogy nem miikodik az (1) opcidban fel-
vazolt recept: a relativitdselméletben nem vélaszhatjuk szét a bels§ energia és a kinetikus energia
megvaltozasat, nem csinidlhatunk kiilon relativisztikus mechanikat és termodinamikéat.

4.2. Miért nem kozismert jelenség a Novobatzky-effektus?

Erdemes megvizsgalni az elektromagneses mezében mozgéd részecske specidlis esetét. Ekkor a
négyeseré az F* elektromagneses tértenzorbol adodik: K* = eF*u;. A Novobatzky-képlet jobb
oldalan ekkor Kju* = eFjulu® szerepel, ami Fj; antiszimmetridgja miatt nulla (lasd a 6. fejezet
(42) egyenletét kovets diszkussziot). Igy az elektromégneses mezSben mozgd részecskére valoban
igaz, hogy a tomeg konstans (ezzel visszakapjuk a tankonyvekbol ismert (14) mozgasegyenletet, és
teljesiil a négyeserd és -sebesség ortogonalitasa is); ez azonban a természet azon tulajdonsidga miatt

!Erdemes megemeliteni Hrasko Péter kritikajat az elnevezéssel kapcsolatban: mivel az elméletben nincs akkora
predikcios kapacitas, hogy laboratériumban vizsgalhato effektust lehessen bel6le kipréselni, az effektus megnevezés
féelrevezetd.
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4 A NOVOBATZKY-EFFEKTUS ES A RELATIVISZTIKUS NEWTON-TORVENY

van igy, miszerint Fj; egy antiszimmetrikus tenzor, nem pedig azért, mert a Kpu* = 0 egyenléség
kiilén természeti torvény volna.

Lathato tehat, hogy a (8) Kpu* skalarszorzat hatarozza meg a tomeg véltozasat és az értéke
altaldban nem nulla. Hogyan lehetséges mégis, hogy mégsem kozismert ez a jelenség? A relativisztikus
mozgasegyenletek levezetésénél a legtobb gondolatmenet abbol a megallapitasbol indul ki, hogy a test
pillanatnyi sajatrendszerében teljesiil a v < ¢ hatareset, ezért ebben a rendszerben a Newton-torvény
tovabbra is igaz marad. Ebben a kovetkeztetésben azonban megfeledkeznek arrél, hogy a newtoni
fizikdnak mint relativisztikus hatéresetnek az érvényességéhez még egy feltételnek teljesiilnie kell: a
A FEy-nak is elhanyagolhatonak kell lennie. Ezért egy ilyen gondolatmenet automatikusan tartalmazza
azt a rejtett feltevést, hogy a tOmeg konstans. A probléma felett azért is lehetett konnyen atsiklani,
mert az elektromégneses kolcsonhatas, amelyben a relativitaselmélet joslatait kisérletileg is ellenérizni
tudték (és ezért hamar és részletesen kidolgozték), pont abba a speciélis esetbe tartozik, amikor a
tomeg nem valtozik — ha nem igy volna, valészintleg a specialis relativitdselmélet megsziiletését kovets
években rajottek volna a Novobatzky-effektusra.

4.3. A Novobatzky-effektus matematikai levezetése

Az el6z6 alfejezetben levezettem a tomeg valtozasat altalanos K* négyeserd esetén megado (9)
Novobatzky-képletet. Hogy szemléletesebb képet adjak a jelenség hatterérdl, a levezetés soran har-
masjeloléssel dolgoztam. Ugyanerre az eredményre el lehet jutni kizardlag kovarians targyalasmoddal,
relativisztikus jelolésekkel. A

L < (Mu ) K 10
dr dr ( (10)

(a relativisztikus Newton-torvény)

mozgasegyenletbdl indulok ki, de nem teszem fel, hogy a tomeg konstans. (Ha megelslegzem, hogy
a Newton-torvény két alakja koziil az egyik négyesvektorokra is igaz lesz, joggal vélasztom ezt a
felirast - hiszen itt még nem éltem azzal a feltételezéssel, hogy a tomeg kivihet a derivalas elé, igy
ez az altalanosabb alak. Azt, hogy a Newton-torvény ebben a felirdsban tényleg igaz marad, az
fogja nyomatékositani, amikor az 5.2. alfejezetben variacios elvbél is szarmaztatonak bizonyul.) A
derivalas utan

k
—uf 4+ M— = K" (11)

k

Ha ezt az egyenletet skalarisan megszorzom ug-val, az elsS tagban (1) uiu® = ¢, a masodikban pedig

(2) uga® = 0, igy megkapom a (8) Novobétzky-képletet:

dM 2
dr

= up K" (12)

4.4. A relativisztikus mozgasegyenlet dltalanos alakja

A (12) egyenletet visszairva a (11) sorba, és a négyeserst kiemelve megkapjuk az altalanosan is
érvényes relativisztikus mozgésegyenletet:

1 k
—QUlKluk + Mdl = K",
c dr
d k k
e = (=) @
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5 A MOZGASEGYENLETEK SZARMAZTATASA VARIACIOS ELVBOL

Ebben a tomeg M = M (7) a sajatids fiiggvénye, és a (9) Novobatzky-képlet (az lévén egy differenci-
alegyenlet) megoldasaként kaphato meg. Arrol, hogy a Novobatzky-képlet mikor integralhato, az 5.2.
alfejezet 6t6dik bekezdésében lesz sz6.

Vegyiik észre, hogy a (13) mozgéasegyenlet jobb oldalan a négyessebességre ortogonélis Minkowski-
sikra vetits projektor szorozza a négyeserst. Ez a projektor gondoskodik arrél, hogy bar a K* négyes-
erd altalaban nem ortogonalis az u* négyessebességre, a (13) képlet bal oldalan 16v6 a* négyesgyorsulas
mégis merdleges lesz u¥-ra, tehat teljesiil a (2) képlet.

A négyesers négyessebességre ortogonalis komponense okozza tehat a négyesimpulzus irdnyéanak
megvaltozasat (ami a harmasgyorsulasnak felel meg). A Novobatzky-képletbdl pedig lathato, hogy
a négyeserd négyessebességgel parhuzamos komponense felels a négyesimpulzus abszolatértékének
megvaltozasaért (mely a tomegnek felel meg). A Novobatzky-képlet ennélfogva hasonlit a klasszikus
fizika munkatételére: a négyeserd négyesmunkaja adja a tomeg megvaltozasat. A klasszikus fizikdban
a munkatétel csak specialis (konzervativ) erdk esetén integralhato (és adhato meg a kinetikus energia a
hely fiiggvényeként), altalanos esetben a kinetikus energia fligg a test elGéletétsl: a mozgas sorén a test
begyijti a kiilonbo6z6 pontokbdl a kinetikusenergia-jarulékokat. Hasonloképpen a relativitaselméletben
a tomeg csak speciélis alakt négyesersk esetén adhaté meg csupan az x* helyvektor fiiggvényeként;
altalanos esetben a téridé adott pontjan a test tomege nemcsak a helyi viszonyoktol fiigg, hanem a
test elGéletétdl is, a test begytjti a trajektoria pontjain az infinitezimalis tomegjarulékokat.

Speciélis esetben visszakapjuk a tankonyvekbdl ismert relativisztikus mozgasegyenletet: ha (9)-
bél az adodik, hogy a témeg M = m allando, a (8) Novobatzky-képlet alapjan teljesiil a négyeserd és
a négyessebesség ortogonalitisa, ezért a mozgasegyenletben a tomeg kivihets a derivalas elé:

dp?  du”

_ k _ k
dT_de_ma = K*. (14)

5. A mozgasegyenletek szarmaztatasa variacidés elvbél

Természetes és fontos torekvés, hogy az el6z8 részben levezetett egyenleteket hataselvbdl is sze-
retnénk szarmaztatni. Fontos, mert a hatéselvbdl szarmaztatott egyenletekrsl matematikai tétel
mondja ki [31], hogy biztosan ellentmondésmentesek. A tovabbiakban egyetlen relativisztikus ré-
szecske adott kiils§ mez6ben torténd mozgasat vizsgilom, ezért a Lagrange-formalizmus altalanos
koordinatainak szerepét az x* négyeshelyvektor komponensei, az altalanos sebességek szerepét pedig
az u! négyessebesség-vektor komponensei jatsszak. Ahhoz, hogy a hatés kovarians voltat garantalni
tudjam, azt egy sajatids szerinti S = [ Ldr integralként kell felirnom (ahol L(z* u')? a Lagrange-
fiiggvény, melynek természetesen szintén négyesskalarnak kell lennie). A hatasintegral felirasa utan
tobbféle variacios eljarassal is eljuthatok a mozgasegyenletekig. A kdvetkezs két szakaszban egy, a
tankonyvekben altaldban megtalédlhato, harmasjel6léssel dolgozo és egy, a tankonyvekben nem meg-
taldhato, végig kovaridns forméban, négyesjeloléssel dolgozdé modszert mutatok be.

5.1. Variadlas harmasjelolésben

Ha a fent emlitett, S = [ Ldr alakban felirt hatésintegralban a sajatidérél az ismert dr =

dty/1 — Z—; helyettesitéssel attérek a rendszerid§ szerinti integralasra, valamint a Lagrange-fliggvényben

2A Lagrange-fiiggvény nem fiigghet a sajatidétsl, mert a sajatidé nemcsak az adott téridépontbeli (helyi) viszo-
nyoktdl fliggs, hanem a test korabbi trajektoridjara is jellemz6 mennyiség.
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szerepl ¥ és uF négyesmennyiségeket kifejezem az r, t és v harmasmennyiségekkel, vissza is vezettem

a problémat a klasszikus fizikabol ismert varidcios feladatra, amelyben az

L Ly/1 v 15
t = —_ —
oev,0) = L1 5 (15)

felel meg a Lagrange-fiiggvénynek. Ez a Minkowski-térbeli bézisvalasztas annak felel meg, hogy
a kiindulasi, kovaridns egyenleteket egy konkrét inerciarendszerbe irjom at (a gyokos kifejezésben
szerepld v is értelemszertien ebben a rendszerben jelenti a test sebességét). Ezutén nincs mas dolgunk,
mint alkalmazni a klasszikus fizikdban tanultakat. A mozgésegyenleteket szokés szerint a

doLy _ oL
dt v, Oz,

Euler-Lagrange-egyenletek adjak. Mivel a variacios eljardson semmit sem valtoztattam, csupan a

(16)

Lagrange-fliggvénybe irtam be egy szorzotényezét, igazak maradnak a ciklikus valtozokhoz tartozo
megmaradasi tételek és a Beltrami-tétel (ha a Lagrange-fiiggvény nem fligg explicit modon az id6tdl,
akkor az alabbi mennyiség a mozgas soran allando) is:

E=—uv,— Lg. (17)

5.2. A kovarians Lagrange-formalizmus

Bar a fenti eljaras teljes és helyes egyenletekre vezet, az emberben mégis hidnyérzetet hagy: ha
a relativitaselméletben mindennek kovaridnsnak kell lennie, miért van az, hogy egy ponton csak ugy
tudjuk folytatni a levezetést, hogy egy konkrét inerciarendszerben irjuk fel az egyenleteket? Gya-
korlatiasabban: a fent vazolt variacios eljarasbol miért nem szarmaztathato a (10) relativisztikus
Newton-torvény? Ez a kérdés 6sztonzi az embert egy olyan variaciés modszer: a kovarians Lagrange-
formalizmus kidolgozaséara, amely végig kovarians forméban, négyesskalarokkal és -vektorokkal dolgo-
zik. Az alabbiakban Déavid Gyula eredményei kdvetkeznek.

FEls6 1épésben ugorjunk vissza az

S:/Lw (18)

egyenlethez, amelyben még a sajatidg szerinti integral szerepel! A klasszikus eset analégidjat kévetve
a hatas megvaltozasat valamilyen 65 = [dr(...) x0x* alakban kell keresniink, hogy azt mondhassuk:
mivel a 6z tetszGleges lehet, ezért a zardjeles mennyiségnek zérusnak kell lennie. A relativités-
elméletben az z¥ helyvektor azonban nem valtoztathaté meg tetszélegesen, mert tejesiilnie kell a

k' = ¢2 egyenletnek — igy a fent szerepls dz* nem tet-

négyessebesség normaltsagat kifejezd (1) ugu
sz6leges. Ez egy anholonom kényszert ré ki a varidciés problémaéra, mely altaldban nem vehetd
figyelembe Lagrange-multiplikatorral, csak a 6.5 preciz, oldalakat betolts felirasaval. Megmutathato
azonban, hogy ebben az esetben szerencsénk van, és a preciz szamolas ugyanarra az eredményre ve-

zet, mintha bevezetnénk egy (sajatidstdl fiiggs) multiplikatort. Jeloljiik ezt a multiplikatort (késsbbi

szamoléasainkat megkonnyitendd) @-vel; ekkor a Lagrange-fiiggvény
M
Lt b () = L) — M (gl - ) (19)

alakt, melyet 6tvaltozos Lagrange-fiiggvényként, «* és M szerint varialva megkapjuk az eredeti prob-
léma megoldasait leiré differencidlegyenleteket.
Szamitsuk ki a vesszGs Lagrange-fiiggvényhez tartozé kanonikus impulzust és er6t, és fejezziik ki

az eredeti L-hez tartoz6 py = —— és Q) = - mennyiségekkell
ou ox

o' 9oL M 0

. B ! 2) _
= Gk = gut 2 ur (9" =) = pi Mo 0
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oL’ oL
/ = — = — = 21
A hozzajuk tartozo Fuler-Lagrange-egyenlet:
d / /
iy A 22
dTpk Qs (22)
amibe a fentieket behelyettesitve:
d dpy,
— (Mug) = — — Q. 23
dr (M) dr Z (23)
A multiplikitorhoz mint valtozohoz tartozé Euler—Lagrange-egyenlet visszaadja a kényszert:
gimuu™ — ¢ = 0. (24)

Végiil vizsgaljuk meg a vesszs Lagrange-hoz tartozd B’ = pjuf — L' Beltrami-fiiggvényt: mivel L/
nem fiigg explicite 7-t6l és a 7 szerinti integral fo6ls6 hatara nincs rogzitve (hiszen a 7 sajatidé a
konkrét trajektoriatol fiigg), igy B’ konstans és az értéke zérus®. Helyettesitsiik be a (20), (19) és
(24) egyenleteket:

B =pouf—L—- M =B— M =0. (25)

Az eredeti L Lagrange-fiiggvényhez tartozo B Beltrami-fiiggvény tehat megadja az M (7) multiplikator
értékeét.

Lathato, hogy a variacios elvbdl levezetett (23) mozgasegyenlet megyegyezd alaka a (10) relati-
visztikus Newton-torvénnyel és a négyeserdt a

_ dpe

K
k dr

— Qk (26)

kifejezés adja. Ezzel egyuttal megkaptuk a (19) egyenletben bevezetett multiplikator fizikai jelentését:
ez a mennyiség a tomeg. Ebben a formalizmusban tehat nem is kérdés, hogy a tomeg M (7) a sajatidd
fliggvénye és altalaban nem konstans.

Figyelemre mélt6 eredmény, hogy a tomegre a Beltrami-fliggvény segitségével kapott

1 (0L ,

Osszefiiggés nem differencialis alaku, és segitéségvel a Lagrange-fliggvénybdl a tomeg mindig kiszamit-
hato. Ezzel megvalaszoltuk azt a kérdést is, mely esetekben integralhato a (8) Novobatzky-egyenlet.
Ha a négyesers (26) alakban irhato (mas szoval: ha a négyeserd egy Lagrange-fiiggvénybdl szarmaz-
tathato), a Novobatzky-képlet integralhato és a megoldasa a (27) fiiggvény.

Végezetiil lassuk a receptet, hogyan tudjuk levezetni egy tetszéleges relativisztikus egyrészecske-
pontmechanikai problémahoz tartozé kovarians mozgasegyenleteket:

1. Felirjuk a rendszer L(z*,u*) Lagrange-fiiggvényét.

L 0L
2. Kiszamitjuk a py, = ——- és a Qp = 5 mennyiségeket.
ou ox
d
3. A pp és Q. mennyiségekbdl kiszamitjuk a Kp = % — Qp négyeserét és a B = ppuf — L
T

Beltrami-fiiggvényt.

1
4. Az M = — B képletb6l meghatarozzuk a tomeget.*
c

3Lasd Gyodrgyi Géza jegyzeténck 45. oldalat [29)].

4Ahogy azt lattuk, ez az egyenlet minden esetben a (9) Novobatzky-képlet kiintegralt alakja. Ezzel az egyenlettel
a relativisztikus Newton-torvény mint egyenletrendszer tulhatarozotté valik; az egyenlet ekvivalens az alanti vektor-
egyenlet u"-val vett linearkombinaciojaval.
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d
5. A végs6 mozgasegyenletet a (10) relativisztikus Newton-térvény adja: 1 (Muy) = K.
T

6. Ez az egyenlet atirhato a (13) projektoros alakra. Ez is négyesvektor-egyenlet, de u*-val ska-
larisan szorozva azonosan nullat ad, tehat linedrisan Osszefiiggs; a hidnyzo negyedik egyenlet a
tomeg (27) képlete.

Ezzel felvazoltam a specidlis relativitaselmélet altalanos dinamikajat. Megmutattam, hogy Novobatz-
ky elmélete az altalanos érvényt (8) és (10) osszefiiggéseket allitja az (5) és a (4) egyenletek helyébe,
és ugyanezeket az egyenleteket levezettiik a kovaridns Lagrange-formalizmusbo6l is. A dolgozat kivet-
kez6 részében ezen eredmények felhasznalaséval targyalok egyes relativisztikus mozgasokat. El&szor
a legegyszertibb esetet: a szabad részecske mozgasat vizsgélom.

5.3. A szabad részecske Lagrange-fiiggvénye

Hogyan irjuk le a fentiek alapjan a szabad részecske mozgésat? A részecske szabad &llapota

c sz

allapotot kapunk. Balazs Marton 1999-ben preciz matematikai bizonyitassal belatta [30], hogy ennek
a feltételnek csak az

S = —mcz/dT (28)
hatéasintegral felel meg (ez megegyezik (3)-mal), amelybdl a Lagrange-fiiggvény
L =—mc".

Ellen6rzésképpen nézziik meg, hogy a kétféle variacios formalizmussal megkapjuk-e a szabad részecske

mozgasegyenletét!
Harmasjellésben
2 v?
Lo=-mcy/1 - —,
c
mv ) .
ebbdl p = —— és Q = 0. Az Euler-Lagrange-egyenlet: p = 0, tehat a részecske harmasimpul-
1
zusa, igy harmassebessége is allando.
Kovarians jeloléssel L = —mc?, amibdl pp, = 0 és Qi = 0, tehat a négyeseré Kj = 0. A Beltrami-
du
fiiggvény B = —L = mc?, amibdl a tomeg M = m konstans. A mozgasegyenlet ekkor m—~ = 0.

Jn
Ennek megoldasa u*(7) = konst. Megkaptuk tehat, hogy a tomeg és a négyessebesség is allando.

A kovetkezdkben a relativisztikus részecskék bonyolultabb, adott kiils6 mez6ben valdé mozgasat
vizsgalom.
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I11. rész
A RELATIVISZTIKUS KEPLER-PROBLEMA
VIZSGALATA SKALAR- ES VEKTORMEZOBEN

A fent bemutatott eszkoztarral vizsgdlom meg a két legegyszertibb tenzori rangt mez6ben: a
skalar- és a vektormezében mozgo tomegpont esetét. Miért pont ezekkel az esetekkel érdemes foglal-
kozni? A relatvititas elvére hivatkozva erds okunk van feltételezni, hogy a részecskék kozotti alapvets
kolesonhatéasokat kozvetité mezsk kovariansak a Lorentz-transzforméciora, tehdt — a speciélis relati-
vitdselmélet teljesitGképességének hatarai kozott — targyalhatoak a fent ismertetett formalizmussal.
A természetben meglévs egyszertiség pedig abban enged reménykedni, hogy talan a legegyszertibb
(tenzori rangi) esetek is alkalmasak bizonyos kélcsénhatasok lefrasara. Es valoban: a négyesskalar-
elmélet a Higgs-mez§ altal kozvetitett kolcsonhatés, a négyesvektor-elmélet pedig az elektromégneses
kolesonhatés relativitaselméletbeli leirasara alkalmas (ehhez a négyesvektor komponenseit

Ay = (_‘Z) (29)

moédon kell valasztani, ahol W az elektrosztatikus potencidl, A pedig a harmas elektromégnese vek-
torpotencial).

A relativitaselméletben mezon (a Lorentz-kovarianciat szem el6tt tartva) a téridd pontjain értelme-
zett fliggvényt (vagy azokon folytonosan eloszlo anyagot) értek (ami harmasmennyiségekkel kifejezve
idG- és terfiiggest jelent). A skalarmezdt ®(2")-vel, a vektormezét pedig Ay (z!)-val fogom jeldlni (®
és Ay természetesen négyesmennyiségek). A mezdk sajat dinamikajat leir6 mezegyenleteket, illetve
az ezekhet tartozo négyesintegral alakd hatasintegralt nem vizsgalom, a mezSket adottnak tekintem.
Bar a vektormez&ben mozgd részecske esetét Arnold Sommerfeld, a skalarmez&ben mozgdét pedig
Marx Gyorgy vizsgalta mar kordbban, mégis mindkét esetben sikeriilt 1j, eddig nem ismert ered-
ményekre bukkannom. Az altalanos mozgasegyenletek felirdsat kévetGen célom a Kepler-potencialra
specializalt eset részletes analizise: kiszamitani a lehetséges pélyakat és Gsszehasonlitani a Kepler-féle
kiapszeletekkel.

6. Az altalanos mozgasegyenletek

Ebben a részben parhuzamosan mutatom be a két esetben az altalanos (kovarians) mozgasegyen-
letek felirasat.

Els6 lépésként irjuk fel a kiils6 mez6ben mozgd részecske hatésintegraljat! A szabad részecs-
ke hatésintegralja az 5.3. alfejezetben levezetett (28) S = — [ mc?dr, ehhez kell hozzdadnunk a
kolcsonhatési tagot.

SKALARMEZO VEKTORMEZO

A lehet6 legegyszertibb hatasintegralt feltételezve | Tételezziik fel itt is a lehets legegyszertibb kol-

a kolcsonhatasi tag (egy g konstans skalar csato- | csonhatési tagot! Az integraldsi mennyiséggel le
kell kdtni az integrandusban szereplé Ay szabad-

indexét, amit legkdnnyebben (minimalis csatolast
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6 AZ ALTALANOS MOZGASEGYENLETEK

lasi allandoval szorozva) maga a ® skalarmezd.

Igy a teljes hatésintegralt az

e far = otc*
_ /(mc +gd(x )) dr (30)

kifejezés adja, melybdl a Lagrange-fliggvény:

L=—c (m + C% @(azk)> . (31)
A kanonikus impulzus és erd:
pr =0 és (32)
oL !

Qr = ok —g Op®("). (33)

A kett6bosl megadhatd a négyeserd, mely

d

Ky = % — Qr = g 0,0 (a) (34)

a skalarmezé négyesgradiense. Mivel a kanonikus
impulzus zérus, a Beltrami-fliggvény

B=pu'—L=-L

a Lagrange-fliggvény ellentettje. Ebbdl a tomeg

M= C%B - —C%L —m+ c% o). (35)
Az M fenti alakja a skalarmezdre felirt (8)
Novobatzky-képlet kbzvetlen integralésaval is meg-
kaphat6. A kovarians Lagrange-formalizmus te-
hét automatikusan szamot ad a Novobatzky-
effektusrol.

A skalarmez6ben mozgd részecske kovarians

mozgasegyenlete tehat:

d

— (Muy,) = g Ox®, ahol
dr

(36)

g
M=m+ % &. 37
+C2 (37)

Ez a mozgasegyenlet nem szerepel a tankonyvek-
ben, mert azok rendre csak az elektromégneses
mezGben mozgd ponttoltés esetét targyaljak.

feltételezve, azaz a skalér e csatolasi allandét hasz-
nalva, mely az elektromégneses esetben a részecs—
ke elektromos toltését jelenti) az S = —< [ Ay (x

modon tehetek meg (az 1/c¢ szorzo egyszeri kon-

dx

vencio). Bovitsiik ezt dr-val, hogy 6ssze tudjuk

adni a két integralt, és megkapjuk a teljes hatés-
integralt:

S = —mc? /dT—C/Ak< )deT:
= —/ (mc2—|—§Ak(xl)uk> dr. (38)

Ebbdl a Lagrange-fiiggvény:

L=-me-¢ Ap(2h) ok, (39)
c
a pi és QQr mennyiségek pedig:
oL e .

Pr=gg=—_4rés (40)

oL e 04,
== =S 41
@ ozk c zF " (41)

Szamitsuk ki ezek alapjan a négyeserdt! A teljes
id6derivalasnal a kanonikus impulzusban szereplé

Ap-t Ap(2!(7)) kozvetett fiiggvényként kell deri-
valni.
d € aAk d:L’l € 8Al 1
K= S p —Q =294k 4T _
b= qr Pk @ c Ozl dr t ¢ oz "
GA k) = CF 42
<8xk 6wl> e mY (42)

A1 —

O Ay, elektromagneses térerdsségtenzort, mely a

Az utolso egyenléséggel bevezettem az Fi; =

definiciéja szerint antiszimmetrikus. Lathato, hogy
ez a tenzor hozza létre a négyeserst a négyessebes-
séghdl, tehdt ez a két vektor ortogonalis egymasra.
A Beltrami-fiiggvény

e e
B = puf — L = == AjuF + me? + = Apuf = me?
c c

konstans, melybdl a tomeg

B
M =
(&

=m

- (43)

szintén konstansnak adodik. (Lasd a 4.2. alfejezet
els6 bekezdését.)

Végiil felirom a vektormez&ben mozgd részecs-
ke kovaridns mozgésegyenletét:

dup e
— = - Fy ul.

dr c (44)

Ez az egyenlet megegyezik a tankdnyvekben meg-
talalhato mozgasegyenlettel [1, 2].
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7 MEGMARADO MENNYISEGEK CENTRALIS POTENCIALBAN

7. Megmarad6é mennyiségek centralis potencidlban

Az altalanos mozgasegyenletek utdn mindkét mezd esetén egy specialis esetet fogok vizsgélni:
felteszem, hogy egy adott inerciarendszerben nyugvé pontszert forrds gombszimmetrikus mez6t hoz
létre maga kortil (hogy a vektormezd esetén mit jelent a gombszimmetria, arrol két bekezdés mulva lesz
sz0 részletesebben), és ebben a mezdben vizsgidlom a részecske mozgasat. Ezért célszert a mozgast
abban az inerciarendszerben vizsgéilni, melyben a forras nyugszik. Az ebben felvett Minkowski-
rendszert K-val jelolom.

Ebben az esetben a rendszernek két szimmetridja van: idében eltolhaté és a forras koriil elfor-
gathatd. E két szimmetridhoz négy megmarad6é mennyiség: az E energia és a J impulzusmomentum
harom komponense tartozik. Mivel centralis mezdkrsl van szo, ezért — a klasszikus mechanikédhoz ha-
sonl6an — az F harmaserének nincs a kezdShely és kezdGsebesség altal meghatarozott sikra merdleges
komponense. Ezért a J impulzusmomentum-vektor irdnya megmarad, tehat mindkét esetben stkmoz-
gasrol beszélhetiink. Ennek megfelelGen a forgésszimmetriahoz legjobban illeszkedd koordinatédkban:
sfkbeli polarkoordindtakban fogok dolgozni. Keressiik tehat az F energiat és az impulzusmomentum
J abszolatértékét mint megmaradé mennyiséget.

SKALARMEZO VEKTORMEZO

Ha a forras nyugalomban van, az altala keltett | Tegyiik fel, hogy a forras csak elektromos me-
mez6 is sztatikus, igy a ®(z¥) mez6 nem fiigg az | z6t kelt! Igy Gsszesen harom feltételezéssel éliink:
id6tol: @(z). (1) valaszthatoé olyan béazis a Minkowski-térben
és olyan mérték az Aj négyespotencialhoz, ame-
lyen az Ay négyesvekornak minden pontban csak
nullkomponense van, (2) valaszthaté olyan bazis a
Minkowski-térben, amelyen az Ay mezd sztatikus
és (3) ez a két bazis azonos. Ha ez adott, a gomb-
szimmetria mar kovetkezik abbél, hogy nincs ki-
tliintetett irany. Ezek a feltételezések szinte méar
abszurd mértékben erds feltételeknek tiinnek; csak
azért érdemes mégis ennyire specialis esettel fog-
lalkozni, mert egy ismert fizikai rendszer: a nyug-
v ponttoltés elektrosztatikus mezeje példaul pont
ezt az esetet valositja meg. Ezekkel a feltételekkel
tudjuk, hogy (K-ban) csak elektrosztatikus me-
76 lesz, tehat a vektormezd a-komponensei min-

v
den pontban nulldk: Ay = (0> Ekkor a (39)

Lagrange-fliggvény

L=—-md® - ——= (45)

alakira egyszertisodik.

7.1. Az energia

Most mar ratérhetiink a megmarad6é mennyiségek keresésére. Ebben a szakaszban az idGeltolési
szimmetridhoz tartoz6 megmaradd mennyiséget, az F energiat hatarozom meg.
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7 MEGMARADO MENNYISEGEK CENTRALIS POTENCIALBAN

SKALARMEZO

Mivel K-ban ®(z%) nem fligg az id6tdl, ezért a
(34) négyeseré nullkomponense (az 2° = ct id6-
koordinata szerinti derivalt) ebben a rendszerben
zérus: K = < 0

0a®
nullkomponenseként d% (Mug) = 0, tehat Mug =

). Igy a (10) mozgasegyenlet

konst. Vegyiik észre, hogy c-vel bévitve ez éppen

a részecske )
Mece

_ 02
c2

teljes energidja! (A rendszer harmasjeloléssel fel-

2
Lo = —Mc*y /1 -2
C

Lagrange-fiiggvényéhez tartozo (17) kanonikus
Ezzel

meg is kaptuk az id@eltolési szimmetridhoz tar-

E= (46)

irt

(47)
energia ugyanerre az eredményre vezet.)
toz6 megmaradd mennyiséget. Erdemes megje-

gyezni, hogy a (46) képletben az M tomeg (35)
szerint tartalmazza a skalarmezs ® értékét.

VEKTORMEZO

A vektormez$ esetében nem tudjuk olyan frap-
pans gondolatmenettel megkapni az energia kép-
Vegyiik hat
alapul a rendszer Lagrange-fliggvényét, és irjuk fel

letét, mint a skaldrmezd esetében.

a harmasjel6lésb6l adddo kanonikus energiat! A
Lagrange-fiiggvény harmasjelolésben (45)-bél (15)
alapjan:

(48)

Ebbdl a kanonikus impulzus egyszerti derivalassal
mu
Do = 2. Ezt behelyettesitve a (17) képlet-

2
v
1-=

be, a kanonikus energiara

(49)

adodik. Ez tehat a rendszer idGeltolasi szimmet-

ridjabol ered§ megmarad6 mennyiség.

Latni fogjuk, hogy meghatéarozo kiilonbséget ad a skalar -és a vektormezé esete kozott, hogy a (49)-cel

ellentétben a (46)-ban a mez6t tartalmazo tag tartalmazza a /1 — Z—; tényezdt is.

7.2. Az impulzusmomentum

A forgasszimmetridhoz tartozé harmadik (még ki nem hasznélt) megmarad6é mennyiség a J

impulzusmomentum-vektor J abszolutértéke. Bar adédna a klasszikus fizikiban megszokott mr2¢p
képlet, a relativitdselméletben egy bonyolultabb mennyiség 1ép ennek a helyébe. Ennek meghataro-
zéséhoz fel kell frni a (47) és a (48) Lagrange-fiiggvényt polarkoordinatakban, és ki kell szamitani a
p-hez konjugalt kanonikus impulzust. A két Lagrange-fiiggvény ugyanugy

2
v
%:—M84H—§+Vm (50)
alakban tartalmazza a sebességet, igy ugyanolyan alakiu lesz a keresett kanonikus impulzus. (A

skaldarmezénél V(r) = 0 és M = m + %@, a vektormez6nél V(r) = —e¥(r) és M = m. Minderre

azért van sziikség, hogy a két esetet egylitt targyalhassam.)
Irjuk fel a sebességnégyzetet polarkoordinatakban! Az fvelemnégyzet ds? = dr? + r2dy?, amelyet

dt?-tel elosztva megkapjuk a
2

v? =72 4 r?? (51)

sebességnégyzetet. Ezzel kifejezve a vizsgalt Lagrange-fliggvényiink:

2 | 22,52
Lo(r,7, @) = —Mc*([1 — H# +V(r).

C

Mivel ez nem fiigg ¢-t6l, igy az ehhez konjugélt kanonikus impulzus valoban megmarad. Ez egyszerd
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7 MEGMARADO MENNYISEGEK CENTRALIS POTENCIALBAN

derivalassal és (51) visszahelyettesitésével
Mr?¢
02
V2

Ez tehat a relativitaselméletben (megfelels (50) alaka Lagrange-fiiggvénnyel leirhat6 rendszer esetén)

pe =17 = (52)

a forgasszimmetridhoz tartozé megmarad6 mennyiség (az impulzusmomentum abszolutértékének) al-
taldnos alakja. Ezen az altaldnos alakon mindkét vizsgalt esetben lehet valamelyest egyszertisiteni az
alabbiak szerint.

SKALARMEZO

Vessiik Gssze a két megmaradd mennyiséget! Az
energia (46) alakjabol lathato, hogy az impulzus-

VEKTORMEZO

Mivel a vektormez&ben mozgo részecske (43) to-
mege konstans, igy a helyébe az m konstans to-

E

momentum fenti képletében az —— =

_ 02 c?
02

meget irhatjuk. Igy a végss alak a skalarmezdénél
némileg bonyolultabb

mennyiség kiilon is megmarad. Igy ezt elhagy- mr2g

va is megmaradd mennyiséget kapunk. Szorozzuk J = > (54)
v

ezt meg a (35) m konstanssal, hogy a mennyi- -2

ség dimenzidja megegyezzék az impulzusmomen- losz
tuméval! Igy megkapjuk a forgasszimmetridhoz -
tartoz6 megmarad6 mennyiség végss, a klasszikus

esetben felirttal véletleniil egyezd

mr2<,b (53)

alakjat.

Mivel a skalarmezs esetén a képlet végss (53) alakjaban modositottam az eredeti (52) képlethez
képest, a kapott mennyiséget mindkét esetben egységesen j-vel jelolom. Igy a két-két megmarado

mennyiség:
Mc? mc?
E= FE = + eV
_ v 1 v
c2 c2
. . omr?p
J=mr-y J =
v2
ez

7.3. A Kepler-potencial

Hogy konkrét részecskepélydkat vizsgalhassak, specializalnom kell a ®(r) és W(r) potencidlok
alakjat. Vegyiik a legkézenfekvébb, Kepler-féle (vonzo) —1/r-es potencialt. A vektormezd esetén
kisérletek alapjan tudjuk, hogy létezik ilyen alaku potencial (pl. a ponttoltés potencialja), a skalar-
mez6 esetén pedig feltételezziik ilyen alaki mezd létezését. Irjuk fel, mi lesz az egyenletek alakja ilyen

potencial esetén!
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8 A RESZECSKEPALYAK LEVEZETESE

SKALARMEZO

A tovabbiakban tehét felteszem egy sztatikus, for-

gasszimmetrikus, ®(r) = —k/r alaka négyesska-

larmezd 1étezését, és a mez6hoz egy g skalarcsato-
lassal csatolt részecske mozgésit vizsgalom abban
a rendszerben, amelyben a mez§ statikus. Ekkor

ey

a (35) tomeg M = m — = — 5
me? r

2r
alaku. Ez potencial akkor vonzza a g csatolasi al-
landéju részecskét, ha gk > 0. Egyszertisitésként

bevezetve az

gk
== 55
3 (55)
hossztusagdimenzidji paramétert, a tomeg
R
M(r)zm(l—). (56)
r
Az energia
M 2
E=——C (57)
2
T2
Az impulzusmomentum pedig
j=mr?e. (58)

E harom egyenletre lesz sziikség a részecskepalyak

meghatarozasahoz.

8. A részecskepalyak levezetése

VEKTORMEZO

A tovabbiakban a centrumba helyezett Z - e >
0 toltés altal keltett elektrosztatikus potencial-
ban mozgd —e ponttoltés mozgasit fogom vizsgal-
ni. Ez a relativisztikus hidrogénatom-probléma
(Z rendszamu atommaggal). (Kiilonosképpen ér-
demes ezt a problémat vizsgélni, ha szamitasba
vessziik, hogy a az els6 Bohr-palyan kering§ elekt-
ron sebessége a hidrogénatomban ¢/137, méas atom-
magok esetén pedig a rendszammal egyenesen ara-

nyosan nagyobb.) A potencial ekkor U(r) = Ze/r,

7 2
a (49) energia pedig £ = me = — © . Vezes-
1-5 7
siikk be az )
Ze
= (59)

hosszusidgdimenzi6ji paramétert; ezzel az energia

1 R
E = mc? - = (60)
1—u 7
02
Az impulzusmomentum pedig
2 .
, mrep
j= (61)
-

E két egyenletre lesz sziikség a részecskepalyik
levezetéséhez.

A megoldas soran csak az imént Osszefoglalt két-két megmarado mennyiséget fogom felhasznalni.

Bar numerikus integralédssal meg lehetne hatérozni
célom az id6 kikiiszobolésével kaphato r(gp) részec
tek levezetése soran be fogok vezetni 1j, egyszert
varom, hogy nemrelativisztikus hataresetben vissz
kipszeleteket.

Fejezziik ki a sebességet az energia képletébdl!

SKALARMEZO
(57)-bél és (56)-bol

M2 m2ct R 2
2 _ 2 _
=58 e (-

a mozgas r(t) és ¢(t) idofiiggését is, az alapvetd
skepélydk meghatarozasa. A differencidlegyenle-
sit§ mennyiségeket. A vektormezs esetében azt
akapom a klasszikus fizikabol ismert Kepler-féle

VEKTORMEZO

(60)-at atrendezve

mzc

E2(1+

4

mc2
E

”

R
T
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Vezessiik be az

a=— (62)

dimenziotlan paramétert! Ez a paraméter tartalmazza az energiat: ha a < 1 (tehat a részecske
energiaja nagyobb, mint a végtelenben, a centrumtél nagyon tévol vett nyugalmi energiaja), akkor a
mozgés szabad’; ha o > 1, a mozgas kotott. Ezzel kifejezve a sebességnégyzet:

v? =2 [1 — a2 <1 - 1;?)2] . (63) 0% = 2 [1 - (1+aaR)2] . (64)

(51) alapjan irjuk fel a sebességnégyzetet polarkoordinatakban:
v? = 7% 4 22,

Fejezziik ki ¢-ot az impulzusmomentumbol, és ezt behelyettesitve fejezziik ki 7-ot r-rel!

(58)-bol egyszerii dtrendezéssel: Fejezziik ki a gyokos kifejezést az energidbol:
. ‘ 2
o= (65) I
mr 2 1+aR/r

Ezt behelyettesitve a (61) impulzusmomentum

mr?p (1 + aR/r)

)

!
ahonnan )
. J&
=—“- 66
P Ut o) me (66)
Ezt felhasznélva Ezt felhasznalva
RQ
14 82—
R\? R? . 2
o [1_02 (-2) -2E| o R L P
r r R
<1 + a)
r
Itt bevezettem a j impulzusmomentumot tartalmazo
J
= 69
B=p— (69)
dimenziétlan paramétert. Lathatjuk, hogy mindkét egyenlet
7= K = Vegs(r) (70)

alakban frhaté. A radialis mozgésra tehat — ahogy a klasszikus fizikdban vizsgalt centralis mozgasok
esetén is — bevezethets egy effektiv potencial, és a radiélis mozgés ebben az effektiv potencialban
torténd egydimenzios mozgasnak felel meg.

A kovetkezd lépésben attérek az r(t) figgvényrsl a palya egyenletének r(p) fliggvényére! Ezzel
kifejezve 7 = 1’ - ¢ (ahol a vessz8 a ¢ szerinti derivalast jeloli). Ha ide megint behelyettesitem a (65)
és (66) p-ot a j paraméterrel és az r valtozoval kifejezve, az el6z6 egyenletb6l megkapom a palyat
leird r' = f(r) differencialegyenletet.

5Ez a szabad jelz8 nem tévesztendd Gssze a korabban hasznalt szabad részecske, azaz er6metnes mozgéast végzs ré-
szecske fogalmaval. Itt és a tovabbiakban a szabad kifejezés a kdtitt ellentétét jelenti: a kotott részecske a vonzdcentrum
koriili véges tartoméanyban mozog, a szabad részecske viszont eltavozhat a végtelenbe.
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p-ot behelyettesitve

R

r2

1
N

() =

p-ot behelyettesitve

’ Jo
(1+ aR/r)mr?

r=r

Ezzel az egyenletiink (1 4+ aR/r)*-tel és (Rm/ja)?-

tel szorozva:
2
(1 + aR> —a? <1 + B2lz>
r r

(r )2:

R

r2

1
o232

Vegyiik észre, hogy az egyenletek bal oldalan éppen a —R/r mennyiség ¢ szerinti derivéaltjanak négy-

zete szerepel! Igy a bal oldalak:
d

dp

a

—R

)I

r

Térjiink at az egyenletek jobb oldalara! Gytjtsiik 6ssze az R/r el6fordulo hatvanyainak egytitthatoit:

R2
r2

1
/82

{1 —a?+ 2a2§ — (a® + 5?)

|

1
o232

{1—a2+2af—a2(ﬁ2—1)

Alakitsunk teljes négyzetté és emeljiik ki az R/r egytitthatojat!

042

a2+ 52

1
2

04262
a? + B2

R

Y

[1

Vegyiik észre, hogy — mivel a derivélas eltiinteti a

-+ )

d [ o* R\]®_
(5w 7)) -
_i - a252 B
- BQ a2+52
2 R 2
@) (e o) |

Ezzel sikeriilt a két egyenletet azonos szerkezetiire

a? R

“SEEE (73)

valtozoban az egyenletek

W? = A2 — 242

2 (02 1
)

C¥252

;)

[1—a2+

1
71

konstansokat — az egyenletek igy frhatoak:

d 1 R\1®
[dgo(a(ﬂ?—l)‘r)] N
R S PR |
_a262[ —a +52_1
1 R\?
<@ Gy y) | @
hozni. A megfelels
1 R
uzoz(BQ—l)_? (74)
(75)

alakiak, ahol A és n a fenti egyenletekbdl leolvashaté konstansok. Igy a palyaegyenleteket elemi

modszerekkel megoldhaté differencidlegyenletté alakitottam. Az egyenlet megoldéasa:

A

u= —cos[n
n

(¢ — o)l (76)
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9 A RESZECSKEPALYAK ELEMZESE

ahol g integracids allando, melyet az altaldnossag elvesztése nélkiil nullanak vélaszthatunk. Ha
ebbe behelyettesitem az egyenletekbdl leolvashato u fliggvényt, illetve az A és n paramétereket, révid

szamolas utan megkapom a péalya egyenletét, mely mindkét esetben ilyen alaku:

_ p .
rie) = 1 —ecos(np)’ (77)
a benne szereplé paraméterek pedig
2
p—<1+62)R, p=a(B’-1)R,
Q@
1 )
e= Vo2 + 2 —a2f? s (78) e=vVa2+ B 2B o (79)
a?
n=4/1+—, _ 1
62 n = 1- @’
ahol ahol
mc? gk 2 762
- = R= 9% ~me? G Ze
“ E’ﬁ Rme mc? a= E’B_Rmces me2

9. A részecskepalyak elemzése

Lathato, hogy a pélya egyenlete azonos alakti a két esetben, és nagyon hasonlé a kupszeletek
polarkoordinatés egyenletéhez. A kiilonbséget a koszinusz argumentumaban megjelend n szorzo adja.
Els6 ranézésre nem is latszik, hogy barmi lényeges kiilonbség volna a pélyak kozott a két esetben,
meghatarozo kiilonbséget fog azonban jelenteni, hogy a skaldrmezs esetében n > 1, a vektormezGében
pedig n < 1.

A Kepler-problémahoz hasonléan itt is vannak szabad és kotott palydk. Ha a (77) palyaegyen-
letben € > 1, akkor a nevezének van zérushelye, igy a pélya bizonyos ¢ szogl félegyenesekhez tartva
elnyulik a végtelenbe: a mozgas szabad. € < 1 esetén ez nem torténhet meg, tehat a mozgas kotott.
Ha megvizsgalom az e-ra kirott feltételt, mindkét esetben azt talalom, hogy a mozgas akkor szabad,
ha a < 1, és akkor kétott, ha > 1. Ez megegyezik a fizikai varakozasainkkal: ha o < 1, akkor a
részecske energiaja nagyobb, mint a végtelen tavoli pontban vett nyugalmi energiaja. Ha a > 1, az
Osszenergia kisebb, mint a végtelenben vett nyugalmi energia, tehat a mozgas kotott.

Lathatjuk, hogy az ¢ képletében mindkét esetben gyokvonas szerepel. Ez feltételt ro ki a benne
szereplé « és B paraméterek kozott. Megmutathaté azonban, hogy ez az a — klasszikus Kepler-
problémanél is megjelens — feltétel, hogy adott j impulzusmomentummal inditott testnek van egy
ehhez tartozo minimaélis sebessége (energiaja), ezért egy adott 8-hoz tartozik egy minimalis «v érték.

A vektormezs esetén az n palyaparaméter képletében viszont elGfordulhat, hogy a gyok alatt
negativ érték szerepel (ez fizikailag 1 helyzetet jelent), ennek a kérdésnek a részletes targyalasara a
10.2. alfejezetben térek Kki.

Az aldbb kévetkezs abrakon a tajékozodasul feltiintetett narancssarga korok egységesen az r = R
sugarat jelolik.
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9 A RESZECSKEPALYAK ELEMZESE

9.1. Kotott palyak

1-hez kozeli n esetén a palyak hasonléak lesznek az ellipszisekhez.® A koszinusz azonban ng = 27
szogelfordulas alatt veszi fel a maximumaét, ezért két aphélium (naptéavol) kézott nem 27 szogelfordulés
van, hanem 27 /n. Az aphélium szogelfordulasa tehat egy periodus alatt Ap = 27 (1/n—1). Ez a
skalarmezd esetében (n > 1) negativ, igy az ellipszis alulfordul; a vektormezd esetében (n < 1) pozitiv,
tehéat az ellipszis tilfordul. Altalanos (irracionélis) n esetén a pélya nem zarodik.

Skaldrmezé Vektormez6

a=1.01; 8=3.03; p=10.00; £ = 0.90; n=1.0541 @=1.01; B = 3.03; p=8.26; £ = 0.91; n=0.9440
20
80
0
60
-20
—60 20
—-80
0
-20 0 20 40 60 80 100
-20 0 20 40 60 80 100
Skaldarmezé
a=1.01;8=3.03; p=10.00; € = 0.90; n=1.0541 Vektormezé
100 a=1.01; 8=3.03; p=8.26; € = 0.91; n=0.9440
100
75
75
50 50
25
25
Y
0 0 3%
ZZ / ZZ
‘2"’ > ,./ﬁn%\m
4 o0
50 (E/®47NS
= | /'o‘\ /'o’\
=75 - ‘/\0’0/.\.
.\
-100 -100

~100 —50 0 50 100 -100 =50 0 50 100

1. abra. Ko6tott részecskepalyak skalarmezsben és vektormezében n &~ 1 esetén. SkalarmezSben az ellipszis alulfordul,
vektormezdében tulfordul. Fent a palya elsé négy periodusa, alul pedig ugyanezen palya folytatésa lathaté. Altalanos
n érték esetén a palya nem zarodik. Az als6 abrakon mindkét esetben szépen lathato a kiilss és a bels6 érintési kor.

Mivel a (77) palyaegyenlet a mozgasegyenletek egzakt megoldésa, igy természetesen akkor is
érvényes, ha n nem 1-hez kozeli. Ekkor a palydk mar nem hasonlitanak ellipszisekhez. A részecske

radialisan az

a?+ /a2 — B2 (a? - 1)
T"max = oZ —1 R (80) Tmax =

1++/a?+ 2 —a?3?
o

1

SHasonl6 palyakkal gyakran talalkozhatunk centrélis potencidlban végzett perturbaciészamitas eredményeként, il-
letve a Schwarzschild-téridé bolygopalyainal is. Ezekkel ellentétben itt egzakt eredményekrsl beszélek, melyek 1-t61
lényegesen kiilonbo6z8 n-ekre is igazak.

28
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maximalis és az

2 2 _ 2 2_1
P = — ve? =2 a? 1) (82) S

1—\/042+52—042ﬂ2
1 aR

a?—1

(83)

minimalis sugar kozott mozog. A kiils6 és belss érintési pont kézott 7/n a szogelfordulés.
Specialis esetben, ha n racionalis, a palya zarodik; ha n egész (ami a skalarmezd esetén lehetséges),
a palya egy teljes kor (27 szogelfordulas) utan zarodik.

Skaldrmezé Vektormezé
3 a=1.129; 3=1.0098; p=1.80; £ =0.78; n=1.5000 a=1.1;8=1.1547; p=0.37; £ =0.96; n=0.5000
6 4
4
2
2
0 0
-2
-2
-4
-6 4
-8
-7.5 -5.0 -2.5 0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 0 2 4 6 8 10

2. dbra. Ko6tott mozgésok skalarmezdben és vektormezdben specidlis n értékekkel. Balra: n = 1,5 esetén a palya
harom korbefordulas utan zarédik. Az R sugara kor érintésénél lathato pélyaalak azzal magyarazhato, hogy az
érintési pont koriil a palya negyedrend fiiggvénnyel kozelithetd. Jobbra: n = 0,5 esetén a palya két kérbefordulas
utan zarédik. A palya metszi 6nmagét.

Skaldrmezé Vektormezé
a=1.05;8=1.1906; p=2.29; ¢ =0.89; n=1.3333 a=1.05;8=1.6667; p=1.87; ¢ =0.90; n=0.8000

20 20
15 15
10 10
5 5

0 0
-5 -5
-10 -10
-15 -15
—20 -20

-20 -10 0 10 20 -20 -10 0 10 20

3. abra. Kottt mozgasok skalarmezében és vektormezé&ben speciélis n értékekkel. Balra: n = 4/3 esetén a palya
harom koérbefordulas (A = 67) utan zarodik. Jobbra: n = 0,8 esetén a palya 6t korbefordulas (Ag = 107) utén
zarodik.
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9.1.1. A kotott palyak szimmetriatulajdonsaga

A Kklasszikus Kepler-probléma esetén egy adott energiaval és impulzusmomentummal (a-val és
B-val) inditott kotott mozgasra kiszamithato a T'(«, ) periodusidé. Ehhez a ¢ paraméterrdl at kell
térnem a ¥ Kepler-paraméterre. A ¢ = J/mr? egyenletben a

dp V1—¢g2
d9  1+4ecosd

derivalt segitségével dp-t dip-val kell kifejezni, illetve az r helyébe az
r(¥) = a (14 ecos?)

fiiggvényt kell frni. Igy a 9(t) fiiggvényre — a ¢(t)-vel ellentétben — megoldhaté differencidlegyenletet
kapok:

1
dt = - (1 + ecos®)dv, (84)

ahol w(c, ) paraméter. Integralas utan:
wt =9 4 esind (85)

Mivel a mozgas ¥ szerinti periodicitasa ugyancsak 2w, ezért az egyenletbdl a periodusidé

ro

w

modon kifejezhetd.

Ismert eredmény, miszerint a szamolasbol az adodik, hogy a periodusidd csak az energiatol (o)
fiigg, az impulzusmomentumto6l (8) nem. Ennek oka a probléma rejtett SO(4)-szimmetridja: a ha-
gyoméanyos targyalasmod szerint ezzel magyarazhato a palyak zarddasa és az, hogy a periddusidé nem
fiigg az impulzusmomentumtoél [28]. Ebbdl kovetkezik Kepler II1. torvénye is, melyben a periodusids
tisztédn a félnagytengellyel kifejezhetd.

A fentiek ismeretében megleps eredmény, hogy az altalam vizsgalt mindkét probléma kétott moz-
gasaira az addédik, hogy a peri6dusid§ csak az energiatdl fiigg, noha a palydk egyik esetben sem
zarodnak.

A szamolas a klasszikussal analog. A (65) és a (66) egyenletekben de-t dv-val kell kifejezni, és
az r helyébe az r(¢) fliggvényt irni. A (palydk nem-zarodasat okozo, tehat lényeges) kiilonbség ott
jelenik meg, hogy a dy/dd derivaltban megjelenik az n paraméter is. Igy a (84) egyenlettel megegyezs
szerkezetl egyenletet kapok, melyben az w paraméter

c
o?R

c

2 13
= —Var—1.
3R

3
Wy a?2—1. Wi

Itt a t index a rendszeriddre utal. Az egyenletet atirhatom sajatidére, ha dt helyébe dt =dr/4/1 — Z—;—
et irunk, a gyokos kifejezésre pedig (63)-bol és (64)-bdl helyettesitek. Ekkor szintén megoldhatd
differencialegyenletet kapok.” A 7-ra vonatkozo w paraméter

c 3 c 3
wy =—Va2—-1. ‘ Wy = a2 —1.
a

aR

Ha (80)-bol és (81)-bél kifejezem az

Tmaz + Tmin
— _max T Tmin 86
! 0

"Ez nem trivialis eredmény: a sajatids és a rendszeridé kozott nem csak egy skalarral valé szorzas van, hiszen a

sebesség valtozik, amit a gyokds kifejezés sugarfiiggése ir le.
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féelnagytengelyt az energia fliggvényében, a (-t tartalmazé tagok kiesnek, és azt talalom, hogy a
féelnagytengely csak a-tol fligg. Ennek az a(«) fliggvénynek az a(a) inverzét az w(«) Osszefliggésekbe
helyettesitve megkapom Kepler III. torvényének itt érvényes modositasat: a periddusid6t mint a
féelnagytengely fiiggvényét.

Az eredményeket alabb foglaltam Ossze. A periodusidék:

2rR o’ 2rR  ao?
1 Tr=——,
o —1 c o2 —1
2rR  o? MR o’
7}27737 ﬂziig’
¢ Va2 -1 ¢ JaZ_1

Kepler III. térvénye pedig:

472 a3 R 472 a3 | R R? R? R?
TP=——(1-= TP = ——|—(3+— |+ [ 1+— |\/1+—
K 2 R ( a>’ t ? R|2a a? a? 4a?
T2_47T2 a’ R\? T2_47T2 a® | R - R?
T 2R a) T 2 R |2 4a?
Azt latjuk tehat, hogy
az eredmények alapjan az 1 A keringési iddk négyzete a félnagytengely kdbének fiiggvényében
altalam vizsgalt két moz- — Thssz
gasra is fennalnak a kovet- B Tf*"’“”
1 TVE r. T
kez6 szimmetriatulajdonsa- 10 e ﬂ:‘m

gok: (1) a periodusidé csak —_— Tl
az energiatol fiigg, az impul-
zusmomentumtol nem, illet-
ve (2) a periodusids kife-
jezhet6 a félnagytengellyel
(Kepler IIL.). A Kklasszi-
kus esetben ez kiegésziil egy

tovabbi tulajdonsaggal: (3)

T2 [a keringési id6k négyzete]
[@)]

a palyak zarodnak. A

2_
hagyomanyos targyalas sze-
rint ez a harom tulajdon-
sag egy kozos okra: egy rej- 01

0 2 4 6 8 10 12 14

tett SO(4)-szimmetriara ve-
a’ [a félnagytengely kébe]

zethetd vissza. Erdekes
eredmény tehat, hogy az itt 4. abra. A T?(a®) osszefiiggésck gorbéi a klasszikus eset egyeneséhez képest (az

vizsgalt mozgéasokra a ha- egylitthatokat gy valasztottam, hogy ennek meredksége 1 legyen; tovabba

’ . 1 .11  egységesen R =1). A szaggatott vonal jeldli, hogy (80)-at és (82)-t (86)-ba beirva
oméanyosan egymasbol ko- g
&Y Y &Y a skalarmez6 esetén mindig a > R, ezért az 4bran az a < 1 tartomany nem

vetkezének gondolt harom relevans (lasd a 10.1. alfejezetet). A félnagytengely novelésével a gorbék
tulajdonsaghol ketts telje- meredeksége tart a klasszikus eset egyenesének meredekségéhez.

siil, a harmadik nem. Vajon

ez is valamilyen magasabb rendi, rejtett szimmetria eredménye? Ha nem, mi magyarazza az (1) és (2)
szimmetridkat? A téma mindenképpen tovabbi kutatasra érdemes — részeredményeim mér vannak,

melyek taldn egy kés6bbi dolgozat targyat képezhetik.
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9.2. Szabad palyak

Ha n kozeli 1-hez, a palyak hasonloak lesznek a Kepler-problémabol ismert hiperboldkhoz. A
koszinusz argumentumaban megjelend n szorzé miatt azonban a palya asszimptotai altal kozrezart
szog (m + a sebességvektor szogelfordulasa) az n-edrészére valtozik az n = 1 hiperbolahoz képest.

Skalarmezé Vektormezé
15 a=0.958=1.1; p=2.34,£=1.12; n=1.3213 a=0.9;8=1.3; p=0.62;£=1.06; n=0.6390
4
10
2
5
0 . 0
-5
-2
-10
-4
-15
-15 -10 -5 0 5 10 15 -6 —4 -2 0 2 4 6

5. abra. Szabad mozgasok skalarmez&ben és vektormezGben. A palyak kétszer asszimptotikusan divergéalnak. Jobbra:
A palya egyszer metszi 6nmagat. Az elektrosztatikus esetben a palya tetszéleges alkalommal metszheti nmagat.

Altalanos n esetén a részecske a végtelenbdl érkezik,

B \/a2+ﬂ2(1—a2)—a2

Tmin = 1 — a2

(.
min 1 o a2

aR (88)

sugarig megkozeliti a centrumot, és adott szdgelfordulas utan a végtelenbe téavozik. Az asszimptotak
altal bezart szog m-edrésze az azonos p és €, de n = 1 paraméterekkel vett hiperbola asszimptotai
altal bezart szognek. A skalarmez6 esetén ezért lehetségesek olyan palyak, ahol az asszimptoték altal
bezart szog kisebb m-nél, akarcsak a klasszikus taszitopotencialban (!) megvalosulé Kepler-hiperbolak
esetén (lasd a 9. és a 10. abra jobb oldalat). Az elektrosztatikus esetben pedig lehetséges, hogy a
bezért szog nagyobb 2m-nél, tehat a gérbe 6nmagat metszi.

Skalarmezé Vektormezd

30 a=0.99;8=1.32; p=2.78;£ =1.03; n=1.2500 30 a=0.9;8=1.755; p=1.87;£=1.18; n=0.8218

20 20

10 10

0 . 0 .

-10 -10
-20 -20
—30 -30 -20 -10 0 10 20 30 —30 -30 -20 -10 0 10 20 30

6. abra. Szabad mozgasok skalarmez&ben és vektormeziben. Balra: Az asszimptotak derékszoget zarnak be
egymassal. Jobbra: Specidlis paraméterek esetén az asszimptotdk parhuzamosak.
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10. Uj, korabban nem ismert részecskepalyak

Mint a bevezetGben emlitettem, Arnold Sommerfeld a specialis relativitaselmélet megsziiletése
utan megvizsgalta a relativisztikus hidrogénatom probléméjat, és az 1. abra jobb oldalan lathatékhoz
hasonl6 megoldasokat kapott. Marx Gyorgy az Otvenes években felirta a skaldrmez&ben torténd
mozgas (36) és (37) egyenleteit [13, 18|, konkrét megoldasokat és palyakat azonban nem szamolt.

Az eddig bemutatott abrak tehat tjdonsagot jelentenek, jellegiikre azonban szémitani lehetett.
Az alabbiakban viszon mindkét mezs esetén olyan 1j, jellegiikben az el6z8ektdl 1ényegesen kiilonbo6zs
részecskepalyakat mutatok be, amelyek varatlan, fizikailag is 0j effektusokat irnak le.

10.1. Skalarmezé6: az R sugaron beliil
10.1.1. A radialis ejtés

Vizsgaljuk meg a tisztan radialis mozgas esetét: azt az esetet, amikor a részecskét tangencialis
kezd@sebesség nélkiil beejtjiikk a potenciadlba (tehat az impulzusmomentum j = 0)! Ez a legtobb
centralis problémanal érdektelen eset: a részecske a folyamatos vonzoers hataséra gyorsulva bezuhan
a centrumba, ahol a modell érvényét veszti, hiszen valamilyen {itkdzés torténik a mez6t keltd forrassal.
A skalarmezonél azonban érdekesebb eredményre fogok jutni. (A radialis ejtés esetét Marx Gyorgy a
[18] cikkben kvalitative mar targyalta.)

Térjiink vissza a (67) egyenletre, és irjuk be, hogy f = 0! Ekkor az egyenlet

i? =2 [1—02 (1—]:”)2]. (89)

Az egyenletet a t rendszeridG szerint egyszer derivalva lathato, hogy a sebességnek maximuma van
az 7 = R helyen. Itt 72 = ¢2, tehat a részecske eléri a fénysebességet. Mivel az » = R maximumbhely,
beljebb haladva a sebesség csokken.

Vizsgaljuk meg (89) zérushelyeit! Az

Skalarmezé ; » 4 P
A sebesség a sugar fliggvényében, radialis mozgas egylk ZeruShely (ez csak a > 1’ tehat ko-

la=1.1,m=2,c=1] R

2.0 tott mozgas esetén létezik) rpge = ————

1-1/a

15 az ejtés helye, hiszen ezen a helyen a t6-

meg (56) képletébe behelyettesitve éppen

Lo M = E/c? (tehat a részecske energiaja tisz-

_ 05 tan nyugalmi). Ezen kiviil azonban van még

g

g 0.0 egy Tmin = m < R zérushely, ahol a

Z R részecske sebessége zérus. Van tehat egy

03 minimalis sugéar, amelynél nem hatol bel-
-1.0 jebb a részecske.

A részecske mozgasa tehat az alabbi-

e ak szerint jellemezhets. A részecske elkezd

-2.0 — e gyorsulni a centrum felé, és az elengedés he-

0 20 40 60 80 100 )

r [sugar] lyétol fiiggetleniil (!) az r = R sugaron eléri

7. abra. Kotott radialis mozgas skalarmezében. A részecske cgy pillanatra a fénysebesseget, majd las-

sebessége befelé haladva nd, és az r = R helyen eléri a sulni kezd. Az r = 7, helyen a részecske
fénysebességet. Tovébbhaladva befelé a sebesség csokken, majd  visszafordul, kifelé gyorsulva az R sugaron
nullava valik. A mozgas kotott allapot esetén periodikus. ismét eléri egy pillanatra a fénysebességet,
majd (kotott mozgas esetén) az rp,q.-0t el-

érve a mozgas periodikusan ismétlédik.
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Lathatjuk, hogy — az el6zetes varakozasokkal ellentétben — az R sugéron beliil a befelé mélyiils
potencial ellenére a részecske lassul, tehat ra taszitoerd hat. (Ennek alapjan az r < R tartomanyt
taszitogombnek fogom nevezni.) Mi lehet ennek az oka? Vizsgaljuk meg a részecske M tomegét
a mozgas soran! Az (56) képlet alapjan lathato, hogy a mozgas sordn a tomeg csokkenni kezd, az
R sugéaron nullava valik, a taszitogombon beliil pedig negativ lesz. A negativ tomegi testre hato
vonzoerd pedig taszitohatast fejt ki, amely kifelé gyorsitja a részecskét.

Skalarmezé
A sebesség és a tdbmeg a sugar fliggvényében, radialis mozgas

20 [a=1.1, m=2,c=1]

1.5

1.0

0.5

0.0

—0.51

v [sebesség] és M [tdmeg]

—1.04

—1.51

—— Sebesség

—— Toémeg

0 20 40 60 80 100
r [sugar]

-2.0

8. abra. A 13. abran lathato kotott radialis mozgas skalarmezben. A mozgas els6 felében a sugar csokkenésével a
sebesség nd, a tomeg csdkken. R-ben a sebesség eléri a fénysebességet, a tomeg pedig nullava valik. A taszitogémbben
a részecske tomege negativ, aminek hatasara a részecske kifelé gyorsul (a sebességgorbe konkav).

A mozgéas pontos leirdsa a kovetkezs. A részecske gyorsuld mozgést végez a centrum felé, és a
sugar csokkenésével csokken a tomege. A taszitogdmb felszinén a tomeg egy pillanatra nullava valik és
a részecske egy pillanatra eléri a fénysebességet.® Ezutan (a taszitogémbon beliil) a részecske témege
negativva valik, ezért a vonzocentrum altal kifejtett vonzoerd kifelé mutatd gyorsulast eredményez a

részecskén. Emiatt a részecske lassulni kezd, és az rp, = W sugaron egy pillanatra megéall.
a

Visszafordulva kifelé gyorsulva a eléri a taszitogomb felszinét, ahol a témeg ismét nullava valik és
a sebessége eléri a fénysebességet. Ezutan a tomeg pozitivra valt, a részecske lassul, majd (kotott
allapot esetén) a kiindulopont elérése utan a mozgas periodikusan ismétlgdik.

8Ez 5sszhangban van a relativitaselmélet azon megallapitasaval, miszerint egy részecske tomege akkor lehet zérus,
ha a sebessége megegyezik a fénysebességgel. [3]
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10.1.2. Altalanos eset

Mi a helyzet, ha nem tisztan radialis mozgésrol beszéliink? Vajon ebben az esetben is fellépnek
az el6z6 bekezdésben targyalt jelenségek a taszitogombben? ElGszor is vizsgaljuk meg, egy altalanos
esetben mi a feltétele annak, hogy a részecske behatoljon a taszitogémbbe! Ehhez a kétott mozgas
esetén (82)-re, szabad mozgas esetén (87)-re kell teljesiilnie, hogy 7pin < R. Ez mindkét esetben a

B<1 (90)

feltételt adja. Ha ez teljesiil, mind a kotétt, mind a szabad palyak behatolnak a taszitégémbbe.
Ha szemiigyre vessziik a tomeg (56) képletét, lathatjuk, hogy az csak a sugartol fiigg. Ezért a
tomeg a-tol és [-tol fiiggetleniil (!) minden esetben zérussa valik az r = R sugaron. Az r <
R taszitogombben pedig minden esetben negativ lesz. Ha a negativ tomeg miatti taszitohatasrol
felallitott gondolatmenet helyes, két dolog varhato a tomegrsl megallapitottak alapjan: (1) az R
sugaron a sebesség (nagysaga, bar az iranya a konkrét o és  paraméterektdl fiigg) egy pillanatra
eléri a fénysebességet és (2) az r > R tartomanyban a palyagorbe a vonzas miatt konkéav, az r < R
tartomanyban pedig a taszitas miatt konvex. A (2) allitas ekvivalens azzal, hogy az r = R sugaron a
gbrbének inflexios pontja van.

Skaldrmezé Skaldrmezé
a=1.3;8=0.4; p=1.09; £ =0.74; n=3.4004 15 a=0.9;8=0.45; p=1.25; ¢ = 1.14; n=2.2361
4
10
2
5
0 0 '
-5
-2
-10
-4
-15
-4 -2 0 2 4 -15 -10 -5 0 5 10 15

9. dbra. A taszitogémbbe behatold kotott és szabad mozgasok skalarmezSben. A péalya taszitogdémbon beliili szakasza
konvex. A taszitogomb felszinén a palyanak inflexiés pontja van. Jobbra: A részecske sebességvektoranak
szogelfordulasa negativ. Ilyen jelenség a klasszikus Kepler-palyak esetén csak taszitopotencidlban lehetséges.

Skalarmezé B o .SkEIérm.ezé’_ o
a=1.1;8=0.38891; p=1.13; £ = 0.90; n=3.0000 15 a=0.9;8=0.15; p=1.03;£=1.11; n=6.0828
10.0
7.5 10
5.0
5
2.5
0.0 0 :
-25
-5
-5.0
-75 -10
-10.0 s
10 - 0 > 10 15 -15  -10 -5 0 5 10 15

10. abra. A taszitégdmbbe behatold kotott és szabad mozgasok skalarmezében. Balra: n = 3 esetén a palya zarodik.
Jobbra: Visszaszoras. Megfelel6en nagy n esetén a részecskék visszaszorodnak.
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Skaldrmezé Skaladrmezé
a=1.2;8=0.6928; p=1.33;=0.77; n=2.0000 15 a=0.99;8=0.615; p=1.39;£=1.01; n=1.8951
4
10
2
s ’ //
0 0 .
-5
-2
-10
-4
-15
6 4 Y 0 2 4 6 -15 =10 -5 0 5 10 15

11. abra. A taszitogémbbe behatolé kotott és szabad mozgasok skalarmezében. Balra: n = 2 esetén a palya
tiikérszimmetrikus. Jol kivehet6 a taszitogomb felszinén a palya inflexiés pontja. Jobbra: Speciélis n esetén a két
asszimptota megegyezik. A végtelenbdl érkezs részecskék szorddasi szoge zérus.

Az (1) allitas a (63) képlet alapjan kénnyedén belathato. Ha a jobb oldalon r = R, az egyenlet

2 = 2, tehat a sebesség tényleg eléri egy pillanatra a fénysebességet. Mivel a jobb oldalnak

alapjan v
maximuma van ebben a pontban, a sebesség minden més ponban kisebb a fénysebességnél.
A (2) allitashoz vizsgaljuk meg a gorbe gorbiiletét! Ha ez nulla az » = R helyen, akkor ott valoban

inflexiés pont van. Vegyiik fel a sikgérbét

cos ¢

r(¢) =r(p) | singp
0

alakban! A gorbe gorbiilete aranyos a g = r’ x r” vektor abszolutértékével. g abszolutértéke jelen
esetben a vektor g; harmadik komponensével egyezik meg, mivel r3 = 0. A szdmolést leegyszertisi-
tendd attérek az u(p) = 1/r(p) valtozora, majd szamitom ki a derivaltvektorokat és végezziik el a
vektorialis szorzast. Elemi trigonometrikus azonossagok felhasznélasaval azt kapom, hogy

u//
g5 = (©)

u(p)

Inflexiés pont ott van, ahol g3 = 0, tehat ahol teljesiil az

"
u(p)
. N 1 —ecos(ng) - e
egyenlet. Most helyettesitsiik be, hogy a vizsgalt gorbékre u(p) = ———— . Igy az inflexios
p
pont feltétele:
en? cos(ng) = € cos(nyp) — 1. (92)

Rogron lathatjuk, hogy a klasszikus Kepler-palyak esetében (ahol n = 1) az egyenlet ellentmon-
dasra vezet, igy ott soha nincs inflexiés pont a palyakon.
A skalarmezd esetén (78) felhasznalasaval kifejezem az egyenletbdl cos(ng)-t:

-1 _ — 32
e(n2—1) Vo2 + B2 — a2

Ahhoz, hogy az egyenletnek legyen p-ben megoldésa, a koszinusz értékének —1 és 1 kozott kell lennie.

cos(ny) = (93)

Megmutathato, hogy 5 < 1 esetén ez a feltétel a-tol fiiggetlentil teljesiil, 8 > 1 esetén pedig a-tol
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fiiggetleniil nem teljesiil. Tehat 5 < 1-nél mindig van inflexiés pont a palyan, S > 1-nél pedig soha
nincs. Emlékezziink vissza: pont (90) 8 < 1 volt a feltétele a taszitogombbe valo behatolasnak. Tehat
ha a részecske behatol a taszitogombbe, minden esetben lesznek inflexids pontok a pélyan, ha pedig
nem hatol be a taszitégdmbbe, soha nem lesznek.’

Hatarozzuk meg a 5 < 1 esetén felléps inflexiés pontok helyét! Ehhez helyettesitsiik vissza az
inflexios pont ¢ helyét meghatarozo (93) egyenletet a (77) palyaegyenletbe, és hasznaljuk ki, hogy
(78) p = (1 + ﬁ) R:

r= S R.
1+

n?—1
Az inflexios pontok tehat ott lépnek fel, ahol a péalya metszi a taszitogomb felszinét. Ezzel az (1) és
a (2) allitas is igaznak bizonyult.

A taszitogémbbe behatold (szabad és kotott), nem tisztan radidlis mozgasok a kovetkez&képpen
torténnek. A részecske a vonzas hatasara (a centrumbol nézve) konkav palyan kozelit a centrum felé.
Ekozben csokken a tOomege és né a sebessége. A taszitégdmb felszinén a sebesség egy pillanatra eléri
a fénysebességet és a tomeg nullava valik. Ebben a pontban a palyan inflexidés pont van: konkavbol
konvexszé valt. Behatolva a taszitogéombbe, a részecske sebessége csokken, és a negativ tomege miatti
taszitohatds miatt a palya (szintén a centrumbol nézve) kifelé gorbiil, konvex. A részecske sebessége
kotott mozgas esetén a (82), szabad mozgés esetén a (87) 7,y sugaron eléri a minimumét, de a negativ
tomeg miatt a palya tovabbra is konvex. Amikor a részecske kilép a taszitégdmbbdl, a sebessége ismét
eléri egy pillanatra a fénysebességet, a tomege pozitivra valt, és a palya tjabb inflexiés ponton ismét
konkavva valik.

(90) alapjan kiszamithato, hogy egy szorasi kisérletben végtelenbdl érkezd részecskenyalab esetén

R2x
1—a?"

a taszitogombbe valé behatolas hatéskeresztmetszete o =

Skaldrmezé
A palyamenti sebesség és a tomeg a rendszeridé fliggvényében
[a=1.44,=0.51, m=1,c = 1]

1.0 /\/ \/\/\/\/\
0.8 3¢ a=1.44;8=0. 51,521‘?{?;15’5: 0.65; n=2.9954
1] \ .
.g 0.6 2 \ \ \
= 04 \ AN
& ol N D)
9 0.2 N
n / /
o
£ 00 M=0 4
> -34 - :
-3 -2 -1 0 1 2 3 4
-0.2
—0.4 —_— :?besség
— témeg
0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0

t [rendszeridd]

12. abra. Egy &ltalanos, taszitogdmbbe behatold kotott mozgas jellemzése skalarmezdben. Balra: A sebesség (kékkel)
és a tomeg (pirossal) a rendszerid6 fiiggvényében (numerikusan meghatarozott adatok). Amikor a sebesség eléri a
fénysebességet, a tomeg nullava valik. A taszitogdmbon beliil a tomeg negativ. A minimalis sugéron a tomeg és a

sebesség egyszerre éri el a minimumat. Jobbra: A grafikonon bemutatott mozgas palyaja.

9Ugyanez a szamolas elvégezhets az elektrosztatikus esetre is. Ekkor azonban arra jutunk, hogy a koszinuszra kir6tt
feltétel ellentmondashoz vezet, tehat az elektrosztatikus esetben nincs inflexiés pont a palyan. Erdekesség, hogy az
ellentmondas nem az n < 1-bél, hanem az ¢ és az n a-val és S-val kifejezett alakjabol adodik.
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A negyvenes évek végén feltételezték, hogy a nukleonok koézdtt hatdé magerdk révid tavolsagon taszitéas-
ba csapnak at, és ezzel probaltdk magyarazni az atommagok véges stirtiségét. A Novobatzky-iskola
ezt a jelenséget a most targyalt ,relativisztikus taszitas” segitségével probalta értelmezni, hiszen a
magerdket a Yukawa-féle skaldrmezével irtak le. Kés6bb a magerdkre méas, bonyolultabb elmélet
sziiletett (Walecka-féle skalar—vektor-modell). Ezért a mai magfizika nem hasznalja a taszitogomb
fogalmat. Ennek ellenére igen érdekes fizikai jelenség a tOmeg negativva valasdnak koévetkeztében
taszitoba atcsapd vonzoerd.

10.2. Elektrosztatikus eset: a centrumba spiraloz6 palyak

Az 1.1. szakaszban megéllapitottam, hogy a klasszikus fizikai modellben minél koézelebb keriil az
elektron a centrumhoz, annal nagyobb sebességre tesz szert — igy vélhetGen minél jobban megkdozeliti
az elektron a centrumot, annal jobban érvényesiilnek a relativisztikus effektusok: a centrumot jobban
megkozelitd palyak jobban torzulnak a Kepler-palyakhoz képest. Erdemesnek tiinik megvizsgalni,
mennyire lehetséges a centrum megkozelitése. Ehhez vegyiik alapul a minimalis sugar (83) és (88)
képleteit! Lathatjuk, hogy adott 5 mellett, ha « csékken, a minimalis sugér is cstkken és az o = 0
hatéaresetben eléri a nullat. Ez teljesen természetes, hiszen az o = 0 nem érheté el.'” Ha a-t rogzitjiik,
8-t csokkentve 7., szintén csokken, és 5 = 1-ben eléri a nullat. Ez figyelemre mélto eltérésnek tiinik
a klasszikus Kepler-pélyakhoz képest, amelyek sosem érhetik el az r,,;, = 0-t. Mi torténne, ha a
B paramétert tovabb csokkentenénk? Mit jelentene a miniméalis sugéirra formaéalisan ad6d6 negativ
érték?

Vegyiik észre, hogy mas probléma is adodik ebben az esetben: ha § < 1, az n palyaparaméter
(79) képletében a gyok alatt negativ szam szerepel!

A problémara tobbféle megoldas is elképzelhets. (1) A e-ban szerepld gyok kapcsan a 9. fejezet
utolso bekezdésében megéllapitottam, hogy az csupan azt a (klasszikus esetben is megjelend) feltételt
jelenti, miszerint egy adott inmpulzusmomentumhoz tartozik egy minimalis energia, igy « és 8 kozott
fennall egy egyenlGtlenség. Hasonloképp az n-ben szerepld gyokvonas altal kirott feltétel is lehet egy,
a fizika mas teriiletérdl ismert egyenl6tlenség S-ra. (2) Ha az (1) lehetGség nem vezet eredményre,
vissza kell térnem oda, ahol a gyokvonast elGszor elvégeztem, és diszkutdlnom azt az esetet, ha az
(1 — 1/5?) mennyiség negativ.

Az (1) lehetdségként azt kell megvizsgalnunk, ismeriink-e olyan fizikai torvényt, amely biztositja,
hogy 8 > 1. Mivel 8 az impulzusmomentumot tartalmaz6é mennyiség, esziinkbe juthat, hogy pont
ilyen jellegt feltételt ismeriink a kvantummechanikabol, ahol az impulzusmomentum nem vélaszthato
tetszblegesen kicsinek, minimalis értéke i. Konkrét szamitashoz vegyiik a legkézenfekvébb esetet: a
hidrogénatomot! Ekkor 5 (69) képletébe behelyettesitve

__J _Je
b= Rmec €2’
) : . hc . L
Vegyiik az impulzusmomentum kvantumat: g = —2! Ez pont a finomszerkezeti allandé reciproka,
e
tehat B = 137, ami joval nagyobb egynél. Azt talaltuk, hogy ebben az esetben van olyan fizikai
tovény, amely sziikségtelenné teszi a (2) lehetdség elemzését. Ez azonban csak a hidrogénatom Z = 1
esetén van igy. Mivel altalanos Z esetén 5 = %, igy Z > 137 rendszamu atommag esetén lehetséges
a 0 < 1 eset. Sommerfeld csak a hidrogénatomot vizsgélta, igy nem foglalkozott ezzel az esettel.

Az (1) lehet&séget analizalva azt talaltuk, hogy megfelelGen nagy Z valasztasa mellett nincs olyan
fizikai feltétel, mely biztositana, hogy az n = /1 — é gyok alatt pozitiv szam alljon. Vizsgaljuk

meg, mit mondhatunk a palyaegyenletrél ebben az esetben! Ehhez térjiink vissza oda, ahol el&szor

OPontosabban: mivel 3 rogzitett, az o — 0 (F — o0) hatéreset azt jelenti, hogy a részecskét centralisan 16jiik be
a potencialba.
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elvégeztiik a kérdéses gyokvonast! Ez a (72) egyenlet. Kihasznalva, hogy most a f < 1 esetet
vizsgaljuk, az alabbi differencialegyenletet kapjuk:

d —1 R\1? 1 ) 1 ) ) —1 R\?
— | —— = = = 1—a*— 1— - — 94
[d<p<a(1—52) r)] aW[ mp e O Gy &4
. . T : ] —1 R
Mivel a jobb oldalon 4ll6 konstans biztosan negativ, az u(yp) = W — — valtozoban az egyenlet
a(l— r
alakja (75)-tel ellentétben:
u? = — A% + n%u?. (95)
Az egyenlet elemi modszerekkel megoldhato:
A
uly) = —chf(p = ¢o)]. (96)

Itt ¢o integracios allando, melyet az altaldnossig elvesztése nélkiil nullanak valaszthatunk. Ebbe
visszahelyettesitve u-t, A-t és n-et a palyaegyenlet

p

_ 97
"0) = o) (97)
a palyaparaméterek pedig
D=« (1 — ﬂ2) R,
e=/a?+ B2 —a2p2 és (98)
1
n = @ ]_7
ahol ) )
_me s J g e
“TE 7B_Rmc eSR_ch

A nevezének zérushelye van, ha ch(np) = 1/, tehat itt is az e < 1 jelenti a szabad mozgasokat, az
e > 1 pedig a kototteket. (Mivel € képlete ugyanaz, mint a (77) esetben, itt is az a < 1 a szabad, az
a > 1 a kotott palya feltétele.)

Van azonban a palyaegyenletnek egy szokatlan tulajdonsaga: ¢ novekedésével a koszinusz hiper-
bolikuszos taggal a nevezs (a paraméterektdl fiiggetlentil) minden esetben divergél, tehéat az r(p)
kozelit a nullahoz. Végtelen szogelfordulas utdn a palya eléri az r = 0 origét. De vajon ez tényleg
bekovetkezik véges id6 elteltével, vagy a végtelen szogelfordulas végtelen idGtartamot is jelent?

Ehhez vizsgaljuk meg a palya tithosszat! Polarkoordinatakban ds = /dr2? + r2dp? = V72 4 r2dep,
ebbe kell behelyettesiteni a (97) 7(¢) fiiggvényt. Igy a végtelen szogelfordulas alatt megtett teljes tt:

Y D £2n2sh?(ny)
o= /0 de ech(ngp) —1 \/1 * (e ch(ng) — 1)* (%9)

Az integral nem végezhet§ el egzaktul. Numerikus integralassal igazolhat6, hogy a gorbe hossza a

paraméterek minden kombinaciojara véges (szabad mozgas esetén ez gy értendd, hogy a részecskét
egy véges sugarrél inditjuk, ennek megfelelGen az integralas alsé hatara a megfelels ).

Mit jelent ez az eredmény az idére nézve? Mivel a részecske sebessége!'! (64) alapjan né a mozgés
soran, ezért véges utat biztosan véges rendszeridd alatt tesz meg. (Ebbdl kovetkezSen a sajatids is
véges.) Ezért a részecske véges ut megtételével véges id6 alatt valoban eléri a centrumot.

HA fiiggelék B részében bemutatott Marx-paradoxon kapcsan lattuk, hogy az elsé részben vazolt relativisztikus
dinamikaba a kézhiedelemmel szemben nincs automatikusan beépitve a sebességre vonatkozo felsé korlat. Ezért felme-
riilhet, hogy kiilon ellendrizni kell, hogy a sebesség nem lépi-e 4t a fénysebességet a mozgas sordn. Mivel azonban arrol
a specialis mezdrél van szo, amelyben a tomeg allando, ezért ezt a kérdést minden relativisztikus dinamikéaval foglalkozo
konyv részletesen targyalja, és negativ valaszt ad.
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Vizsgaljuk meg részlete-
sebben annak 8 < 1 feltéte-
1ét, hogy a centrumba spiré-
loz6 palyék lépjenek fol! A
feltétel nem tartalmazza a-
t, tehat nem fiigg az energi-
atol, hogy fellép-e ilyen pa-
lya. Léattuk, hogy az im-
pulzusmometnum legkisebb
értéke h, ezért csak Z >
137 esetén lehetséges, hogy
B kisebb legyen egynél. Egy
ilyen adott Z mellett az im-
pulzusmomentumra a j <
Ze?/c feltételnek kell telje-
siilnie. Jeldljiik a finomszer-
kezeti allandot p-vel (hogy
ne tévessziik ossze az a-val);

ezzel a feltétel:
j < Zuh. (100)

Az eredményem tehét a
kovetkez. Ha vesziink egy

Vektormezé
A rendszerid§, a sajatidé, az Ut és a sebesség a sugar reciprokanak fiiggvényében
a=1.8;8=0.1; p=1.78; e = 1.79; n=9.9499

—— t[rendszeridd] |
T [sajatidd]

— s [ut]

—— v [sebesség]

4

6 8 10

1/r [a sugéar reciprokal

13. 4bra. A rendszeridd, a sajatids, az ut és a sebesség a sugér reciprokanak

fiiggvényében egy bespirdlozo kotott mozgas esetén vektormezSben (numerikusan

meghatarozott adatok). A részecske véges ut megtétele utan, véges rendszerids és

sajatids alatt beér a centrumba. A részecske sebessége a centrumhoz kozeledve

kozelit a fénysebességhez.

Z < 137 rendszami atommagot, a palyak a (77) Sommerfeld-féle elektronpalyak, amelyek az ott leir-

takban kilonboznek a Kepler-féle ellipszisektdl és hiperbolédktol. Ha azonban egy Z > 137 rendszamu

atommagot vesziink, akkor minden j < Zuh impulzusmomentumi elektron bezuhan a magba, fiig-

getleniil az energiajatol. Ez azt jelenti, hogy nemcsak a kotott, hanem a szabad részecskék (amelyek

kezddsebességének radialis vetiilete befelé mutat) is bespridloznak az origoba, ha az impulzusmomen-

tumuk a Zuh korlat alatti (annak ellenére, hogy elég energidjuk volna a végtelenbe téavozni). Ezek

az elektronok mindig véges id6 alatt zuhannak be a magba. Erdekes volna a kérdés, hogy e véges

id6 letelte utdn mi torténik az elektronnal, a modellem azonban itt érvényét veszti: sziikségszertien

valamilyen titkozés torténik a mez6t kelts forrassal (atommaggal). (100) alapjan kiszamithato, hogy

egy végtelenbdl érkezd részecskenyalab esetén a bespirdlozé palyak hataskeresztmetszete o =

Vektormezé

a=1.098; B=0.999; p=0.00; £ =1.00; n=0.0448

-10 -8 -6 -4

-2

0

R%n
-1
Vektormezé
a=0.5;8=0.999; p=0.00; e = 1.00; n=0.0448
-6 -4 -2 0 2 4 6

14. abra. Centrumba spiralozo kotott és szabad palyak vektormezsben.
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10 UJ, KORABBAN NEM ISMERT RESZECSKEPALYAK

Vektormezé Vektormez6
a=1.25;3=0.999; p=0.00; £ =1.00; n=0.0448 a=0.94; =0.999; p=0.00; £ =1.00; n=0.0448

2
4

1
2

0
0

-1
-2

-2
-4

-4 -3 -2 -1 0 1 -6 -4 -2 0 2 4 6

15. abra. Centrumba spiralozo kotott és szabad palyak vektormezSben. A részecske minden esetben végtelen
szogelfordulassal, de véges ut és id§ alatt beér a centrumba.

Ismert eredmény, hogy a klasszikus fizika Bohr-modelljében az elsd elektronpélyén keringé elektron
keringési sebessége az atommag toltésének novelésével né, és Z = 137 rendszamnal eléri (Z > 137
esetén pedig meghaladja) a fénysebességet — ami a relativisztikus kinematika allitasaival nem fér 6ssze.
Az én eredményem megmutatta, hogy a Z = 137 eset a relativisztikus targyalasban is megmarad
hataresetnek, és ef6lott az elektronok bezuhanhatnak a magba. Kiilonosen figyelemremélt6 eredmény,
hogy a relativisztikus szamitasban is megmarad ez a Z = 137-es eset mint két lényegesen kiilonb6z6
eset hatara. Vegyiink egy analog példat: a homogén F elektrosztatikus mezében mozgd m témegi és

e toltést részecske mozgasat! A klasszikus fizika mozgasegyenleteibdl kiszamithato, hogy a részecske
2

mc me
ty = o id6 és sg = %E it megtétele utan eléri a fénysebességet. Amikor elvégezziik e szamolas
e e
relativisztikus megfelelGjét, azt talaljuk, hogy a részecske sebessége
by
v(t) = m—2 (101)
1+ (€£¢)

modon kozelit a fénysebességhez. Ez azt jelenti, hogy semmi kiilonds nem torténik az sg vagy a tg
pontokban, ezek a pontok nem kitiintetettek. Ebbd&l a példabél is latszik, mennyire meglepd, hogy
az altalam targyalt esetben a Z paraméter Z = 137 értéke, melynél a klasszikus esetben a részecske
eléri a fénysebességet, a relativisztikus targyalasmoédban is megmarad kitiintetett értéknek.

A kvantum-mezd&elmélet ismert elméleti joslata, hogy egy tul nagy toltési atommag koriil viku-
umpolarizacios jelenségek 1épnek f0l, emiatt az elektronpalyak léte kérdésessé valik. Az elmélet szerint
ez Z > 137 rendszamu atommagok esetén kivetkezik be. Fz a jelenség feltételezhetGen az itt targyalt
bespiralozé mozgés kvantumos megfelelGje lehet.
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IV. rész
OSSZEFOGLALAS

A dolgozatban egy pontszerii, nyugvo forras keltette centralszimmetrikus, sztatikus Kepler-
potencialban mozgo relativisztikus pontrészecske mozgéasat vizsgaltam skalar- és vektormezé esetén. A
kovaridns mozgasegyenletek felirasat kovetGen parhuzamos targyaldsban mutattam be a mozgésegyen-
letek megoldasat, a palyaegyenleteket és a lehetséges részecskepalyakat. Az irodalomban korabban
nem szerepld, azonban 1j fizikai effektust nem tartalmazé eredmények targyalasa utan mindkét eset-
ben bemutattam a kordbbiaktol 1ényegesen kiilonb6zs, 1j fizikai jelenségeket leird részecskepalyakat
is.

Az 1. rész torténeti attekintése utédn a II. részben bemutattam Novobatzky Karoly méltatlanul
kevéssé ismert eredményeit, melyek kulcsfontontossaguiak a speciélis relativitaselmélet altalanos di-
namikijanak felépitésében. Novobatzky elmélete a Lorentz-kovarianciabol kiindulva levezeti, hogy
a testek tomege egy altaldnos négyeser§ hataséra torténd mozgés soran valtozik. Megmutattam,
hogy Novobatzky eredménye egyenes kovetkezménye Einstein Ey = mc? Osszefiiggésének. Novo-
batzky eredményeit felhasznalva felirtam az altalanosan érvényes relativisztikus mozgasegyenletet, a
relativisztikus Newton-torvény altalanos alakjat. Ezek utan Déavid Gyula eredményei nyoman bemu-
tattam a relativisztikus dinamikét kiteljesit§ variacios eljarast: a kovarians Lagrange-formalizmust,
mely mindvégig kovarians jel6léssel dolgozva elvezet a relativisztikus Newton-torvényhez, és automa-
tikusan szamot ad a Novobatzky-effektusrol.

A III. részben ezen altalanos dinamikai eredményeket alkalmaztam két specialis esetre: a nyugvo
forras altal 1étrehozott géombszimmetrikus, sztatikus potencidlban mozgd részecske esetére skalar- és
vektormez&ben. Mindkét esetben felirtam a kovarians mozgasegyenleteket. Ezutan a Kepler-potenciél
esetére szoritkozva levezettem a skaldrmezdében és a vektormezdben lehetséges részecskepalyakat, me-
lyek mindkét esetben egzakt megoldasai voltak a mozgasegyenleteknek. Bemutattam az altalanos
kotott és szabad mozgasformakat, és abrak segitségével szemléltettem a lehetséges palyakat. Megleps
szimmetriat talaltam a kotott mozgéasokra, melyet részletesen elemeztem, az eredményeimet Gsszeve-
tettem a kalsszikus esetre ismert szimmetridval. Ezek utan mindkét esetben részletesen targyaltam
részecskepalyak egy specialis, a korabbiaktol lényegesen, fizikai jellemzGiben kiilonbozd tipusat. A
skalarmez6 esetén elemeztem a taszitégémb fogalmat: ha a részecske egy bizonyos sugarnal kozelebb
keriil a centrumhoz, a témege negativva valik, és emiatt a vonzoerd kifelé mutatd gyorsulast okoz a
részecskén. Az igy kialakulo palyak a kritikus sugaron beliil (a centrumbdl nézve) mindig konvexek.
A vektormezd esetén megmutattam, hogy a a részecske mozgasat jellemz6 mozgasallandok bizonyos
kombinaci6janal a palyat leiré differencidlegyenletnek olyan megoldasa van, mely szabad és kotott
mozgés esetén egyarant a centrumba spirdlozo palyat ad. Ekkor a részecske végtelen szogelfordulas,
de véges id6 alatt bezuhan a centrumba.

A késsbbiekben a kutatast (a Marx-paradoxon részletes vizsgalata mellett) két f6 iranyban sze-
retném folytatni: egyrészt szeretném targyalni az e dolgozatban bemutatott mozgasok kvantumos
megfelelGjét, masrészt szeretném hasonlé modszerekkel vizsgalni ugyanezen mezSkben a nem Kepler-
jellegti potencidlban, illeve a més tenzori rangit mezSkben mozgd részecske esetét.
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A A TOMEGROL

V. rész

FUGGELEK

A. A tomegrol

A.1. Einstein gondolatkisérlete az £, = mc®> képletrsl

Alabb ismertetem a gondolatkisérletet, mellyel Einstein 1905-ben levezette az Eq = Mc? képletet
[9]. Nyugodjék egy M tomegl, Ep belsS energiaju test a K inerciarendszerben felvett Descartes-
koordinatarendszer origojaban. Bocsassunk a z és —z irdnyokbol két egyforma hullaimcsomagot a
testre, melyeket az teljesen abszorbedl. A Maxwell-egyenletek alapjan az egy-egy hullamcsomag
€ energidja és P = (0,0,+P) impulzusanak z komponense kozott fennall az € = cP Osszefiiggés.
Vizsgéljuk az elnyelési folyamatot az eredeti K és egy ahhoz képest v = (—v,0,0), v < ¢ sebességgel
mozg6 K’ inerciarendszerbdl. A v < ¢ nemrelativisztikus hatareset kovetkeztében a test impulzusat
a p = Mv képlettel szamithatjuk.
Mivel K-ban a hullamcsomagok altal atadott

. Y LY impulzusok 6sszege nullvektort ad, ezért K-ban
a test a folyamat sordn nyugalomban marad. Az
% elnyelés kovetkeztében a test energidja AFEy =

2e-nal né.

K'-ben az energiavaltozas ugyanennyi. A

'—"v 16. abrardl leolvashato, hogy ebben a rendszer-

ben a hullimcsomagok altal atadott Gsszimpul-

% § zus AP = (Q%P,0,0). A test sebessége azon-
ban a folyamat soran végig v, hiszen a test K-

X' ban nyugalomban marad. Ezért a test impulzusa
7 csak tgy novekedhet, ha tomege AM = 2%-vel
16. abra. A folyamat K-ban és K’'-ben. K-ban a test né. AEy és AM képletét egybeirva adodik, hogy
nyugalomban van a folyamat soran, mert az atadott

. a test tomegének és belsG energidjanak megval-
dsszimpulzus zérus. K’'-ben a test v sebességgel mozog, & la) g

ezért a hullamcsoamgok v/c szogben érkeznek ré, igy az tozasa kozott fenndll a AEy = AMc? Osszeflig-
4tadott impulzus AP = (22 P,0,0). Hraské Péter abraja. gés. Mivel a termodinamika toervényei szerint a
belsGenergia-véltozassal jard allapotvaltozés fiig-
getlen attél, milyen moédon kozoltiink energiat a testtel, az Osszefliggésnek minden belsGenergia-
valtozasra érvényesnek kell lennie. Némi tovabbi elmélkedéssel belathato, hogy a tomeg és a bels6
energia megvaltozasara felirt osszefiiggésnek deltak nélkiil is igaznak kell lennie, tehat Ey = Mc?.

A gondolatkisérletben v < ¢ hataresetben dolgoztunk, ezért az eredményiink 1aj feltételt szab a
newtoni mechanika alkalmazhatésagara: nemcsak a v < c-nek kell teljesiinlie, hanem a belsGenergia-
valtozésnak is elhanyagolhatonak kell lennie. Szintén fontos kivetkezménye a gondolatmenetnek, hogy
érvényteleniti a tomegmegmaradas torvényét: mivel a bels§ energidra nem vonatkozik megmaradasi
tétel, igy a tomegre sem.

A.2. A dolgozatban hasznalt jelolések és tudnivalok a tomeggel kapcsolatban

Ahogy a dolgozat f6szévegében, az A.1. gondolatkisérlet soran is M-mel jeldltem a test tomegét.
A dolgozat elején hasznalt m-t6l valdé megkiilonboztetéssel azt hangsilyozom, hogy a testek tomege a
relativitaselmélet szerint a klasszikus fizikaban megszokottol eltérd médon nem konstans. A dolgozat
késébbi részeiben M (1) a testek tomegét jeloli és a sajatids fiiggvénye, m pedig a test egy specialis
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B A MARX-PARADOXON

allapotban (jellemzden a végtelen tavoli pontban vett) tomegét jeloli, mely definicioja szerint konstans.

Az A.1. gondolatkisérlet azért is rendkiviil intuitiv, mert a nemrelativisztikus hatareset miatt a
klasszikus fizika tomegfogalmat hasznélja. Ezzel ramutat, hogy — a dolgozatban is hasznalt — tomeg-
fogalom (a p* négyesimpulzus abszoltutértéke) makroszkopikus testekre minden esetben azt a mennyi-
séget adja, amelyet a mérleg mutat; illetve arra, hogy ennek a tomegfogalomnak semmi koze a fizikai
mennyiségek némely ismeretterjesztd konyvben szerepls, mozgdst tomeg elnevezésti kombinécidjahoz.

B. A Marx-paradoxon

A speciélis relativisztikus kinematika meghatérozé eredménye, hogy nem enged meg olyan mozgé-
sokat, amely soran a test sebessége atlépi a fénysebességet. Ennek ismeretében alapvetd elvaras volna
a relativisztikus dinamikéval szemben, hogy automatikusan tartalmazza ezt a korlatot: ne engedjen
meg olyan mozgasokat, amely sordn a sebesség atlépi a fénysebességet. Mutathaté azonban olyan
négyeserd, melynek hatasara a test atlépi a fénysebességet. Marx példaul megmutatta, hogy egy ®
skalarmez6hoz a tomege 1/M reciprokéaval csatolt részecske mozgasegyenlete harmasmennyiségekkel

felirva a kovetkezd:
dv ct

T —ﬁV\II.

Ez az egyenlet a klasszikus fizika Newton-torvénye konzervativ mezében. Ezért a mozgasegyenlet
megoldasa megfelel§ mezd esetén biztosan lehet olyan, hogy a test sebessége atlépje a fénysebessé-
get (példaul homogén mezs esetén a gyorsulds konstans). A relativitdselmélet irodalmaban [2, 3|
megtalalhato egy mésik példa is ilyen esetre: ha a K* = eFkimpa WUy UpUg Négyeserdt egy megfele-
16 szimmetriatulajdonsagokkal rendelkezs F¥™P? stindexes tenzor hozza létre a négyessebességhdl,
megfelels inerciarendszerben a test gyorsulasa konstans. A formalisan relativisztikus, szintaktikusan
helyes egyenletek kore tehét nem egyezik meg a relativitaselmélet kinematikidja altal megengedett
egyenletek korével. Ezt a paradoxont nevezziik Marx-paradoxonnak.

E két példa bizonyitja, hogy ha a relativisztikus dinamika nem tartalmaz egy megfelel6 beépi-
tett feltételt a négyeserd megengedett lehetsége alakjara, biztosan nem tartalmaz korlatot a sebesség
maximumaéara. Ezért a 3. fejezetben felvazolt, tankonyvekben szerepl§ relativisztikus dinamika biz-
tosan nem tartalmaz olyan korlatot, amely biztositana, hogy a testek sebessége ne léphesse at a
fénysebességet.

Az 5.2. alfejezetben megéllapitottam, hogy a kovarians Lagrange-mechanikab6l nem vezethetd
le akadrmilyen négyesers, mert a négyeserének ki kell elégitenie a (26) egyenletet. Ezért érdemes
megvizsgalni, vajon a (26) feltétel (kiegészitve azzal a megkotéssel, hogy a hatasnak valdosnak kell
lennie) kizarja-e az olyan négyeserdket, melyek hatéséra a test sebessége atléphetné a fénysebességet.
Ezzel kapcsolatban vannak részeredményeim, am a kérdés nem tekinthets lezértnak.
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VI. rész
SZEMELYES MEGJEGYZESEK

Eztton szeretném megkoszonni Cserti Jozsefnek a témavezetsi munkajat. Szeretném megkoszonni
Dévid Gyuldnak a kozos kutatémunkat, a kutatdsom sorédn kapott sok-sok tudoményos és technikai
segitséget, valamint a torténeti részek pontos leirasat. Szintén szeretném megkoszonni Hraské Péter
Tanar Ur kifogyhatatlan lelkesedését és kivancsisagat a fizika legszebb teriilete: a relativitaselmélet
irant — melybdl talan sikeriilt ellesnem egy keveset a személyes beszélgetéseken és a Tanar Ur munkait

tanulményozva.

P eti. Ez a széveg rélad is szol. Miota meghaltal, te jutsz eszembe a gondolatok,
mondatok sziinetében, ott vagy a szavak és a betiik kizott, csendben figyelsz a lap
szélén, a csiicsokben: benne vagy a szovegben. A raktdr / eldtt poros ldimpa ég. /
Csak ldtszik, nem vildgit, / ilyen az ész, ha dhit.” Kedves baratom, sohasem feledlek.
Nagyon hianyzol.
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