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Kivonat

Ebben a dolgozatban megmutatjuk, hogy a bels§ dinamikahoz képest nem elhanyagolhaté idgskalaval
rendelkez6 paramétervaltozésnak kitett mechanikai rendszereket tekinthetjiik tigy, hogy keresztiilmennek
a sajat klimavaltozasukon. Mivel az ilyen rendszerek altaldban kaotikusak, adott pillanatban sok lehet-
séges allapotuk lehet, igy az id6fejlgdésiiket - a valodi klimahoz hasonléan - kiilonb6z6 kezdsfeltételekbsl
inditott parhuzamos dinamikai id&fejlédések sokasaganak segitségével kovethetjiik. Ennek a szemléletnek
a segitségével, a sokasagbol szamitott atlagokkal lesziink képesek leirni a rendszer pillanatnyi allapotat.
A moédszert harom tipust rendszeren mutatjuk be: (i) gerjesztett disszipativ és (ii) Hamiltoni, valamint
(iii) gerjesztetlen disszipativ rendszereken. Megmutatjuk, hogy legmegfelel6bb leiras a kiindulasi sokasag
megfelel6 megvalasztasaval érhets el; ez a valasztas csak a gerjesztett disszipativ rendszerek (i) esetén
tetszGleges, a gerjesztett Hamiltoni (ii) esetben a stacionérius fazistér KAM toruszait vagy kaotikus tar-
tomanyait, mig a gerjesztetlen disszipativ (iii) esetben a strloddsmentes fazistér KAM téruszait érdemes
valasztani. A valasztott sokasag idéfejlédésének pillanatképeken valé abrazolasa remekiil illusztralja a fa-
zistérben végbemend valtozasokat, igy mint a kdosz er6sodését, gyengiilését, vagy eltiinését. Kimutatjuk
tovabba egy Smale 16patké struktira (kaotikus nyereghalmaz) jelenlétét mindharom esetben, melynek az
eltiinése a kdosz megsziinésének geometriai jele. A kaosz er@sségének mérésére az idofliggs sokasédgban
megfelels eszkoznek bizonyul az tn. sokasagatlagolt paronkénti tavolsag, amely gorbéjének a meredeksége
egy pillanatnyi Ljapunov-exponensnek tekinthetd, zérus értéke pedig a kiosz megsziinését jelzi. Illuszt-
rativ példaként tipikusnak tekinthets alacsony dimenziés bistabil rendszereket hasznalunk, melyekben
csokkend gerjesztést alkalmazunk az (i, ii) esetekben, hogy fenntartsuk az analogiat a (iii) esettel, ahol a

gerjesztés hidnya miatt a teljes energia folyamatosan csokken.
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1 Jénosi Déniel

1. Bevezetés

Napjaink egyik legrelevansabb, mindenki altal tapasztalt jelensége a klimavaltozas. A tudomanyos hattér
szerint az iiveghézhatasi gazok és aeroszolok altal keltett valtozasok az atmoszféra Gsszetételében az atlagos
felszini hémérséklet évtizedek Ota tartdé emelkedéshez vezettek, ahogyan az neves forrdsokban, mint pl. az
IPCC jelentésében is olvashaté [70]. Az tn. sarkkori erdsitési mechanizmus [14] nagyobb hémérsékletemel-
kedéshez vezet a sarkkori régidban mint mashol, mivel az 6ceani jég olvadéasa az albed6 csokkenéséhez vezet.
Mindezek miatt egy monoton cs6kkenés figyelhet6 meg az egyenlits és a sarkok kozotti hdmérsékletkiilonb-
ségben.

Az atmoszféra és az 6ceanok dinamikaja turbulens, ezért a klima kdosz-szert tulajdonsagokkal rendelkezik
és kiszamithatatlan [16,20,39], a "kaotikus attraktora" azonban magas dimenzidja, ezért lehetetlen abréazolni,
és kiterjedését a kiszamithatatlansag mértékeként kezelni. Kvalitativ szemlélettel annyit mondhatunk, hogy
szamos lehetséges allapot 1étezik, és stacionarius esetben a klima parhuzamos allapotairél beszélhetiink. Ez
a kép segit megérteni a belsé vdltozatossdg fogalméat, ami a klimatudoméanyban a kdosz szinoniméjaként
hasznalatos [70]: a dinamika kaotikus természete miatt adott pillanatban sok megengedett allapot létezik,
akkor is, ha egyszerre csak egyet tudunk megfigyelni. Eves periodicitasi, stacionarius klimaban ezek az
allapotok mindig ugyanazok az év egy adott napjan.

A klimavéaltozas azonban aperiodikus gerjesztés kovetkezménye, ilyen példaul a sarkok és az egyenlits
kozotti hemérsékletkiilonbség, vagy a COo koncentracio, amelyek évente nem elhanyagolhaté mértékben val-
toznak. A kutatok korében az utobbi idGben terjedd nézet, hogy az éghajlatot megengedett klimatorténetek
halmazaval, parhuzamos klimarealizdciokkal érdemes jellemezni, melyet pdrhuzamos klimdk elméletének ne-
veznek [33,73]. Az idéfliggd belss valtozatossag megfeleld leirasa eszerint akkor lehetséges, ha a megengedett
forgatokonyvek teljes tarhazat figyeljiik, ami szamos idéfejlédés egyideji megfigyelését jelenti egyazon fizikai
rendszerben. Mas szoval, olyan palyak sokasdgdt kell figyelembe venni, amelyek csak a kezdéfeltételeikben
kiilonboznek egyméastol. Megjegyzendd, hogy ez a sokasag rovid id6 utan fiiggetlenné valik ezektdl a kezdsfel-
tételektsl. A rendszer pillanatnyi allapota a sokasagrol egy adott idSpillanatban készitett pillanatfelvétellel
jellemezhets, igy a pillanatkép szemlélet (snapshot view) kifejezés szintén hasznalatos.

Ez a fogalom a dinamikai rendszerek elméletében sziiletett meg a nemautoném dinamika megértésében
elért fejlédés részeként. Az elsé ilyen iranyu cikk [68] egy érdekes tulajdonsagra hivta fel a figyelmet: egyet-
len palya a leképezésen elmosodott megjelenéshez vezet, mig az azonos folyamatnak kitett palyak sokasaga
strukturalt mintazatot ad. Ennek a sokasaghoz kapcsolodé mintazatnak, a snapshot kaotikus attraktornak
allandoan valtozik az alakja, ellentétben a hagyomanyos kaotikus attraktorokkal, amelyek idéfiiggetlenek,
ha periodikus gerjesztés esetén stroboszkopikus leképezésen figyeljiik [61]. A snapshot attraktorok fogalmat
szamos 1d6fliggd fizikai jelenség megértésére hasznaltak (lasd pl. [26,41,51-53, 60,69, 75, 78]). Idékozben a
matematikai szakirodalomban felmeriilt egy kapcsolodé fogalom, az un. pullback attraktor, amely az id6-
tengely mentén elhelyezkeds Gsszes snapshot attraktor unidjara utal [13,49]. Ezeknek az elképzeléseknek a
terjedését felgyorsitotta az, hogy a klimadinamikaban valo jelentGségiiket a pullback attraktorok nyelvén ujra
felfedezték, t6bb mint 10 évvel ezelstt [8,22,24,25]. Kés6bb az is vilagossa valt [18,42,64,65] hogy az éghaj-
latvaltozassal Gsszefliggésben nem a zajszeri gerjesztés, hanem a paraméterek folytonos eltolodasa a relevans,
ezért a determinisztikus snapshot attraktorok idébeli alakulasa ragadja meg a klimavaltozas 1ényegét.

E tanulményok fontos kovetkezménye, hogy a kaotikus attraktorok hagyomanyos "egyetlen trajektoria"
szemlélete nem egyenértékii a "sokasag" szemlélettel [19], és a két megkdzelités koziil a sokasag alapt pilla-
natkép szemlélet az, amely alkalmas a valtoz6 éghajlat hii statisztikai lefrasara. Ennek oka, hogy a sokasag

természetes valdsziniségi eloszldst is képvisel a snapshot attraktoron, és az atlagokat ezen az eloszléson érde-
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mes venni minden pillanatban.

A pillanatkép szemlélet alapvetd jellemzsi a kovetkezSkben foglalhatok Gssze:

e nemautoném rendszerekben a végtelen ideji hatarérték értelmetlen, mivel a modellek egy id6 utan
elhagyjak az érvényességi tartomanyukat, csak véges ideji megfigyelések lehetségesek, ahogy ezt az

altalanos idofiiggéségti aramlasok kapesan korabban mar hangsilyoztak (lasd pl. [28]),

e az egyetlen trajektorian alapul6 kovetkeztetések nem megbizhatdak, mivel az ilyen palyak hosszu tavon

kiszamithatatlanok, és igy nem reprezentativak,

e a sokasag tulajdonsigai ezzel szemben teljesen kiszamithatoak (Gsszhangban a kaotikus rendszerek

altalanos tulajdonsagaival [72]), beleértve a valoszintiségi eloszlasokat is,

e a rendszer pillanatnyi jellemzése lehetévé valik, az idébeli dtlagok hasznalata teljes mértékben elkeriil-
heta,

e egyszerti mod kindlkozik egy id6ben valtozo rendszer bels6 valtozatossaganak elemzésére, példaul a

sokaséag pillanatnyi valoszintiségi eloszlasanak statisztikai mennyiségei segitségével.

Ezt a megkdzelitést mara széles korben alkalmazzak a klimatudomanyban, és a kiterjedt sokasigok altalano-
san hasznalt eszk6zzé véaltak az éghajlatvaltozas kiillonbozé jellemzsinek szamszertsitésére [2,15,29,47,56,66],
olyanokra mint példaul a térbeli mintazatok és korrelaciok, ugynevezett éghajlati tavkapcsolatok [5,23, 30,
30-33,77]. A klimavaltozas konkrét példajaban a pillanatkép szemlélet egyenértékiien megfogalmazhato a
parhuzamos klimak elméleteként [33,73]. Kvalitativ szempontbol a Fold-rendszer szamos maéasolatat kép-
zelhetjiik el, amelyek kiilonboz trajektéridkon mozognak, mikdzben ugyanazoknak a fizikai torvényeknek és
gerjesztéseknek vannak kitéve.

Jelen dolgozat célja annak hangsulyozésa, hogy a klimatudomanyban felhalmozott ismeretek atviheték
a klasszikus mechanikaba, azon beliil a dinamikai rendszerek elméletébe, mivel a nemautoném rendszerek
szamos jellemz&je tovabbra is feltarasra var. A megkozelitésnek tovabbi jelentGséget ad az a tény, hogy a
mechanikai rendszerek gyakran paradigmatikus jellegtiek, és igy nagyszert modelleket szolgaltatnak a bo-
nyolultabb rendszerekhez. Napjaink éghajlata tulajdonképpen nem maés, mint egy olyan rendszer, amely
els6 kozelitésben egy id6fiiggs, aperiodikus kiilsé gerjesztésnek van kitéve. Az idGskéla, amelyen a gerjesztés
amplituddja monoton valtozik, nem sokkal kisebb, mint a rendszer alapvetd bels6 iddskalai a paraméterdrift
nélkiili esetben. Egy valds éghajlat esetében ez az alapvetd bels6 idGskala lehet pl. egy év. Ennek alapjén azt
mondhatjuk, hogy egy mechanikai rendszer klimavdltozdson megy dt, ha olyan monoton (vagy szakaszosan
monoton) paramétervdltozdsnak van kitéve, amelynek iddskdldja a belsé dinamikdhoz hasonld. Ha a rend-
szernek tobb iddskalaja van, mint ahogy a valds klimanak is, akkor a paraméterdrift idéskalajanak tavol kell
lennie a szélsGséges esetektdl, vagyis az adiabatikusan lasst valtozastol vagy a hirtelen ugrastél. A monoto-
nitast azért irjuk eld, hogy hangstlyozzuk a napjainkban tapasztalhaté klimavaltozéassal valé hasonlésagot,
mig altalanosabb kontextusban ez a megkotés akar el is hagyhato. Egy nemrég megjelent cikk [62] szerzsi
hasonl6 értelemben beszélnek egy rendszer klimajanak alakulasarol, megengedve azonban a nem monoton
paramétervaltozast (bar atlagosan adott trend mellett), mint ahogyan a paraméter hirtelen ugrasat is.

A mechanikai rendszerek kozott az idében valtozo amplitudoval gerjesztett nemlineéris oszcillatorok mu-
tatjak a legkOzvetlenebb analogiat a klimavaltozassal. Az éghajlat szezonalitasa megfelel a gerjesztés perio-
dikus komponensének, mig az id6ben véltozo amplitadé a légkori széndioxid-koncentracié valtozasaval, vagy
a sarkok és az egyenlit§ kozotti hGmérséklet-kontraszt valtozasaval analog. Az ilyen rendszerek esetében at-

vehetjiik a klimatudomanyboél megtanult fontos Osszefliggéseket. Az altalanos rendszer dinamikaja kaotikus
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jellegti, de kiils6 id6fiiggéssel is rendelkezik, és mivel a standard kdoszelmélet eszkozei, mint pl. a periodikus
palyak elmélete [12], csak stacionarius rendszerekre vannak definidlva, ezek nem hasznalhatok paraméterdrift
jelenlétében. Az ilyen rendszerek azonban szamos megengedett allapottal, azaz bels§ véltozatossaggal ren-
delkeznek, amelyek id6fiiggése leirhato egy sokasdg kovetésével, azaz a pillanatkép szemlélet elfogadasaval. A
statisztikai mennyiségek, mint példéul atlagok vagy momentumok, a sokasig altal meghatarozott természetes
eloszlas alapjan definidlhatok, és ezek valdban idéfiiggéek. Ha egy megfoghato képet szeretnénk képzelni a
pillanatkép szemlélet mogé, akkor beszélhetiink a rendszerek pdrhuzamos dinamikai iddfejlédésének elméle-
térdl, a parhuzamos klimak elméletének analogidjara. A kozelmultban ebben az irdnyban tett erdfeszités
a pillanatkép szemlélet alkalmazasa a valtozo kornyezeti feltételek mellett kialakulo jarvanyok [50], aperi-
odikusan gerjesztett Hamiltoni rendszerek [37,38], atbillenési jelenségek [7,46], és valtozo intenzitasu nyilt
aramlasok advekciojanak [76] vizsgalataban.

A pérhuzamos dinamikai id6fejlédések elmélete a dinamikai rendszerek szamos agaban alkalmazhato. Mi

ezt a kovetkez6 harom tipussal illusztraljuk:

- (i) Paraméterdriftnek kitett gerjesztett disszipativ rendszerek (2. szakasz). Mivel a Fold-rendszer
dinamikaja disszipativ, a klimatudoméannyal val6 analogia ebben a tipusban a legerdsebb (bar a térbeli
jellemzdk nem jelennek meg). Itt egy, kezdetben a fazistér nagy teriiletére kiterjedt sokasag fejlédését kovetjik
idében. Ez jellemzGen exponenciélisan konvergél a snapshot attraktorhoz, amely idében fejlédik. Miutan
a snapshot attraktorhoz valé konvergencia megtortént, meghatarozhatok statisztikai atlagok, mint példaul
Ljapunov-exponens jellegii mennyiségek. A dinamika egészen kozel megsziing gerjesztésekig kovethetd, és igy
a kdosz kihalasanak kérdése [44] is vizsgalhato.

- (ii) Nemadiabatikus paramétervaltozasnak kitett gerjesztett Hamiltoni rendszerek (3. szakasz). Az
ilyen rendszerekben nem léteznek attraktorok (a rendszer nem felejti el a kezddfeltételeit), azonban a kli-
matudoménybél levont tanulsdgokat itt is érdemes atvenni, azaz itt is trajektoriasokasdgok kovetésére van
sziikségiink. Egy kiterjesztett sokasag megfigyelése a dinamika strukturalatlan képéhez vezetne. Az egy-
értelmi jellemzéshez olyan specialis alsokasdgok bizonyulnak hasznosnak, amelyek a stacionérius fazistér
KAM-téruszainak felelnek meg. Az id6 elérehaladtaval ezek a sokasagok minden pillanatban més-mas alakot
vesznek fel, ezért ezeket snapshot (pillanatkép) téruszoknak nevezziik. A toéruszokon kiviil id6fiiggs kaotikus
tartomanyok is léteznek, amelyeket snapshot kaotikus tartomdnyoknak neveziink [37,38] és amelyek szintén

hasznélhatoak alsokasagként.

- (iii) Gerjesztetlen disszipativ rendszerek (4. szakasz). Ebben az esetben nincs kiilss gerjesztés, ezért végiil
minden mozgas megall, helyette a teljes energia az, ami monoton csdkken az idGben, és igy egyfajta gerjesztés
szerepét t6lti be. Minden mozgas, és igy a kiosz is, elkeriilhetetleniil tranziens, mivel azonban a tranziensek
Osszetettsége maga is valtozik id6ben, a jelenségre a dupldn tranziens kdosz kifejezést alkottak meg [10,57].
Megmutatjuk, hogy akkor tarhatoé fel effektiven a mozgas véaza, ha a surlédasmentes rendszer KAM-toruszait

hasznaljuk kezdeti alsokasagként, amelyeket aztan azonnal alavetiink a disszipativ dinamikanak.

Azért, hogy a leirast konnyen kovethetévé tegyiik, a példainkat a kétfenekid potencialok csaladjabol
vessziik. Hogy megdrizziik a hasonlosagot az energia monoton csokkenésével a harmadik példdban, a méasik
két esetet csokkens amplitidoja gerjesztéssel fogjuk vizsgalni. A modellek egyszertisége biztositja néhany
analitikus szamitas lehet&ségét is. Az els6 két esetben kihasznaljuk azt a tényt, hogy olyan mozgd pontok
azonosithatok, legalabbis perturbativ megkozelitésben, amelyek megtartjak a stabilitasi jellegiiket (hiper-
bolikus, nédus vagy elliptikus) hosszt idén keresztiill. Megmutatjuk, hogy fontos szerepet kapnak az ilyen
tipusta snapshot hiperbolikus pontok id6ben valtozo stabil és instabil sokasagai. Az instabil sokasag minden

pillanatban a snapshot attraktor kozelitésének tekinthets, mig a stabilrél kideriil, hogy az id6fiiggd vonzasi
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tartomanyok kozotti hatarvonal része. Hamiltoni esetekben mindkét sokasag a snapshot kaotikus tartomany
alkotoeleme. Tovabba az els6 két esetben megmutatjuk Smale-16patkéd tipusu struktirak, snapshot kaotikus
lopatko struktirdk [44,45,54] jelenlétét, amelyeket snapshot hiperbolikus pontok stabil és instabil sokasagai
rajzolnak ki, és bizonyitékot talalunk a létezésiikre a duplan tranziens kdoszban is. Ennek az objektumnak
a létezése, amelyet snapshot kaotikus nyereghalmaznak is nevezhetiink, kozos jellemz8je mindharom (i)-(iii)
vizsgalt esetnek, idGbeli viltozasa pedig a kdosz erdsségének valtozasat jelenti, és a kadosz kihalasanak geo-
metriai jele minden esetben a lopatko struktira, vagyis a két sokasag nagyszamu metszéspontjainak eltiinése.
Kvantitativabb szinten megmutatjuk, hogy a trajektériak paronkénti tavolsdganak a parhuzamos dinamikai
idofejlédéseken vett atlaga, az an. sokasdgdtlagolt paronkénti tdvolsdg (ensemble-averaged pairwise distance,
EAPD), egy olyan mennyiség, amely minden esetben hiien reprezentalja a kiosz erGsségét a belle szamolhatd
pillanatnyi Ljapunov-exponens értékeken keresztiil. Ez a moédszer lehetévé teszi, hogy beazonositsuk azt a

pillanatot amikor a kiosz eltiinik, gy mint az az id6pont, amikor ez a Ljapunov-exponens zérussa valik.

2. Gerjesztett disszipativ rendszerek: snapshot attraktorok

2.1. A modell

Vizsgaljunk egy paradigmatikus alacsony dimenzids példat, a periodikusan gerjesztett Duffing-oszcillatort
(lasd pl. [1,40]):

i =x—1%—2Bi+ecoswt. (1)

A gerjesztetlen ¢ = 0 eset megfelel az + = +1 minimumu kétfeneki potencidlon térténé mozgas standard
probléméjanak. Az idSegységet a linearis tag, a hosszegységet a kobos tag hatérozza meg, az w és ( értékek
pedig a dimenziétlan frekvenciat és csillapitasi egyiitthatot jelolik. Stroboszkopikus leképezést hajtunk végre,
vagyis csak a t = T'n pillanatokat tekintjiik, ahol 7" = 27/w a gerjesztési periodus, n pozitiv egész szam. Az
e coswt periodikus tag a klima kontextusdban az éves gerjesztésnek felel meg, allandd € esetén a rendszer
klim4aja stacionarius.

Az altalaban valasztott paraméterek (pl. 5 =0.125,e = 0.3, w = 1) esetén a rendszer egy tipikus kiterjedt
kaotikus attraktorral rendelkezik, és az attraktor(ok) helyének paraméterfiiggését egy komplex bifurkacios di-
agram tiikrozi [1]. Itt w = 1-et megtartjuk, de kis, 8 = 0.01 csillapitasi dllandot valasztunk annak érdekében,
hogy kis, € < 0.1 gerjesztési amplitudok esetén is érdekes dinamikat talaljunk. Ez lehet6vé teszi szdmunkra a
numerika' sszehasonlitisat az analitikus kifejezésekkel amelyeket a gyenge gerjesztés hatarértékben kapunk
néhany egyszerti palyara, melyek paramétervaltozas esetén is érvényesek maradnak (lasd a 2.2 szakaszt). Az
ebben a tartomanyban kapott bifurkaciés diagramot az 1. abra mutatja.

Dominans kaotikus attraktorok hianyaban a diagram érdektelennek ttinhet, tévedés lenne azonban arra
kovetkeztetni, hogy az amplitudo idéfiiggése esetén sem figyelheté meg kdosz ebben a tartomanyban. Ennek
oka az, hogy a szokéasos bifurkacios diagramok csak az dllandd kdosz 1étezését tiikrozik, mas képet kapunk
azonban, ha a kaosz tranziens formajat [54] is megengedjiik. Ahogy [44]-ben ramutattak, a rendszert fix
gerjesztési amplitiidok mellett jellemezd tranziens kdosz a dinamikat iranyitoé kaotikus snapshot attraktorhoz
vezethet a paraméterek valtozasa esetén. Ezért készitettiink egy masik bifurkacios diagramot, amely lehetévé
teszi, hogy hosszu élett, és igy talan kaotikus tranzienseket is lassunk. A 2. abran lathato eredmény az 1.
abran mutatott hosszi tavon megmarado6 attraktoroktol is tavol esd, elszortan elhelyezkedd pontok felhdjét

mutatja. Ez alatamasztja, hogy a gerjesztési amplitido szinte teljes vizsgalt intervalluméban vannak hossza

LA dolgozatban lathato Ssszes szimulaciéban az algoritmusok standard dupla pontossaggal mtikddnek.
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1. abra. A gerjesztett Duffing-rendszer (1) bifurkacios diagramja fix e gerjesztési amplitadé mellett. Az
attraktorok x koordinatait a stroboszkopikus leképezésen abréazoljuk (az els6 450 iteraciot elhagyva). A felss és
also egyenes agak két egyperiodust attraktor 1étezését jelzik, melyek helyzete a potencidlminimumokhoz tart
az amplitudo elttinése esetén. Ezek atfedésben vannak a narancssarga vonalakkal, amelyek a (7) egyenletnek
felelnek meg o = 0 esetén. Létezik még két tovabbi egyperiodust attraktor (hajlitott gorbék) melyek nagy
oszcillaciot képviselnek a potencidlvélgyekben, és egy nyereg-csomoéponti bifurkacioban sziiletnek € ~ 0.01-
nél. Egy harmadik kb. € = 0.05-n4l jelenik meg, és egy egyperiodusii oszcillaciét ir le mindkét potencialvolgy
koriil. Ezek a palyak és viszonylag hosszu ¢ intervallumokban 1étezs 5 és 7 periddusi attraktorok fazistérbeli
képei (folytonos idében) a kis képeken lathatok.

életd tranziensek. Hogy lassuk, hogy ezek kaotikusak-e, kiilénb6z6 rogzitett gerjesztési amplitidoknal az an.
szétszorasi modszerrel [54] meghataroztuk a mogottes kaotikus nyereghalmazt. Harom példa lathato a kis
képeken, amik azt mutatjéik, hogy a nyereghalmaz kiterjedése csdkken e csdkkenésével. Vizsgalataink arra

utalnak, hogy a tranziensek ¢ 2 0.025 esetén kaotikusak.

Bevezetjiik a paramétervaltozast oly modon, hogy az ¢ amplitudot idofiiggové tessziik: € — e(t). Ha ()
valtozasanak idéskalaja sszehasonlithato az eredeti (1) rendszerével, vagyis 1/w-val vagy 1/8-val, tovabba
monoton (vagy legalabbis szakaszosan monoton), akkor azt mondjuk, hogy a rendszer a sajat klimavaltoza-
san megy keresztiil. Mas szoval: mind az éghajlati, mind a mechanikai rendszerek idéfejl6dése érzékeny a

periodikus (szezonalis) valtozasokra és a kiils§ gerjesztés amplitadojanak megvaltozéaséra.

Vegyiink egy linearisan id6fliggs tagot, amely egy csokkend rampét képvisel, és egy zérus amplitudoja

platoban végzédik. Ezt a kovetkezs differencidlegyenlet irja le:

i=x—2%— 2B +(t) coswt, (2)
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2. dbra. Hosszu életi tranzienseket is tartalmazé bifurkacios diagram. Hasonlé mint az 1. &bra, de itt csak
az els¢ 50 iteraciot hagyjuk el. 900, —1 < x < 1 kozott egyenletesen elosztott kezddfeltételet kovettiink
mindegyik rogzitett gerjesztési amplitadé esetén. Vegyiik észre, hogy mennyivel iiresebb ehhez képest az 1.
abra. A kis képeken néhéany, a 0,03, 0,045 és 0,09 ¢ értékekhez tartozoé kaotikus nyerghalmaz lathato.

ahol
(3)

S(t) = eo—at ha t<eg/q,
0 ha t>ep/a,

és o a paramétervaltozési rdta.

Definiéaljuk tovabbé a forgatdkinyvet Ggy, mint a gerjesztési amplitadé ¢ = 0 idépontban kezd6d§ iddfej-
16dését amelyet az €9 és o paraméterek hataroznak meg, valamint a periédusok azon n szama, ameddig a
(2) dinamikat kovetjitk. Azért, hogy a rampa végpontja egy stroboszkopikos szakaszra érkezzen, a ratat agy
allitjuk be, hogy a rampa a periédus ng egész szami tobbszorosénél érjen véget, vagyis kikotjiik, hogy legyen

a =¢e9/(noT). A rampa vége utan a platon t6ltott periodusok szamat n’ = n — ng jeloli, ha n > ny.

2.2. Snapshot hiperbolikus pontok és snapshot néduspontok

Az instabil periodikus palyak a hagyoményos kiosz vazanak tekinthetSk, a kdosz azon forméjanak, amely
allando6 vagy periodikus gerjesztésnek kitett disszipativ rendszerekben jelenik meg (l4sd pl. [12,61]). Az ilyen
rendszerekben végtelen szamu hiperbolikus ciklus 1étezik, és a mozgas a periodikus palyak kozotti véletlen
bolyongéasnak képzelhetd el. Statisztikai tulajdonsagok, gy mint az atlagos Ljapunov-exponens, a ciklusok
lokalis sajatértékeinek atlagéval fejezhetsk ki.

Aperiodikus gerjesztésti rendszerekben periodikus palydk nem léteznek. Ugyanakkor egy snapshot attrak-
tor tekinthets tigy, mint végtelen szamu olyan specidlis aperiodikus palya unidja, amelyek a periodikus palyak

analdgiai abban az értelemben, hogy hosszu ideig megérzik (in)stabilitasukat, mas szoval olyan kornyezetben
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vannak, amely szintén hossza ideig (in)stabil marad. A legegyszertibb és leggyakoribb esetben az ilyen stabil
és instabil palyak a paraméterfiiggetlen eset periodikus palyaibol éroklédnek. Az ilyen, hiperbolikus jelleggel
rendelkezd pontokat snapshot hiperbolikus pontoknak (SHP) nevezziik, [37] definicioja alapjan. Megjegyez-
ziik, hogy anal6g objektumokat korabban vizsgaltak mar az irodalomban (lasd pl. [21,35,55,79]), melyeknek
a megkiilonboztetett hiperbolikus palyak, hiperbolikus kézpontok vagy mozgo hiperbolikus pontok neveket
adtak. Mi azért ragaszkodunk a snapshot kifejezéshez, hogy hangsulyozzuk, hogy snapshot-objektumok teljes
halmaza létezik minden klimavaltozast szenvedd rendszerben. Ennek megfelelgen latni fogjuk, hogy snapshot
ndoduspontok (SNP), azaz id6fiiggd attraktorpontok is léteznek, melyek a Hamiltoni hataresetben snapshot
elliptikus pontokba (SEP) mennek at.

Modelliink egyszertisége lehetévé teszi az ilyen snapshot pontok explicit meghatérozasat akkor, ha a di-
menziotlan e(t) a forgatokonyv soran kicsi, ami esetiinkben érvényes feltételezés. Egy SHP a gerjesztetlen
eset z,v = (0,0) (ahol v = &) instabil fixpontjabol 6roklsdik. Viselkedése a (2) egyenletbdl a kobos tag elha-
nyagolasaval kapott linearis egyenlet vizsgalataval érthet6 meg. Ez egy standard moédszerekkel megoldhaté
inhomogén linearis differencialegyenlet (a részleteket lasd a Fiiggelékben). Ennek az SHP-nak a fazistérbeli

koordinataira a kovetkezd kifejezést kapjuk:

x5 (t) =Am(eo — at) cos (wt + ¢p) + Bp cos (wt + 0p),
vp (t) =273 (t). (4)

Az Ay, By, ¢y és Oy paraméterek kifejezései megtalalhatok a Filiggelékben. Ez a snapshot hiperbolikus pont

a fazistér origoja koriili spirdlis gérbe mentén mozog. A stroboszkopikus leképezésen a kdvetkez6t kapjuk:

x}‘qn =Ap(eo — anT) cos ¢y + By cos Oy,

Vi =— Ar(eo — anT)wsin oy — Agacos ¢y — Brwsin Oy, (5)
egy olyan pontot, ami egyenletesen mozog egy egyenes mentén a leképezés sikjaban.

Analog modon kaphaté meg egy snapshot attraktorpont-par, avagy két snapshot noduspont (SNP) analiti-
kus kifejezése a (2) mozgasegyenlet © = +£1, v = 0, a gerjesztetlen rendszer stabil helyei koriili sorbafejtésével
(a részleteket lasd a Fiiggelékben). Az SNP-k z, v koordinataira kapjuk:

() =21+ An(eo — at) cos (wt + ¢n) + By cos (wt + 0y),
vy (t) =iy (1), (6)

a stroboszkopikus leképezésen pedig

TN, =+ 1+ An(eo — anT)cos ¢y + By cos by,

Uy, =— An(co — anT)wsin gy — Ayacos py — Bywsinfy. (7)

Az Ay, By, ¢n és Oy paramétereket szintén megadjuk a Fiiggelékben. Folytonos idében ezek a pontok
x = =1 koriili spirdlon, mig a leképezésen egy egyenes mentén mozognak. Az alkalmazott kozelités pon-
tossagat jol szemlélteti, hogy a noduspontok koordinatai a rampa nélkiili esetben (a (7) egyenlet o = O-ra
kiértékelve) egybeesnek a numerikusan meghatarozott stacionarius attraktorpontok pozicidival a teljes vizs-

galt € tartoméanyban, ahogyan az 1. abra mutatja.
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2.3. Snapshot attraktorok

Egy snapshot attraktor numerikusan nagyszamu palyanak a fazistér egy kiterjesztett részén, jellemzéen egyen-
letes eloszlasban valo elinditaséaval, majd ezen palyak sokasagénak egy adott pillanatig valo kivetésével, végiil
a helyzetiiknek ezen a pillanatképen valé abrazolasaval kaphato meg. A disszipacié miatt a sokasig expo-
nencialis modon elfelejti kezdeti alakjat és eloszlasat, ezért egy konvergencia id6 utan az eredmény a globalis
dinamikat irdnyité snapshot attraktornak tekinthets. FEzt azt is jelenti, hogy barmilyen forgatokonyvet ve-
sziink, a kiterjedt sokasag mindig ehhez a snapshot attraktorhoz fog tartani. Ahogy telik az id§, ez az
attraktor folyamatosan valtoztathatja alakjat és a rajta 1évs eloszlast.

A (3) forgatokonyv szerinti gerjeztési amplitudo valtozasanak kitett disszipativ Duffing-oszcillator dina-
mikajanak kovetéséhez N = 10* pontot inditunk a 3a abran lathat6 tartoményban, majd megmutatjuk a
sokasag alakjat néhany pillanatban a 3. dbra tovabbi panelein. Egy ettdl fiiggetlen vizsgalatunk azt mutatja,
hogy a konvergencia idg koriilbeliil 5 periodus, igy a (b)-(e) panelekben lathat6 objektumok valoban snapshot
attraktorok. A parhuzamos dinamikai id6fejlédés nyelvén ezek pillanatnyi allapotok unidjat jelentik az Gsszes
megengedett forgatokonyv mentén.

A (b) és (c) panelek alakzatai fraktalszertek, és a szokasos kaotikus attraktorokhoz hasonléan fonalasak.
Az alakzatok széles kiterjedése azt jelzi, hogy nagyszamu megengedett allapot 1étezik ezekben az esetekben,
ami szintén a kaosz jeleként értelmezhets. A klimatudoméannyal analég moédon azt is mondhatjuk, hogy a
sok lehetséges allapot jelenléte a mechanikai folyamat bels6 valtozatossagat jelzi. Bar a (d) panelen még
latszanak szalak, a pontok tobbsége mar két foltban halmozodik fel (z,v) = (£1,0) koril. Itt a fixpontok
koriili egyszerd mozgés kezd dominalni. Ez a folyamat az utolsé panelen fejez6dik be, ahol a forgatokonyv
mar ratért a nulla gerjesztés platojara, azt jelezve, hogy a snapshot attraktor két fixpontattraktorra valt szét.
A kék pontok szorasa a két kdzéppont koriil korlatozott, a belsé valtozatossag cstkken, ahogy a kéosz elkezd
kihalni.
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3. abra. A disszipativ Duffing-rendszer snapshot attraktorai. A 10* pontbol 4ll6, kezdetben az z-ben és v-ben
is [-1;1] tartomanyban lévé négyzetet alkoto kiterjesztett sokasagot (a) kitessziik az g9 = 0.1, a &~ 0.0003
(nop = 50), 8 = 0.01 forgatokonyvnek. Itt és az Osszes bemutatott numerikus példaban a frekvencia w = 1.
(b)-(e) A snapshot attraktor, vagyis a sokasag (kék pontok) alakulasa az n = 15, 30,45, 60 pillanatokban. A
teljesség kedvéért a 2.2. szakaszban meghatéarozott snapshot pontokat rarajzoltuk a megfelels estek snapshot
attraktoraira. Az (5) egyenletbdl kapott SHP és a (6) egyenletbdl kapott SNP-k piros, illetve narancssarga
szinnel jelennek meg. Az utolsé képen n = 60, vagyis a snapshot attraktor a nulla gerjesztés platdjan toltott
n' = 10 lépés utan lathato.

Az adott pillanatok snapshot pontjai szintén megjelennek a 3. abran. Figyelemre mélto, hogy a pirossal
jelolt 3, , snapshot hiperbolikus pont mindig a snapshot attraktorra esik. Megnyugtato latni, hogy még ha
maés snapshot hiperbolikus pontok nem is ismertek, legalabb az, amelynek analitikus alakjat sikeriilt megta-

lalnunk, valoban az attraktor része. A narancssarga szinnel dbrazolt zly , snapshot néduspontok kezdetben
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nem részei a snapshot attraktornak, de az id6 el6rehaladtaval a snapshot attraktor konvergalni latszik ezek-
hez az egyszerti attraktorpontokhoz ((d), (e) panelek). A zérus gerjesztés platojan x} a kétfenekd potencial

minimumanak felel meg x = +1-nél.

2.4. Snapshot attraktorok és a snapshot hiperbolikus pontok instabil sokasagai

A szokasos kaotikus attraktorokrol ismert, hogy megszerkeszthetd az 6sszes hiperbolikus ciklus instabil soka-
sdgabol. Ezek mindegyike stirtin fekszik az attraktoron, igy még egyetlen fixpont instabil sokasaga is jo, az
attraktortol szabad szemmel alig megkiilonboztethets kozelitést ad [72]. Annak kideritésére, hogy snapshot
attraktorokra is létezik-e analog tulajdonsag, elsallitjuk az x3; 5 SHP instabil sokasagat. Ezt a (2), (3) dina-
mika szerint tessziik egy rovid (dl = 0.2 hosszusagn) szakaszt kovetve, amely az SHP koriil, az atlé mentén
(ami a perturbélatlan esetben az instabil sokasig irdnya) helyezkedik el n = 5-nél. Ez a szakasz megnyulik
és meghajlik, és n — 5 periddus utan az n pillanat instabil sokasdganak kozelitését adja. Ekkorra a snapshot
hiperbolikus pont mar z7 ,-be keriilt, de még mindig a snapshot attraktor része. A 4. abran ezzel a sarga
szinnel abrazolt sokasiggal fedtiik le a snapshot attraktort (kék pontok) az n = 10, 20 és 40 id6pontokban. Az
egyezés meglehetdsen meggy6zd, és arra kovetkeztethetiink, hogy a snapshot attraktor egy adott pillanatban
kozelithets az adott pillanat instabil sokasagaval. Ezt az instabil sokasagot az z7; , SHP snapshot instabil
sokasdgdnak nevezhetjiik; bar ez az instabil sokasig x7; 5-bol indult, egytitt fejlédik az 7, mozgd SHP-vel.
Az utols6 panelen sarga szinnel mutatja a gerjesztetlen rendszer origbjanak instabil sokasagat; a kék snapshot

attraktor spiralis mintazata az orig6 instabil sokasagat kdveti, miutan elértiik a nulla gerjesztés platojat.
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4. abra. Snapshot attraktor (kék) és snapshot instabil sokasag (sarga) az g9 = 0.1, @ = 0.0003 (ny = 50),
B = 0.01 forgatokonyvben, amely megegyezik a 3. abran vizsgalttal, itt azonban az n = 10, 20, 40, 60 1épéseket
dbrézoljuk (a)-(d). A sdrga instabil sokasagot (a)-(c)-ben egy n = 5-nél dl = 0.2 hossziisdgu, xj; 5-6t dtlosan
keresztezs, 10° pontbol 4llo szakaszbol inditottuk, mig (d)-ben a szokdsos modon: egy rovid, az origot
keresztezs szakasz iteralasaval. Az (5) SHP-t (piros) és a (7) SNP-ket (narancssarga) szintén abrazoltuk.

Hasonl6 modon kaphatunk meg snapshot stabil sokasdgokat is, csak most egy x7 ,,-nél késbbi idépilla-
natbol, a mellékatlo mentén 1évs szakaszbol (a stabil sokasag irdnya a perturbalatlan rendszerben) kiindulva,
amelyet aztan a (2), (3) szerinti iteracionak vetiink ala id6ben visszafelé, az n id6ponthoz eljutva. Az igy

kapott mintazatot ezutan az n pillanatban az zj , SHP-hoz tartozé snapshot stabil sokasagnak mondjuk.

2.5. Idéfiiggsd vonzasi hatarok és snapshot stabil sokasagok

Az ba-c abrak a plato (£1,0) hosszu tava fixpontattraktorainak vonzasi tartoméanyait mutatjak szinkodolas-

sal; azonos szinek jelzik az azonos attraktorhoz vezets kezdeti feltételeket. A képek a vonzasi tartomanyokat
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kiilonbo6z6 kezdd idépontokra mutatjak ugyanabban a forgatokényvben, vagyis a rampa kiilonbozd részeihez
tartoznak. Lathatjuk, hogy ahogy a rdmpa végéhez kozeledve a kdosz gyengiilni latszik, a vonzasi hatar
simabba valik.

Az 5d-f d4brakon a vonzési hatarokat dsszehasonlitjuk a vizsgalt idgpillanatok snapshot stabil sokaségaival.
Az n id6pillanathoz tartozo stabil sokasag az ng = 50-ik periddusban egy dl hosszusagi, az origd koriili
rovid intervallubol indul a mellékatlo mentén. Azért ezt a pontot valasztottuk, mert a vonzéasi tartomanyok
mintézatait a platon eltoltott hossza id6 utan hatarozzuk meg, és a gerjesztetlen eset hiperbolikus fixpontja
(0,0). Ezt a rovid szakaszt ezutan id6ben visszafelé iteraljuk 50 — n hosszusédgban. A snapshot stabil sokasag

pontjait jelzé zdld vonalak lathatéan nagyon jél fedik a medence hatérait.?

(d) (e ®

5. abra. A (£1,0) stabil fixpontok vonzasi tartomanya. A palyakat az (a) n = 10, (b) n =25 és (¢c) n =40
lépésektdl inditottuk az eg = 0.1, o =~ 0.0003 (ng = 50), 8 = 0.01, w = 1 forgatokonyvben. A fekete teriiletek
olyan kezdeti feltételeket jelolnek, amelyek 300 idGegység alatt nem érik el egyik attraktor 10~2 kornyezetét
sem. Az als6 sorban latjuk a vonzési tartomanyokat az ugyanezen pillanatokhoz tartozo, ng = 50-t8l a (0, 0)
instabil fixpontbol inditott z6ld snapshot stabil sokasédgokkal atfedve.

2.6. Snapshot 16patké struktarak

A Smale 16patko szerkezeteket (vagy kaotikus nyerghalmazokat) altalaban mind az alland6, mind a tranziens
kiosz leglényegesebb osszetevijeként tartjak szamon [61,72]. A tetszéleges id6fliggeést esetek szakirodalma
viszonylag ritka; ilyen objektumokat azonositottak példaul random leképezésekben [54], és valtozo erdsségi

gerjesztéseknek kitett id6ben folytonos rendszerekben, mind disszipativ [44,45], mind Hamiltoni [37] esetek-

2A 2.4 szakasz végén leirtuk a snapshot stabil sokasagok létrehozasanak modszerét. Mivel azonban a (4) SHP nagy sa-
jatértékei miatt a koriilotte 1évé pontok nagyon gyorsan tavolodnak egymastol (periddusonként e2™ ~s 500 rataval), hosszabb
forgatokonyvek esetén ezt egy masik modszerrel kell kiegésziteni a numerikus megvalésitasban. Nevezetesen, néhany iteracion-
ként 1j sokasagokat kell inditani az SHP-bol, amelyekrdl azt mondhatjuk, hogy kiegészitik a meglévs snapshot stabil sokasagot. A
mi konkrét esetiinkben a forgatokdnyv minden masodik periédusaban inditottunk sokasagokat dl = 0.02 hosszusagu, a megfeleld
SHP-kon atmend szakaszokbol. Ezt a modszert az 5. és a 6¢ abrakon hasznaltuk.
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ben. Ezen feliil aperiodikus idéfiiggésti folyadékaramlasokban idében valtozo, egymasba csomoézodott soka-
sagok figyelhetGk meg, amint azt egy turbulencidval kapcsolatos kisérletben szemléltették is [55], legiujabban
pedig snapshot kaotikus nyergek megfigyelési bizonyitékairol szdmoltak be a Nap plazmajaban [11].

A l6patko szerkezetben a kaotikus nyereghalmaz pontjai ugyanazon hiperbolikus pont stabil és instabil
sokasagénak metszéspontjai. Hagyomanyos esetekben az instabil és stabil sokasagok darabjai tigy kaphatok
meg, hogy a fazistér egy xj-n dtmend atloi mentén vett kis intervallumokat iteraljuk eldre illetve hatra-
felé, azonos szamu periédusig. Ha azonban ugyanezt a modszert alkalmazzuk paraméterdrifttel rendelkezd
rendszerekre, a kapott sokasagok a paraméter, esetiinkben a gerjesztési amplitidé kiillonb6z6 értékeihez tar-

toznanak.

Tovabbi kihivas, hogy a paraméterdriftnek kitett rendszerekben figyelembe kell venni, hogy a hiperbolikus
pont id6ben mozog. A {6 probléma, hogy a sokasdgok metszéspontjainak ugyanahhoz a pillanathoz kell
tartozniuk, ami a mozgé hiperbolikus pontok (azaz SHP-k) esetében azt jelenti, hogy a pontoknak, amelyekbdol
a sokasdgokat inditjuk, kiilonbo6zd pillanatokhoz kell tartozniuk [37,44,45,54].

Megkdoveteljiik tehat, hogy a metszéspontok ugyanahhoz az idépillanathoz, mondjuk n-hez tartozzanak.
E célbol tekintsiik az n+n periddusban, az 27 , | koriili mellékatlo mentén egy rovid intervallumbol inditott
stabil sokasagot, és iteraljuk n hosszan visszafelé idében. Analdég moédon az instabil sokasagot n — 1 idépont-
ban kell inditani egy rovid intervallumon az 4t16 mentén x7; ,, 5 koriil, és ala kell vetni egy n hosszusdgu el6re
iteracionak. E sokasigok atfedésével egy snapshot lopatkd struktira jelenik meg, amely az n idGpillanathoz
tartozik. A kifejezés hasznélatat alatamasztja, hogy egy maésik n iddpillanatra a lopatkd vizualis megje-
lenése més lenne. Megjegyezziik, hogy n valasztasat a rendszer semmilyen bels6é kényszere nem hatarozza
meg. Nagyobb értékek nagyobb metszéspont halmazt eredményeznének ugyanannal az n-nél, amely azonban

tartalmazné a kisebb értékkel kapott metszéspontokat is.

A 6. abran bemutatjuk a snapshot lopatko struktarat kiilonb6zé idépontokban. Figyeljik meg, hogy a
forgatokonyv elején (e = 0.08, n = 10 az (a) panelen) a teriilet, ahol a két sokasag keresztezi egymast jelent&s
meéreti, a rAmpa kozepén (b panel) kisebb, mig ¢ = 0.02, n = 40-re majdnem eltiinik, itt a két sokasidg mar
csak néhany pontban metszi egymaést.

Hasonlb6an ahhoz, ahogyan az idéfiiggetlen lopatko szerkezetek megadjak a kéosz vazat egy stacionérius
rendszerben, azt mondhatjuk, hogy egy snapshot 16patkéd struktira jelzi a kdosz kiterjedését egy paramé-
terdriftnek kitett rendszerben. Tehat, a 6. abra alapjan azt a kovetkeztetést vonhatjuk le, hogy a kaosz
erGssége a forgatokonyv soran csokken, egészen addig, amig a nyereghalmaz csak néhany pontra redukalodik.
A kéosznak ez a megsziinése tovabbi, szamszertisithets vizsgalatot igényel, mégpedig a rendszer dinamikai

instabilitdsanak tanulméanyozaséaval.

2.7. A kadosz erGssége

A kdosz szamszertsitésére paramétereltolodasnak kitett rendszerekben tobb kiilonb6z6 mennyiséget is java-
soltak mar. Ilyenek példaul egy topologikus entropia jellegli mennyiség (tagulasi entropia) [34], a snapshot
attraktor kiterjedése vagy szorasa [44], a teljes idGintegralra vonatkozo atlagos normalt tavolsag [64], valamint
egy keresztkorrelacié alapt modszer [65]. Mi itt a [37]-ben javasolt fogalmat hasznaljuk, amely lehetévé teszi
egy, a rendszer kdoszanak leirasara szolgalé mennyiség bevezetését, amelyet pillanatny: Ljapunov-exponensnek

fogunk nevezni.

Kaotikus rendszerek dinamikai instabilitasat altaldban pontpéarok kozotti tavolsagok atlagos noévekedési
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6. abra. Snapshot lopatko szerkezet a 10., 25. és 40. 1épéseknél az eddig vizsgalt forgatokonyv szerint, ami
az e(t) = 0.08, 0.05 és 0.02 pillanatnyi amplitadoknak felel meg. Itt 7 = 5 értéket vesziink, azaz a stabil
sokasdgot (rozsaszin) xy; 5 koriil inditottuk el, és az (a) esetben n = 10-ig iterdltuk vissza, ugyanez a (b)
esetben n = 30 — 25, a (c) esetben pedig n = 45 — 40, mig az instabil idéfejlédések (zold) esetében (a)
n=>5—10, (b) n =20 — 25, (¢) n = 35 — 40. Figyeljiik meg, hogy a forgatokonyv elején a teriilet, ahol a
két sokaség keresztezi egymaést, jelentGs kiterjedésii, mig a rampa végéhez kozeledve az origd koriili néhany
pontra zsugorodik. Az (5) és (7) szerinti SHP és SNP-k (piros és narancssarga) szintén fel vannak tiintetve.

ratajaval jellemezziik [61]. Itt az atlagot a snapshot attraktor sokasdgdn értékeljiik ki:

p(t) = (Inr(t)), (8)

ahol 7(t) egy olyan pontpar tavolsaga az t id6pontban, amely kezdetben kozel volt egymashoz a sokaségban,
a zardjel pedig a sokasag felett vett atlagot jeldli.

A sokasdgdtlagolt paronkénti tdvolsdg (ensemble-averaged pairwise distance, EAPD) eredményeit az eddig
hasznalt forgatokonyvben a 7a abra legfelsé gérbéje mutatja. A sokasdg minden 10. pontjahoz egy Arg =
V2 - 10710 kezdeti tavolsagt part rendeltiink (mindkét iranyban 10719 hozzdadasaval). A gorbe kezdeti,
exponenciélis szakaszara egy piros egyenest illeszthetiink, amelynek meredeksége A = 0.50+£0.01, ami kaotikus
viselkedést jelez a forgatokdnyv elsd részében. Azonban n = 15-t6l kezdve a tavolsag névekedése lassulni kezd,
mig végiil n ~ 30-néal megall. Mivel a gérbe meredeksége pillanatnyi Ljapunov-exponensnek tekinthets, amely
itt elttinik, arra kovetkeztetilink, hogy a rendszerben 30 periddus utan megsztinik a kiosz. Ezt kovetGen lassi
csOkkenés kovetkezik, ami kdoszmentes/regularis kozeledést jelez a végss fixpontattraktorok felé. Figyeljiik
meg, hogy még a gorbe csticsa is jelentGsen kis értéken van, ami azt jelenti, hogy a forgatokdnyv soran
atlagosan nagyszami par maradt kozel egymashoz.

Az (a) panel tovabbi gorbéi a forgatokonyv késébbi idGpontjaiban inditott sokasagokkal kapott eredmé-
nyeknek felelnek meg. Ezekben az esetekben a sokasag kezdeti alakja a snapshot attraktor, amely ahhoz az n
kiindulési id6ponthoz tartozik, ahol a sokasag altal érzékelt gerjesztési amplitudo e, = ¢g — anT. A kezdeti
piros egyenesek meredekségei azt jelzik, hogy a kezdeti Ljapunov-exponensek csokkennek, az attraktorok az
eredeti forgatokdnyv egyre kés6bbi szakaszaiban egyre kevésbé kaotikusak. Mindegyik gorbe visszahajlik, és
figyelemre mélté6 moédon mindegyik n = 30 kortl éri el a maximumat, ami azt jelzi, hogy azt a pillanatot,
amikor a kdosz megsziinik, csak a rendszer és a forgatokényv hatarozza meg, mig a megfigyelés kezdetének
idépontja ezt nem befolyasolja. Az ehhez a pillanathoz tartozd gerjesztési amplitudé € = 0,04, amely vi-

szonylag kozel van 0,025-hoz, ami az az érték, amely alatt a 2. dbra bifurkacios diagramjan mar nem talalhato
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tranziens kdosz. Ez megerssiti [44] azon megfigyelését, miszerint a snapshot attraktorok megkozelitleg abban
a tartoményban veszitik el kaotikussdgukat, ahol még tranziens kiosz sem létezik a paraméterdrift nélkiili
rendszerben.

Annak a kérdésnek a megvalaszolasahoz, hogy a gorbék azonos maximuma erre a konkrét forgatokonyvre
jellemz6-e, vagy a rendszer valamilyen bels§ tulajdonsiagénak kovetkezménye, megismételjiik a szimuléaciét
ugyanabban a forgatokdnyvben, azzal a kiilonbséggel, hogy a csillapitast 8 = 0.02-re valtoztatjuk. Az
eredményt a 7b abréan figyelhetjiik meg. Mint lathato, a gorbék maximuma ismét nagyjabol ugyanaz, a helyiik
azonban most n ~ 20-ra valtozott, ahol a gerjesztési amplitudé € = 0.06. Ebbél arra kovetkeztethetiink, hogy
az ehhez hasonlo csokkend amplitudoju rendszerekben az azonos forgatokonyvvel inditott EAPD gorbéknek
azonos id6ben van a maximumuk, magét az idSpontot viszont adott forgatokonyvben a csillapitasi egytitthato

hatarozza meg.

_ 14 ....0 3 1 8 Oo.....
h 1 6 p o.".... ........ - 20 /..... - ..0'.. ....Oo
-18 .... o esese,, —9 "“’.,“.,.."".. ........
N / / . —24
-22
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(a) (b)

7. dbra. Sokasagatlagolt paronkénti tavolsag az eddig hasznalt forgatokonyvet a rampa végéig kovetve. (a) Az
illesztett piros egyenesek meredeksége fentrdl lefelé 0,50 £0, 01, 0,43 +0, 05, 0,42 +0, 006, 0,22 +0, 008, 0,14
£0, 1, amik a snapshot attraktorok kezdeti Ljapunov-exponenseit jelentik. Figyeljiik meg, hogy minden gorbe
koriilbeliil n = 30-nal éri el a maximumat. (b) Ugyanezek a gorbék g = 0.02 esetén (a forgatokonyv Gsszes
tobbi paramétere ugyanaz). Itt a kdosz eltlinését jelz6 maximumok helye n = 20 koriil van. Az illesztett
egyenesek meredeksége fentrdl lefelé: 0.44 +0.01, 0.37 + 0.01, 0.13 £ 0.06.

3. Gerjesztett Hamiltoni rendszerek: snapshot téruszok

3.1. A modell

Ebben a szakaszban (2) disszipaciomentes (8 = 0) hataresetét fogjuk vizsgélni:
i=x— 1%+ e(t)coswt, (9)
ahol £(¢)-t (3) adja meg. Ezt a rendszert vizsgaltak pl. [27]-ben a = 0-ra és [37]-ben o # O-ra. A (9) rendszer

Hamilton fiiggvénye H(p,z,t) = p?/2 — 2%2/2 + 2 /4 — ze(t) coswt. A gerjesztés miatt a teljes energia nem

allando, hanem rampaval rendelkezd forgatokonyv jelenlétében atlagosan csokken.
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Drift nélkiill (o« = 0) a rendszer tipikus osztott fazistérrel rendelkezik, amely kvaziperiodikus téruszok és
kaotikus tartomanyok egyiittesébsl all. A fazisterek altalanos kinézete az gy gerjesztési amplitudotol fiige;

ahogy ennek az értéke csokken, tigy csokken a kaotikus tartomany mérete is, ahogyan azt a 8. abra szemlélteti.

8. abra. A stacionarius (o« = 0) Hamiltoni Duffing-oszcillator (9) fazistere stroboszkopikus leképezésen
abréazolva kiilonboz rogzitett gerjesztési amplitadok esetén: e(t) = g¢ = 0.1, 0.08,0.04 és 0.02 az (a), (b), (c)
és (d) képeken. A trajektoridkat 41 kezdeti feltételbdl inditottuk el z-ben —2 és +2, v = 0 kozott egyenletesen
elosztva, és N = 1000 iteracion keresztiil kovettiik.

3.2. A sokasag valasztasa

Ha paraméterdrift bevezetése utan egy kiterjesztett sokasaghol indulunk ki, ahogyan az a disszipativ ese-
tekben jellemzGen torténik (lasd az el6z6 szakasz), akkor egy strukturalatlan képet kapunk, ahogyan az a 9.
adbran lathat6. Ennek oka, hogy a fazistér alapveté komponensei, a téruszok és a kaotikus tartomanyok
egyarant idofiiggdek, ahogyan azt [37]-ben kimutattak, és a kiterjesztett sokasag tilsdgosan durva ahhoz,
hogy ezeket az Osszetevlket szétvalassza. Az azonban mér ebben a fazisban is vilagos, hogy a sokasag tagjai
hosszt idén keresztiil szétszorodnak egy kiterjedt régidban, azaz erds belsé valtozatossidg van jelen az elto-
l6d6 dinamikaban. FEz a tulajdonsag a parhuzamos dinamikai idéfejlédések pillanatkép szemléletének egy

kifinomultabb alkalmazasat indokolja.

9. abra. Egy 800 pontbol allo kiterjedt sokasag fejlédése (9) szerint, amelyet a stroboszkopikus leképezés
100 iteraciojan keresztiil kovetiink az €9 = 0.1, ng = 100, a ~ 0.0002 forgatokényvben, az iteracidk szdma
n = 0,25,50,75,100 (a)-(e). A sokasag az xz-ben —2-t6l +2-ig, v-ben pedig —1-t6l +1-ig terjeds téglalapon
indul (a panel). Lathato, hogy ebben a kiterjedt sokasdgban nem jelenik meg struktaralt minta. Ennek a
forgatokonyvnek a kovetésével a 8. abra Osszes paneljén lathato stacionérius esetet végigpasztazzuk.

Erdemes ezért egy specifikusabb, a fazistér egyik alapkomponensére koncentrald alsokasagot kivalaszta-

nunk [37]. Mivel egydimenziés objektumok, és egyszertibbek, mint a kaotikus tartomanyok, vegyiik a (9)
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rendszer tdruszait o = 0-val, azaz a stacionarius fazistér toruszait, és fejlessziik Gket id6ben (9) szerint
a # 0-val. Egy alapvets effektus szemléltetésére kivalasztunk 4 toruszt, amelyek az eredeti fazistér kiillonbo-
73 régidiban helyezkednek el (a 10. abra vilagoszold gorbéi). A 9. abra els6 képével torténs osszehasonlitas
mutatja, hogy ezek a kezdeti sokasagok mennyire kiillénboznek egy kiterjesztettsl. Ezeket a sokasidgokat rovid
ideig kovetjiik, és amint a 10. &bra szemlélteti, a forgatokonyv végére mind zart gérbék maradnak, tehat
ezek a toruszok tulélhetik a paraméterdriftet. Mivel idében valtoznak, [37]-ben a snapshot torusz kifejezést
vezették be rajuk. Az a tény, hogy a toruszok zart gérbék maradnak, azt jelenti, hogy korlatozott belss val-
tozatossagi sokasagként azonosithatjuk Sket. Az is kideriilt [37]-ben, hogy az id6 elérehaladtaval a deformalt
snapshot téruszok felbomolhatnak, ami szerkezetiik hirtelen megnyulasabal kezdédik, és akkor fejez6dik be,
amikor a toéruszok teljesen bedgyazddnak a snapshot kaotikus tartomanyba. Ez a jelenség azonban ebben a

rendszerben nem figyelheté meg, a gerjesztési amplitidd csékkenése miatt.
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10. abra. Neégy snapshot torusz (szines gorbék) 2 iteracié utan. Négy kezddfeltételt zo = —0.4,0.85,1.55, 2,
vg = 0 N = 1000-szer iteraltuk (9) szerint eg = 0.1 és o = 0 mellett, kialakitva igy a vilagoszold gorbéket.
Ezutan az ezeket a toruszokat alkotd pontokat kezdeti feltételekként hasznaljuk, és az ¢y = 0.1, ng = 5,
a =~ 0.003 forgatokonyvben iteraljuk n = 2 periéduson keresztiil, ami az itt lathaté snapshot toruszokhoz
vezet. Figyelemre mélto, hogy a toruszok zart (de deformalt) gorbék maradtak.

3.3. Snapshot hiperbolikus és elliptikus pontok

A snapshot hiperbolikus - és néduspontok jol definialtak maradnak a disszipacio nélkiili (5 = 0) hataresetben
is. A (4) hiperbolikus pontok a kévetkezdre egyszertisddnek:
€0 — at 20w

L2 oo wt — (eI sin wt (10)

oy (t) =
és vy = @3 (t), a stroboszkopikus leképezésen

« _ €—aln _
xH,n = _W, UE’n = —am (11)
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A nodusok elliptikus pontokké alakulnak at, amelyeknek sajatértékei +iv/2. Ezek a snapshot elliptikus
pontok (SEP-k) (6) alapjan a kovetkezd szerint adodnak:

e — at 20w

xh(t) = £1+ oy coswt — msinwt (12)
és vy = 5(t), a leképezésen pedig
N eo—adn N 2+ w?
Ton = FE T Vb = TG (13)

3.4. A snapshot fazisportré idéfejlédése

Paraméterdrift jelenlétében érdemes mindkét alapkomponens, toruszok és kaotikus tartoméanyok idébeli ala-
kulasat is kdvetni. Ebben a szakaszban ezért nem csak a toruszokat valasztjuk kezdeti sokasagnak, hanem
a kezdeti fazistér kaotikus tartoméanyat is. Ez utobbi egy kiterjedt halmaz, amelynek alakjat azonban az
eredeti dinamika hatérozza meg, és nem mesterségesen van megvalasztva, mint a 9. abra elsé panelén. A
fazistér pillanatnyi mintazatat a forgatokdnyv soran snapshot fdzisportrénak nevezzik.

A 11. 4&bran egy ilyen esetet mutatunk be. Az (a) panel az gy = 0.1-nél 1évs stacionérius fazistér,
amelyben néhany torusz mellett egy kiterjedt kaotikus tartomany (elszort kék pontok) is lathato. A (b)
panel a rampa legels6 stroboszkopikus pillanatahoz tartozik, ahol a gerjesztési amplitudo 0.08, mig a (c)
panel az utolso el6tti eset 0.02 amplitudoval. Figyeljik meg a kezdeti toruszok deformaciéjat, hasonléan
a 10. abra jelenségéhez, és hogy a pontozott régio is mas alakot vesz fel. A kék pontok kiterjedt megjelenése
miatt az ilyen snapshot kaotikus tartoményok szignifikins bels valtozatossagu sokasagokat képviselnek. Az
elliptikus fixpontok itt SEP-kké valnak, amelyek koordinatait (13) irja le, és narancssargaval kathatoak. A (d)
panel az n = ng = 5-ik iteracio pillanatat dbrazolja. A gerjesztés ekkorra elérte a zérus abszolut amplitudot,
és innentdl kezdve ez igy is marad, ami azt jelenti, hogy a kovetkezs lépésekben a gerjesztetlen (¢ = 0)
(9) egyenletet alkalmazzuk. Az (e) panel a fazistér mintazatanak alakulasat mutatja n = 15-nél (10 platon
toltott iteracio utan). Figyeljiik meg, hogy a snapshot toruszok a két x* = +1,0* = 0 elliptikus fixpont
koriil kering6 vékony vonalakba kezdenek atmenni, vagyis kozelitéleg belesimulnak a gerjesztetlen probléma
(f panel) palyaiba.

A kék pontok halmazanak alakulasat koriiltekintGbben kell értelmezni. Az bizonyos, hogy ezek az (a)
panelen lathato6 kezdeti kaotikus tartomany képei a forgatokonyv szerint, az azonban valoszinttlen, hogy a kék
pontok mindegyike kaotikus természetd teriiletet jeloljon, mivel a platd gerjesztetlen dinamikaja egyaltalan
nem tartalmaz kdoszt. A rampéan, pl. a (b) és (c¢) paneleken a kék pontok egy része minden bizonnyal kaotikus,
és bar ennek a teriiletnek a kiterjedése és alakja szemmel nem hatarozhatd meg, varhatd, hogy a mérete az
id6 mulasaval csokken. A kdosz hidnya a platén abbol is lathatod, ha megfigyeljiik, hogy ezek a pontok a
gerjesztetlen kétfenekd potencial jol ismert palyait kezdik kévetni. A kaotikus tartoméanybol kiinduloé pontok
nagy kiterjedésébdl arra kovetkeztethetiink, hogy a szignifikins bels6 valtozatossag nem feltétleniil a kéosz
jele Hamiltoni problémakban. A kezdeti kdosz tehat vezethet nagyszami megengedett dllapot megjelenéséhez
a fazistérben még a kiosz megsziinése utan is. Az utolsé panel a gerjesztetlen rendszer tipikus fazistérbeli
palyait mutatja be annak demonstralasara, hogy az (e) panelen lathaté keveredési mintazat a gerjesztetlen
dinamika dramvonalait kezdte kévetni. A 3.5 szakaszban megmutatjuk, hogy a snapshot kaotikus tartomany

mérete megbecsiilhets az adott pillanathoz tartozé snapshot lopatkd szerkezet megszerkesztésével.
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11. abra. A snapshot fazisportré alakja egy forgatokonyv soran. (a) Az go = 0.1, N = 5000 stacionérius
rendszer a 10. abran lathatoakkal megegyezs kezdofeltételekkel, kiegészitve az zg = —0.7,0.95,1.65 harom
tovabbi torusszal és g = 0.1-gyel ami a kaotikus tartoméanyt képviseli, vg = 0 minden esetben. Az elliptikus
fixpontokat szintén abrazoltuk, narancssargaval. (b)-(d) Az g9 = 0.1, @ = 0.003 forgatokonyvvel kapott
eredmények, amelyeknél ng = 5 iteracié utén érjiik el a gerjesztetlen eset platojat. A snapshot fazisportré az
n=1(b),n=4(c) ésn=mng=>5(d) lépésekben lathato. (e) A fazisportré az n = 15-ik iteracional, vagyis
10 platon t6ltott lépés utan, n’ = 10. (f) A gerjesztetlen (¢ = 0) kétfeneki potencial fazistere.

3.5. Hamiltoni snapshot 16patké struktira

A lopatkoé megszerkesztésének elvei hasonloak a disszipativ esethez. A mi Hamiltoni problémankban 7 = 5,
és a lopatkd szerkezetet az ¢y = 0.1, ng = 50 forgatokényv szerint n = 10-re és n = 40-re konstrualjuk,
amint azt a 12. abra szemlélteti. Kiemeljiik, hogy a rdmpéan lejjebb haladva a 12b abran lathato lopatko
kisebb, mint a 12a abran. Mivel a 16patké szerkezet annak a teriiletnek a kozelitése, ahol kiosz van jelen, arra
kovetkeztethetiink, hogy ahogy a forgatokonyv egyre kevesebb kaoszt tartalmazo fazistereken halad at (vo.
8. abra), ugy zsugorodik a snapshot lopatko struktira, és igy a snapshot kdosz teriilete is. Ezért a snapshot
kaotikus tartomanyok, mint példaul a 11a-11d abréakon lathatoak (bar egy 10-szer gyorsabb forgatokényvben),
a rampa végére elveszitik kaotikus jellegiiket a legtobb pontjukra.

A 12. abra arra is magyarazatot ad, hogy toéruszok miért nem, vagy csak nagyon nehezen tudnak felbom-
lani ebben a csokkend amplitiid6ja rendszerben. Mindkét képen abrazoltunk két snapshot téruszt, amelyek

kezdetben gyakorlatilag az elliptikus szigetek szélén helyezkednek el. Vegyiik észre, hogy a (13) snapshot el-
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12. dbra. Két Hamiltoni snapshot lopatké struktira. (a) Az x3; 5 hiperbolikus pontban inditott stabil
sokasdg (rozsaszin) és az 7y 5 pontban inditott instabil sokasdg (z6ld). Mindkét sokasagot 6tszor iteraltuk
(n = 5), majd egymasra helyeztiik, igy megkapva a n = 10 iddpillanat snapshot lopatko szerkezetét, az
g0 = 0.1, ng = 50, @ = 0.0003 forgatokonyvben. (b) Az n = 40 pillanat snapshot 16patko szerkezete ugyanezen
forgatokonyv szerint. A sokasagokat ebben az esetben is 5-szor iteraltuk, igy a kiindulasi pontok z7; 45 a stabil
(rozsaszin) és Ty 35 az instabil (z0ld) sokaséag esetében. Mindkeét esetben abrazoltuk az zo = —0.4,0.85, vp = 0
kezdeti feltételek snapshot toruszait (kék), (13) SEP-it (narancssarga) és (11) SHP-it (piros). Figyeljiik meg,
hogy az (a) abran a struktira nagyobb, mint a (b) 4bran, ami arra enged kovetkeztetni, hogy a forgatokonyv
soran az a régio, ahol valodi kdosz van jelen, zsugorodik.

liptikus pontok (narancssarga) a snapshot toruszok kozepére esnek, melyek, mint lathato, alig deformalédnak
mert a l6patko, és igy a snapshot kdosz is zsugorodik, igy szinte lehetetlenné valik, hogy a snapshot téruszok

a kaotikus tartoményba keveredjenek.

3.6. A kAosz erGssége

Itt is érdemes a (8) EAPD-t hasznélni a dinamikai instabilitas jellemzésére, ezittal azonban olyan ¢ idépont-
beli pontparokra alkalmazva, amelyek t = 0-ban vagy egy torusz, vagy egy kaotikus tartomény alsokasagaban
voltak egyméashoz nagyon kozel, tehat (8)-ban a zardjel itt az ezen az alsokasdgon vett atlagot jeloli.

A 13. 4abra ezt a mennyiséget mutatja a kezdetben kaotikus sokasig idéfejlédése soran az ¢y = 0.1,
a = 0.0003 forgatokényvben, amely az ng = 50-ik iteracional éri el a gerjesztetlen esetet. A kezdeti sokasag
minden 10. pontjahoz egy Arg = /210719 kezdeti tavolsagi part rendeltiink (10719 hozzaadasaval mindkét
irdnyban). Itt, mivel kaotikus tartomanyban vagyunk, az exponencialis névekedés azonnal megindul, ellen-
tétben a felbomlas folyamatan atmend snapshot toruszokkal (lasd a 19a &brat és [37]-t). A figyelemre mélto
jellemzd§ itt az, hogy bar varjuk azt, hogy a gorbe telitésbe menjen, ez a vartnal lényegesen alacsonyabb p
értéknél torténik. A kaotikus tartomany kezdeti szélessége koriilbelill 3 egység (vo. 8d abra), ezért azt var-
nank, hogy a platé p =~ In3 ~ 1 koriil legyen, mivel a pontok tavolsaga nem lehet nagyobb, mint a kaotikus
tartomany mérete. Ezzel ellentétben, a 13. dbran a telitddést -5 koril latjuk. Ez részben azért van, mert a
forgatokonyv masodik fele a gerjesztetlen probléma platojan telik (hasonloan a 11. abra forgatokényvéhez),

ahol egyaltalan nincs kdosz. Némi enyhe novekedés itt is megfigyelhets, ami annak készonhets, hogy kozeli
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toruszokon 1év pontparok kissé eltérs sebességgel forognak, mivel a téruszok kiilonbozé csavarodéasi szammal

rendelkeznek, és igy a par idében kozelitéleg linearisan valik szét.

Vegylik észre azonban, hogy a gorbe laposodé része n = 30 koriil kezdédik, joval az ng = 50-nél 1évs plato
kezdete el6tt. Az okot az el6z6 szakasz megfigyeléseiben talalhatjuk meg: bar kezdeti sokasadgnak egy kaotikus
tartomanyt valasztottunk, a snapshot lopatkd szerkezet zsugorodésa miatt a ténylegesen kaotikus jellegi
teriilet (vagyis az a régio, ahol a kozeli pontok erGsen széttartanak) is zsugorodik, amely azt eredményezi,
hogy egyre kevesebb par képes szétvalni. Azt a kovetkeztetést vonhatjuk le tehat, hogy a kdosz az atlagos

viselkedésben koriilbeliil a 30. iteraciéonal tinik el.

0O 20 40 60 80 100
n

13. abra. Az xzg = 0.1, vy = 0 kaotikus tartomanyban mért EAPD mennyiség, amelyet 100 iterdcion keresztiil
kovettiink az g9 = 0.1, @ =~ 0.0003 (ny = 50) paraméterekkel. Mivel kaotikus tartomanyban vagyunk, a
novekedési rata rogton exponencialis, vagyis linearis az itt hasznalt logaritmikus skalan. Az illesztett egyenes
(piros) meredeksége a A = 0.66 + 0.009 Ljapunov-exponenst adja. Amint lathato, a kiegyenesedés koriilbeliil
p = —5-nél kovetkezik be, mivel a forgatokényv masodik felét a gerjesztetlen probléma szabélyozza. Az is
figyelemre mélto, hogy ez a lapos rész nem n = ng = 50-nél kezdédik, hanem sokkal korabban, ami azt jelzi,
hogy a forgatokonyv mér belépett egy olyan régioba, ahol a kdosz ereje csokken.

Hogy részletesebben megértsiik a folyamatot, a 14. dbran abrazoljuk azokat a pontpéarokat, amelyeket a
forgatokényvben kdvetiink. Azokat, amelyek Ar, = 1072-nél nem tavolodtak el jobban egymastol, "kézeli"
pontoknak tekintjiik (ezeket altalaban szemmel nem lehet megkiilonboztetni), és lilara szinezziik. Az olyan
parok esetében, ahol Ar > Ar, az egyik tag piros, a masik kék szinii, és fekete vonallal vannak Gsszekdtve. A
"nem kozeli" pontpéarok szaméat szintén megjelenitjiik. Az els§ képen n = 20, tehat az exponencialis részben
vagyunk; tiz 1épéssel kés6bb (masodik kép) a nagy tavolsaggal rendelkezs parok szama tobb mint kétszeresére

nétt, ezutan azonban az ilyen parok szama mér gyakorlatilag allando.
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14. abra. A 13. abra forgatokonyvében vizsgalt pontparok. A "kozeli" parok lilaval vannak jel6lve, mig
a tobbi kék és piros szind, és fekete vonallal vannak Osszekotve. A "nem kozeli" parok szamét a bal felss
sarokban adjuk meg. A képek a forgatokonyvet négy kiilonb6z6 lépésben mutatjak: (a) n = 20, (b) n = 30,
(¢) n =np =50¢és (d) n = 75. Figyeljiikk meg, hogy n = 30-t6] kezdve az 6sszekotott pontok szama lényegesen
lassabban névekszik, mint korabban.

4. Gerjesztetlen disszipativ rendszerek: a disszipAciémentes eset

snapshot téruszai

4.1. Magneses inga

A Duffing-egyenlet a fent leirt moédon nem képes gerjesztés nélkiil kaotikus viselkedés leirasara, mivel a fazis-
tere csak kétdimenzios. Hogy megértsiik, hogyan jelenhet meg a kiosz gerjesztetlen disszipativ rendszerekben,
a jol ismert magneses inga példajat vessziik alapul, amelynek mozgasa négydimenzios fazistérben irhato le. A
korabbi, gerjesztett esetekkel vald Osszehasonlitas kdzvetett: itt a rendszer energiaja az, ami idében valtozik,

és pillanatnyi értéke a Duffing-rendszer pillanatnyi gerjesztési amplitudojanak analogiajaként tekinthetd.

A harommagnes probléma széles korben hasznalt a kdosz, pontosabban a tranziens kaosz példajaként (lasd
pl. [10,57,63,72]). Ugyanakkor [57]-ben kimutatték, hogy ez a rendszer mégsem a szokésos tranziens kdoszt
mutatja, mivel a tranziensek jellege is valtozik idében, ezért a dupldn tranziens kdosz elnevezést javasolték az
ilyen esetek jellemzésére [10,57-59]. Ujabban a duplan tranziens kéosz tovabbi jellemzéit is felfedezték [43],
amely megfigyeléseket itt egy olyan rendszerre alkalmazzuk, amely kiilondsen jol illeszkedik jelen dolgozat

szellemiségéhez.

A Dulffing-egyenlet bistabil jellegének fenntartasa érdekében két azonos magnest hasznalunk az ingankhoz.
A rogzitett magnesek vizszintes sikja f6l6tt egy radhoz rogzitiink egy vasgolydt, amelyet mindkét méagnes vonz.
A golyora a gravitacio, a vonzo méagneses erdk, és a légellelallas hat. Az egyszertiség kedvéért feltessziik, hogy
az inga rudja hosszii a magnesek kozotti tavolsaghoz képest, ami lehetévé teszi, hogy a golyd dinamikijat
teljes egészében egy sik (x,y) koordinataival irjuk le, és kihasznaljuk a kisszogii kozelités elényeit: az inga
x,y sikban térténd lengését egy wy sajatfrekvenciaju harmonikus oszcillatorként kozelithetjiik. Feltételezziik

tovabbé, hogy a magnesek sikja d tavolsagban fekszik e sik alatt.

A [63,72] hivatkozéasok alapjan, az egyszertiség kedvéért tegyiik fel, hogy a golyd és a magnesek kozott

egy inverz négyzetes kolcsénhatési térvény all fenn, mintha magneses ponttdltések lennének. Igy a kivetkezs
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dimenziétlan mozgésegyenleteket kapjuk:

2

.. 2 . Ty — T

= —wox—Qﬁx—i—Ziy (14)
i—1 Dl(xvy)
2

j=—wdy 285+ > P (15)
p— Dz(m7y)

ahol (z;,y;) = (£1,0) az i-edik magnes koordinatai (i = 1,2). Az idGegységet gy valasztjuk meg, hogy a

mégneses eré egylitthatoja egység legyen. A (14) és (15) egyenletekben wg a sajatfrekvencia, 5 a csillapitasi

egyiitthato, tovabba D;(z,y) = /(z; — 7)2 + y? + d? az inga golyodjanak i-edik magnestsl mért tavolsaga. A
szimulacidinkban az wg = 0.3, és d = 0.3 értéket allitjuk be.

Az attraktorok (z*,0) helye a lengés sikjaban nagyon kizel van a magnesek (£1,0) helyéhez, mivel d kicsi
az egységhez képest. Az eltérést d®-nel taldljuk ardnyosnak, vezetd rendben z* = +£(1 — d®(w2 + 1/4))-et
kapunk.

A parameéterek széles skalajan a (14) és (15) egyenletek origdja egy hiperbolikus fixpont. Az origo koriili

linearizalt dinamika szétcsatolodik a-ben és y-ban. Az igy keletkezd konzervativ erd z-ben taszitoé: & = a2z,

ahol a? = (4 —2d?)(1+d?)~5/2 —wg > 0 a vizsgalt tartoméanyban. Az y iranyban ez az eré vonzo, §j = —w?’w,

ahol w? = 2(1 + d?)~%/2 + w3. A disszipativ linearizalt dinamika sajatértékei tehat:

Mo =EVa2+ 52—, Aga=+iv/w?— B2 -5 (16)

Egy sajatérték valos és pozitiv, egy valos és negativ, ketts pedig komplex, negativ valds résszel (az alul-
csillapitott (8 < w) esetekben, amilyeneket mi is vizsgalunk). A hiperbolikus pont tehat egy egydimenzids

instabil, és egy haromdimenzids stabil sokasaggal rendelkezik.

4.2. 1défiiggs vonzasi tartomanyok

A maégneses ingdk dinamikajat hagyoményosan a vonzas tartoméanyaik szinezett képeivel abrazoljak. Ezért
el6szor megmutatjuk a két stabil x* fixpont vonzéasi tartomanyait viszonylag nagy disszipéacié, 5 = 0.05
mellett a 15. abran. A kiilonb6zd szinek jelolik a kiilonbozd attraktorokhoz konvergaldé mozgasok kezdeti
helyeit, a palydkat E = 4.0 rogzitett kezdeti energiaval inditottuk. Azt lathatjuk, hogy a vonzasi tartoma-
nyok bonyolult médon fliggenek a kezdéfeltételektsl. Megjegyzends, hogy a vonzasi tartoméanyok szokasos
abrazolasaban a részecskék nyugalombol indulnak, ezért az energia a konfiguracios térben nem allandé. Mi itt
kaosz kozponti jellemzdje, és ezért érdemes megfigyelni a vonzéasi tartomanyok energiafiiggését. Egy adott
rogzitett E energidnal a megengedett kezdeti allapotok egy, az inga és a magnesek potencialis energiajanak

ekvipotenciélis vonala altal hatarolt régiora korldtozodnak. A potencialis energia

1 1
Dl(‘rvy) DQ(xvy)

1
Viw,y) = 303(a* +7) - +C, (7)
ahol a C konstanst ugy valasztjuk, hogy a potencialis energia a fixpontokban zérus. A 15. abran lathato
vonzasi tartomény szerkezet az E = 4.0 értékhez tartozik, a kezdeti sebességeket © = 0, ¢ > 0-nak valasztjuk,
ahol a fligg6leges sebességkomponens nagysiga az adott kezdeti energiabol szamithato.
A 16. abran lathato, hogy az inga elinditasakor a kezdeti energia értéke dénté hatéssal van a vonzasi

hatarokra. Kis energia esetén az inga mar az egyik fixpont kozelében van, ezért nem lép fel fraktalitds. Nagy
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15. dbra. A két stabil fixpont vonzéasi tartomanyai az x,y sikban E = 4 fix kezdeti energia mellett, 5 = 0.05.
Fehér pontok jelzik az x* fixpontattraktorok helyét. A fazistér kiterjedésének kerek alakja abbol kévetkezik,
hogy az ekvipotencialis vonalak elég nagy energia esetén kozel kor alakaak.

energia esetén azonban az energia lecsengése soran elegendd id6 all rendelkezésre a bonyolult mozgéshoz,

ezért a vonzasi hatarok fraktal alakuak.

- >
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16. abra. A két stabil fixpont vonzési tartomanyai az x,y sikban a kiindulasi energia kiilonbozd értékeire:
(a) E=5.0, (b) E=4.0, (c) E=3.0, (d) E=2.0. A disszipacié 8 = 0.05, a fixpontattraktorok helyét fehér
pontok jelzik.
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Hagyomaéanyos esetekben a fraktal vonzéasi hatarok egy olyan kaotikus nyereghalmaz létezését jelentik,
amelynek stabil sokasdga a vonzasi hatarok része [54,72]. Ezt kombinalva a 16. &abran lathato vonzasi
hatarok energiafiiggs alakjaval, a kévetkezd érvelést alkalmazhatjuk. Bar egy adott energidhoz tartozo kezdeti
feltételek sikjaban 1évé pontok halmaza az id§ elérehaladtaval méar nem lesz azonos energiaji, a halmaz
atlagos energidja monoton csokken. Igy tehat az energia valtozésa hasonlit egy disszipativ rendszer (és az
el6z6 szakaszokban a gerjesztési amplitado) idébeli fejlédéséhez. A rendszer tehét egy stabil sokasag idében
valtozo struktiurajaval hasonlo allapotokon megy keresztiil, mint a 16. abran lathatdak. Fel lehet tehat
tételezni egy, a (14) és (15) egyenletekbdl adodo snapshot kaotikus nyereghalmaz létezését, amely az origoban
minden pillanatban tartalmazza a (16) sajatértékd hiperbolikus fixpontot. A mozgas végén a snapshot
kaotikus nyereghalmaz az origéban 1évé nyeregponthoz konvergal, és elvesziti kaotikus jellegét.

A snapshot kaotikus nyereghalmaz természetesen a négydimenzios fazistérben él, és nehezen abréazolhato.
(Egy haromdimenziés metszetet kordbban megkonstrualtak a harommégnes probléma egy adott pillanata-
ban [57].) E nehézség miatt mi itt egy komplementer szemléletet kovetiink egy megfelels kezdeti sokasag

valasztasaval, amely segitségével akar kvantitativ moédon is szemléltetni tudjuk a fent vazolt tulajdonsagokat.

4.3. A kezdeti Hamiltoni téruszok idéfejlédése

Disszipaci6 hianyaban a mozgés a kezdeti feltételektdl fiiggSen lehet kaotikus vagy regularis. Ezt szemlélteti
a 17. 4abra, ahol ennek a konzervativ rendszernek a Poincaré-metszete lathat6, amely regularis szigeteket

tartalmaz egy kiterjedt kaotikus tartoméanyban, ami az osztott fazistér szokasos mintazata.

17. abra. A magneses inga & = 0, y > 0 Poincaré-metszete az (z,y) sikban, E = 4.0 energiaja palyak esetén.

A duplan tranziens kdosz 1j aspektusainak kibontasédhoz a pillanatkép szemléletet alkalmazzuk a ger-
jesztetlen disszipativ esetre; sokasagok hasznélataval kovetjiik nyomon a fazistér szerkezeti valtozasainak
torténetét. Globalis attraktorok hianyaban (a nyugalmi allapotokon kiviil), és mivel egy kiterjesztett sokasag
csak a fazistér térfogatanak két pont felé torténd altalanos zsugorodésat mutatna, hasznosnak talaljuk, ha
a mozgast a disszipacidmentes esetben kezdjiik kdvetni, és az ottani barmelyik torusz pontjait definidljuk
alsokasagnak. Ahogyan azt korabban a gerjesztett Hamiltoni Duffing-probléméra a 3. szakaszban tettiik,

kivalasztjuk a KAM toéruszok egy egymasba agyazott halmazat. Ezutan bekapcsoljuk a disszipéaciot és kovet-
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jik a toruszok sokasagat, és megfigyeljiikk hogyan deforméldédnak, valamint hogy felbomlanak-e, és ha igen,
hogyan. Mivel nincs semmilyen gerjesztési peridédus, ezért a disszipativ dinamikat ugyanazon a Poincaré
metszeten kovetjiik, mint amit nulla disszipaci6 esetén hasznaltunk. A dinamikat ezen a metszeten (mivel
4 = 0-t valasztunk) egy haromdimenzios leképezés reprezentalja, amely nem redukalodik sikbeli leképezéssé,
mivel az energia most nem allandé. A dinamikat az x, y sikban megfigyelve a teljes fazistérnek a sikra vetitett
vettiletét 1atjuk, a palyak ezért itt metszhetik is egymast. A 18. abran Poincaré-metszetek sorozata lathato,
amelyek pontjai a 17. abra jobb oldalan lathato nagy szigetben 1évé 6 KAM toruszbol indulnak. A disszipacio

itt viszonylag gyenge, 8 = 0.005, igy a valtozés viszonylag kicsi két egymast kdvets Poincaré-metszet kozott.

2| (a) | (b)

© | (@

() ®

18. abra. Hat KAM torusz Poincaré-metszete (14) és (15) disszipaciomentes esetébdl (a) indulva, majd
B = 0.005 érteki csillapitas bekapcesolasa utan (b) 1, (¢) 2, (d) 3, (e) 4, (f) 5 Poincaré- leképezéssel késbb.
Vegyiik észre, hogy az utolsé képeken a gorbék metszik egymast, ami azt jelzi, hogy a kezdetben stk torusz-
sokasdgok a lépések szamanak ndvekedésével jol lathatéan haromdimenziossa valtak.

Figyelemre mélto, hogy az eredeti toruszok képei tobb Poincaré-leképezésen keresztiil megérzik zart gor-
be jellegiiket. Lathatjuk, hogy a legkiils6 torusz az 1. és 2. Poincaré- metszetek kozott deformélodni kezd,
majd darabokra esik szét a kovetkezs két lépés sordn. A 3. Poincaré-metszeten (d panel) a belss toruszok
is deformalodni kezdenek, miel6tt felbomlanak a 4. 1épésben. A viselkedés nagyon hasonlé ahhoz, mint amit
gerjesztett Hamiltoni rendszerekben, névekvs rampa esetén latunk [37]. A belss valtozatossig szempontja-
bol a toruszok felbomlasa azt jelenti, hogy a korlatozott valtozatossédgu sokasagok jelentds valtozatossaguva

fejlédhetnek, ami ebben az esetben kaotikus viselkedést feltételez, ahogy azt a kdvetkezs szakasz is szemlélteti.
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4.4. A Kkdosz erdssége

A toruszok felbomlasénak folyamatat tovabb jellemezhetjiik a (8) EAPD mérésével, jelen esetben a 18a abra
kiviilr6l harmadik toruszara. A p mennyiség id6fiiggését a 19a Abra mutatja a 3 csillapitasi egyiitthato két
kiilonbozs értékére. Kis, S = 0.005 disszipacio esetén azt latjuk, hogy a kezdetben kozeli pontok kozotti
tavolsag egy rovid tranziens utan exponencialisan névekszik, amig el nem éri a fazistér rendelkezésre allo ré-
szének méretét, ami egység nagysagrendi, és p ~ 0-nak felel meg. Ezutan az atlagos tavolsag exponencialisan
lassut csOkkenésbe kezd, mivel minden pont valamelyik fixpont felé kezd kozeliteni. A kaosz tehat ebben a
sokasagban koriilbeliil a 100. iteracional sziinik meg. Nagy, 8 = 0.05 disszipaci6 esetén azt latjuk, hogy a
relaxacié sokkal gyorsabban kezddédik, még az el6tt, hogy az exponencialisan névekvd tartoméany a fixpontok
kozotti tavolsaghoz hasonloé kiterjedést eredményezne. Ez a kezdeti szakasz koriilbeliil a 35. iteracioig tart,
ami utan a kdosz megsziinik.

A 19b abran egy masik toruszt kovetiink (a legkiilsét a 18a abrarol), itt azonban megkiilonboztetjiik azokat
a parokat, amelyek végiil ugyanarra, vagy kiillonbozé fixpontokra keriilnek. A 19b abran latjuk, hogy a két
gorbe kezdetben nagyon kézel van egyméshoz, és egy exponencialis névekedés utan elérik a rendelkezésre allo
fazistér méretét. Ezutan az azonos fixpontra keriil pontpéarok kozotti tavolsag a disszipacioé miatt csokken,
ellenben a két fixpont kozotti 2™ tavolsaghoz konvergal a kiilonb6z8 attraktorokra keriil parok esetén.

Megmérhetjiik a palyak energidjanak sokasdgatlagat is, ugyanarra a toéruszra mint amit a 19a abra ese-
tében hasznaltunk, ismét a 3 csillapitasi egyiitthato két kiillonbozé értékét vizsgalva. Az eredményt a 19c¢
adbra mutatja. Ebben az autoném problémaban az energia idéfiiggése az el6z6 szakaszokban latott gerjesz-

tési amplitudo idofliggésével analog. Ezek a mennyiségek az id6 milasaval lecsengenek, és végiil nulldhoz

tartanak.
2 2
o 0
2t 2
4t -4
&
a 6 a -6 E
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-10 1 -10
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0 200 400 600 [1] 200 400 600
time time
(a) (b)

19. dbra. (a) EAPD egyetlen toruszra, a disszipacio két kiilonbozd értéke mellett mérve: 8 = 0.005 (felss
gorbe) és B = 0.05 (als6 gorbe). (b) EAPD egy masik toruszra (a legkiilss a 18a abran) § = 0.005 esetén.
A két gorbe az azonos (alsod) vagy kiilonbo6zé (felsd) fixpontokra keriils pontparoknak felel meg. (¢) Az inga
energidjanak sokasagétlaga egyetlen térusz pontjaira, a disszipacié két kilonb6z6 g = 0.005 (fels6 gorbe) és
B = 0.05 (als6 gorbe) értéke mellett. A vastag vonalak mindkét esetben a —2/ meredekséget mutatjak.

5. Osszefoglalas

Ebben a dolgozatban olyan moédszereket vizsgaltunk, amelyek lehetévé teszik a paraméterdrift altal befo-
lyasolt rendszerek dinamikajanak kovetését: a parhuzamos dinamikai idéfejlsdések elméletének (vagyis a

gyakorlatban sokasagoknak) a hasznalatat a fazistérben bekovetkezd valtozasok nyomon kovetésére, snapshot
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Smale-16patko strukturak (kaotikus nyereghalmazok) megszerkesztését, valamint a sokasagatlagolt paronkénti

tavolsag kiértékelését a kdosz erdsségének kvantitativ jellemzésére.

A vizsgalt forgatkonyv tipus az (i,ii) esetekben a gerjesztés teljes eltiinéséhez vezet, amit azért valasztot-
tunk, hogy anal6g maradjon a gerjesztetlen disszipativ (iii) esettel. A klimavaltozas szempontjabol ez egy
szélsGséges forgatokonyv; a valos éghajlat esetében egy olyan folyamatnak felelne meg, amely az egyenlits és a
polus kozotti hdmérséklet-kontraszt teljes eltiinéséhez vezetne, ami a szokéasos globalis cirkulacié megsziinését
jelentené. Egy lehetséges mechanizmus a hattérben a beérkezs napsugérzas eltiinése, azaz a Nap kihalasa
lehetne.. A drift természetesen még a zéus gerjesztés platdjanak elérése el6tt szabadon megallithato, vagy
pedig beépithets platd az amplitidé nem nulla értékénél is. Gazdag dinamikat fedezhetiink fel tovabbé, ha

a gerjesztésben névekvs rampat is engedélyeziink [37].

A dinamikai rendszerek Osszefiiggésében példaink kiilonleges tulajdonsaga a gerjesztés gyengesége volt.
Ezt kihasznalva talaltunk perturbativ eredményt a periodikus palyak megfelelGire, pl. az idében mozgd
snapshot hiperbolikus pontokra. Ezek stabil és instabil sokasagai alapvets fontossaguak voltak a lopatko
konstrukciojaban. Az eredmények korlatjanak tiinhet, hogy az ilyen palyak azonositasa erésebb gerjesztések
esetén valosziniitlen. Ilyen esetekben azonban a stacionérius probléma hiperbolikus fixpontjait vagy cik-
luspontjait vehetjiik, és ezek sokasagait felhasznalhatjuk a valtozé paramétert probléma stabil és instabil
metszéspont létezése, ami megnyitja az utat a dolgozatban szerepls sokasagalapi eredmények altaldnositasa-

ra.

Az itt bemutatott modszerek felhasznalhatoak snapshot fazisportrék készitésére mérnoki alkalmazasokban
is. Ezek a hullamok miatt idében valtoz6 moédon imbolygé hajoktol [74] kezdve, a tobb skalaja dinamikéan [9]
keresztiil, egészen egy mozgo strukturara helyezett tomeg viselkedéséig [71], vagy az id6fiiggd paraméterekkel
jellemzett marasi stabilitasig [17] terjednek. Az atbillenési események paraméterdrifteket kisérd hirtelen
valtozasok, és modszeriink ilyen esetekben is jol alkalmazhato (lasd pl. [46, 67]), beleértve az instabilitas
elkeriilését a paraméterdrift elég gyors sebességével [6,80]. Az éghajlati érzékenységgel analég modon a
paraméterérzékenység vagy modellbizonytalansag mechanikai rendszerekben is meghatarozhato (lasd pl. [3,

48]), amik olyan fogalmak, amelyekre az itt javasolt sokasig- megkozelités természetes modon kiterjeszthetd.

Végezetiil, a duplan tranziens kdosz fogalméanak lehetséges altalanositasarol is spekulalhatunk. Az eredeti
terminologia abbdl ered, hogy az aszimptotikus allapot egy attraktor (a nyugalmi allapot), az ezt megel6z6
kaotikus jellegli dinamika tehat csak tranziens lehet. Mivel azonban jellegiiket tekintve a tranziensek az
id6 elérehaladtaval valtoznak, a kaosz gyengiil, a duplan tranziens jelz6é keriilt bevezetésre. Tekintslink
most egy gerjesztett disszipativ rendszert, az (i) esetet, amelynek tetszsleges eljeld rampéja egy rogzitett
gerjesztési amplitiadoval rendelkezé platoba torkollik, itt tehat a platon létezd attraktorok akar kaotikusak
is lehetnek. Az ezt megel6z6 dinamika (a rampén), ha kaotikus is, biztosan mas jellegii, mert a platon 1évé
végs6 attraktor(ok) felé tarto tranziensek jellege a gerjesztés véltozasa miatt id6ben valtozik. Ezért az ilyen

tipust dinamika altalanositott duplan tranziens kdosznak is nevezhetd.

Meég altalanosabban, mivel a snapshot 16patko szerkezet (snapshot kaotikus nyereghalmaz) létezését mind-
két tipusu gerjesztett rendszerben (i), (il) megmutattuk, valamint bizonyitékot talaltunk a létezésére a gerjesz-
tetlen disszipativ esetben (iii) is, azt mondhatjuk, hogy bdrmely tranziens kdoszt mutat6 rendszer dinamikaja,

ha paraméterdriftnek van kitéve, az altalanositott duplan tranziens kdosz példajanak tekinthets.
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Koszonetnyilvanitas

Ez a dolgozat a [36] cikk alapjan irodott, kiszonet illeti tehat Karolyi Gyorgyot és Tél Tamast, a cikk tarsszer-
z6it, akik nagy mértékben hozzéajarultak a dolgozat elkésziiltéhez. A dolgozat az Innovécios és Technologiai
Minisztérium UNKP-21-2 kodszamt Uj Nemzeti Kivalosag Programjanak az NKFIH alapbol finanszirozott

szakmai tamogatéasaval késziilt.

Fiiggelék: Snapshot pontok a Duffing-problémaban
Az x = 0 koriil linearizalt (2), (3) mozgasegyenlet ¢ < 9/« esetén a kovetkezs:
¥ =x—20%+ (g0 — at) coswt,
mig az x = £1 egyensulyi pontoktol vald kis § eltérésre a linearizalt egyenlet
5 = =26 — 266 + (g0 — at) coswt.
A kettd egységes kezeléséhez tekintsiik az
i = —wiy — 2By + (€0 — at) coswt (18)

egyenletet, ahol w? = 2 (w3 = —1) megfelel az egyenstlyi pontok koriili viselkedésnek (az origd koriili
viselkedésnek).

Els6 lépésként hatarozzuk meg ennek az inhomogén lineéris differencidlegyenletnek egy yp partikulé-
ris megoldéasat. Feltételezve, hogy ez 6rokli a gerjesztés frekvenciajat és megtartja idéfiiggésének jellegét,

keressiik a kovetkezs formaban:
yp(t) =A1(ep — at) coswt + Az(eg — at) sinwt + By coswt + Bag sinwt.
A sebességre kapjuk, hogy
yp(t) =Aa(eg — at)wcoswt — A (g9 — at)wsinwt + (Baw — Ajar) coswt — (Biw + Aga) sinwt,
mig a partikularis megoldas szerinti gyorsulas
iip(t) = — Ai(g0 — at)w? coswt — Ay(gg — at)w? sinwt — (24sa + Biw)w coswt + (2410 — By)w sinwt

alakt. Ezeket (18)-ba behelyettesitve, Gsszegytijtve az azonos idéfliggés kifejezéseket, és az egylitthatokat

nullaval egyenlévé téve a kovetkezd kifejezéseket kapjuk:

(w? — wd) Ay — 2BwAy + 1 =0,

2BwA; + (W? — wd) Ay =0,

2041 + 20w Ay + (W? — wi) By — 2BwBy =0,
—2awA; + 20845 + 2BwB; + (wW? — w3)32 =0.
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Ennek a linearis egyenletrendszernek a megoldéasa

A= (W ~wj)/Z,

AQ = 25w/Z,
By = 2af[(wj +w®)? — 4w*(8% +w?)]/ 22,
By = 2aw[—(w? — wd)? + (2Bw0)?] /23, (19)

ahol
Z = 2 wS)Q + (2Bw)2.

A partikularis megoldas atalakithato az

yp(t) = A(go — at) cos (wt + ¢) + B cos (wt + 0) (20)

A=/A?+ A% B=./B}+ B3

tan¢:—A2/A1, taﬂHZ—Bg/Bl

alakba, az
amplitudok, és

fazisok hasznalataval. Ebbdl az alakbol vilagosan latszik, hogy abban a tg pillanatban, amikor a gerjesztés

elttinik, yp még nem nulla, hanem a B cos (wtg + 0) értékét veszi fel.
Az n periodus utan, t = nT-nél felvett stroboszkopikus leképezésen a kovetkezdket kapjuk:

ypn = A1(eg —anT) + By = A(ep — anT') cos ¢ + B cos b,
Ypn = A2(eo — anT)w — Aja + Bow = —A(eg — anT)wsin ¢ — Aacos ¢ — Bwsin 6. (21)

A Hamiltoni hataresetben (8 = 0) a fazisok egyszertien ¢ = 0 és 6 = /2 lesznek, mivel Ay = B; = 0 és
By > 0.

Térjiink most ra (18) altalanos megoldasara. Ez a homogén rész altalanos megoldéasénak és a partikularis

megoldasnak az osszege. A homogén megoldas e exponencialis tipust két kiilonbozs kitevével:

/\i:—ﬁi\/—wg—l—BQ.

y(t) = cpe™ e et +yp(t). (22)

Az altalanos megoldéas tehat

A c4 egylitthatokat y-ra és annak derivaltjara elsirt kezddfeltételek hatarozzak meg. Ezeket yq, go-val jelolve
az egylitthatokra kapjuk:

(9o — 9p(0)) — A_(yo — yr(0)) _ (W —9p(0) + At (yo — yP(O))'

= Ay — A e A — A

A (22) egyenletet
y(t) = yp(t) = cpe™t’ et

modon atrendezve lathatjuk, hogy az yp(t) partikularis megoldas egy mozgd pontot ir le, amely, megtartja
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sajdtértékeit, és igy stabilitdsi jellegét, minden iddpontban, amig a linearis kozelités érvényes marad. Bar ere-
detileg egy fazistérbeli tartoményban végeztiink linearizélast, ez a végeredmény egy megkiilonboztetett palya
koriili linearizalasnak felel meg, és annak stabilitasi tulajdonsagarol szolgéaltat informéaciot. Azt mondhatjuk
tehat, hogy yp(t) megadja egy snapshot pont helyét, a derivéltja pedig a sebességet. w? = —1 esetén az egyik

sajatérték pozitiv, ez a hiperbolikus esetnek felel meg, és

() =yp(t)wa=—1

a (4)-ban megadott snapshot hiperbolikus pont (SHP) helyét jelsli, mig w? = 2 esetén mindkeét sajétérték

negativ (valos résziikben), ami egy snapshot néduspontnak (SNP) felel meg az
23 (t) = 1+ yp(t) uas

helyen, (6) szerint. A csillapitas elttinése esetén (8 = 0) ez egy (12) szerint adott snapshot elliptikus pontba
(SEP) megy at.

A Duffing-rendszerben azért tudtunk snapshot palyakat azonositani, mivel az e(t) gerjesztési amplitadot
kicsinek feltételeztiik. A gerjesztetlen (¢ = 0) stacionarius eset az autonom kétfenekd potencial problémaja,
amelyben ismert egy hiperbolikus pont (z,4 = 0), és egy stabil pontpar (z = 0,42 = £1), amelyekbsl a
paraméterfliiggd esetben a snapshot palyak oroklédnek. Az, hogy a snapshot palyak analitikus formai hogyan
azonosithatok altalanos esetekben (akar a Duffing-rendszerben is nem kis £(¢) esetén), tovabbra is valodi

kihivas marad.
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