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1. Bevezetés

2020 marciusdban Magyarorszagon veszélyhelyzetet hirdettek ki a Covid-19 virus megjelenése
miatt. Az iskolaknak egyik pillanatrdl a masikra kellett alkalmazkodniuk az 1j helyzethez.
Ennek hatasara a legtobb helyen 1) alternativékat kerestek a tananyag kozlésére, az orak
megtartasara, valamint a didkokkal és sziilokkel vald kapcsolattartasra. Ezen okbol kifolyolag
lehetéségem volt egyetemi tanulmanyaim soran kdzépiskolai tananyagot digitalis forméaban
feldolgozni. Kdvetelmény volt, hogy a kdzépiskolai matematika tananyag egy jol koriil hatarolt
tobb tanorat magaba foglald részét dolgozzam fel egy Maple nevii matematikai program
segitségével.

Dolgozatommal az a célom, hogy bemutassam egy tananyagrész lehetséges feldolgozasat, ezzel
elésegitve a hasonld tananyagok keletkezését. Ehhez kellett keresnem egy megfelelé méreti —
tobb tanéra anyagat magaba foglald — témakort, amit ki szerettem volna dolgozni. En a
masodfokt egyenletek témakorét valasztottam. Most valasztasom okait szeretném ismertetni.
Az mar a kezdetektl fogva vilagos volt szdmomra, hogy valamilyen algebrai témakort
szeretnék feldolgozni, hiszen mar kozépiskolds koromban is szerettem a szadmolassal,
fiiggvényekkel, egyenletekkel kapcsolatos témakoroket. Roviddel azutdn, hogy
megismerkedtem a Mapleval azt tapasztaltam, hogy az egyenletek megoldasanal ez a rendszer
remekiil hasznalhatd. Az egyenleteken beliil konkrétan a masodfokt egyenletekre két okbol
esett a valasztasom. Egyrészt ez volt az egyik témakdr, ahol egy bizonyitast tudni kellett
kozépiskoldban (a megoldoképlet levezetését), masrészt sok probléma megoldhatdé masodfoku
egyenletek segitségével.

A dolgozatom a kovetkezd modon épiil fel: eldszor attekintem a matematikaoktatasban hasznalt
oktatasi modszertanokat. Ezutan bemutatok néhany, a tananyagok felépitését vizsgalod
algoritmust, mely segitségemre volt abban, hogy az érettségi vizsgakdvetelmények alapjan egy
logikailag helyes munkalapot tervezzek. Bemutatom azokat a 1épéseket, melyek elvezettek oda,
hogy a munkalap elkészitését el tudjam kezdeni. Ezutan szdveges formaban bemutatom az
altalam elkészitett dokumentumot (késébb erre hivatkozok digitalis tananyag, munkalap és
Maple munkalap neveken is). Ezt kovetden bemutatom az altalam elvégzett kutatast, ahol arra
a f6 kérdésre keresem a valaszt elméleti modszerekkel, hogy az altalam elkészitett munkalap

képes-e hatékonyan tdmogatni a (digitalis) matematikaoktatast a valasztott témakor esetén.



2. Oktatasi modszerek attekintése

Ebben a fejezetben roviden attekintjiik az altalam elképzelt tananyaghoz szorosabban
kapcsolddo hagyomanyos oktatasi modszereket. Ezek a kovetkezok:

e cldadés

e magyarazat

e szemléltetés. (Lada 2009)
2.1 El6adas

Az eléadas célja tobbek kozott az informacioatadas €s a figyelem felkeltése, fenntartasa. Ennek
elérése érdekében torekedni kell az alabbi eszkdzok alkalmazasara az eldadas soran:
e valtozatossag: minél gazdagabb nyelvi strukturdk hasznalata, b szokincs, hangszin
valtoztatasa az eldadas ivének megfeleléen. Atlathato, informativ abrak alkalmazasa.
e humor beleszovése az eléadasba: segiti az 10 informdacid rogziilését, késObbi
felidézését, €s a pozitiv attitlid 1étrejottét, fenntartasat,
e azcléad6 dinamizmusa, elhivatottsaga, odaadé magyarazata,
e a hallgatésag aktiv bevonasa az eldadasba, kozbeiktatott koltéi és valos kérdések
segitségével,
o jegyzetelés,
o segédanyagok megfelel6 hasznalata. (Lada 2009; Dr. Tigyiné Dr. Pusztafalvi 2015:
35)
Az el6adas harom {0 része a bevezetés, a Kifejtés és az 6sszegzés. A bevezetésben ismerteti az
eléadd a témat és felidézi a téma feldolgozasdhoz sziikséges ismereteket. A kifejtésben
megtorténik az eldadas anyaganak kozlése. Itt helyet kaphatnak egyéb modszerek is, mint
példaul a magyarazat €s a szemléltetés. Az Gsszegzésben pedig az eldadas rovid osszefoglalasa
¢és a kovetkezd el6adésra torténd utalasok kaphatnak helyet. (Lada 2009; Dr. Nadasi é.n.)
Felépitése haromféle lehet. Az egymadssal ald-folé rendeltségi fogalmak bemutatasakor
hierarchikus; események idérendi bemutatasa, vagy az ok-okozati dsszefiiggések bemutatasa
esetén szekvencialis; elemek egy bizonyos szempontrendszer alapjan torténd bemutatasa, ezen
elemek rendszerezése soran Osszehasonlitd felépitést érdemes hasznalni. (Lada 2009; Dr.

Tigyiné Dr. Pusztafalvi 2015: 35)



2.2 Magyarazat

Célja egy fogalom, torvényszeriiség vagy jelenség megértésének megkonnyitése. Altalaban az
eldadas részeként jelenik meg, de megjelenhet 6nalld formaban is. Terjedelme az eldadas
masfél-két oras iddtartamanal jelentésen révidebb minddssze 20-25 perc. Harom fajtajat
kiilonboztetjik meg Brown és Armstrong (1984) szerint. Az értelmezé magyarazat egy
fogalmat tesz érthetébbé (pl. Mi a szerepe a szakmai gyakorlatnak a felsGoktatasban?). A leird
magyarazat egy folyamat megértését, végrehajtasat konnyiti meg (pl. Hogyan kell jelentkezni
szakmai gyakorlatra?). Az okfeltar6 magyarazat pedig a jelenségek kozotti ok-okozati,
Osszefliggések feltarasat szolgalja (pl. Miért érdemes a szakmai gyakorlatba sok energiat
belefektetni?). (Lada 2009; Dr. Martinké 2010; Dr. Tigyiné Dr. Pusztafalvi 2015: 36; Dr.
Nédasi €.n) A hatékony magyardzat egyszeri, logikusan van felépitve, tomor és szenvedéllyel
atitatott. Eredményességéhez hozzajarul a kovetkezd pedagogiai eszkdzok hasznalata, Nadasi
szerint:
,»1. a célok megfogalmazasa
2. példak kivalasztasa és bemutatasa

a magyarazat logikus felépitése, magyaraz6 koto szavak alkalmazasa

audiovizualis eszk6zok alkalmazasa

3.

4.

5. részosszefoglalasok, ismétlések beiktatasa

6. a tanulok eldzetes ismereteinek szdmbavétele

7. szabatos megfogalmazas, ismert szavak hasznalata

8. kérdések feltétele; 9. mimikaval, gesztusokkal kisért eléadasmod

10. vazlat készitése (tabla, szamitogép, interaktiv tablat hasznalva, vagy diktalva).” (Dr. Nadasi

é.n.)
2.3 Szemléltetés

A cselekvésre épiild tudésanyag f0 elsajatitdsi modszere azonban kiegészitd modszerként
fogalmak tanitasahoz is jo valasztas. llyenkor lehet6ségiink van arra, hogy egy konkrét jelenség
vizsgalatabol kiindulva példakon keresztiil eljussunk egy absztrakt fogalomig. Ha sikertiil a
fogalomtanitasban alkalmazva kialakitani a tanulokban egy szemléletes gondolkozasi modot,
azzal elérhetjiik, hogy konnyebben megértsenek elvontabb, mar nem olyan egyszeriien
szemléltethetd fogalmakat is. (Lada 2009; Dr. Tigyiné Dr. Pusztafalvi 2015: 40)

A demonstracio eredményességének feltételei a kovetkezok:



e kapcsolodnia kell az elétte 1évo és utana kovetkezd modszerekhez kiegészitve azokat,

e a szemléltetés kezdetén ismertetni kell a problémat, feladatot ezzel megteremtve a
megértés feltételeit,

e atanulok altal jol kovethetonek kell lennie,

e legfontosabb a Iényeg kiemelése, pl. alahtizassal jeloldszinekkel szobeli ismétléssel,

e tanuldi aktivitas elérése iranyitd kérdések segitségével. (Dr. Tigyiné Dr. Pusztafalvi

2015: 41)
2.4 Egyéb oktatasi modszerek és a tanulasi munkaformak

Szeretnék felsorolni, néhany tovabbi oktatdsi modszert, illetve oktatdsban hasznalatos
munkaformat. Tovabbi oktatasi modszerek: elbeszélés, megbeszélés, hazi feladat, vita,
kooperativ oktatasi modszerek, tanuloi kisel6adas, projektmodszer, Szimulacio, szerepjaték,
jaték. (Dr. Tigyiné Dr. Pusztafalvi 2015: 36-39,41-45)

Az oktatasban hasznalhaté6 munkaformak: frontalis munkaforma, egyéni munka, paros munka,
csoportban folyé munka. (Dr. Tigyiné Dr. Pusztafalvi 2015: 45-47)

Ezeknek a modszereknek a részletes ismertetésétol eltekintek, mert az altalam elképzelt

tananyag szempontjabol ezek az oktatasi modszerek kevésbé fontosnak tekinthetok.

3. EIméleti hattér attekintése a tananyag helyes felépitésének

vizsgalatahoz

Ahhoz, hogy eredményesen tudjunk javaslatot megfogalmazni a matematika tantargy
tantargypedagogiajanak digitalis eszkozokkel torténd tamogatasdhoz, érdemes eldszor
megvizsgalnunk, hogy milyen kovetelményeknek kell megfelelnie egy tanagyagnak pedagdgiai
szakmai szempontbol. Ezeket a lehetséges szempontokat megtalalhatjuk a (Dr. Nyéki 2020: 3)
-ban. Ezekre alapozva a kovetkezd alfejezetekben ismertetésre keriil két algoritmust, mellyel a
késObbiek folyaman ellendrizni tudjuk, hogy pedagdgiai szempontbol megfeleld felépitésu
tananyagokat hoztunk-e 1étre. Az algoritmusokat szemléltetd kis tablazatok sajat

szerkesztésuek.



3.1 K-algoritmus

A tananyagrészek egymasra épiiléséhez vegyiink egy olyan méretii négyzetes matrixot, ahany
tananyag kapcsolatat vizsgalni szeretnénk. Helyezziik el a megfelel6 jeloléseket az 1.tablazat/1-

hez hasonloan, ami egy harom részbdl 4ll6 tananyaghoz tartoz6 matrixot szemléltet.

e

1. 2. 3.

1. tdbldzat: A K-algoritmus lépéseinek bemutatdsa 3x3-as mdtrix esetén
Forrds: Sajat szerkesztés

Az oszlop-sor metszéspontokba irjunk 1-et vagy 0-at aszerint, hogy két anyagrész egymasra
¢épiil-e. Miutan feltoltottiik a matrixot, megkezdhetjiik a tananyag ellentmondas-mentességének
vizsgalatat. Ezt a Morgunov-féle K algoritmussal tudjuk megtenni. Ny¢ki szerint az algoritmus
1épései a kovetkezok (Dr. Nyéki 2015: 3):

,»1. Vizsgélja meg, hogy van-e csupan ,,0” elemeket tartalmazo oszlop vagy sor a matrixban?
Ha nincs, akkor stop! Ha van, akkor:

2. Tordlje az oszlopot soraval vagy a sort oszlopaval egyiitt, és térjen vissza 1-hez!

Ha végiil az 6sszes sorokat és oszlopokat tordlni tudta, akkor a matrix ellentmondasmentes, ha
nem, van benne ellentmondas.”

A fenti algoritmust a kdvetkezd modon alkalmazhatjuk:

1. 1épés: Toroljik a harmadik sort és oszlopot. (1. tablazat/2)

2. lépés: Mivel a masodik sorban 1évd 1-est az els6 1épésben toroltiik, igy most mar az is
csupa 0-ékat tartalmaz. Tordljik tehat a masodik sort az oszlopaval egyiitt. (1.
tablazat/3)

3. Iépés: Az elsO sor is egy csak 0-akat tartalmaz6 sorra redukéalodott, igy ezt is tordlhetjiik
az oszlopaval egyiitt.

Lathato, hogy a kiindul6 matrix nem tartalmaz korpalyat, mivel minden sort és oszlopot tordlni
tudtunk az algoritmus szabalyainak betartasaval. Ez alapjan megallapithato, hogy ebben a
példaban a tananyag felépitése ellentmondasmentesen tortént. Ez az, amit a valodi

tananyagoknal is el szeretnénk érni.



3.2 Médositott K-algoritmus

A modositott K-algoritmus annyiban kiilonbozik, illetve tobb a K-algoritmusnal, hogy itt csak
oszlopokat valasztunk torlésre sorokat nem. Ha a vizsgalt graf korpalya mentes, akkor a torlések
eredményeként megkapjuk a tananyagrészek javasolt feldolgozasi sorrendjét. Ez azonban csak

akkor igaz, ha tobb valasztasi lehetdség esetén a kisebb sorszamu oszlopot vélasztjuk.

1. 2. 3. 4.

2. tabldzat: A mddositott K-algoritmus lépéseinek bemutatdsa 3x3-as mdtrix esetén
Forrds: Sajdt szerkesztés

A modositott K algoritmus 1épései a kovetkezok (Dr. Nyéki 2014: 3) alapjan:

,»1. Vizsgéalja meg, hogy van-e tobb olyan oszlop, amely csupan 0 elemeket tartalmaz? Ha nincs,
akkor stop! Ha csak egy ilyen van, Ggy torolje ezt soraval egyiitt és térjen vissza 1.-hez! Ha
tobb ilyen van, ugy:

2. Torolje az eredeti matrix sorrendje szerint kdvetkezd oszlopot sordval egyiitt, s utdna
folytassa 1.-nél!”

Az algoritmus végrehajtasanak allapotait a 2. tablazat tartalmazza.

1. 1épés: Tordljikk a masodik oszlopot és a hozza tartozo sort. (2. tablazat/2). Ez lesz az
els6 egység az at strukturalt tananyagban, amit jel6ljiink romai szammal. (2->1.)

2. lépés: Mivel a harmadik oszlopban 1évd 1-est az elsd 1épésben toroltiik, igy most mar
az is csupa 0-akat tartalmaz. Toroljik tehat a harmadik oszlopot a soraval egyiitt. (2.
tablazat/3). Ez lesz a masodik egység az at strukturalt tananyagban, amit jel6ljlink romai
szammal. (3->11.)

3. lépés: Az 1. oszlop is egy csak 0-akat tartalmazo oszlopra redukalodott, igy ezt is
torélhetjiik a soraval egyiitt. (2. tablazat/4) Ez lesz a harmadik egység az at strukturalt
tananyagban, amit jeloljiink romai szammal. (1->111.)

Végiil egy olyan matrixot kaptunk, melynek minden sordt és oszlopat tordlni tudtuk az
algoritmus szabélyainak betartasaval. Ezek utan a kovetkezdket kell még tenniink:

,Felirjuk a romai szdmok alapjan az 0j sorrend szerinti relacié matrixot.



Az 1j sorrend felett, illetve mellett feltlintetjiik a romai szamoknak megfeleld arab szamokat.
Ha a szamitas helyes, akkor csak a féatlo felett lehet 1-es.” (Dr. Nyéki 2014: 13)

A romai szdmok meghatarozzak az oszlopok és sorok helyes sorrendjét. Az oszlopok és a hozza
tartoz6 sorok romai szamok szerinti ndvekvo sorrendbe tételével kapjuk a tananyagrészek

helyes sorrendjét, igy végeredményiil az alabbi matrixot kapjuk.

011 |1
010 |1
0|0 |O

1. dbra: A tananyagrészek a modositott K-algoritmus eredményeként létrejévé uj sorrendje
Forrds: Sajat szerkesztés

A f6atlo felett csak 1-es van, igy az algoritmus helyesen futott le.

4. Matematikai szakmai attekintés

Miel6tt bemutatndm az algoritmusok miikodését az altalam definidlt matrixra, szeretném
ismertetni a jelenleg hatalyos érettségi vizsgakdvetelményeket, mely a matrix és a munkalap
alapjat képezi. A konnyebb érthetdség kedvéért meghagyom teljes egészében a tablazatos
format, valamint — bar a munkalap jellemz6en a kdzépszintii tananyagot dolgozza fel —, mivel
emelt szintli anyag is megtalalhat6 benne, ezért azokat is megjelenitem. (Oktatasi Hivatal 2017:

5-8)

2.5 Hatvany, gyok, | Ismerje és hasznalja a hatvanyozas azonossagait. | ISmerje a permanencia elvet.

logaritmus Ismerje és alkalmazza a négyzetgyokvonas Tudja szemléletesen értelmezni az
azonossagait. Definialja és hasznalja az Va irracionalis kitev6jii hatvanyt.
fogalmat. Bizonyitsa a hatvanyozas

azonossagait egész kitevo esetén.
Definiélja és hasznalja feladatok megoldasiban | Bizonyitsa a négyzetgydkvonas

a logaritmus fogalmat, valamint a logaritmus azonossagait. Ismerje ¢és alkalmazza
azonossagait. a gyokvonas azonossagait.
Tudjon attérni mas alapua logaritmusra. Bizonyitsa a szorzat, a

hanyados és a hatvany
logaritmusaravonatkozé
azonossagokat.

Bizonyitsa a mas alapt logaritmusra
valo attérés szabalyat.

2.6 Betiikifejezések | Tudja alkalmazni feladatokban a Ismerje a polinom fokszamat,
2.6.1 Nevezetes kovetkez6 kifejezésekkifejtését, fokszam szerint rendezett alakjat.
azonossagok illetve szorzatta alakitasat:




(a+b)% (a—b)? a?— b2

Tudjon algebrai kifejezésekkel egyszerii
miiveleteket végrehajtani, algebrai
kifejezéseket egyszeriibb alakra hozni
(0sszevonas, szorzas,

osztas, szorzatta alakitas kiemeléssel, nevezetes
azonossagok alkalmazasa).

Tudja alkalmazni feladatokban az a"
- b, illetve az a®"*! + p21
kifejezés szorzatta alakitasat.

2.8 Egyenletek,
egyenletrendszerek,
egyenldtlenségek,
egyenldtlenség-
rendszerek

2.8.1 Algebrai
egyenletek,
egyenletrendszerek

Els6foku
egyenletek,
egyenletrendszerek

Magasabb foka
egyenletek

Négyzetgyokos
egyenletek

Ismerje az alaphalmaz és a
megoldashalmaz fogalmat. Alkalmazza
a kiilonboz6 egyenletmegoldasi
modszereket: mérlegelv, grafikus
megoldas, ekvivalens atalakitasok,
kovetkezményegyenletre vezetd
atalakitasok, uj ismeretlen bevezetése,
értelmezési tartomany ¢és értékkészlet
vizsgalata.

Tudja meghatarozni szoveges feladatban
szerepld valtozok értelmezési tartomanyat €s a
feladat eredményét Gsszevetni a feladat
szovegével.

Alkalmazza az egyenleteket,
egyenletrendszereket szoveges feladatok
megoldasaban.

Tudjon els6foku, egyismeretlenes egyenleteket
és els6foku,kétismeretlenes
egyenletrendszereket megoldani.

Ismerje az egyismeretlenes masodfoku
egyenlet altalanos alakjat.Ismerje a
masodfoku egyenlet diszkrimindnsanak
fogalmat, és a diszkriminans eléjele és a
(val6s) megoldasok szama kozotti
Osszefiiggést.

Ismerje és alkalmazza a masodfoku
egyenlet megoldoképletét. Hasznalja a
teljes négyzetté alakitas modszerét.
Alkalmazza feladatokban a gyoktényezés alakot.
Tudjon tortes egyenleteket, masodfokt
egyenletre vezetd szovegesfeladatokat
megoldani.

Tudjon egyszer(i masodfoka
egyenletrendszereket megoldani.

Tudjon egyszerli, masodfokura visszavezethetd
egyenleteket megoldani.

Tudjonva-x +b =c-x +d tipusu
egyenleteket megoldani.

Tudjon paraméteres els6fok
egyenleteket megoldani.

Tudjon els6foku, haromismeretlenes
egyenletrendszereket megoldani.

Igazolja a masodfokt egyenlet
megoldoképletét.

Igazolja és alkalmazza

a gyokok és

egylitthatok kozotti
Gszefiiggéseket.

Tudjon masodfoku paraméteres
egyenleteket megoldani.

Tudjon masodfokura
visszavezethetd
egyenletrendszereket
megoldani.

Tudjon értelmezési
tartomany, illetve
értékkészlet-vizsgalattal,
valamint szorzatta alakitassal
megoldhat6 Osszetett
feladatokatmegoldani.

Tudjon két négyzetre emeléssel
megoldhato egyenleteket megoldani.




3.1 A fiiggvény Ismerje a fliggvény matematikai fogalmat és Ismerje a fiiggvénytani
a fliggvénytani alapfogalmakat (értelmezési alapfogalmak pontos
tartomany, hozzarendelés, képhalmaz, definicidjat.
helyettesitési értek, értékkészlet).

Tudjon szévegesen megfogalmazott

fiiggvényt képlettel megadni.Tudjon Ismerje és alkalmazza a
helyettesitési értéket szamitani, illetve tudja figgvények Osszegének,
egyszerl fiiggvények esetén f(x) = ¢ alapjan kiilonbségének, szorzatanak és
az x-et meghatarozni. hanyadoséanak a fogalmat.
Ismerje a klcsondsen egyértelmii Ismerje és alkalmazza a
megfeleltetés fogalmat. Ismerje és alkalmazza fiiggvények megszoritdsanak
a figgvényeket gyakorlati problémak (lesziikitésének) és
megoldasanal. kiterjesztésének fogalmat.

Ismerje az inverzfiiggvény
fogalmanak szemléletes értelmezését
(pl.az exponencialis és a logaritmus
fliggvény vagy a geometriai
transzformaciok esetében).

Ismerje és alkalmazza az
inverzfliggvény fogalmat.

Ismerje az Gsszetett fliggvény
fogalmat, képzésének modjat.

3.2 Egyvaltozoés Ismerje, tudja abrazolni és jellemezni az Ismerje és tudja abrézolni az x — X"

valés fiiggvények alabbi hozzarendelésselmegadott "
(neN ") fuggvényt.

fiiggvényeket:

X a*x+bh x> X2 x e x3 x » a*x?+b*x | Tudjon a kozépszinten felsorolt
+c, fliggvényekbdl osszetett

x = A, fiiggvényeket képezni.

a
X - x|, X -
X P SiNX; X » COSX; X — tg X,
X — a*; x — logax.

3.2.1 A fiiggvények | Tudjon értéktablazat és képlet alapjan Tudja dbrazolni az alapvetd

%;aflkgnja, fuggvenyt abrazolni, 'llletveadatokat fiigavények (3.2) transzformaltjainak
gevénytranszform | leolvasni a grafikonrol. e e
Ay ) o L, grafikonjat (c*f (ax + b) + d).
aciok Tudjon néhany 1épéses transzformaciot o )
igényld fiiggvényeket Tudja jellemezni a ﬁiggvényeket
fliggvénytranszformaciok segitségével korlatossag szempontjabol.
abrazolni: Tudja meghatarozni a fliggvények
X) + ¢, f(x+c), c*f(x). tulajdonsagait az alapfiiggvények
ismeretében, transzformaciok
3.2.2 A fiiggvények segitségével.

Tudjon egyszeri fliggvényeket jellemezni
(pl. grafikon alapjan) értékkészlet,
zérushely, novekedés, fogyas, szElsoérték,
periodicitas,paritas szempontjabol.

Hasznalja a konvexitas és
konkavitas fogalmat a fiiggvények
jellemzésére.

Tudjon masodfoku fiiggvényre
vezetd szélsérték-feladatokat
megoldani.

jellemzése

3. tabldzat
Forrds: Oktatdsi Hivatal 2017: 5-8
https.//www.oktatas.hu/pub_bin/dload/kozoktatas/erettsegi/vizsgakovetelmenyek2017/matematika_vk.pdf alapjdn sajdt szerkesztés




5. A Maple munkalap elkészlléséhez vezetd Ut

Ebben a fejezetben szeretném bemutatni azokat a 1épéseket, melyek elvezettek oda, hogy a 6.

fejezetben részleteiben bemutatott munkalapot elkészitsem. A Maple megismerését kdvetden

a 2017-es matematika érettségi vizsgakovetelmények tanulmanyozasaval folytattam a munkat.

Kivalasztottam a masodfoka egyenletek témakoréhez kapcsolodd foként kozépszinti

kovetelményeket €s a kovetkezo tdblazatba rendeztem Oket:

8 C 2]
Hatvany, Konkrétan Konkrétan |Caveniatek, onkrstsn Konkrétan
" egyenletrendszerek, megkovete! | a
£yok, € 5 P Faggvények
< = - egyeniotiensagek, t P
logaritmus eldismeret |eloismeret A eloismeret
égrendszerek
Tudja atkalmazni
feladatokban a
kifejtésér, ilietve o
szorzates slakitdsit: {3+ Ismerje a figgvény matematikal
S fogalmit é3
br):‘.’li ':)'2 a2 : b2. a figgvénytani alapfogalmakat
m.',‘:ﬂéan.i G (értelmezési tartomany,
Ismerje é5 hasznalja o oy Ismerje az alaphalmaz hozzirendelés,
A : miveleteket A0 : : 4 fodat Zred
0.1 2 hatvanyozas végrehajtani, algebrai €5 a megoidashalmaz képhalmaz, helyettesitési érték,
azonossagait.(1) luh)cxéulm’ fogalmat. (3) érrékhészlet).
2 Ismerje a kbicsdndsen egyértelmd
e(xembe':mn ::xm megfeleltetés fogalmit.
evonds, 53013 T 5
os2tas, s20rzatta alakitas \MM “w." oy BEOEY
kiemeléssel, nevezetes e
azonossagok
alkaimazasa teljes
négyzetté alakitis).(2)
o kiiGnbdzs
""'f‘“"“::'. e Tudjon helyettesitési éruéket
u: .
AR 2 szamitani,
atalakitasok, : g .
0.2 s vazith @ BO.1 illetve tudja egyszerd figgvények 00.1C02
ési tartomany és érté esetén f{x) = c alapjdn az x-et
lizsgitata. e meghatarozni. (6)
(elsdfoka fuggvény és egyeniet esetén) (S)
Ismerje, tudja dbrizolni és jellemezni
2z alabbi
x=ax+b
Tudjon értéktablazat és képlet alapjan
gax e fuggvényt dbrizolni,
Tudjon elsdfoky, egyismeretienes egyenieteket <
me(’:‘dani ¢ iletve adatokat leclvasni a grafikonrol.
Tudjon néhany lépéses sciét
Tudjon elséfokd, kétismeretienes ed ':; . "V o ranszformicié
0.3 egyenletrendszereket megoldani C0.1,00.2 S"’ e b s 00.2
Al egyen S N
kalmazza az m::, Sbeizoini:
megodisiban ) 1) 5 flerdl, iy,
Z Tudjon egyszeri figgvényeket
jeliemezni
(pl. grafikon alapjan) értékkeészlet,
2érushely, ndvekedés,
fogyds, stélsddrték, periodicitas,
paritas szempontjabol.(8)
Tudja meghatarozni szdveges feladatban
s2erepld viltozdk érteimezési tartomdnydt Ismerje és alkalmazza a foggvényeket
0.4 @5 2 feladat eredményét &sszevetni a feladat DOl gyakorlati problémak D03
srévegével. megoldasinal.(10)
(9)

2. dbra: A mdsodfoku egyenletekhez tartozo ismeretek, a témakérhéz tartozo eld- és raéplilé ismeretek
Forrds: Sajdt szerkesztés
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Ismerje, tudja dbrazolni és jellemezni
az alibbi

hozzarendelésoel megadomn fuggvényt:
= BN Debirke

Haszndlja @ teljes négyzette alakitis
médszerét

Tudjon érvéktablazat &s képlet alapjén
C

illetve adatokat leclvasni a grafikonrél.
Tudjon néhdry |épéses trans dformacidr

Tudjon megoldani egyszeri misodfoki egyenleteket kiemelés segitségével: pl. igényls figgvényeket
11 " 2+5x=0 <= " {x+5]=0 BOL flggvény icidk segitsépivel |D0.300.4
“Egy srorzat akkor O ha valamelyik témyeadie 0°(11) abrazoini:

fix) + ¢, fxve), efx).

Tudjon egyszerd foggvényeket
jellemezni

[pl. grafikon alapjdn) értékkészler,
sérushely, névekedés,

fogyds, Talsdirtik, pariodicitds,
paritis szempontjabal.

Ismerje és alkalmazza a fuggvényeket
gyakorlati problémak

megoddasanal{12]
Ismerie az dfoku
altalanos alakjat coz,
Tudjon masedfokd egyenletet grafikusan e D'4'
12 Idani. o
e ot opmam|
s = here ot1
megcldaképletét.
(13
Ismerje a mazodfoky egyenlet
13 dilﬂhnm |nal5¥.|ll1u_‘)|m)_‘t. ) c12
€5 a diszkrimindns elfjele és a (valds)
megoldisok szima kézbtr Ssszefiggdst (14)
feladatokban 3 gydktényezds alaket,
Tudjon tirtes egyenieteket megoldani.
Tudjon masodfoki egyenietre vezets széveges
feladatokat megoldani.
14 Tudjon egyszerd, misodfokira visszavezethetd |, o
) egyenleteket megoldani. i
Tudjon egyszerd misodfokd
egyenlatrendszereket magolidani
Tudjon V{ax+b)=ce+d tipush egyenleteket
megoldani.(15)
2 Kevert tipusd masodfokd eﬂwnleul[ls} ABCD-0-1.4
121 | Ko plex szimok bevezetése[17) ABCD-0-1.4
4,
2.2 Kom plex szamok abrazolasal18] :D;f&l ‘

2. dbra: A mdsodfoku egyenletekhez tartozo ismeretek, a témakdérhoz tartozo elé- és raéplilé ismeretek (folytatds)
Forrds: Sajat szerkesztés.

A tablazaton beliil horizontalisan négyes, mig vertikalisan harmas felosztast alkalmaztam.

Vizszintesen a kovetkez6 egységeket hataroztam meg:

e A:! Hatvany, gyok, logaritmus

e B: Algebrai kifejezések

e C: Egyenletek, egyenletrendszerek, egyenlétlenségek, egyenldtlenségrendszerek

e D: Fliggvények.
Ezekre tekinthetiink ugy, mint az altalam feldolgozott tananyag és a hozza kapcsolodo
eléismeretek, illetve raépiild ismeretek. Miutan a fébb teriiletek meghatarozasra kertiltek,
fliggdlegesen 3 nagyobb részre osztottam a tananyagot. Az elsd részben (ennek szamozasa 0.X
alaku) azokat jelenitettem meg, amik el6kdvetelmény jelleglieck a munkalapom szempontjabol.
Ezek azok az ismeretek, amik elengedhetetleniil sziikségesek ahhoz, hogy a munkalapot a
leendd diak hasznositani tudja. Ezutan taldlhato egy zold sav. Ez azt jelenti, hogy ha a didk
elsajatitotta az eddigi ismereteket, akkor nekikezdhet a masodfoku egyenletek témakorének

feldolgozasdhoz. A masodik részben (ennek szamozasa 1.x alaki) azokat az ismereteket
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talaljuk, amiket feldolgoztam a Maple segitségével. A harmadik részben (ennek szdmozasa 2.x
alaku) olyan ismeretek szerepelnek, melyek mar tulmutatnak a masodfoki egyenletek
témakorén, de a feldolgozott témakor ismeretei sziikségesek hozzdjuk. Azt, hogy ez mar
talmutat a kozépiskolai tananyagon piros savval jeloltem ezen celldk elott. A fliggdleges
felosztashoz meg kellett allapitanom egyfajta idérendiséget. A célom itt az volt, hogy minden
cellara teljesiiljon az az allitas, hogy a benne szerepld ismereteket csak olyan ismeretek elézzék
meg, amelyekre az adott ismeret raépiil. Fontos szempont volt az is, hogy a tablazat ne néjon
tal nagyra, ezért igyekeztem az egymassal nagyon szoros kapcsolatban 1évo részeket egy
celldban megjeleniteni. Ennek ellenére eléfordul olyan, hogy az elobb meghatarozott szabalyt
nem tartom be. Ez azért fordulhat el6, mert az egyik cella olyan 1ényeges részletet tartalmaz,
amire az iskolaban kiilonosen felhivjak a didkok figyelmét. A kdvetkezd dolog, amit meg kell
vizsgalnunk az altalam készitett tablazatban, az az eldismeretek oszlop. Minden celldhoz
meghatarozhatd, hogy mely kordbbi celldkra épiil rd. Ezeket az eldismeretek oszlopban
jelenitettem meg olyan mddon, hogy megel6zo cella oszlopaban 1évé betlijelbdl és a sordban
1év0 szambol egy azonositdt képeztem. Miutan a tablazatot elkészitettem, minden cellajat
megszamoztam. A bal fels6 (A 0.1) cella kapta az egyes szdmot, majd balrol jobbra és fentrdl
lefel¢ folytattam a szamozast, igy az utolso 18-as cella a (C 2.2) -es lett. Az 0j szamozas
bevezetése lehetdvé tette, hogy a tablazatbol elkészitsek egy matrixot, aminek a segitségével el
tudtam végezni az altalam kitaldlt tananyag ellentmonddsmentességének vizsgalatat. A
vizsgalat eredményét mutatja az elsé szaml melléklet, illetve a fobb Iépések utani allapotokat
ennek a fejezetnek a végén is bemutatom.

A korabban bevezetett 1) szdmozassal az altalam Maple munkalap forméjaban feldolgozott
részek 11 és 18 kozotti szamokat kaptak. Ebbdl a 11 és 16 kozotti szammal jelzett anyagrészeket
mutatja a kovetkezd tdblazat, ami sajat szerkesztésti (Kosztolanyi, Kovéacs, Pintér, Urban, &

Dr. Vincze 2011a, 2011b) alapjan.

12



Blokk A mez6 | Sokszinii Sokszinli matematika 10
széma  a | Matematika 9.
tablazatban®

1 11 48-55,157-161 | -

2 12 90-93 58-60

3 13 - 58-60,62-64,65

4 14 - 65

5 15 - 67-77,88-93,103-106

6 16 Minden eddigi tudas, valamint néhany fejezet a

11. évfolyamrél?

4. tabldzat: A mdsodfoku egyenletekhez tartozo tananyagrészek helye a Sokszini Matematika tankényvsorozat 9. és 10.
évfolyamnak szolo kéteteiben
Forrds: Sajdt szerkesztés.

A fenti tablazatban lényegi elemként két oszlop jelenik meg Sokszinii Matematika 9. ¢és
Sokszinli Matematika 10. cimmel. Az itt taldlhat6 cellakban oldalszdmokat talalunk. Ezeken az
oldalakon taldljuk meg az emlitett két konyvben azokat a tananyagrészeket, amiket a
munkalapon feldolgoztam. A tablazatban 6 egység talalhatd, viszont a Maple munkalap az
elobbi felosztassal kicsit szembe megy €s ezt a 6 egységet 4 nagyobb egységbe zarja. Az eltérés
oka a tablazattol az, hogy vannak olyan anyagrészek, amik elvélaszthatatlanul kapcsolodnak
egymashoz ugyanakkor Ugy gondoltam, hogy megérdemelnek egy cellat a tdblazatban, mert
olyan fontos dolgot irnak le, amire a tanarok kiilon felhivjdk a didkjaik figyelmét is. Ilyen
példaul a 14-es szammal jelolt ismeret, amirdl a Mdsodfoku egyenlet blOKK Diszkrimindns cimi
alblokkjaban lesz sz6. Egy masik nagyon fontos eltérés a tablazattol, hogy a gyoktényezds alak
alkalmazasa ugyan 15-0s cellaban jelenik meg, ami az 5. blokknak felel meg a munkalapon, de
az elméleti attekintés soran mar a 3. blokkban eldkeriil ez a fogalom. Ezen kiviil még egy
Osszevonast talalunk. A 15-0s €s 16-os cellak is a Masodfoki egyenletek alkalmazasa feladatok
megolddsa soran cimll blokkban kaptak helyet, mivel mind a két cella alapvetden a
feladatmegoldashoz kapcsolodo ismeretet ir le, de az utobbi mar nem kizardlag a masodfoku
egyenletekre koncentral, hanem olyan vegyes feladatokra utal, melyeknél a masodfoku
egyenletek mas tipusu (pl.: Exponencialis, logaritmusos, trigonometrikus) egyenletek mellett
fordulnak eld. Ennek okan a 16-os cellahoz tartozé egyenletfajtakat csak cimként emlitem meg,

mivel errél bévebben lesz sz6 a kdzépiskola 11. osztalyéaban.

1lasd 2. 4bra
2 Ezzel a résszel b&vebben nem foglalkozunk, mivel a didkok majdnem biztosan fogjak tanulni ezt késébb.
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Mint azt mar korabban emlitettem, vannak a munkalapnak a kdzépiskolai anyagon talmutato
részei. A tablazatban ezt a 17-18-as szamu celldk jelzik. Ezeket gylijtottem Ossze az 6todik
tartalmi blokkban annak érdekében, hogy akit érdekel megismerkedhessen a masodfoku
egyenletekbdl levezethetd komplex szdmokkal, illetve egy kis kitekintést kapjon a valds
szamhalmazon kiviil elhelyezkedd szamokrél. Fentebb emlitettem, hogy elvégeztem a
tananyag ellentmonddsmentességének vizsgalatat. Most szeretném a fontosabb 1épésekrdl

késziilt képeket bemutatni.

Kiindulasi allapot 10. Iépés az elGismeretek vége

112)3/4]5/6]7|8[9]10]11)12) 13| 14{15|16{17) 18 1]2[3[4[5[6]7]8[9[10[11]12[13[14] 15[ 16] 1718
1] |1 1 1] 1 1 4l 4l 4
2 1 1 1101 2 i n 11t
3 1 ARE 3 Py Y Y
4 1]z 1 1] 1 4 s Ty Pl 1
5 1|1 1 1 1] 1 5 H 4 H—H—1
6 1 1 1)1 6 It 11
7 ARE 7 Py Y Y
8 i |1 NRE 8 = B
9 1 NRE 9 3 ]
10 1 111 10 : H—H—t
11 1 ARE 11 1 111
12 1 NRE 12 1 1 1] 1
13 i a1 13 i [1 11
14 IREE 14 NREE
15 1 1] 1 15 111
16 16
17 1 17 1
18 18

0 10

11. 1épés a masodfoku egyenletek kezdete 15. 1épés a masodfoku rész vége

1]2[34[5[s[7[8]9] 10] 11]12] 13[14] 15[ 16] 1718 1[2[3[4[s[6[7[e[ o] 10] 11[12] 13[14] 15[ 16[17] 18
1 31 1 i
2 1T 2 Y S
3 E -+ 3 X Pl Y Y
4 e |+ 4 R
5 T 5 =+ 5 i Pl Y
(5} i1 & it H—H—2
7 11 7 H—H—%
8 t = 8 P i
9 T 1t 9 ft- H——%
10 T 1t 10 H—H—2+
11 + = 11 =
12 1 AIRE 12 i i
13 1 [1 11 13 e e
14 NRER 14 Pl Y Y
15 ARE 15 R
16 16
17 1 17 1
18 18

11 15

5. tabldzat: A mdédositott K-algoritmus lefutdsdnak fébb lépései az dltalam elképzelt tananyagmdtrixon
Forrds: Sajat szerkesztés
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16. 1épés a masodfoku egyenletekre épiild rész kezdete 18. 1épés végallapot
1[2[3[4[5[e[7]8] o[ 10[11[12]13]14[ 15[ 16]17[18 1[2[3]4[5[6 7] 8] o[ 10[ 11] 12] 13[ 14] 15[ 16] 17[ 128
1 H—+ 1 I
2 T 2 it
3 1 3 1 3
4 3 4 AININIY 1
5 3 5 L 1
& 1 6 3
7 + 7. 1
8 4 8 iy
9 + 9 h
10 1 10 3
11 1 11 3
12 1 12 1
13 T 13 3
14 1 14 T
15 1 15 3
16 16
17 1 17
18 18
16 18

5. tdbldzat: A médositott K-algoritmus lefutdsdnak fébb lépései az dltalam elképzelt tananyagmadtrixon (folytatds)
Forrds: Sajdt szerkesztés

Lathatd, hogy a modositott K-algoritmus helyesen futott le. Ez alapjan megallapithatd, hogy az
altalam készitett tananyag logikailag helyes, igy a munkalap alkalmas lehet a masodfoku

egyenletek témakorének feldolgozasara, oktatasara.
6. A Maple munkalapon szerepl6 szekcidk részletes bemutatasa

Ebben a fejezetben részletesen bemutatom az elkésziilt munkalapot, mely teljes terjedelemben
megtalalhato a kettes szamu mellékletben.

6.1 Egyszer(i masodfoku egyenletek megoldasa

Az egyszerli masodfoku egyenletek megoldasa elott, felidéziink néhany definiciot, azonossagot
és modszert, melyekkel az ilyen tipusu egyenletek megoldhatoak.
e A blokk tartalma:
o Kéttagt kifejezésekhez kapcsolodo azonossagok
= Kéttagh 6sszeg négyzete (3.1.1.1-3.1.1.1.3)
= Kéttagt kiilonbség négyzete (3.1.2.1-3.1.2.1.3)
= Két tag 0sszegének és kiillonbségének szorzata (3.1.3.1-3.1.3.1.3)
o A szorzattd alakitds mddszerei
»  Kiemelés (3.2.1.1-3.2.1.12)
» Kiemelés csoportositassal (3.2.2.1-3.2.2.12)
o Egyenlet megoldésa szorzatta alakitassal (3.3.1.1-3.3.2.11)
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o Online gyakorléfeladatok
Ez a szekcid abbol a célbdl késziilt, hogy a tanulonak legyen lehetOsége feleleveniteni a
masodfokt fliggvény és a masodfoku egyenlet eldtt néhany nevezetes azonossagot €s a
szorzatta alakitasok modszereit, melyek segitségével még a megoldoképlet ismerete nélkiil tud
specialis masodfoka egyenleteket megoldani. A blokk harom kisebb részre bonthato. Az els6
egyszerl feladatot taldlunk. Az azonossagok alkalmazasara kovetkezo példakat irtam fel:
Keéttagl 0sszeg négyzete:
2 x+3)2=2x)*+2-x-34+32=4-x2+6-x+9(1).
Kéttagu 6sszeg kiilonbsége:
2-x—3)2=2x)?-2x"34+32=4-x2—-6-x+9(2).
Két tag 0sszegének és kiillonbségének szorzata:
2-x+3)-2'x—-3)=4-x>—-6-x+6-x—9=4-x2—-9(3).
Nyilvanvaldan az altalanos képletben a 2x a-nak a 3 pedig b-nek felel meg.
A blokk masodik részében a kiemelést, mint szorzatta alakitdsi modszert szintén egy egyszerii
példaval illusztralom elészor, majd ennek masik alpontjdban bemutatok egy csoportos
kiemeléssel megoldhato feladatot.
Egyszerii példa:
12-a* +20-a®+ 8- a? (4).

Ebben a példaban 4 - a? kiemelhetd, az eredmény:

4-a*-(3-a?+5-a+8)(5).
Bonyolultabb példa:

12:ax+12-b-y+48-a-y+3-b-x(6).

A példaban kiemelhet6 az a-kat tartalmazo tagokbol 12 - a a b-ket tartalmazo6 tagokbol pedig
3-b. Ha ezt végrehajtjuk észrevehetd, hogy mindkét kiemelt résznek a szorzdja az x+4y
kifejezés. Ezeket ismét ki tudjuk emelni:

(12-a+3:b)-(x+4-y) (7).
Végiil a kapott szorzat elsd tényezdjébdl kiemelhetiink még 3-at:

3:(4:a+b) - (x+4-y)(8).
A blokk utols6 részeként megoldok két egyenletet a szorzatté alakitds segitségével. Az elsd itt
is egy konnyebb feladat, aminél mar szorzatta van alakitva és nulldra van rendezve az egyenlet:

x+2)-(2-x+2)-3-x—6)-(4-x—3)=0(9).
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Tudjuk, hogy egy szorzat akkor O, ha valamelyik tényezdje 0. EbbOl egyértelmiien
kovetkezik, hogy ha megoldjuk a tényezokbdl képzett nulldra rendezett egyenleteket, akkor
megkapjuk az egyenlet gyokeit. Ezt kézzel is elvégezhetjiik, azonban a Mapleban az egyenletek
megoldasara a solve parancsot tudjuk hasznalni. Ennek megadhatunk egy egyenletet elsé

paraméterként, majd egy valtozot amire az adott egyenletet meg szeretnénk oldani. A gyokok

tehat a kovetkezok: {xl ==2,x, =—1,x3 =2,X4 = %} A masodik feladat egy fokkal

nehezebb, hiszen itt mar rendezni is kell az egyenletet az eddig elsajatitott ismeretek
segitségével. Az eredeti egyenlet:
Rx+7) (x+2)—(x—-5) - (x+2)=2x+3) - (x+2)(10).
Ez az egyenlet tobbféleképpen is megoldhatd. Helytakarékossagi okokbol csak a fobb 1épéseket
¢s a megoldashalmazt fogom bemutatni. Ha nullara rendezziik az egyenletet tigy, hogy a jobb
oldalt kivonjuk a balbol, akkor x+2 kiemelhetd. Ekkor kdvetkezd egyenletet kapjuk:
x+2) (2x+7)—(x—-5—-(2-x+3))=0(11).
Baloldalon a masodik zarojelen beliil dssze tudunk vonni. Osszevonas utin kapjuk a kovetkezd
egyenletet:
(x+2)-(—x+9) =0(12).
Ebbél az egyenletiink megoldashalmaza: {x; = —2,x, = 9}.

Ezt ellendrizhetjiik kézzel, illetve a solve paranccsal ahogyan azt korabban bemutattam.
6.2 Masodfoku fliggvény

Ebben a blokkban megismerkediink a masodfoku fliggvénnyel.
e A blokk tartalma

o A masodfoku fliggvény altalanos hozzarendelési szabalya (4.1.1-4.1.4)

o A masodfoku fiiggvény képe

o A parabola fogalma (4.3.3-4.3.6)

o A teljes négyzetté alakitas modszere (4.4.1.1-4.4.4)
* Definici6 (4.4.1.1.-4.4.1.2)

o A masodfoku fiiggvény jellemzése (4.5.1.1-4.5.7.1.2)
= A fliggvény
» Ertelmezési tartomany
= Ertékkészlet
= Zérushely

= Monotonitas
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=  Minimum hely/Maximum hely/Minimum érték/Maximum érték
= Paritas.
o Online gyakorlofeladatok
Ez a blokk a masodfoku fiiggvényhez kapcsolodd ismereteket rendszerezi. Az elsé alpontban a
Mapleban elérhetd matematikai jelekkel megadtam az altalanos masodfokt fiiggvény
hozzarendelési szabalyat, amely egyben definidlja is a masodfok fliggvényt:
fX)=a-x*+b-x+c
ahola e R\ {0}Ab € RAceE R(13).
A definicioban leirtak gyakorlatiasabb bemutatasara készitettem egy olyan eljarast, mely a
feltiintetett paraméterértékek (a, b, ¢) és a valtozé (X) megadasa utan megjeleniti az azokbol
felirhat6 hozzarendelési szabalyt.
A kovetkez6 alpontban bemutatom a masodfok fliggvénycsaladra jellemz6 grafikont. Ehhez a
program egyik beépitett parancsat hasznalom, a plot-ot. Ezzel a Descartes-féle
koordinatarendszerben tudunk fliggvényeket felrajzolni. A parancs elsd paramétere maga a
fliggvény, a masodik és harmadik paraméter pedig egy-egy intervallum, ami azt adja meg hogy
X, illetve y irdnyban milyen intervallumot szeretnénk megjeleniteni a tengelyeken. Ezek koziil
az elsO paraméter kotelezé a masik kettd opcionalis.
A harmadik pontban definidlom a parabola fogalmat, ami a kdvetkezd:
Definicio: Azon pontok halmazat, amelyek egy adott F fokuszponttdl és egy adott e
vezéregyenestdl azonos tavolsagra vannak parabolanak nevezziik.®
Ehhez készitettem egy szemléltetd abrat, ami a munkalapon szintén megtalalhato.
A negyedik alpontban a teljes négyzetté alakitds modszerét mutatom be. A definici6 jelekkel a
kovetkezd:
a-(x—u)?+v;

ahola e R\ {0}AueRAvVE R;

A parabola csucspontja C = (u,v) (14).
Ennek lépésenkénti levezetése is megtaldlhatd a munkalapon 4.4.2.1-t3] a blokk végéig. Ugy
gondolom, hogy mivel a teljes négyzetté alakitas a fliggvényeknél keriil targyalésra, ezért jo,
ha ez a témakor logikailag megel6zi az masodfokt egyenletek témakorét, igy a grafikus

megoldasi modszernél felhasznalhato ez az ismeret.

3 Maple munkalap ,,A parabola fogalma” alpont eleje.

18



A maésodik blokk utols6 pontjaban egy ,.teljes” fiiggvényvizsgalatot mutatok be az x? fiiggvény
segitségével. A madasodfoku fiiggvény jellemzése cimi blokkban feltiintetett szempontok

alapjan.
6.3 Masodfoku egyenlet

Ebben a blokkban a masodfoku egyenletekkel kapcsolatos ismereteket tekintjlik at.
e A Dblokk tartalma
o Az egyismeretlenes masodfoku egyenlet altalanos alakja (5.1.1-5.1.2)
o A grafikus megoldasi médszer (5.2.1-5.2.9)
o A masodfoku egyenlet megoldoképlete
= Levezetés (5.3.1.1-5.3.1.20)
e Hianyos masodfoki  egyenletek  gyokei  (5.3.1.1.1.1-
5.3.1.1.2.3.2.4)
= Diszkrimindns
e Diszkriminans fogalma (5.3.2.1.1)
e A diszkriminans és a masodfoku egyenlet megoldasainak szama
kozotti osszefliggés (5.3.2.2.1-5.3.2.2.3)
o A masodfoku egyenlet gyoktényezds alakja(elmélet) (5.4.1-5.4.9)
o Viéte-formulak (Emelt szint)
»  Gyokok osszegére fennalld osszefiiggés (5.5.1.1-5.5.1.4)
»  Gyokok szorzatara fennallo osszefiiggés (5.5.2.1-5.5.2.7)
o Masodfoku egyenletre visszavezetheté magasabb fokszamu egyenletek (5.6.1.1-
5.6.2.15)
o Paraméteres masodfoku egyenletek (Emelt szint) (5.7.1-5.7.2.13)
o Online gyakorlofeladatok
Els6 1épésként ennél a témakornél mindenképpen érdemes megismertetni a tanuldkat a
masodfokl egyenlet altalanos alakjaval. A masodfoku egyenletet Ugy is definidlhatjuk, hogy
.»-.-ha egy masodfoku kifejezést egyenldvé tesziink egy masodfokiindl nem nagyobb fokszamu

»4 Ezzel a definicioval arra szerettem volna

kifejezéssel, akkor masodfoku egyenletet kapunk.
felhivni a figyelmet, hogy minden olyan egyenletet masodfokunak tekinthetiink, aminek a két

oldalan egy-egy masodfokundl nem magasabb fokszdmi polinom 4all. A szdveggel

4 Lasd a munkalapon.
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megfogalmazott definiciét kovetden ismertetésre keriil a nullara rendezett alak, mely a
késobbiekben az egyenletmegoldas altalanositdsanal kap majd fontos szerepet.
Miel6tt azonban levezetném a masodfoku egyenlet megolddképletét, roviden bemutatom a
grafikus megoldas lehetdségét. Egy korabbi blokk alkalmaval a tanulok mar megismerhették a
teljes négyzetté alakitds modszerét, amit a grafikus megoldas soran alkalmazunk. Erre utalok a
,»A grafikus megoldasi modszer rész” elején. Ezutan egy példan bemutatom azokat a 1épéseket,
amiket a grafikus megoldashoz végre kell hajtani. Nézzilk meg most a grafikus megoldas
bemutatasara hozott példat:

x> —6-x+8=0/(15).
Ahogyan kordbban mar altalanosan bemutattam, ugy az egyenlet bal oldalat at kell alakitanunk
teljes négyzetté. Ehhez az x-es tag egyiitthatojat el kell osztanunk 2-vel ez lesz a zardjelen beliili
kifejezés masodik tagja. Ezutan ennek a tagnak a négyzetét le kell vonnunk a kialakult
négyzetes kifejezésbdl, majd az eldjelnek megfeleléen hozza kell adnunk a konstans tagot az
eddigi kifejezéshez. Osszevonasok utan megkapjuk a teljes négyzet alakot. Ez a fenti esetben a
kovetkezd lesz:

(x—3)2+1=0(16).
Ebben az esetben a teljes négyzet alak jeloléseivel u=3 és v=1. Ebbdl az kovetkezik, hogy ha
az alap x? fiiggvény csucsat eltoljuk a C (3;1) pontba és abrazoljuk a fiiggvényt (pl. Mapleban
a plot parancs segitségével), akkor a fliggvény grafikon x tengellyel alkotott metszéspontjainak
x értékei lesznek az egyenlet gyokei.
A blokk harmadik pontjanak els6é alpontja mutatja be az altaldnos masodfokt egyenlet
megoldoképletének levezetését. Fontosnak tartom, hogy a didkok ne csak megtanuljak a
megoldoképletet hanem akéar 6k maguk is eld tudjak allitani azt az altaldnos egyenletbdl
kiindulva. A levezetést kétféle modon is meg lehet oldani. A (Kosztolanyi, Kovacs, Pintér,
Urban, & Dr. Vincze 2011a) forras 64. oldalan egy olyan valtozatot talalunk, melyben el6szor
megszorozzuk az egyenlet mindkét oldalat 4a-val majd hozzdadunk mindkét oldalhoz b? -et
ezutan pedig észrevessziik, hogy a bal oldalon 2ax+b négyzetét ki tudjuk alakitani. Ez a
levezetés matematikai szempontbdl tokéletesen megallja a helyét, ugyanakkor azt gondolom,
hogy a didkok szamdra a kovetkezd gondolatmenetet taldn konnyebb kovetni abbol a
szempontbol, hogy bar a levezetés hosszabb lesz, de a végrehajtott 1épések kisebb ,,méretliek”
¢s kevesebb intuiciot igényelnek. A gondolatmenet tehat a kdvetkezd: Kossiik ki, hogy a nem
lehet 0 ugyanis, ha ezt megengednénk, akkor konnyedén belathatd, hogy az x%-es tag eltiinne
¢és az egyenletiink els6fokura redukalodna. Miutan belattuk, hogy a 0-t6l kiilonbozik, el tudjuk

osztani vele az egyenlet mindkét oldalat, igy X? egyiitthatdja 1 lesz. Mivel mi x lehetséges
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értékeit szeretnénk meghatarozni, de nekiink ebben a 1épésben x%-es tagunk van, ezért a
kovetkezé gondolatunk az, hogy gyokét kellene vonni. Osszegbdl azonban ezt nem tudjuk

megtenni, ebbdl addddan az dsszeget at kell alakitanunk valamilyen szorzattd. A sima kiemelés
azért nem elegendd, mert a 5 tagban nincs x, igy a gyokvonast tovabbra sem lehetne elvégezni
ugy, hogy kozelebb jussunk x kifejezéséhez. Kiemelés helyett azonban hasznalhatjuk a teljes
négyzetté alakitas modszerét. A teljes négyzet négyzetes részét ebben az esetben az x? + l%x

osszegbdl kell eldallitanunk. Az x*-es tagbol lathato, hogy x lesz az egyik tagunk, a négyzetes
kifejezésben a masodik tag pedig a két szam Osszegének négyzetére vonatkozd nevezetes
azonossag miatt %.
Ha ezek alapjan felirjuk a négyzetes kifejezést, majd visszaellendrziink zarojel felbontéssal,
akkor a nevezetes azonossdg miatt keletkezik egy tag, amit le kell vonnunk, ha az eredeti
kéttagu Osszegiink teljes négyzet alakjat szeretnénk kapni. Ha sikeriilt végrehajtanunk a teljes
négyzetté alakitast, akkor a zarojelen kiviili részt csak 4t kell vinniink az egyenlet jobb oldaléra,
majd k6zos nevezdre kell hoznunk a jobb oldalon. Ezutan kapjuk a kovetkezd egyenletet:

(x+L)2 _biodrare o

2-a 4-q?

Innen mar csak gyokot kell vonnunk (figyeljiink az abszolutértékre) és az esetszétvalasztast
kovetden meg is kapjuk az ismert formulat.
A Maple munkalapban a levezetés soran 3 érdekesebb dolgot fedezhetiink fel. Az elsé az sqrt
parancs. Ezzel gyokvonast tudunk végrehajtani. Alapértelmezetten a gyokvonas definicidja
szerint szdmol, tehat figyelembe veszi, hogy a gydkvonds eredménye csak nemnegativ lehet.
A masodik figyelemremélté dolog a képletben a symbolic kulcsszd, ami az sqrt fiiggvény
opciondlis paramétere lehet. Ezzel utasithatjuk a Maple-t, hogy hajtsa végre a szimb6lumokon
is a miiveletet, ha tudja. Ekkor viszont elképzelhetd, hogy gyokot veszitenénk. Hiszen tudjuk,
hogy VaZ = |al.
Azaz egy szam négyzetének a gyoke a szdm abszolutértékével egyenld. Tehat amikor egy
valtozd négyzetét tartalmazd kifejezésbdl szeretnénk gyokot vonni, akkor a gydkvonds
eredményét abszolutértékbe kell tenniink. Ebben segit a program abs nevii fliggvénye. A
gyOkvonas utani allapotot latjuk a munkalap 5.3.1.13-as egyenletében. Innen esetszétvalasztas
¢és rendezés utan megkapjuk a jol ismert megoldoképletet. Lattuk, hogy a megoldasunk helyes,

ezt azonban le is tudjuk ellendrizni egy megfeleléen felparaméterezett solve parancs

segitségével. Ehhez minddsszesen egy parametric kulcsszot kell aposztrofok kozott az
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altalanos egyenlet €s a valtozé6 moge irnunk, ahogyan azt az 5.3.1.20-as Maple egyenletnél
latjuk.

A megoldoképlet levezetését kdvetden kitérek a kiilonbdzo hianyos masodfoka egyenletekre €s
azok gyoOkeire. Roviden tekintsiik at ezeket is. A hianyos masodfoku egyenlet definicioja: Olyan
masodfokt egyenlet, amelybdl hianyzik vagy az x-es, vagy a konstans tag. (Oktatasi Hivatal
é.n.) A dolgozat szerzdje szerint az a - x> = 0 egyenlet is tekintheté hidnyosnak bar ekkor az
egyenlet megoldasa trivialisan 0. Ha az el6bb hivatkozott forras altal emlitett definiciot
alkalmazzuk, akkor Gsszesen 3 fajta hidnyos masodfoku egyenletrél beszélhetiink. Elsének
vegyiik az alabbit:

a-x*+b-x=0(18).

Itt c=0. Ebben az esetben szorzattd tudunk alakitani ugy, hogy kiemeliink x-et minden tagbol a

baloldalon x - (a - x + b). Ebbdl rendezés utan megkaphatjuk, hogy az ilyen tipusu egyenletek

gyokei mindig {xl =0,x, = _—b}. A kovetkezd esetben b=0 és tegyiink egy kikotést c-re: ¢<O0.

a

Ekkor az egyenletiink, igy néz ki:
a-x?—-c=0(19).

Rendezés utan latjuk, hogy ennek az egyenletnek a gyékei:{xl = \E , Xy = — \E}

A harmadik esethez valtoztassuk meg az el6z6 egyenletben c-re tett kikotésiinket: ¢>0. Ekkor
az egyenlet, igy néz ki:
a-x?+c=0/(20).

Ennek gyékei:{xl = ’—i,xz =— ’_2}

Latjuk, hogy az utols6 esetben negativ kifejezés gyoke adja a megoldast. Az ilyen tipust
egyenletekkel kozépiskoldban nem foglalkozunk, de egy rovid kitekintés erejéig emlitést teszek
az utolso blokkban roluk.

A kovetkezd alblokkban a diszkriminansrdl, valamint arr6l van szo, hogy milyen kapcsolat van
a diszkriminans és az egyenlet gyokeinek szama kozott. A masodfoku egyenlet diszkriminansa
a kovetkezo:

D=b%—4-a-c(21).

Ennek el6jele donti el, hogy hany és milyen megoldasa(i) van(nak) az egyenletnek. Ha a
diszkriminans pozitiv, gy két eltéré valdos megoldas van, ha negativ ugy két komplex gyoke
van az egyenletnek, ekkor a valos szamkorben nincs megoldas. Ha a diszkrimindns pontosan 0,
akkor egy megoldasa van az egyenletnek, mivel ekkor az x1 és x2 megegyezik. A konnyebb

érthetdség kedvéért a diszkriminans és a gyokok szama kozotti Osszefiiggést nem csak
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szovegesen mondom ki, hanem emellett a plot parancs segitségével készitettem néhany abrat is
a konnyebb érthetdség kedvéért.
A blokk kovetkezd (negyedik) részében a gyoktényezds alakot egy példan keresztiil mutatom
be. Vettem egy szorzattd bontott masodfoku egyenletet:
5-(x+3)-(x+2)=0(22).
Ezt utdna a hagyomanyos modon felbontottam és 0-ara rendeztem, igy egy olyan egyenlethez
jutottam, melyet a diakok a korabbi ismereteik segitségével konnyedén meg tudnak oldani:
5-x%+25-x+30=0(23).
Megoldasok:{x; = —2,x, = —3}.
Oldjuk meg most ugy is az egyenletet, hogy a zarojeleket nem bontjuk fel. Egy szorzat akkor

0, ha valamelyik tényezdje 0, ezért két lehetdségiink van:
x+3=0\/x+2=004.

Ezekbdl szintén megkapjuk a megoldoképlet segitségével meghatarozott gyokoket. Adott tehat
akérdés, hogy ha van egy masodfoku egyenletiink, aminek ismerjiik a gyokeit, akkor fel tudjuk-
e irni az egyenletet szorzattd bontva? A valasz az, hogy igen. Egy altalanos masodfoki
egyenletet gyokeinek ismeretében felirhatd szorzatként a kovetkezé modon:
a-(x—x9)- (x—x3) (25).

Kovetkez6 pontunk a Viéte-formulak. Ez a rész csak az emelt szintli kovetelmények kozott
szerepel, amit jeleztem is a munkalapon ugyanakkor ugy gondoltam, hogy a kozépszintii
érettségit iroknak is hasznos tudast jelenthet. A gyokdok Osszegére vonatkozo formuldhoz
egyszerlien csak Ossze kell adnunk a megoldoképlet megfeleld részeit. Miutan hasznaltuk a
Maple simplify nevii fiiggvényét — ami kifejezések egyszeriibb alakra hozasakor valik nagy

hasznunkra —, r6gton megkaptuk a gyokok 0sszegére vonatkozo dsszefliggést:
—b

A szorzatra vonatkozé Osszefliggés levezetéséhez észre kell venniink, hogy a szamlaloban egy
nevezetes azonossag van, ami két négyzetes kifejezés kiilonbségének tudunk megfeleltetni.
Ezek utan 6sszevonasok és egyszeriisitések segitségével megkaphatjuk a gyokok szorzatdra

vonatkozd 0sszefli ggéStZ
= —C (27)
X1 X .
1 2

A blokk kovetkezd pontjaba két magasabb foku egyenlet keriil megolddsra a szokésos
atjeloléses modszer segitségével. Mind a két egyenletet dbrazolom fliggvényként két plot

parancs segitségével, igy az algebrai ellendrzésen tul grafikonon is lathatova teszem az egyenlet
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gyokeit. A Mapleban nagyon egyszeriien megoldhatunk magasabb foku egyenleteket is a solve
parancs segitségével. Azonban papir alapon sincsen feltétleniil nehéz dolgunk, hiszen egy
masodfokuira visszavezethetd magasabb foku egyenlet megoldasa csak annyiban mutatnak tul
egy sima masodfoku egyenletén, hogy itt megfelelo atjelolésekkel redukaljuk masodfoktra az
egyenletet, majd az egyenlet gyokeit visszahelyettesitjiik abba az egyenletbe, amivel az 1j
valtozot bevezettiik. Az ilyen tipust egyenleteknél minden esetben célszerti ellendrizni, hogy
mi az eredeti egyenletiink értelmezési tartomanya, mert itt is el6fordulhatnak hamis gy6kok.
Az utols6 pontban egy a valds paraméter fiiggvényében vagyunk kivancsiak az egyenlet
megoldasaira a valds szamok halmazan:
ax*+R2-a+1)'x+a+2 = 0(28).
Ennek megoldasat két részre kell bontanunk:
Ha a = 0, akkor x + 2 marad a bal oldalon, amibdl az egyenlet megoldasa x=2. Ha a nem O,
akkor meg kell vizsgalnunk a diszkriminansat az egyenletnek:
D=Q-a+1?—-4-a-(a+2)=
=4-a’+4-a+1—4-a*—-8-a=
=—4-a+1(29).
Ezt rendezve azt kapjuk, hogy ha a értéke Y4-ed, akkor az eredeti egyenlet diszkriminansa 0,
tehat ebben az esetben egy valds gyokot kapunk. Ha a értéke kisebb Ya-nél, akkor a
diszkriminans pozitiv, ami két valds gyokat jelent. Ha nagyobb, akkor a diszkrimindns negativ,

igy nem lesz az egyenletnek valos gyoke.
6.4 Masodfoku egyenletek alkalmazasa feladatok megoldasa soran

Ebben a blokkban az eddig megszerzett elméleti tudasunkat alkalmazzuk feladatok megoldasa
soran.

e A blokk tartalma
Feladatmegoldas a gyoktényezos alak segitségével (6.1.1.1-6.1.2.1.3)

o

o Tortes egyenletek megoldasa (6.2.1.1-6.2.2.1.12)

o Szoveges feladatok megoldasa egyszerli masodfoku egyenletek segitségével
(6.3.1.1.1-6.3.2.1.8)

o Egyszerli masodfoku egyenletrendszerek megoldasa (6.4.1.1-6.4.2.1.5)

o Va-x+b =c-x + d tipusu egyenletek megoldasa (6.5.1.1-6.5.2.1.9)

o Teljes fliggvényvizsgalat feladat (6.6.1-6.6.6.1.2)

o Masodfokt egyenletet is tartalmazo ,,kevert” egyenletek megoldasa (Emelt szint)
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= Logaritmust tartalmazé

= Szogfliggvényt tartalmazo

= Exponencialis fliggvényeket tartalmazo.
Mint ahogyan a blokk cime is utal ra, ebben a részben Osszegyiijtdttem néhany feladattipust,
ami a masodfoku egyenletekhez kapcsolodik valamilyen modon. Ezeket a feladatokat fel lehet
hasznélni mintapéldaként, de akar hazifeladat form4ajaban is. Minden alpontban két feladat és
azok megoldasa talalhat6. Ez alol kivételt képez az utolsé alpont, mert bar ezekrdl az
egyenletekrél szo esik a kozépiskolaban, viszont csak tizenegyedik évfolyamban, amikor a
tanulok mar megismerték a nem masodfoku rész megoldasahoz hasznalt modszereket. A
feladatokkal foglalkozd rész utolsd eldtti alpontjdban ismét eldkeriil egy ,teljes”
figgvényvizsgalat, ezattal azonban az alapfliggvény egy transzformaltjat vizsgalja a feladat.
Ezekrdl bovebben a dolgozatban nem tervezek szot ejteni, mert ez a blokk féként a didkok
gyakorlasanak eldsegitését szolgdlja és nem tartalmaz olyan 1j ismereteket, amit a korabbi

alfejezetekben ne emlitettem volna.
6.5 Masodfoku egyenletek és komplex szamok (Felséfoku tananyag)

Ebben a blokkban kicsit elére tekintiink, megnézziik, hogy lehetséges-e megoldani mégis
negativ diszkrimindnsu méasodfokt egyenleteket, majd kitekintiink a valds szamhalmazon talra.
e A blokk tartalma

o Komplex szamok bevezetése (7.1.1-7.1.4)

o Komplex szdmok abrazolasa.
Az utolsé nagyobb blokkban révid kitekintést talalunk a valos szamhalmazon talra, a komplex
szdmokra. Itt felszinesen érintjiik a felséfok oktatasban eldkeriilé anyagrészt. Nem volt cél a
komplex szamok részletes ismertetése, hiszen alapvetden a kozépfoku oktatas segitésére késziilt

a munkalap, a komplex szamok témakore pedig boven a fels6foku tananyagba tartozik.
7. Az elkészilt dokumentum felhasznalasi lehet8ségei az oktatasban®

A dolgozat eddigi fejezeteiben megnéztiink néhany, a munkalap szempontjabdl relevans
elméleti megfontolast, attekintést kaptunk a témakor szakmai alapjairdl, illetve bemutatasra
keriilt a témakort, a digitalis tdvoktatast tamogatni kivand munkalap. Adodik a kérdés, hogy

milyen modon hasznosithaté a dokumentum az oktatasban. Ennek vizsgalatara teszek kisérletet

5 A fejezetben szerepl8 11-es, 15-6s, 16-0s, és 17-es tabldzatok sajat szerkesztésliek
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ebben a fejezetben. Az alabbi hipotéziseket fogalmaztam meg, melyekre elméleti, - az
eddigiektdl eltérd megkozelitéssel, - valaszt szeretnék adni.

HI: Az elkészitett dokumentum képes jo/megfelelé mintakent szolgalni a digitalis tananyagok
készitéséhez a matematika teriiletén.

H2 a: A kozépszintii érettségire késziilo didkok szamara megfelelé mélységben tartalmazza a
masodfoku egyenletekhez kapcsolodo temakérék anyagat.

H2 b: Az emelt szintii érettségire késziiloknek segitséget nyujt bizonyos feladatok megoldasdhoz

a temakoron beliil.

7.1 H1: Az elkészitett dokumentum képes jo/megfeleld mintaként szolgalni a digitalis

tananyagok készitéséhez a matematika tertletén

A hipotézist tantervi megkozelités alkalmazdsdval vizsgalom, ezért a feltevés
igazsagtartalmanak eldontése el6tt vizsgaljuk meg, hogy milyen szintjei vannak a kdzoktatas

szabalyozasanak. Ebben a kdvetkezd abra lesz a segitségiinkre. (Dr. Nyéki 2016)

L J

Kazismerst karetiantery

¥
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3. dbra: A hdromszint( tantervi szabdlyozds
Forrds: Dr. Nyéki 2016
http://rs1.szif.hu/~nyeki/InfMod/Infmodszertan/

A legfelsd szinten a nemzeti alaptantervet (NAT) latjuk. A NAT nevelési célokat és
kulcskompetencidkat hatdroz meg. Ezek kozil a szamunkra érdekes kulcskompetencia a
matematikai kompetencia. (Magyarorszag Kormanya 2012: 10653; Dr. Ny¢ki 2016) A NAT a
matematikai kompetenciarol, igy nyilatkozik:

»A matematikai kompetencia kialakitasahoz elengedhetetlen az olyan meghatarozo
bazisképességek fejlesztése, mint a matematikai gondolkodds, az elvonatkoztatds és a logikus

kovetkeztetés. E kompetencia osszetevoit alkotjdk azok a készségek is, amelyekre tamaszkodva
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a mindennapi probléemak megoldisa soran a matematikai ismereteket és modszereket
alkalmazzunk.

A matematikai kompetencia kialakulasaban, hasonloan mas teriiletekhez, az ismeretek és a
készség szintii tevékenységek egyarant fontos szerepet toltenek be.

Sziikséges képességek, készségek, ismeretek és attitiidok

A matematikai ismeretek magukban foglaljak a szamok, mértékek, strukturak, az alapmiiveletek
és az alapveté matematikai fogalmak, jelolések és osszefiiggések készség szinten alkalmazhato
tuddasat.

A matematikai kompetencia azt jelenti, hogy felismerjiik az alapveté matematikai elveket és
torvényszeriiségeket a hétkoznapi helyzetekben, eldsegitve a problémak megoldasat a
mindennapokban, otthon és a munkahelyen. E kompetencia teszi lehetové a torvényszeriiségek
felismerését a természetben, és alkalmassa tesz az érvek lancolatanak kovetésére, a matematika
nyelvén megfogalmazott torvények megértésére.

A matematikai miveltséghez valo pozitiv hozzdadllas annak az igazsagnak a tiszteletén alapul,
hogy a vilag rendje megismerheto, megértheto és leirhato.” (Magyarorszag Korméanya 2012:
10653-10654)

A fejlesztési feladatok €s a kulcskompetenciak mentén a NAT meghataroz bizonyos miiveltségi
teriileteket. Ezeknek az ajanlott szazalékos eloszlasat mutatja be a kovetkezd tablazat a

kozépiskola 4 évfolyaman (Magyarorszag Kormanya 2012: 10659):

Miiveltségi teriiletek 9-10. 11-12.*
Magyar nyelv és irodalom 10-15 10
Idegen nyelvek 12-20 13
Matematika 10-15 10
Ember és tarsadalom 8-15 10
Ember és természet 15-20 10
Foldiink — kdrnyezetiink 5-8 -
Miivészetek 8-15 6
Informatika 4-8 4
Eletvitel és gyakorlat 4-8 -
Testnevelés és sport 14-20 15

6. tdblazat: Ajanlds a NAT mliveltségi teriiletek szdzalékos ardnyaira

Forrds: Magyarorszag Kormdnya 2012: 10659
https.//ofi.oh.gov.hu/sites/default/files/attachments/mk_nat_20121.pdf

* Csak a minimalis szazalékos arany.

27



A tablazat alapjan megallapithato, hogy a k6zépfoku oktatas soran minimum 10%-ot kell, hogy
kitegyen a kozépiskolaban elsajatitott miiveltségi anyagbol. Ezen a teriileten a

kovetkezOképpen alakul a fejlesztési feladatok struktaraja:

,,1. Téjékozodas

1.1. Tajékozodas a térben

1.2. Tajékozédas az iddben

1.3. Tajékozodas a vilag mennyiségi viszonyaiban

2. Megismerés

2.1. Tapasztalatszerzés: a tapasztalatok tudatositasa, kozlése, rogzitése,
jelolése, ezek értelmezése, visszaolvasasa

2.2. Képzelet (kdvetd, alkoto)

2.3. Emlékezés

2.4. Gondolkodas

2.5. Az ismeretek rendszerezése

2.6. Az ismerethordozok haszndlata

3. Az ismeretek alkalmazasa

4. Problémakezelés és -megoldas

5. Alkotas és kreativitas: alkotas dntevékenyen, sajat tervek szerint; alkotasok
adott feltételeknek megfelelGen; atstrukturalas

6. Akarati, érzelmi szabalyozas, az onfejlesztés képessége €s az egyiittéléssel
kapcsolatos értékek

6.1. Kommunikadcio

6.2. Egyiittmiikodés

6.3. Motivaltsag

6.4. Onismeret, onértékelés, reflektdlds, onszabdlyozds

7. Matematikai tapasztalatszerzés, a matematika épiilésének elvei.” (Magyarorszag Kormanya 2012: 10689)

A felsorolasban eléfordulnak olyan fejlesztési feladatok, melyek mar az alapfok oktatds soran
végrehajtasra keriilnek és a kozépfoka oktatdsban mar nem épiilnek ré Gjabb feladatok, illetve
eléfordulnak olyanok is, melyek az alap- és kozépfoku oktatasban végig jelen vannak. Az alabbi
tablazatban a NAT alapjan 0sszegytijtottem azokat a 9-12. évfolyamon a vizsgélt miiveltségi

teriilethez tartozo6 fejlesztési feladatokat, melyek elérésében az altalam elkészitett munkalap

segitséget nyujthat. (Magyarorszag Kormanya 2012: 10690-10701)

2.1. Tapasztalatszerzés: a tapasztalatok tudatositdasa, kizlése, rogzitése, jelolése, ezek értelmezése,
visszaolvasasa

Adatok jegyzése, rendezése, abrazolasa. Egyiitt valtozo mennyiségek Osszetartozo adatparjainak jegyzése:
tapasztalati fliggvények, sorozatok alkotasa, értelmezése stb.; valtozasok leirasara szolgalé matematikai modell
keresése. Geometriai transzformaciokban megfigyelt megmaradoé és valtozo tulajdonsagok tudatositasa
Szavakban megfogalmazott helyzet, torténés matematizalasa: matematikai modellek valasztasa, keresése,
készitése, értelmezése adott szituaciokhoz. (Pl. egyszerisitett rajz, szamfeladat, nyitott mondat, sorozat,
tablazat, egyenlet-megoldasi modszerek, grafok.)

Szavakban megfogalmazott helyzetr6l, torténésrdl késziilt matematikai ,,szoveg” értelmezése. Konkrét
matematikai modellek (nyitott mondat, szakaszos abra stb.) értelmezése a modellnek megfeleld szoveges
feladat alkotasaval.

Tudatos megfigyelés elvont szitudcidkban; analizis, azonositas, megkiilonboztetés, szemponttartas: megfigyelés
adott tulajdonsagok szerint; felismert tulajdonsagok és kapcsolatok szerint; valtozo szempontok, feltételek
szerint; szempontok 6nalldo megvalasztasa.

Esetfelsorolasok, érvelés a szempontok, feltételek, paraméterek 6nalld megvalasztasaval és valtoztatasaval (pl.
kombinatorika, egyenletek, szerkesztések).

2.2. Képzelet (kovetd, alkoto)

Szamok, miiveletek, egyéb matematikai szimbolumok (pl. képek, szakaszos abrak, diagramok, grafikonok,
tablazatok, miveletek, nyitott mondatok) alapjan az altaluk leirt valosagos helyzetek, torténések, dsszefliggések
elképzelése.

2.4. Gondolkodas
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Matematikai modellek megértése (pl. szamok, miiveletek, nyitott mondatok, sorozatok, fliggvények, tablazatok,
rajzos modellek, diagramok, grafok, grafikonok); atkddolas mas modellbe. Adott modellhez példa, probléma
megfogalmazasa

2.5. Az ismeretek rendszerezése

Definicid, tétel. A matematika kiilonbzd teriiletei kdzotti kapcsolatok tudatositésa

2.6. Az ismerethordozok hasznalata

Koényvek  (pl. matematikai  zsebkdnyvek, szakkonyvek, ismeretterjeszté  konyvek, lexikonok,
feladatgyiijtemények, tablazatok, képletgyiijtemények), szdmologépek, szamitogépek hasznalata

3. Az ismeretek alkalmazdsa

Friss vagy felfrissitett ismeretek, informaciok, felismerések kozvetlen alkalmazasa egyszerii utasitas
végrehajtasaban, dontésben.

crsy

analog helyzetben.
Régebbi ismeretek mozgdsitasa, osszeillesztése, felhasznalasa 0 helyzetben; sejtés, ellenérzés.
Ismeretek alkalmazasa az ujabb ismeretek megszerzésében egyes szakmak esetében. Uj tapasztalatok
visszarendezése eléfogalmakhoz, fogalmakhoz
4. Problémakezelés és -megoldas
Probléma felismerése (problémahelyzet atélése); problémaérzékenység.
Az ismert elemek és az ismeretlen momentumok iitkoztetése; sejtések, kérdések megfogalmazasa. Egyszerii
probléma attekintése.
A probléma megoldasara vald készség, a probléma vallalasa. Sikertelen megoldasi kisérlet utan ujjal valo
probalkozas. A sikertelenség okanak feltarasa (pl. kihagytunk egy feltételt).
A probléméhoz hasonlé egyszerlibb (mar megoldott) probléma keresése.
Onallo eljarasok keresése, megoldasi kisérletek, tippelések szabad végzése, dsszevetése a kapott informaciokkal,
a valosaggal.
A problémahoz illesztheté matematikai modell valasztasa, keresése, alkotasa. (A probléma részekre bontasa;
osszetett probléma attekintése. Atfogalmazas mas, ismertebb probléméva; analogia keresése.)
Megoldas a matematikai modellen beliil. Matematikai modellek (pl. nyitott mondatok, grafok, sorozatok,
fiiggvények, fiiggvényabrazolas, szamitdogépes programok, statisztikai elemzések) ismerete, alkalmazasanak
médja, korlatai (pontossag, értelmezhetéség). Onellendrzés; feleldsségvallalas az eredményért.
Tobbféle megoldasi mod keresése, a problémahoz leginkabb i116 megoldasi mod (modok) kivalasztasa; indoklasa.
Gondolatmenet kiépitése (pl. ,,megoldasi terv”’ szoveges feladathoz). Manualisan elvégzett tevékenység gondolati
1épésként vald értelmezése, tudatositasa. Megértett probléma részletproblémakra bontasa modell nélkiil vagy
modell segitségével; a részletproblémak sorrendbe allitasa, pl. megoldhatosaguk idérendje szerint; az, igy képzett
terv tudatositasa elmondassal, irasban, jelsorozattal (folyamattervezés). A tervkészités modjanak megalkotésa.
Stratégia alkotasa.
Kidolgozas megalkotasa. (Az eltervezett megoldas 1épéseinek végrehajtasa; a részeredmények értelmezése, a
végeredmény vonatkoztatasa az eredeti problémara, valaszadas diszkusszié nélkiil, illetve diszkusszidval.)

7. tabldzat: Fejlesztési feladatok matematika miveltségi teriileten 9-12. osztdlyban a NAT szerint

Forrds: Magyarorszag Kormdnya 2012: 10690-10701.
https.//ofi.oh.gov.hu/sites/default/files/attachments/mk_nat_20121.pdf alapjdn sajdt szerkesztés

A fejlesztési feladatokon til meg kell emliteniink azokat a tudastartalmakat is, amelyeket a
tantargy oktatasa soran meg kell szerezniiik a tanuloknak. A NAT alapjan itt is 6sszegylijtdttem
azokat a 9-12. évfolyamra vonatkozo tartalmakat, melyeket az altalam készitett munkalap lefed.
Ezeket a NAT a kovetkezd tablazatban foglaltak szerint hatarozza meg. (Magyarorszag
Kormanya 2012: 10704-10706).

2.3. Szamelméleti ismeretek: primtényezés felbontas, legnagyobb k6z6s 0szto, legkisebb kdzos tobbszoros,
relativ primek.

2.4. Algebrai kifejezések: miveletek egyszerii algebrai kifejezésekkel

2.6. Egyenletek, egyenlétlenségek, egyenletrendszerek: kétismeretlenes elséfokt egyenletrendszer, masodfoku
egyenletek, els6foku egyenldtlenségek; szoveges feladatok: egyszerti (fogalom kozvetlen alkalmazasat igényl6,
illetve a gyakorlati életbdl vett szoveges) egyenletek; négyzetgyokos, exponencialis, logaritmikus,
trigonometrikus egyenletek

4.2. Fiiggvények megadasa, abrazolasa: A fiiggvény szemléletes fogalma. Fliggvény megadasa, abrazolasa
koordinata-rendszerben. Linedris és masodfoku figgvények, forditott aranyossag. Exponencialis, logaritmus,
trigonometrikus alapfiiggvények.
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4.3. Figgvények transzformdacidja: f(x)+c; f(x+c) és c*f (x) abrazolasa.
4.4. Fiiggvények jellemzése: értékkészlet, zérushely, szélsdérték, monotonitas, periodicitas leolvasasa
grafikonrdl

8. tdbldzat: Tuddstartalmak matematika miiveltségi teriileten 9-12. osztdlyban a NAT szerint
Forrds: Magyarorszag Kormanya 2012: 10704-10706.
https.//ofi.oh.gov.hu/sites/default/files/attachments/mk_nat_20121.pdf alapjdn sajdt szerkesztés

A fentiekben bemutatott fejlesztési feladatok és tudastartalmak alapjan kidolgozasra keriiltek
kozismereti kerettantervek, melyek a kozoktatas kozépsd szintjét alkotjak. Ezeknek a
kerettanterveknek kiilonboz6é valtozatai vannak iskolatipus és a képzési szinthez tartozo
oraszamok szerint. En ezek kozill a gimnaziumi kerettantervek alap draszamhoz és az emelt
oraszamhoz tartoz6 ,,A” valtozatat hasznalom fel a dolgozatomban. A kerettantervet teljes
részletességgel, - a dolgozat terjedelmi korlatai miatt, - nem all médomban bemutatni, ezért

csak az altalam feldolgozott témakorhoz kapesolodo részeket fogom ismertetni.
7.1.1. Kbzépszint

Az altalam feldolgozott témakdr a 9-10. évfolyamhoz azon beliil a 2. Szamtan, algebra és a 3.
Osszefiiggések, fiiggvények, sorozatok témakordk ismeretei kozott talalhatoak meg. A két
témakorre a kerettanterv 0sszesen 82 (66+16) o6ra feldolgozasi iddt javasol. Ez alatt az id6 alatt

az alabbi tablazatokba foglalt ismeretek keriilnek elsajatitasra. (Oktatasi Hivatal 2012a: 9-13)

Ismeretek szamtan algebra témakorben

Szamelmélet elemei. A tanult oszthatdsagi szabalyok. Primtényezds felbontas, legnagyobb k6z6s 0szto,
legkisebb koz0s tobbszorss. Relativ primek. Matematikatorténeti és szamelméleti érdekességek: (pl. végtelen
sok primszam létezik, tokéletes szdmok, baratsagos szamok, Eukleidész. Mersenne, Euler, Fermat)

Hatvanyozas 0 és negativ egész kitevére. Permanencia-elv.

A hatvanyozds azonossagai.

Szamok abszolut értéke.

Kiilonboz6 szamrendszerek. A helyiértékes irasmod 1ényege. Kettes szamrendszer. Matematikatorténet:
Neumann Jénos.

Szamok normalalakja.

Nevezetes azonossagok: kommutativitas, asszociativitas, disztributivitds. Szdmolési szabalyok, zarojelek
hasznalata.

Szdveges szamitasi feladatok a természettudomanyokbol, a mindennapokbdl.

Egyes valtozok kifejezése fizikai, kémiai képletekbdl.

Els6éfoku kétismeretlenes egyenletrendszer megoldasa.

Elséfoku egyenletre, egyenldtlenségre, egyenletrendszerre vezetd szoveges feladatok.
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Egy abszolttértéket tartalmazo egyenletek. | X+C | =ax+bh.

A négyzetgyok definicidja. A négyzetgydk azonossagai.

Egyszer(i masodfoku egyenl6tlenségek. ax® +bx+ ¢ > 0 (vagy > 0) alakra visszavezethet6
egyenl6tlenségek (& # 0).

Osszefiiggés két pozitiv szam szdmtani és mértani kozepe kozott. Gyakorlati példa minimum és maximum
probléma megoldésara.

9. tdbldzat: A kerettanterv dltal meghatdrozott ismeretek szamtan, algebra témakérben kézépszinten 9-12. évfolyamon
Forrds: Oktatdsi Hivatal 2012a: 9-13
https://kerettanterv.oh.gov.hu/03_melleklet 9-12/3.2.04_matemat_9-12.doc alapjdn sajdt szerkesztés

Ismeretek osszefiiggések, fiiggvények, sorozatok témakorben

A fiiggvény megaddasa, elemi tulajdonségai.

A linearis fliggvény, linearis kapcsolatok. A linearis fliggvények tulajdonsagai. Az egyenes aranyossag. A
linedris fliggvény grafikonjanak meredeksége, ennek jelentése linedris kapcsolatokban.

Az abszolutérték-fiiggvény. Az X = |ax + b| fiiggvény grafikonja, tulajdonsagai (@ # 0).

A négyzetgyokfiiggvény. Az X > \/; (X > 0) fiiggvény grafikonja, tulajdonsagai.

a . . .
A forditott aranyossag fiiggvénye. X > — (@X # 0) grafikonja, tulajdonsagai.
X

Fliggvények alkalmazisa.

10. tablazat: A kerettanterv dltal meghatdrozott ismeretek fliggvények sorozatok témakdérben kézépszinten 9-12.
évfolyamon Forrds: Oktatdsi Hivatal 2012a: 9-13
https://kerettanterv.oh.gov.hu/03_melleklet_9-12/3.2.04_matemat_9-12.doc alapjdn sajdt szerkesztés

A fenti tablazatban megjeloltem szaggatott vonallal aldhtizva azokat a tartalmakat, melyek a
masodfokl egyenletekhez és a masodfoku fliggvényekhez tartoznak. A kovetkezd tablazatban

bemutatom, hogy ez pontosan hol talalhat6 az altalam készitett tananyagban.
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Ismeret

Helye az altalam készitett tananyagban

(a £ b)? polinom alakja, 1. blokk
a? —b? szorzat alakia. Keéttagu kifejezésekhez kapcsolédo azonossagok
Kéttagh 6sszeg négyzete
Kéttag kiilonbség négyzete
Két tag 0sszegének és kiilonbségének szorzata
Egyszert feladatok polinomok, 4. blokk
1ll?tve algebrai tortek kozotti Feladatmegoldés a gyoktényezds alak segitségével
miiveletekre. Tanult w .
. , Tortes egyenletek megoldasa
azonossagok alkalmazasa.
Algebrai tort értelmezési
tartoméanya. Algebrai kifejezések
egyszerlibb alakra hozasa.
A masodfoku egyenlet 3. blokk

megoldasa, a megoldokeéplet.

Az egyismeretlenes masodfoku egyenlet 4ltalanos alakja
A masodfoku egyenlet megoldoképlete
Levezetés
Hianyos masodfoku egyenletek gyokei
Diszkriminans
Diszkriminans fogalma
A diszkriminéns és a masodfokl egyenlet
megoldasainak szama kozotti 6sszefliggés

Masodfoku egyenletre vezetd
gyakorlati problémak, szoveges
feladatok.

Teljes 4. blokk a ,,Masodfoku egyenletet is tartalmazo ,,kevert" egyenletek
megoldasa (Emelt szint)” kivételével

Gyoktényez0s alak. Masodfoka | 3. blokk
polinom szorzatté alakitasa. A masodfoku egyenlet gyoktényezds alakja(elmélet)
Gyokok és egyiitthatok 3. blokk
Osszefliggései. Viéte-formulak (Emelt szint)
Gyokok 6sszegére fennalld 6sszefliggés
Gyokok szorzatara fennalld osszefliggés
ez . .| 3. blokk
Nehanlytegyszel? magasabb foki Masodfok egyenletre visszavezetheté magasabb fokszamu
egyenlet megoldasa. egyenletek
. i 4. blokk
Egyszerii négyzetgyokos
va-x+b = c-x + d tipusu egyenletek megoldasa
egyenletek. v aX+ b=cx+d P 24 &
4. blokk
Masodfoku egyenletrendszer. A Vo , ,
behelyettesitd modszer. Egyszerli masodfoku egyenletrendszerek megoldasa
Példak adott alaphalmazon 4. blokk

ekvivalens és nem ekvivalens
egyenletekre, atalakitasokra.
Alaphalmaz, értelmezési
tartomany, megoldashalmaz.
Hamis gyok, gyokvesztés.

Tortes egyenletek megoldasa
va-x+ b = c-x+ d tipusu egyenletek megoldasa

Egyenlet, egyenletrendszer
grafikus megoldasa. Az

X — ax? +bx+c (a=0)
masodfoku fliggvény abrazolasa
és tulajdonsagai.
Fliggvénytranszformaciok
attekintése az

X a(X—U)° +V alak

segitségével

2. blokk és a 3. és 4. blokk alabbi részei:
A grafikus megoldési modszer (3.blokk)

Teljes fuggvényvizsgalat feladat (4. blokk)

11. tablazat: A feldolgozott kbzépszintii ismeretek Maple munkalapon taldlhato helye Forrds: Sajdat szerkesztés
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A tablazatban minden kozépszinten a témakorbe tartozo ismeretanyag szerepel, és kozel
mindegyik ismeretanyaghoz tarsithato, a dokumentumban szerepld rész. A fentiek alapjan a

H1-es hipotézis kdzépszinten igazoltnak tekinthetd.
7.1.2. Emelt szint

Az altalam feldolgozott témakor emelt szinten harom részbdl tevddik 6ssze. A 2. Szamelmélet,
algebra 6 témakoron beliil a 2.2. Algebrai kifejezések hasznalata és a 2.4. Egyenlet,
egyenldtlenség, egyenletrendszer altémakdrokbdl és a 3. Fliggvények f6 témakoron beliil a 3.1.
Algebrai fiiggvények altémakorbol. A kiemelt témakorokre a kerettanterv Osszesen 95
(25+45+25) ora feldolgozasi id6t javasol. Az érakeretbe a kovetkezdtablazatokban foglaltaknak
kell beleférnie. (Oktatasi Hivatal 2012b: 7-8,9-12)

Ismeretek dsszefiiggések, algebrai kifejezések hasznilata témakorben

Algebrai kifejezések. Egész kifejezések, polinomok, tortkifejezések. Racionalis és nem racionalis kifejezések.

(@th)’ (a+b+c)’ a2y

Nevezetes azonossagok: > _ 7/ v~ /4 —U
kiszamolasra Pascal-haromszog segitségével. Geometria: azonossagok ,,rajzos” igazolasa.

3 pm3 o3, 3
,a -b ,a +b . Utalas (a + b)"

tobbszorose. Matematikatorténet: algebra — Al-Hvarizmi.

Szamtani, mértani, négyzetes és harmonikus kdzep, a koztiik 1évé egyenlétlenség. Algebrai bizonyitas két
valtozora. Szélséérték-feladatok kozepek segitségével. Kapcesolat: masodfoku fliggvények vizsgalata.
12. tablazat: A kerettanterv dltal meghatdrozott ismeretek algebrai kifejezések haszndlata témakérben emelt szinten 9-12.
évfolyamon
Forrds: Oktatdsi Hivatal 2012b: 9-13
https://kerettanterv.oh.gov.hu/03_melleklet 9-12/3.3.2.1_matemat_emelt_9-12 a.doc alapjdn sajdt szerkesztés

Ismeretek osszefiiggések, egyenlet, egyenlétlenség, egyenletrendszer témakdorben

Els6foku egyenletek. Alaphalmaz, megoldashalmaz, igazsdghalmaz. Ekvivalens atalakitasok. Els6foku
paraméteres egyenletek. Egyenletek grafikus megoldésa.

Elséfoku egyenlettel megoldhato szoveges feladatok. A korabban tanult modszerek elmélyitése. Tovabbi
modszerek szoveges feladatok megoldasara. Példak egyenlet nélkiili megoldasi mddszerekre.

nulla, pozitiv, negativ?

Abszolut értéket tartalmazo egyenletek. (Tobb abszolut értéket tartalmazok is.) Abszolut értéket tartalmazd
egyenldtlenségek. Algebrai és grafikus megoldas.

Els6foku egyenletrendszerek. Egyenletrendszerek grafikus megoldasa. Behelyettesité modszer. Egyenld
egyiitthatok modszere. Uj ismeretlen bevezetése. Elséfokil paraméteres egyenletrendszerek. Egyenletrendszerrel
megoldhatd szoveges feladatok. A kapott eredmény értelmezése, valdsagtartalmanak vizsgéalata.

Els6foku egyenlétlenségek. Egyenlétlenségek grafikus megoldéasa. Egyismeretlenes egyenldtlenségrendszer.
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Masodfokl egyenlétlenségek. A megoldas megadasa méasodfoku fliggvény vizsgalataval. Tobbféle megoldasi
modszer dsszevetése.

13. tdbldzat: A kerettanterv dltal meghatdrozott ismeretek egyenlet, egyenldtlenség, egyenletrendszer témakdrben emelt
szinten 9-12. évfolyamon Forrds: Oktatdsi Hivatal 2012b: 9-13
https.//kerettanterv.oh.gov.hu/03_melleklet_9-12/3.3.2.1_matemat_emelt_9-12 a.doc alapjdn sajdt szerkesztés

Ismeretek osszefiiggések, fiiggvények témakorben

Fiiggvény fogalma. Rendszerezé ismétlés. Ertelmezési tartomany, értékkészlet. A fiiggvény megadasi modjai,
4brézolasa, jellemzése: zérushely, monotonitas, széls6érték. Uj fogalmak: periodicitas, paritas, korlatossag.
(Pontos definiciok. Néhany esetben a tagadas megfogalmazasa is: pl. egy fliggvény nem paros, ha...) Kapcsolat:
logika elemei — barmely, van olyan, negacio. Hétkoznapi allitasok tagadasa. Pontos fogalmazas.

Linearis fliggvények. Rendszerezd ismétlés. Linedris kapcsolatok felfedezése a hétkdznapokban.

hatvanyfiiggvények. Abszolutérték-fiiggvény. (Tobb abszolut értéket tartalmazok is.) Egészrész-, tortrész-,
eléjelfiiggvény, Dirichlet-féle fiiggvény. Fiiggvények inverze. Gyokfliggvények.
Forditott aranyossag, els6foku tortfiiggvény.

Fiiggvénytranszformaciok. A tanult fiiggvények tobblépéses transzformacidi. A transzformaciok rendszerezése,
transzformacids sorrend. [f(x)| dbrazolasa. Adott tulajdonsagu fliggvények konstrualasa.
Rekurziv sorozatok. A Fibonacci-sorozat. Kapcsolat: aranymetszés. Matematikatorténet: Fibonacci.

14. tabldzat: A kerettanterv dltal meghatdrozott ismeretek fiiggvények témakérben emelt szinten 9-12. évfolyamon
Forrds: Oktatdsi Hivatal 2012b: 9-13
https://kerettanterv.oh.gov.hu/03_melleklet_9-12/3.3.2.1_matemat_emelt 9-12 a.doc alapjdn sajdt szerkesztés

A kovetkezd tablazatban megmutatom, hogy a fenti tdbldzatokban szaggatottan alahuzott

ismeretek, hol talalhatoak meg az altalam készitett munkalapon, illetve, ha kiegészitésre szorul

a munkalap.
Ismeret Helye az altalam készitett tananyagban
2 1. blokk
(a t b) , a’—b? ) Kéttagt kifejezésekhez kapcsolodo

azonossagok
Kéttagt 6sszeg négyzete
Kéttagt kiilonbség négyzete
Két tag dsszegének és
kiilonbségének szorzata

Szorzatta alakitas kiilonb6z6 modszerei. Algebrai
tortek egyszerlsitése, dsszeadasa, kivonasa, szorzasa,
osztasa.

1. blokk A szorzatta alakitas modszerei
Kiemelés
Kiemelés csoportositassal
Egyenlet megoldésa szorzatta alakitassal

4. blokk Feladatmegoldas a gyoktényezds
alak segitségével
Tortes egyenletek megoldasa
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Tortes egyenletek, egyenlétlenségek. Ertelmezési
, L L 4. blokk

tartomany vizsgalata, hamis gyok.

Masodfoku fiiggvények vizsgalata. Teljes négyzetté 1. blokk

alakitas hasznalata. Masodfoku fiiggvény A szorzattd alakitds modszerei
vizsgalataval. Masodfoku egyenletek. Grafikus Kiemelés

megoldas. Teljes négyzetté kiegészités. Kiemelés csoportositassal
Egyenletmegoldas szorzatta alakitassal. A masodfoku Egyenlet megoldasa szorzatta alakitassal
egyenlet megoldoképlete. A megoldoképlet 2. ¢s 3. blokk

készségszintli alkalmazasa. A masodfoku egyenlet
diszkriminansa. Gyoktényezds alak, Viete-formulak.
Masodfokura visszavezethet6 egyenletek. Uj
ismeretlen bevezetése. Racionalis gyokdk keresése.
Viete-formulak. Néhany tovabbi modszer az egyenlet
specialis tulajdonsagainak felhasznalasaval.

Masodfokt egyenlettel megoldhato széveges 4. blokk

feladatok. Szoveges feladatok megoldasa egyszer(i
masodfoku egyenletek segitségével

Masodfokt egyenletrendszer. Masodfoka 4. blokk

egyenletrendszerrel megoldhatd szoveges feladatok. Egyszeri masodfoku egyenletrendszerek
megoldasa

Ekvivalens és nem ekvivalens egyenlet-megoldasi 4. blokk

lépések. Hamisgyok, gydkvesztés. Va-x+b = c-x+ d tipusi egyenletek
megoldasa

Paraméteres masodfokl és masodfokiira 3. blokk

visszavezethetd egyenletek. Esetszétvalasztasok, Masodfok egyenletre visszavezethet

divergens gondolkodas fejlesztése. magasabb fokszdmu egyenletek

Paraméteres masodfoku egyenletek
(Emelt szint)

Masodfoku fiiggvények. Teljes négyzetté kiegészités. | 2. blokk
15. tabldzat: A feldolgozott emelt szintli ismeretek Maple munkalapon taldlhaté helye
Forrds: Sajat szerkesztés

A tablazatban minden emelt szinten a témakorbe tartozo ismeretanyag szerepel, viszont
eléfordulnak olyan részek, melyek a munkalapon nem, vagy csak egyszerlisitett formaban
vannak jelen. A fentiek alapjan a H1-es hipotézis emelt szinten csak részlegesen tekinthetd

igazoltnak.

7.2. H2 a: A kOzépszintl érettségire készild didkok szamara megfeleld mélységben

tartalmazza a masodfoku egyenletekhez kapcsolodd témakorok anyagat

A hipotézist az érettségi oldalarol vizsgadlom. A tananyag ellentmondéas-mentességének
vizsgalatakor mér felhasznaltam az érettségi kovetelmények tablazatat.® Ez alapjan mar
igazoltnak tekinthetd a feltevés, viszont szeretném ezt korabbi érettségi feladatsorok attekintd
vizsgalataval is aldtdmasztani. Ehhez a 2017. évi majus-juniusi vizsgaidészaktdl kezdédden
vizsgalom a feladatlapokat egészen a legutolsd rendelkezésre allo feladatsorral (2021. évi)

bezaroan. (Oktatasi Hivatal é.n.)’ A kovetkezd tablazat azt mutatja be, hogy az egyes

6 Lasd a dolgozat 4. és 5. fejezete
72024-t6l Gj érettségi kdvetelmények |épnek hatélyba, ezért a legutolsé ilyen feladatlap 2023 évi lehetne
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kozépszintii érettségi feladatlapokban 2017 és 2021 kozott, mely feladatok kapcsolodtak a
vizsgalt témakorhoz és ezekért mennyi pontot lehetett kapni. Itt is feltiintetem, hogy az adott

feladat megoldasahoz, mely részek kapcsolédnak a munkalapon.®

Ev | Idészak | Ssz. | Fr. Psz. I. h.

13 | a b, | 2+5+5 Kéttagu 6sszeg négyzete

A masodfoku fiiggvény éltalanos hozzarendelési szabalya
majus A masodfoku fiiggvény jellemzése

A masodfoku egyenlet megoldoképlete

16 c 7 Egyszerli masodfoku egyenletrendszerek megoldésa

17

9 - 3 A masodfoku fiiggvény képe

A masodfoku fliggvény jellemzése
oktober Teljes fliggvényvizsgalat feladat

13 a 5 Kéttagt kiilonbség négyzete

A masodfoku egyenlet megoldoképlete
9 - 2 A masodfoku fiiggvény képe

A masodfoku fliggvény jellemzése
Teljes fliggvényvizsgalat feladat

18 13 |b 5 Va-x+b = c-x+ d tipust egyenletek megoldasa

15 a,c 6+4 Tortes egyenletek megoldasa

oktéber A masodfoku fiiggvény jellemzése

17 a 6 Szoveges feladatok megoldasa egyszer(i masodfoku egyenletek
segitségével

1 - 2 A masodfoku egyenlet megoldoképlete

majus

14 | a, b, | 2+2+3+7 | A masodfoki egyenlet megolddképlete

A masodfoku fliggvény képe

A masodfoku fliggvény jellemzése

A masodfoku egyenlet gyoktényezds alakja(elmélet)
Feladatmegoldas a gyoktényezds alak segitségével
19 Teljes fliggvényvizsgalat feladat

6 - 2 A masodfoku fliggvény jellemzése

majus c,d

13 c 4 A masodfoku egyenlet megoldoképlete

oktober A masodfoku fiiggvény képe

15 b 7 A masodfoku egyenlet megoldoképlete

Szoveges feladatok megoldasa egyszerli masodfoku egyenletek
segitségével

6 - 3 A masodfoku fliiggvény képe

y A masodfoku fliggvény jellemzése

majus | 13 | a 6 Kéttagh 6sszeg négyzete

Két tag 6sszegének és kiilonbségének szorzata

A teljes négyzetté alakitds modszere

8 - 2+1 A masodfoku egyenlet megoldoképlete

20 Szoveges feladatok megoldasa egyszeri masodfoku egyenletek
segitségével

10 | ab 2+2 A masodfoku fiiggvény jellemzése

oktober

15 a,b 4+5 A masodfoku fliggvény éltalanos hozzarendelési szabalya

A masodfoku egyenlet megoldoképlete

Szoveges feladatok megoldasa egyszerli masodfoku egyenletek
segitségével

21 | majus 13 a 6 Kéttagh 0sszeg négyzete

A masodfoku egyenlet megoldoképlete

16. tabldzat: A ké6zépszint( érettségi feladatokban megkévetelt, a témakérbe tartozo ismeretek és azok helye a munkalapon
Forrds: Sajat szerkesztés

8 Rviditések: SSz: Sorszam, Fr: Feladatrész, Psz: Pontszam, |. h.: Ismeret helye
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Mivel a tablazat az dsszes a témakorrel kapcsolatos feladatot tartalmazza a vizsgalt id6szakbol
¢s mindegyik sorhoz hozza tudjuk tarsitani a munkalap egy vagy tobb blokkjat, igy ez a feltevés
igazoltnak tekinthetd.

7.3. H2 b: Az emelt szint( érettségire készil6knek segitséget nyujt bizonyos feladatok

megoldasahoz a témakoron belll

Hasonloan a H2a) hipotézishez itt is elkészitettem azt a tablazatot, amely az emelt szinti

érettségi feladatokhoz, hozzarendeli a munkalap egyes részeit. (Oktatasi Hivatal é.n.)°

Ev | Id8szak | Ssz. | Fr. Psz. I h.
1 ab 6+6 Csak kijelolve*
2 a 7 Szoveges feladatok megoldasa egyszerli masodfoku egyenletek
segitségével, de bonyolultabb a példa
méjus 4 a,c 5+4 A masodfoku egyenlet rpegoldéképlete
A masodfoku fiiggvény jellemzése
17 -
9 a 8 Szoveges feladatok megoldasa egyszerli masodfoku egyenletek
segitségével
3 b 8 Szoveges feladatok megoldasa egyszerli masodfoku egyenletek
oktober segitségével, de bonyolultabb a példa
8 b 11 -
2 b 5 A masodfoku fliggvény altalanos hozzarendelési szabalya
Tortes egyenletek megoldasa
6 c 9 A masodfoku egyenlet megoldoképlete
majus Paraméteres méasodfokll egyenletek
18 Egyszerli masodfoku egyenletrendszerek megoldasa
8 c 7 -
9 b 10 -
4 c 7 -
oktober | 9 a 5 A masodfoku egyenlet megoldoképlete
3 b 7 va-x+ b = c-x + d tipusu egyenletek megoldasa—> ennek a
bonyolultabb véltozata: Va-x + b =+vc-x+d
5 b 9 -
méjus 6 a 6 Szoveges feladatok megoldasa egyszerti masodfoku egyenletek
segitségével, de bonyolultabb a példa
19 8 a,c 3+7 Szoveges feladatok megoldasa egyszerli masodfoku egyenletek
segitségével
Paraméteres masodfoku egyenletek
4 b 9 A masodfoku egyenlet megoldoképlete
oktber Paraméteres masodfoku egyenletek
9 a 9 Szoveges feladatok megoldasa egyszerli masodfoku egyenletek
segitségével, de bonyolultabb a példa
4 a, b, 3+4+6 | A masodfoku egyenlet gyoktényezds alakja(elmélet)
c Viéte-formulak (Emelt szint)
majus Gyokok 0sszegére fennallo osszefliggés
20 Gyokok szorzatara fennallo Osszefiiggés
Paraméteres masodfoku egyenletek (Emelt szint)
oktéber 1 a, b, 4+3+6 | A masodfoku egyenlet megoldoképlete
c A masodfoku fliggvény képe

9 Réviditések: SSz: Sorszam, Fr: Feladatrész, Psz: Pontszam, I. h.: Ismeret helye
* Lasd a dolgozat 6.4-es alfejezetét
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A masodfoku fiiggvény jellemzése

3 a 6 Szoveges feladatok megoldasa egyszerli masodfoku egyenletek
segitségével

5 a 7 -

1 a 5 va:x+b = cx+ d tipusi egyenletek megoldasa

a,b 2+10 | A masodfoku fliggvény altalanos hozzarendelési szabalya
21 | majus |5 a 6 A masodfoku egyenlet megoldoképlete

Paraméteres masodfoku egyenletek

7 b 8 A masodfoku fliggvény altalanos hozzarendelési szabalya

8 b 9 -

17. tabldzat: Az emelt szint( érettségi feladatokban megkdvetelt, a témakdrbe tartozd ismeretek és azok helye a
munkalapon
Forrds: Sajat szerkesztés

A téblazatban lathatd, hogy néhany helyre nem tudtunk az ,,Ismeret helye” oszlopban feltiintetni
semmit. llyenkor a cella kihtzasra keriilt. Amennyiben tobb részfeladat talalhato egy feladaton
beliil, akkor eléfordulhat olyan, hogy néhany ismeret megjelolését kdvetden a cella ki van
hazva. Ekkor a késobbi feladatrész olyan ismereteket is ellendriz, melyekrél nem esik sz6 a
munkalapon. Eldéfordul olyan, hogy szdveges példa vezet masodfoku egyenletre, de
bonyolultabb a példa abbdl adoddan, hogy a masodfoku rész felirasa elott néhany miiveletet el
kell végezni. Ezek szintén jelolésre keriiltek a tablazatban. A H2b) feltevés elméleti
igazolasdhoz nézziik meg, hogy a feladatokért kaphatd pontszdmok hany szézalékat lehet a
munkalapon szerepld ismeretek birtokaban megszerezni. A szamitas soran amennyiben ki van
huzva az ismeret helye, akkor a kihuzott rész feltiintetett pontszamat figyelmen kiviil hagyjuk,
igy megallapithato, hogy megkdzelitéleg 57 szazalékban fedi le a munkalap ismeretanyaga az
emelt szintii érettségi masodfoku egyenletek és fliggvények témakorével foglalkozo részét, a
2017 és 2021 kozotti feladatlapok alapjan. Mivel ez a szazalékos érték pozitiv, és meghaladja
az 50 szazalékot, ezért a H2b) hipotézist elfogadhatjuk.

8. Osszegzés

Dolgozatomban egy alternativat kivdntam bemutatni arra, hogy a virushelyzet okozta
megvaltozott koriilmények kozott milyen lehetséges méddon tamogathatjuk a kozépfoku
oktatasban résztvevd didkokat és tandraikat digitalis eszkozokkel a matematika oktatds
teriiletén. Ehhez el6szor attekintést adtam a jelenleg hasznalatos oktatasi modszerekr6l, melyek
relevansak a tantargy oktatdsa soran. Ezek utdn bemutattam néhany olyan matematikai
algoritmust, mely alapjan logikailag helyesen tudjuk felépiteni az dsszefiiggd anyagrészeket,
majd ismertettem a jelenleg hatalyos érettségi kdvetelmények témahoz tartozo részeit. Az
elméleti attekintést kovetéen megmutattam, hogy a harmadik fejezetben ismertetett

algoritmusok megfelelden ,,lefutnak” a feldolgozni kivant tananyagbdl készitett matrixon, ami
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bizonyitja, hogy sikeriilt logikailag helyesen felépitenem a témakdrt. Ezutan bemutattam, hogy
a munkalapon targyalt anyagrészek hol talalhatdak meg az egyik legnépszeriibb matematika
tankonyvsorozatban. Ezt kovetdéen részletesen bemutattam az elkésziilt tananyagot. A
munkalap bemutatasat kovetéen megfogalmaztam négy hipotézist, melyek szerint az altalam
készitett digitalis tananyag hasznalhaté a témakdr oktatasara és jo kiinduldsi alapot nyujt
tovabbi témakorok kidolgozdsdhoz. A megfogalmazott hipotézisek tobbségét igazolni tudtam
elméleti oldalr6l. Bizom benne, hogy a dolgozatban leirtakkal sikeriilt egy, a jovOben
hasznalhat6 oktatasi eszkozt és modot kidolgoznom €s bemutatnom, amivel sok emberben 1j

gondolatokat ébresztettem a digitalis oktatassal kapcsolatban.
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i i ki a valds tilra

mapd

Komplex suimok bevezetése
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Felhasznilt irodalom

T A blokK tartalma

7 Bevezetés

Kr:d\es 10. aszilyos vim

!: szeretném ki szimodra o mdsodfoki egyenlet
e umcmd; Remélem hasenodra vilik az anyag é drommel

emlékszel vissza majd u témakarme.
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elvégezned.

L Vigjunk is bele.

akkor az e alisan kell

7 Egyszerii masodfoki egyenletek megoldisa

¥ Kéttagd kifejezésekhez } 16 d6 agoh
Ikullnkl’clhammazmomégumel\nakﬂugu i

Kéttagii dsszeg négyzete

Definici szerint egy kéttag dsszeg négyzete megegyerik az els tag negyulmek az elsd és
u misodik tag kétszeres szorzatinak és 3 masodik tag négyzeténck dsszegével,

Legyeno az egyik tag b pedig a misik. Fkkor a kéttag Gsszeg négyzete a kovetkezd alakban
irhuto fel:

két_tagi_c

zeg_négyzete | = (a + M'
ta+h)?

Kifejtve a négyzetet és a szorzist elvégezve kapjuk hogy ez megegyezik a kivetkezd
Kifeezéssel:

[EABBI)

ket_tagu_dsszeg_négyzete 2 v= cxpand(|a +b) (a + b))
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Y Masodfoki egyenlet
Ebben a blokkban a mi
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Y A blokk mrt-lmn
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A masodfoki egyenlet megoldoképlete

Levezetés
Hidnyos masodfokdi egvenletek gyikei
Diszkrimindns
Dn'kmumnn.( Jfogama
k ésa dfokii egvenlet scdma kiiziti
A masodfoki egyenlet gyoktényezis alakja(elmélet)
Viéle-ﬁmnulﬂl(( Emelr szint)
Geszegire fennall ;
K G szovzatara fennailé Gsszefiigeés
5 bsodfoki 1t szint)
Dnllne gyakorlifeladatok
¥ Maisodfoki egyenletek alkal asa feladatok megoldasa sorin
Ebben a blokkban az eddig megsz elméleti tudd feladatok ki
soriin.
A blokk tartllma
Felade 1 is alak segitséeével
Tams egyenletek megoldnin
i Hok P Sodvel
Egyszert b I pumpings 1
Vlax+b) =cx+d tipusit egyenletek megoldisa
Telfes fliggvényvizsgdlar feladat
Mécodfokd ekt is I hevert" egy " I
szint)
@ +2ab+5 (3.1.1.2)

Ha cllendrizni szeretnénk egy fllzetben végezzik ¢l az expandon belilli szorzdst.

Példik az azonossag gyakorldsihoz

Kér_tagii_isszeg_négyzete_példa_I I = (2-x+3)°
2x+3)° G.LLLY
A definiciot felhaszndlva ez cgyenld lesz a kow!kcznhcl: <
Két_tagii_Gsszeg_négyzete_példa_| 2= (2-x) +2:2.x3 +3
4F £ 12549 (.1112)

Ellendrizziik le hogy a két kifcjezés megegyezik-¢. Ehhez fejtsiik ki az elsd kifejezést nz

cxpand plnmccsnl

Kér_tagu_dsszeg_négyzete_péda i . I
AP+ 128 +9

expand(két_tagi_osszeg négyzete_példa_I_1)
(G.LL1L3)

V Kéttagit kiilinbség négyzete

Definicio szerint egy kéttagd kilonbség négyzete megegyezik azzal az dsszeggel melyet Ggy
Kapunk hogy az elsd és o msdsodik négyzesének dsszepebol levonjuk az elsd és s misodik tag
Kétszeres szoezatit.

Legyena az egyik tag b pedig a missik. Ekkor a kéttagd kiilonbség négyzete a kivetkezd
alakban irhat fel;
Ket_tagi_Kilinbség_négyzere I = (a-b)*

ta—a7
Kifejtve a négyzetet &s a szorzist elvégezve kapjuk hogy ez megegyezik a kivetkezd
kifejezéssel:

@120

két_tagi_ilonbség_négyzete 2 v expand|( {a-b)-(a-b))
o =2ab+ b

Ha cllendrizni szeretnénk egy filzetben végezziik ¢l az expandon beliili szorzast.

(3.1.2.2)

Példik az azonossdg gyakorlasihoz
Két_tagii_kiilanhséy_négyzete_példa 1 1= (2-x-3)
2x=3)°
A definicide felhasznalva ez egyenki lesz a kavetkezovel;
Kér_tagi_kilonhség_négyzete_pétda_1 2= (2-x)*-22x:3 + 3
4¥—12x+9 B.1.2.1.2)
Ellendrizzik le hogy a két kifejezés megegyenk-¢. Ehhez fejtsiik ki az eldzdekhez
hasonldan a kifejezést:
Kér_tagu_kiilonhség_négyzete_péda 1 3
= expand(hés g Kilinbsés_ncgyzete_példa_I_1)
4 -12x49

@211

(3.1.213)
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7 Egyenlet Idis szorzatta

E

V Két tag Gsszegének és kiilionbségének szorzata
Definicio szerint egy kéttagh dsszeg & tagok szorzata
az ¢ls6 és a mdsodik tag négyzeténck kilonbségével.

Legyen o az egyik tag b pedig a masik. Ekkor a két tag dsszegének & klonbségénck szorzata

a kivetkez alakban irhatd fel:

Két_tag_dsszegének_és_iilonbségének_szorzata_I = (a + b)-(a = b)
la+b)(a—b)

A szorzist elvégezve kapjuk hogy ez megegyezik a kivetkezd kifejezéssel:

Két_tag_Osszegének_és_kilonbségének_szorzata 2 = simplifil (@ +b)(a-b))

-8 (3.13.2)
Ha ellendnzmi szeretnénk egy fiizetben végezzik el a szorzist &s Lt foguk hogy az a*bs
tagok kiesnek.

(3.13.n

V Példdk az azonossig gyakorlisdhoz
Ket_tag_dsszegének_is_kildnbségének szorzata_pilda 1 1= {2-x-3)-(2:x+3)
(2x=3)(2x+3) [KAKRBI)
A tbbtagi algebrai kifej o definiciot ez egyent
lesz u kivetkezovel:
Kér_tog_dsszegének_és_Kildnhségének _szorzata_példa 1 2= 2P +2-x3-2x3
=33
4f-9 (3.1.3.0.2)
Ellendrizzik le hogy a két kifcjezés megegyezik-¢. Ehhez fejisilk ki az eddzdekhez
hasonldan a Kifcjezést:
ket rqz mzrgmd e lulmlhugrnd szorzata_peéda_)_3
kit tag Geszeginek_és_kiilonbségének_szorzata_példa_I_1)
af-9 3.13.13)
¥ A szorzattd alakitis modszerei
Y Kiemelés
Dcfmlcm szcml ba =gy Usszeg mmdcn tagja oszthatd cgy bmenycs algebrai hrc;czés‘d
akkor a gével szorzatid teszi a kifcjezés
kezelésér.
Nézziink meg egy példit erre:

Egyszeri_kiemelés_| 1= 12a* =20-a’ + 8 -

124 -204" + 84" @aL1)
Probaljunk meg ebbdl a kifcjezéshdl kiemelni amit csak Iehet. Ehbez keressiik meg @ legkiscbb
hatvinyit, Azért a legkisebbet, mert azzal o magasabb fokszimi tagok is biztosan oszthatonk

Layuk, hogy a Maple rogtin felbontotta ismételten a zirdjelet & ugyanazt az eredményt irja ki
armibil eredetileg kiindultunk.
Kivetkezd lépésként a zirgjelen belil ki tudunk emelni 8 4 a- x + 16-a-y
dax+l6ay (3.2.23)
“bold-a
4a 3.224)
A lépés végrehajtisit kivetden ent kapjuk:
kiemelés_csoportositassal 3 1 o= &ea-(x+4y)
dalx+4y) (3.2.2.5)
Harmadik Jepésként ki tudunk emelni & bes tugokbdl box + 4-b-y
bx+4by (3.2.2.6)
b
b 322.7)
-t
Végezzik el a kiemelést:
Kiemelés_csoportositdssal 3_2 = b (x + 4 v}
bilx+dy) (3228)
A rész kiemcléscket irjuk vissza az eredeti ifcjezésck helyére:
klemelés_csoporrositissal 3 3 = 3{(4-a)- (x +4p) + [M (x+40))
Ratc+dy)+3bix+dy) (3.22.9)
Jol latszik hogy a keletkezett Gsszegbal ismét ki tudunk emelni ezittal x +4-y
Ay (322.10)
-t
Végezziik ¢l ezt a lépést is
kiemelés_csoportositissal 4 :=3-((x+4-y}-(4a +b))
Jix+dy) (4a+d) (32.2.11)
Hogy tényleg helyesen végertik-c el a szozatti alakitist azt le tudjuk ellendrizni gy hogy az
eredeti kifejezésre meghiviuk a factor parancsot.
iemelés_csop = v Kemelés itassal_I')
3(x+dy) (da+h) (32212)
Az italakitisunk helyességét ignzolja hogy ez # misodik szorzat megegyerik a lépéscink
L eredmeényével,

Maost hogy felelwmllmk ar mnonagnk- é5 a szorzattd nhku& modm:rvn, mcu-mh-lh-nmk
crek Ehhez egy
megnézink.

1. példa
Oldjuk meg a kivetkezd egyenletes!
szorzaitd_bontots_egyenlet_|_§ = (x+2)(2:x+2)(3x = 6)(4x=3) =0
(x+2) (2x+2) (3x—6) (4x—3} =0
Bdmmohogymhémlyllum&énywbmmonkmuhlmlegnmoﬁn
ezt gy is hogy egy szorzat akkor és csak
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lesznek. Ezutin keressik meg k 240741
a_legkisebh_hatvinya = a
a (3212
elsd_egyiinhatd =
(] (3.2.13)
mdsodik_egyitthats = -20
-20 (B.21.4)
harmadik_egviithatd = &
8 3.2.1.5)
Bontsuk fel az (ezek Ezt egész szamok esctén
az ifactor segitségével lclm,ﬂk meg
elsd_egyiitthato_ = ifactor| elss o
27 3) (3.2.1.6)
mdsodik_egyiitthats_szorzirényedi 1= d«mrlmémrm egviitthatd )
(3217
harmadik_ hatd Stényezdi dik_egyiisthats
2@ (3.2.1.8)
Lathatd hogy az egytthatok mindegyike oszthatd 2 el azaz
4 (3.2.1.9)
~gyel
Ebbol azt kaptuk hogy a kifejezésbil 4-0°
14 (3.2.1.10)
kiemelbetd
Most mdr mindent tudunk ahhoz, bogy felifjuk a szorzattd bontott alakot.
szorzaitd_bontots_alak = (4-a°)-(3-¢* —5-a+2)
4d° (34 -5a+2) (32111

Ezt tudjuk cllenﬁnzm manuilis rim;el felbontassal i |s, de a szoftver adta Iehesdségeket

szorzantd_ alaliuk dlrmim*.v = upandlmﬁ.alm bvmton _alak}
126" -200" +8a°

(3.2.1.12)

Mivel az a kifejezds amibol kiindul
bogy a kiemelést belyesen végeatik el

aszorzat

Kiemelés csoportositissal

Az c16zd részben lattuk, hogy milyen mddon tudunk kiemelésssel szorzattd bontani egyszerii
kifcjezéscket. Vannak azonban olym esctek mikor a kiemelés bonyolultabb feladat.
Nézzik meg a kbvetkezd

Kemelés rsupmmmavml I= IZ @x+12-by+48-ay +3-bx

Rax+d8ay+3bx+12by 3221
Az cgész kifejezésbdl kiemelbetdnk 3-at
Kiemelds_csoportositdssal 2 = 3 (4-a-x+ &by + 16-ap + bx)
2ax+88ay+3bx+12by (3222)
akkor 0 ha valamelyik tényezdje 0
Ezek alapgin négy egyenletet kell megoldanunk:
szorzattd_bontott_egvenlet_|_elss_tényezd_mulla = x 42 =0
x+2=0 (33.1.2)
szovzatta_bontots_egvenlet | masodik_tényezc_milla =2 x+2=0
2x+2=0 (33.1.3)
szorzattd_bontott_egvenlet_I_harmadik_tényezs_mulla =3 x —6=0
Ix—6=0 (33.1.4)
szorzattd_bontots_egvenlet_I_negvedik_tényezg_mulla = 4+ x —3 =0
4x=3=0 (33.1.9)
An\érkgmn!upﬂlmkapniﬂhogylgwk

szorzalta_bontots_egvenlet_|_x1 = :ahrlmr-ulm bontott_egvenler I_elsd_temvezd_nuila,
x)
-2 (3.3.1.6)
szorzattd_bontott_egvenlet ! x.
1 solve(szorzalti_ bontatr_ A'xlwlld I _masodik_tényezi_nulla, x)

3317
szorzantd_bontott_egvenlet I x.
= solve(szorzartd_ bonrots egmlln l Barmadik_tényezd_nulla, x)
(3.3.1.8)
mramd bontots_egyenlet Iy
solve(szorzard_ bontoll _egenlet I _negyedik_tényezi_nulla, X}
j (33.1.9)
Fentebb mi a solve megoldva az ket ki I a

ayokiket, Kkor a Maple hi Kell
A Maple a2 eredeti egyenletet is meyg tudja egy Kepéshen oldani, ennek umuégével konayedén
ellendrizhetjok, bogy jol dolgoztunk-e.
szorzantd_bontott_egyenlet | 2= .ml\\'l szovzatd_bomont_egyenter 11, x)
3
-2,-1,2,%

4

(33.1.10)

L Lithatd, hogy jol dolgoztunk hiszen mindkét modszer ugyan azokat a megoldisokat adta

Y 2. példa
Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet!
szorzattd_bontots_egvenlet .’ A =(2x+Th(x+2) — (x=5)-(x+2) ={2:x+3)-(x

+2)
2x4T)(x+2) = (x=5) (x+2) =(2x+3) (x+2) @32
Ennck az emnlelnd( sokfElcképpen meg Jehet talilni a megoldasit, most csak egyféle utat
mutatok
Emﬂjlmk h a bal oldalon ¥ +2
x+2 (33.22)
“t Atk bogy:
szorzantd_bontots_egyenlet 2 2= (x+2)-((2:x+7) —(x—=5)) = {x +2}-{2:x +3)
(x+2) (x+12) = (25 +3) (x+2) (33.23)
is végezte nekiink a bal oldalon a zardjelfclbontisit és az Gsszevonist.

A Maple mi




Vigylink t mindent a bal oldalra. Azt kapjuk hogy:
szovzatta_bontots_egyenfet 2 2 = (x +2)((2- x+7| (x=5)) = ({x+2)(2x+3))

-0
(x+2) (x+12) = (2x+3) (x+2)=0 (33.2.4)
A bal oldalon ismét ki tuxdunk emelni x + 2
x+2 33.2.5)
ot Végezziik el a kiemebést:
szorzatta_bontott_egyenlet 2 3 == (x+2){x+ 12— (2:x +3}) =0
x+2)(-x+9) =0 3.3.2.6)

Eyy szorzat akkor és exak akkor 0 ha valamelyik iénvezdie 0 Ezént felichatd az alibbi két
et

egyen!
szorzatta_bontott_egvenlet_2_elsé_témvezi_nulla = x 42 =0

x+2=0 (3327
szorzatta_bontott_egvenlet_2_masodik_tényezo_nulla 49«0
-x+9=0 33.2.8)

Oldjuk meg e21 a két egyenletel
szorzattd_bontot!_egvenlet_2_x1 = solve|szorzatta_bontott_egyenler 2_elsi_tényexd_nulla,
Xl

-2 3329
szovzand_bontots_egyenlet 2 x2
= mlve(.vmnd_lx)murl»eg‘enle\';.’_mémdlk_lén)\rzd_uulla. X

(33.2.10)
Ismét a solve parancs segitségével memﬁlédhcwnk armdl hogy a -2 ésa 9 valoban
mcgmldéul az eredeti cgyen|
szovzantd_bontots_egvenlet 2 4 == suhvlsmll«i bontont_egyenter 2 1, x)
D (332

L L Mind a két megoldis megegyezik oz dltalunk kiszamolttal, tehét helyesen dolgoztunk,

Onllne gyvakorlofeladatok
inken a témihoz tartozs gyakorlofeladatot talilz interakiv formban:

¥ Masodfoku fiiggvény

A misodfoku fiiggvény dltalinos hozzirendelési szabilya(Definicié)
A mésodfoki figgvényt az alibbi képlettel adbatjuk meg dltakinosan.
S=(abcl—ax +hx+c

(@, bc)=ax +bxte Ly
ahola ERN{0)ABERACER
@ € real\{0} and b € real and ¢ € real 4.12)
Ebbal egy konkeét misodfoki figgvényt dgy irhatunk fel, hogy w2 a, b, ¢
ab.¢ “.1.3)

egyitthatok helyére konkrét szamokat helyettesitiink,

{amnuluy, are, arrow, circle, cone, cuboid, curve, cutin, cutout, exlinder, disk, @31
dmk'mlmiro'l. ellipse, ellipticAre, expartplor, extende, gerdata, hemisphere,
ty, hyperbola, lcosahesd \portplor, line, octahed
parallelepiped, piestice, point, polygon, prism, project, rectangle, reflect, rotare, scale,
sector, semitars, sphere, stellare, tetrahedron, worus, transform, ranskase ]

with( plots |
{animate, 3d, ..annu'. d plexplotid,  (4.3.2)
conformal, conformal3d. ordd, W"W”' dplot3d,

lot, display, dualaxispiot, fieldplot, fieldplor3d, gradplot, gradpl
Illv)hdlp{m mphmpfoﬂd mual. Interactive, interactiveparams, intersectplor,
inplor, listplot, listplot3d, loglogplor, logplor,
matrixplot, multiple, odeplor, pareto, plotcompare, poiriplot, pointpiot3d, polarplor,
polugonplo, polygonplot3d, polvhedra_supported. polyhedraplo, ootlocus,
lot, setcolor, setoption: spacecurve,

sparsemascixplot, surfdata, textplor, sextplotd, nbeplot |

d)spla_r ‘poinplor [a i[ plm((‘ x=-1.1), ﬂu[-l.;=-|4.|.~=-|..|]
poiniplot( 10.5,0.251), poiniplor( [0.5,-0.251), line [o ~H%% ] lm[H -ﬂ.

[z:5])
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Si1,-4,3)
F=dax+3 “.14)
Az a fenti példiban a éntéke 1, b értéke 4, ¢ éntéke 3

Y A masodfoka fiiggvény képe
A mimdfoh'x faggvény képe parabola

i faggvényt a grafikon alakjinak
aplot

plol(.{ x=-5.5)

o

A parabola fogalma

Definicio: Azon pontok halmazis, mlyck egy odon F /ﬁkm:pmnol &s egy adott e
vezéregyenest] azomes tvolshera vannak anak nes

A kovetkezd dbra a definicsot szemiélieri:

with( plottools )
I
0.5
| -0.5 0] ofs 1
-0.5
-1
Az dbrirol Lithatd, bogy az &
¢ 433)
mwn‘ny[%. %]
1 2k
23]
—
@35
pmmMésaz_v-«%
re-t 36
L egyencstdl azonos tivolsigra van. Ez a parabola dsszes 1dbbi pontjdra igaz.




Y A teljes négyzetté alakitas modszere
Ennck a fejezetnek az ¢lsd pontidban megheszéltik hogy hogyan néz ki a masodfoki fiiggvény
Altalanos alakja,
Ont lithattuk, hogy egy dsszegképletrdl van szd dltal
Ahhoz, hogy az ilyen alaki fuggvénycket dbrazolni md;ll t( kell alakitani ezeket teljes
négyzené.
Definicié
A misodfoki figgvény teljes négyzet alukjit a kivetk oudan irhatjuk fel i
a_misodfokii_kifcjezések_teljes_négyzer_alakia = a-(x="w')* +4'
alx—ul’ +v “4Ln
ahol a ERN\ {0} AWERAVER
a € reai\ (0} and u € real and v € real (44.1.2)
Egy kifejezés teljes négyzet alakra hozisihoz néhiny 1épést végre kell hajtanunk. A 1épésck
végén
a_masodfokii_kifejezések_dltalinos_alakja = f{a, b, ¢, x)
ax +hxtc @an
-bél eldallitiuk
a_mdsodfokis_ kifejesésck_teljes_négyzet_alakja = a-(x —'u')* 4"
afr=u) v @.42)
alakot ahol @ = 0
awnl (4.4.3)
V Az dtalakitis lépései
a_masodfokii_kifejezések_dftalinos_alatj
af+bxte 421
telfes_migyzet_| = u»[f‘ + %»w £ )
(44.2.2)
teljes_négyzet 2
(44.2.3)
ity = é——
12 (4424)
2 a
és
L
Y Monotonitis/A fiiggvény menete
Ennck szemléltetésére rajzoljuk ki egy szélesebb intervallumon o fiiggvényt példiul:
dbvizoldsi_intervailum = [-100, 100];
[-100, 100] [CEEN)
plotl . x =~ 100..100) .
10000
8000
6000
4000
2000
-100 -50 0 S0 100
x
Lathatd hogy szigorian moaoton cskkend (szig.mon.csikk) 3
szig_mon_csakk == | -infinity, 0]
RealRange| - =, 0) (455.2)
s szigorian monoton ndvd (szig.mon.niv) 3
szig_mon_ndv = (0, infinity )
0, = (4553)
L intervallumon.
h h érték
Minimum hely: minimumdnak_hefye := x =0
X0 (456.1)
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)

-+ (4425
Ekkor az dbrizolandd parsbola csicsa a
P Cla,v)
o (LIS &
¢ [ 181 s
‘pontba keriil.
¥ A masodfoki fiiggvény jellemzése
A fiiggvény
A misodfoki fiigvények alap Rigge k i szabilya s
az_alap_figgvény = x—x*
P (4.5.1.1)
Ennck az dn. alap fagvénynck a transzfolmiltia 0z dsszes teljes négyzetté alakitott misodfoki
kifejezés

Erlelmr.lsl tartomdny
real 4521

Em’klmzld
= [0, infinity )

RealRange| 0, «) “s3.n

az_alap_faggvény(x)
e “54.1)

nél ez az x=0 hely.
Egy késlibbi fejezetben meg fogunk hatirozni egy olyan mddszert/képletet um\ el minden
mﬁsvdfoku figgvénynek meg tudjuk mondani a fliggvén,

mk azok  helyek ahol y=0 misképpen ahol a figevény grafikonjs metszi az x tengelyt.
méga

»=0 (4.56.2)
Maximum helye és maximum értéke mincs.
Paritis
Egy foggvény piros ha fl-x)=fix)
és paratlan ba fi-x)=-fix}

L Minitmum énék: minimumanak_értéie = y =0

Paritis meghatirozdsa
evalblaz_alap_fiiggvémy( -x) = az_alap_faggvény(x) )
trwe (4.57.1.1)
evalbaz_alap_fiiggvény( -x) =-az_alap_faggvény|x) )
false (4.5.7.1.2)
—> a fliggvény piros
Online gyakorléfeladatok
Az alibbi linken a 1émahoz tartozo gyakorlofeladatot takilsz interaktiv formiban:
M Beers

¥ Masodfoku egyenlet

¥ Az egyismeretlenes masodfoki egyenlet dltalinos alakja
Az egyismeretlences misodfoki egyenletet az aldbbi formiban adbatjuk meg dltalinosan.
a_mdsodfoki_egyenlet_daldnos_ alakja = a_mdsodfoki_kifejezések_dltalanos_alakja =0
al +bytc=0 (S.11)
Abbdl ahogyan felirtam az &ltakinos egyenletet Hihatd, bogy ha egy mbsodfoki kifejezést
egyenlavé tesziink egy misodfokinal nem nagyobb fokszimi kifejezéssel akkor masodfokd
egyenletet kapunk. Ha az egyenlet egyik oldalin 0
0 (5.1.2)
all akkor a7t az egyenlet O-ra rendezett (redukilt) alakot kapunk. Az dltalanos miasodfoka egyenlet
L (ra rendezett akakjit lathatjuk fent.

¥ A grafikus megoldisi modszer

‘Talin még emléksziink ama hogy oldottunk mir meg egyszerl misodfok egyenleteket a
szorzatth alakitis modszerével. Most szeretnék bemutaini egy misik lebetséges mixdszert ami
szintén alkalmas egyenletek megolddsira

Nézziink meg egy példit:
egvenlet_megolddsa_grafikusan 1 = F—6x+8-0

¥ —6x+8=0 s20)
Eztaz et i. Ehbez alakitsuk teljes négyzené a bal oldalt,

Az egyenlet £ -6-x




—6x (82.2)
részébdl litjuk miutin a 6*x-¢1 closzrottuk 2-vel és x-szel hogy & négyzeses kifcjezésen beldl x-3
x=3 (523
lesz. Most a mésodik ugnégymﬁ Je kell vonnunk hiszen ba emiéksziink a
Kkét_tagii_dsszeg_négyzete 2
F20b+ 8 (5.24)
Iuk;ezésbcn b ndgyzete 1 szerepel viszont nekilnk hidnyzik a 3 (ez eseben b-vel jeldlt 1ag)

T:Ml a Itljs négyzet igy nézne kit
egvenlet_megoldasa_grafikusan_2_1 = (x-3)*=9=0

(x=3)7 =90 (5
Mivel azonban a bal oldalon szerepel még egy 8-as pozitiv eldjellel ezért azt hozzi kell adni. A
végsd teljes négyzet:
exventet_megoldasa_grafikusan 2.

2= (x-3 =9 £8=0

le=37 =10 (5.26)

Abrizoljuk ezt a figgvényt. Az alap parabolit nyijtani most nem kell csak az origdjit clesisztatni
3omal balra és 1-gyel lefelé az P2 = 0{3,-1)
0i3,-1) 527
pontba, =
plo (x-317 —1,x=1.5,x=-5.5)
a=0 (5.3.1.2)
Alina fent akkor a négyzetes tag elumne &s az egyenlet nem lenne misodfoka, Ennck bivebb
targyalisira a levezetés utin tériink ki
Mivela =0
a®0 (53.1.3)

igy uz egyenlet mindkeét oldalat eloszhatjuk vele, Az egvenlet a kbvetkezoképpen alakul;
. : 3 o Masodfokii_cgvenlet levezetése |
masodfokii_exyenlet_levezetése 2 i
2 .
ax *brte g (53.14)

A Maple nem \tpm: ol ncgy:un‘ullbt Véguzﬂk ezt el manudlisan. Egy Osszeget dgy s
1 hogy minden tényezdjét elosztjuk vele. fgy kapjuk a kivetkezs

egyenletet
misodfoki._egyenlet_levezerise 3=+ 2% + £ =g

r+£+;=o (53.1.5)

Alakitsunk ki teljes négyzetet a baloldalon. Az
isodfolkis. exyentet. teveivtise 4.1 = + & i
+ &

(53.1.6)
-bol a szokdsos mixlon
mdsodfoki_egvenlet_levezerése 4 2 = (

(53.1.1)

teljes négyzetet tudjuk kialakitani. Azonban nem szabad megfeledkeznink ardl sem hogy oz a-
val torténd oszts sordn kialakult egy f
= (53.0.8)
-s tag is. Ezt még hozzi kell adni az ckibb lulhkbllon ;:l;es névvﬂhel Tehit
misodfok.egrenlet_leveserise 4.3 = (x4 5 | = [‘ ]+»
@

+5 -0 (53.1.9)

A négyzetes lu(c,czéildljnﬂm 1évo kifejezbseket vigyiik 41 a misik oldalra, A rendezés utin
igy véz ki az egyenletiink:

mdsodfoki_egyenlet_levezerése 5 = (x +

(53.1.10)

Hozzunk kdzés nevezire a jobb oldalon. Azt kapjuk hogy
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4
2
x 0
2 3 4 5
x
-2
-4

Grafikus megoldis esctén azt tdjuk mondani, hogy az cgyenletek megoldasai azok oz értékek
ahol a fuggvény grafikonja metszi az X tengelyt. Az dbrirdl leolvashato, hogy az egyenlet
mey a

goldds:
egvenlet_megolddsa_grifikusan_x! =2
(5.2.8)

és
egvenlet_megolddsa_grafiicsan_x2 1= 4
(529

Y A misodfoki egyenlet megoldoképlete

Ebben a részben az iltalinos misodfoki egyenlet megoldoképletét fogjuk algebrai iton lezezetni.

Levezetés
Irjuk fel 2 masodfoki egyendet dlatinos alaksit.
masodfokii_egvenlet_levezetise 1= a-x +b-x +c=0

a¥ +bxte=0 (5311
abola # 0,
Haa=0
mésodfoks_egyenlet_levezetése 6 1= (x + L] h‘-—-‘-zaw_
“a 4-d
L b1 dacth
(=+52) =% 5 (53.1.11)
Vonjunk gakm mmd akét oldubol Figyeljiink ama hogy egy kifcjezés négyzeténck a gybdke
Fhhez két eddl. nem hasznalt parancsot kell
Lydkat von a kifej ja szerint. Ha
ezt nem tudja megtcnm mert \alwmk vagy paraméterck vnm\-lc a gyok alatti kifcjezésben,
akkor alapértelmezetten csak kiirja a kifejezést gydkjel alant. Bizonyos paraméterck meliett
clérhetd, hogy a szép kifcjezésekbdl gyokdt vonjon. Mivel az sqrt definicid szerint milkodik
amiben vannak kikotések, ezért itt figyelnink kell az abszoltérék kllriiin, hiszen egy
Kifejezés négyzetének gydke mindig a Kifejezés
az abs parancsot haszndljuk A gydkvords utini egyenlet :
masodfoki_egvenler_levezerése_7 = ws[.qn( (x + ﬁ] ,:,\mbnllc])
¥ —dac
=sqrt| =5, ymbali
o T R
|x +1 i] wl Scdoctd (53..12)
a a
Az i miatt ezt az egyenletet kétfelé kell Az ¢lsb esetben az alibbi
cegyenletet kapjuk:
ook, egyentet. fevezeltse 81 o= 5 ¥ {: -an[
| 5 I |
sl bt Soda (B3.0.13)
EbboI x1-re kapjuk hogy
T
masodfohil_egyenter_levezetdse_x1 =~ ﬁ + 3‘%
(53.1.149)
Ez1 egyszeriibbé tenni a symplify parancesal wdjuk:
masodfoki_egyenlet_levezetése xi_egvszenithben
imyplifi{ maisodfolii_ fmnl« levezetése x1)
DS a8 7
% &:L‘fh (83,115
A misodik esetben egy ilyen egyenletet tudunk felirni:
mdsodfolal_egyenles_levesetise. 8 2 v mx = % -m( h.:#.x_vmbalk]
2 o
S R P 7 a3ite
e X a
Ebbal x2-re kapjuk hogy




Y

musodfohi_egvenlet_levezetése_x2

_[_'L,, sqrt(8® —4-a-c) ]."”
<'a

2a

L b 1 “dact b

Cortae P (53,017
Egymﬂbbm

i i_egvenlet_levezerése_x2_egyszeriihben
' il masodfots. egpentet leveserise 12)

-3 EN TR  —— (53.1.15)

Ha a misodik egyenlet minden tagjit -1-gyel & tortvorsal el -

Jel miatt akkor a két megoldist dssze tadjuk vonni.

-b
1
3 (53.1.19)
Levezettilk tehit az ditalinos Amol hogy a
Iépéseink helyesck voltak meuyﬁzbdbeﬁlnk a maple rmdsmsqiwvel is.
Ellendrzés:
masodfokii_egvenlet maple 1= solvel - + box + ¢ =0, x, parametric’)
HSOET00l i 1% + b, ), (b)) a=0
H 1 bty 4u.+o’ } [ x h+q’-4au+b" ” (53.1.20)
Mint az Lithatd a i eset asai az dlablink
Y Hidnyos misodfokii egyenletek

Jele: D

Ennck megoldasa:
solvetha_a_egvenl_mdla_l, x)

gydkei
Ha valamelyik tényezd egytitthatdja 0 az dltalinos mtnlnbal akkor vagy hidnyos
misodfokil vagy chsdfoki egyenletrdl beszélink

Y Haa=0

Ebben az esethen elsdfoka egyenletet kapunk ami felirhuté a kdvetkezd alakban:
ha_a_egvenli_milla_l = b-x +¢=0

bx+e=0 (53.1L

(53.1.1.1.2)

>|n

Ha b=0
Ebbenuadmhurnod&muewmbmnﬂmwl&uﬂmmkgn Eat

azonossagnak is hivjuk,

masképpen
Ha ¢ nem 0 akkor ellentmondisra jutottunk

w=f< (83.1.1.23.1.2)
Ebbol esetszétvitlasztissal vakds gyokiket kapunk
e
valds_x1 = ( = ]
/ i (53.1.1.2.3.1.3)
Valds_x2 =~ sqn( % ]
= (53.1.1.2.3.1.4)
Y Ha c eljete pozitiv
Ebben az esctben 1 kisvetkezd egyenletet tudjuk felimic
ha_a_nem_nulla_b_0_¢_pazitiv_{ = a-x’ +c=0
ad de=0 (53.1123.2.1)
Ebben ben ¢ kivoni ) vald osztis és is utin kupjuk hogy
ha_a_nem_nulla_b_0_c_posirlv._2 1= absix) = [ -£ ]
[ L - (53.1.123.2.2)
Ebbél esetszétvilasztissal komplex gyokoket kapunk
fomplex_x} 1 ,qn[ o ‘; ]
= (53.1.1.232.3)
komplex x2 i=-sqnt [ -£ )
N i (53.1.1.2.3.2.4)
Ermtblegesen errdl az utolsd fejezetben lesz sz,
V Diszkrimindns
Diszhrimininy fogalma
A gyok alatti kifejezést az egyenlet diszkrimindnsdnak nevezzok:
dischriminny = b~ 4-a-c
“dac+bt (832.L1)
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Ha b#0 és c=0
Ebben nz esetben szintén elsdfoka egyenletet kapun melynek alakja:
ha_a_egyvenld_nulla_és_c_egvenld 0= bh-x=0

b= (SALLLLY)
Errdl rinézésre megallapithatjuk, Imp' az egyenliség csak x =0
x=0 (53.LL122)
L L esctén teljestl
Y Ha a0
Ha b=0) és c=0

Ebben az esetben az Eﬂﬂlﬂf}lﬁ igy néz ki:
ha_b_és_c_egyenld 0= ax =0

a¥=0 B3L12L1
It is megallapithatd, hogy az egyenldséy csak x = 0
=0 (5.3.1.1.212)
esctén teljesol
¥ Ha b0 és =0
Ebben az esetben az egyenlet igy néz ki:
ha_a_nem_nulla_b_nem 0 ¢ 0= a-¢ +bh-x=0
ax +hx=0 (S.3.1.1.2.21)

It ki tudunk emelni a bal oldalon x-et Azt kapjuk hogy
kiemelésssel_megoldva_1 = factor(ha_a_nem_nulla_b_nem_0_c¢_0)

xlax+b) = (5.3.1.1.2.2.2)
EbbOI kemelésssel_megoldva_x! =0
0o (5.3.1.1.2.2.3)
& kiemelésssel_megoidva_x2 = solvela-x +b=0,x)
-2 ($31.1.224)

@

Ha b=0 és 0

Ha c eldjele negativ
Ebben az esctben a kivetkezd egyenletet tudjuk felimi:
Jut_a_nem_nulla_b_0_c_negativ_1 = a-¥-c=0

ad—c=0 (53.1.1.23.L1)

inds utén kapjuk hogy

Ebben az esetben ¢ hozziad; 1 vald oszids &5 gyok
ha_a_nem_nulla_b_0_¢_negativ 2 = ahsix) = nqn( £ ]

Y 4 diszhric fokii egvenlet szima k=it G
Vi a disctriminne  0:
0<-dac+b (83221
akkor az eg; két valés dsa van
Ekkor ilyen parabolit kapunk:
plot($-* 4253 430, x=-35.-1.5)
3
2
1
0
=35 < =25 2
x
=1
Ha a diszkriminins < 0.
~4"w'<o (5322.2)
akkor az nines (Ekkor komplex gydkei
lesznek, Ha bdvebben énﬂekelnek a komplex szimok akkor az utolsd blokkb:n olvashitsz
czekrdl a szimokrdl, )
Ekkor ilxm parabolit kapunk;
plot{$x* #2850+ 40, x=-35.-1.5,x=865.9)



9
8.9
x
88
87
=35 -3 =25 -2 -5
X
Ha a diszkriminins = 0;
~dac+H=0 (832.2.3)
akkor az két valos van,
Ekkor lly:n parabolit knpunk:
plot(5:° + 105 +35,y=-2.0)
2,-3 (54.3)
pokiémyesds_alak 2 xl =-2
2 (5.44)
piktényesds_alak 2 x2
3 (54.5)
Virsgiljuk meg s giksinvesis_ alak_|
S{x43) (x42)=0 (5.4.6)
egyenletet,
A gyokok ismeretében egy-egy - clojel beiktatisival a kivetkezd formiban is irhato;
woktényezds_alak 3:=35-(x—(-3))-(x—(-2)) =0

S{x#3) (x42)=0 (54.7)
Lathatd hogy a rendszer azonnal atalakitotta az egyenletet o koribban bevitt alakra. Ez alapjin
elmondhato hogy az:
a_mdsadfoki tg\wllﬂ ditalanos_aiakja

ad +hx+c=0 (54.8)

cgyenlet felithato az
m_gyék_alt = a-(x="xl")-(x =5

aflx=xl) (x=x2) (549)
ahol uz x1 és x2 a misodfoki egyenlet gydkei,

¥ Viéte-formulik(Emelt szint)

lesz szb. Ezek az & ka i egyen

YV Gyikik asszegére fennillé dsszefiiggés
Nézzik meg hogy mi torténik ha dsszeadjuk a két gydkat

2
viéte sz ) = AL=bksqnlb — d-ac))

2a
-r-+1-4.u+h' ssLY

Viéte_dssz_x2 = Lob:sqa(s =4
| b=y -dac+¥
> = 6512

vidte_dssz_xl 2= vidte_dssz_x1+ viéte_dssz_x2

=
% bty - 4n+h % b=y ‘ar+h 513
Lathatd, hogy a gyokis lnfe,vmek ki fo‘jll ejwm epmm igy & végsb dsszefiigpés:
vidte_dsez_egyszeni = simplify(viéte_dssz x2)
i (55.1.4)
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-2 -15

Y A misodfoki egyenlet gyaktényezbs alakja

hogy tudjuk arozni egy

egy:nlﬂ megoldasait ha \smujnk nok cgyltthatait
Probiljuk meg i most ennck 0z i 2 sopitségs az
Lokémyesds_alak L= S (x+3)(x+2)=0

Six+3) (x+2)=0 (5.4.0)
cgyenletet:
Boatsuk fel a drb)c
ikiényeds_alak 2 1= rrpamllmt\kmwﬂiv alak_1)

5P +25x+30=0 (84.2)
Oldjuk meg az egyenletet:

solvel griktényezds_alak 2, x)

L
Y Gyikik szorzatira fenndllé dsszefiiggés

Nézzik meg hogy mi torténik ha dsszeszorozzuka két gyokot
g e LM‘A‘V_‘LLH

(5.52.1)

viéte_szor_x2 =

(55.2.2)

viéte_szor_x]_x2 =

viéte_szor_xi-viéte_szor_x2

1 (oS dac+r ) (-b—dac8) e
3 7 ( )

A szamldlo (a +b)-(a —b)

la+b) (a=b) (55.24)
alaki. a-nak - b
b (552.5)
bonck sqrt(5° —4-a-¢)
Jtac+r (55.2.6)

felel meg.

A pevezdk csak egyszeren dsszeszorzisra kerdliek, mint azt litjuk a widte_szor xJ_x2
kifejezésben is. Az dalakitds utin:
-5 — (B’ —4-a-
viére_szor_xl x2 2= b) L 3 dae)
4a
= (5527
A Maple mir Ie is egyszerisitetic a kifcjezést, (b2 Kiesik és 4-gyel & a-val Ichet
cegyszeriisiteni)

Y Misodfoku egyenletre vi o bb ami
egyenletek

Ebben a részhen megnézziik, hogy a jelenlegi i
magasabb fokd egyenleteket.

Ehhez két példit fogunk megnézni,

hogyan tudunk i speciilis

1. példa
Tekintsiik a kdvetkezd egyenletet:



magasabb_fokii I I:=x'—5.7+4=0
A-s¥+a-0 (5.6.1.1)
Eszrevehetjak hogy az x*
4 (56.1.2)
fetichatd (@)
i (56.1.3)

formiban. Ezt 3 maple is visszaigazolta nekiink. Vezessiink be xv*2-re 0 jelolést:
w 54\)
a=y (5.6.1.4)
Ezzel az 0] jeldléssel felh\:n az eredeti egyenletet azt kapjuk, hogy
magasabb_foki | 2= a' —S.a+4=0
& =Satd=0 (56.1.5)
Oldjuk meg a-ra az itjeldlt egyenleotet
magasabb_fokii_I_3 = solvelmagasabb_foki_I 2, a)
4.1 (5.6.1.6)
Eredmény@l azt kaptuk bogy a vagy | vagy ¢
Els eseta=4:
Ekkor aza és x kizitti dsszefagges alapiin
magasabb_fokii | 4 1:=2" =4

f-4 (5.6.1.7)
Ebbdl gyokvondssal
bb_foksi_x!_x2 = solvel bb_fokii_I_4 1, x)
4-2 (5.6.1.8)
adodik.
Maisodik eset =1
Ekkor aza és.x kzotti osu:)mggés alapjin
-1
e (56.1.9)
Ivel bb_fokii_I 4 2,x)
1, -1 (5.6.1.10)

adodik.
Ezek alapjin x7 x2 ¥3 x4 rendre 2-2 1 -1
izzilk le a Maple segitségével hogy jol
magasebb_foki_I_maple = solvelmagasabb_foki_I_1, x)
1,2,-2,-1 (5.6.1.11)
de a maple is az adja,

Lithatd, hogy bar kicsit mis
tehit 361 dolgoztunk,
Nézzik meg dbrin:

plor(x* =S¢ 44, x=-25.25)

Oldjuk meg bore az atjellt egyenletet
magasabb_foki_2_3 = solve(magasabh_foki 2 2. b}
N % (56.2.6)
Eredményill azt kaptuk bogy b vagy 27 vagy -1/%
Elsd eset b=27:
Ekkor az b és.x kozotti dsszeflggés alapiin
magasabb_fokii 2 d_t = (x—1)*=27
(x=1)"=27 (5.62.7)
Ebbol kobgydkvonds utin
magasabb_foki_2_4_2 1= root( (x — 1)%.3) =roat(27.3)
(e-1)"=3 (5.62.8)
adidik. Egyszerisithetank a bal oldalon
1
magasabb_foki 2 4 3= (x—1) * =root(27.3)

x—1=3 (5.6.2.9)
EbbO] magasabb_foki_2 x1 = solve(magasabb_foki_2_4_3.x)
4 (5.62.10)
Miisodik eset be-1/8
Ekkor uz b és x kozbtti dsszefiggés alapjin
magsabb_foki 23 L= (1)< ¢
|.r-n‘--% (5.62.11)
Ebbi) kdbgyokvandssal
magasabb_foki 2 5 1= root{ (x —1}",3) -ml[-%.l]
(u-n’)"-%hn" (5.6.2.12)
EbbO egyszerilsitve
i
magasabh_fokii 2.5 2= (x—1) v-%
r-1=-1 (562.13)
adddik amibbl x2 értéke
bb_fokii_2 x2 = solvel bb_foki_2_5_2,x)
% (5.62.14)
Ezek alapjén x/ 2 rendee 4 112
A le a Maple segil hogy jo61
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10
8
6
2
- 1 0] 1
-2
Y 2. pétda
Tekintsilk a kivetkezd egyenletet:
magasabb_fokii_2_1 1= 8-(x=1)" = 218:(x = 1)} =270
Bx—1* =218 (x = 1)> ~27=0 (562.1)
Eszrevehetjik hogy az (v — 1)
(r—n* (5.6.2.2)
feliehato (x— 11%)°
(x—1)" (5.6.2.3)
formiban. Ezt a maple is visszaigazolta nekink. Vezessiink be (x-/2"3-re j jelolést:
b=(x=1}
b=(x=1) (5624)
Ezzel uz 4j jeldléssel felirva az eredeti egyenletet azt kapjuk, bogy
magasabb_foki_2 2= 8- 5> —215-h —27=0
BB —2156-27=0 (56.2.5)

magasabb_fokii_!_maple = RealDomain:solve{ magasabb_foki_2_1)
L1a (562.15)

Lithato. hogy a maple is avalés adia. tehit jo1

Nézzok meg i

plorl8-(x— 1)° =215 (x= 1)’ =27, x=0.16.0.75)
100

80

40

20

0.2 03 04 0.5 0.6 0.7

-20

X
plorl8-(x=1)" =215 (x = 1)* = 27,x=3..5)
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Y Paraméteres masodfoki egyenletek

Parnméteres masodfoki egyenletnek nevezziik az olyan masodfoka egyenleteket ahol van olyan
cgybtthatd aminek az énékét nem ismeryiik. Ilyenkor dltaliban arma vagyunk kivincsiak, hogy a
paraméter milyen énékeket vehet fel mikizben az egyenlet megfelel bizonyos egyéb
feltételeknek.

Nézziink meg egy peldit:
Oldjuk meg a kovetkezd egyenleter:
paraméteres_misodfoksi_cgvenler | 1= a-x’ 4 (2 a4 1) x+a+2=0

a¥ 4 2a+l)xta+2=0 [EXAY)
Abhoz hogy e71 a feladatot korrekt modon meg tadjuk oldani az esctszétvilasztis modszerét kell
alkalmaznunk:

Ha a=0
akkor a kovetkezd egyenletet kapjuk

Ebbil azt kaptuk bogy ha a=1/4 akkor az eredeti egyenletnek 1 valis
w14 akkor az eredeti egyenletnek 2 + alin e
egyenleinek nines valis megoldisa

van, hy
o v & ha e 1/4 akkor az eredeti

irjuk fel azt az egyenletet amikor a=1/4

paraméteres_mdsodfoki_egyenter_ahol_a._egy negyed = %r (— 2+ I) v+ L2

“0
124 %.- +2=0 (87211
Oldjuk mnuzelobb felirt egy:nlem
solve( paraméteres_masodfoki_egyenles_ahol_a_cgy_negved, x)
~3. <3 (57.2.12)
Lathatjuk hogy a két gyok ik amire abbél is hogy pont a= !4

esctén 0 az eredeti cgyenletiink diszkrimininss,

Ha . /¢ akkor a 2 valds megoldist meghkaphatjuk Ggy ha behelyetsesitiok a éntékét a

Kivetkezi képlethe:

ha a_kisebh_egy negyved xi_x2 = sobve(p
0

i egvenlet I, x;

SaSolveToolsy, (x4 2}, (x)) a=n

‘_L -2a—|+mH__l 3u+l+m]
[‘ 2 a S a ]

Online gyakorlofeladatok
inken a témahoz tartozo gyakorlofeladatot talilsz interaktiv formiban:

¥ Masodfokua egyenletek nlknlmlzis- feladatok megoldisa sorin

Ebben a részben uz eddig itani feladatok sorim. Az
mvnlmk megokdisait mmdcn esetben a valés v&mk halmazin keressiik
€R
X € real (6.1
Felad Idis a gybktényezos alak segitségével
Ebben a részben kettd a gy alakhoz feladatot fogunk i Javasolt a
clote dndlidan ia
1. felada(TK10/71/2/c)
ijunk fel olyan egyenletet melynek gyokei az alibbi szimpar { S
32
(%3 (61.0.1)

(5.7.2.13)
o
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paraméteres_masodfokii_egvenler | 1= 0-F +(2:0+1)-x+0+2=0
x42=0

Lathatd hogy & Maple rigton qysunlbb formaban kizdlte az cgyenletet

Fbbol adodik gy Ichetséges my

paramiteres_masedfoku_egvenles_xi == solvel paraméteres_masodfoku_egvendes 1 1, x|

(5.7.L1)

-2 (5.7.1.2)
V Ha at)
Ebben az esetben dl i kell Ehbez irjuk fel az egyenlet
diszkrimindnsit paraméteresen:
Javasolt felimi mivel egyenloa b ésc
paraméteres_masodfoku_egyenlet_ a = a
(8.7.2.1)
paraméteres_mdsodfoki_egyentet_b = z~q +1
2a+1) (5.1.22)
paraméteres_mdsodfoki_egvenler ¢ = a +2
a+2 5723
lein nmmiilomlk @t bet és ot felirhatjuk a diszkriminanst
n ' _emvnla diszhei s ( et 1 dfokii_cgveniet | b
4 par ‘1 egvenlet_a-pa _masodfoki_egvenlet_c
“data+2)+2a+1) (5.7.2.4)
EBbOI 3 iy b dgazank szit:
i egvenlet diszkrimindnsa >0
0<-da(a+2)+2a+1)} (57.25)
akkor az eredeti mé it u Két valds isa van
Hay ¢ i i_egvenlet_diszkrimindnsa = 0
~dala+21+2a+ 170 (57.2.6)
akkor az eredeti egy valis van
Ha pa dsoudfoki_egyenler_diszk <0
-4a{a+2)+n24¢|l'<0 (5.7.2.7)
akkor az eredeti o
Hmmnk t;ysmubb ;Iukra a dnzknmmiml
hai_egventes_di insa_
: i exvenler, di )
4a+l (5.7.2.8)

Egy a-ban clsbfoki kifejezésre egyszenidatt a kifcjezés. Arma vagyunk kivinesiak hogy ez
ol vesz fel 0 éntéket, ezért oldjuk meg a kivetkezd egyeletet:

ahol_a_paraméser 0 = i egveniet ibben =0
Fa+1=0 (57.2.9)

sofvelahol_a_paraméter_0,a)
I:' (5.7.2.10)

Megoldasom:



Y

Y Megoldis

Koribban sz6 volt rola bogy a masodfoki egyenlet felirhato o kivertkezd alakban:
feladarmegoldds_gyokényezds_alakkal_ditalinos 3= a-{x = "xI')-{x ='x2') =0
alx—xl) (x—=x2) =0 (1

A gyokdket megactik feladammegoldds_gyikiényezds_alakkal_t_x] 1= - % -- % ™
feladatmegoldas_gyokiényezds_alakkal I x2 = 2

3

Mivel e-ra nincs kikotéstnk ezért azt birminek megvilaszthatjuk. Az cgyszeriség kedvéén
villasszuk feladatmegoldis_gyokiényezds_alakkal_a = 1 = 1-nek
Nines mis dolgunk mint bebelyettesiteni:
Seladatmegoldas_gvokiényezds_alakkal_I_megoldds 1

- Idadulmegﬂldc.! _griktényesds “alakkal_a' (X

~ feladamegoldas. Mnyuu: alakkal T x1)(x

~ feladatmegoldas_gyikienyezds_alakkal I x2) =0

[..+%] [:-%]—o
A szorzist elvégezve adodi

adodik a
]chdmmrgwldn.r - gvdkienvesis_alakkal I megoldds 2
expand( feladamegoldds_gyokiényezas_alakkal | _megoldas 1)
e I!2 x— l- -0
cgyenlet ami egy Iehetsége viasz a kérdésee. de az egyenletet barmilyen nem 0 szémmal
L L megszorozva helyes megoldist kapunk.

2
3

(6.1.1L3)

V 2. feladat(TK10/71/4/c)
Egyszeriisitsiik a kavetkezo tortet:

feladatmegolds_gyiktényezds_alakbal 2 =

Y

354326 (61.2.1)
2 +32
Megoldasom:
Y Megoldas
Eldszbr egy kikotést kell tenntink mivel a nevezo nem lehet 0,
sirtes_egventer_|_nevezd Kikotés v - 2.6 4 Six =2 4 0
2 +5x=240 (62.1.11)

Ebbal megkaphatjuk hogy x milyen értékeket mem vebet fel ha a nevezit egyenlive tesszik
O-val és megoldjuk a kapott egyenletet.
tirtes_egvenler_I_x_nem_leher —wl\r( 28 +5x—2=0,)

E 2 (6.2.1.1.2)
A nevezd vizsghlata utin dkét oldalis juk a nevezdvel.
Egyenletnél szorozhatunk de osztani nem lenne szabad. Az (5 egyenletiink:
sivtes_egventer 1 2= 6-C +x—2=81-(-2-7 +5x-2)

62 +r—2- 1624 +405x — 162 (62.1.1.3)
A maple fel is bontotta a zdrdjeler. Rendezziink 0-ra:
tiirtes_cgvenlet_1 3= 6.8 +x—24162-F —405-x + 162 =0
168 — 404 1 + 160 =0 (62.1.1.4)
Oldjuk meg az egyenletet:
tiirtes_egvenlet_I_4 »= solve(tirtex_egyenler 1 3, x)
4 1
33 (62.1.1.5)
Mivel a2 1/2 a kikolés miat nines a megoldésok kazot igy az egyetl Idisunk %-
L
21
Ellendrizzink:
tirtes_egyenler_1_ell_bo = nul[
(6.2.1.1.6)
A bal és a jobb oldal igy ez valoban ar
Y 2. feladat(FGY10/32/217 1/b alapjin)
Oldjuk meg a Kivetkesb egyenlorct: frtes. egymiel.2 = 23 A ':" :‘s’ ~3x42
o —Tx—
3x=13x=10 5. 55 (622.1)
2¥ =715

Megoldésom:
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V Me,
Alakitsuk szorzattd a szamidlot és a nwcz& Ehl:z oldjuk meg a O-dval egyealdvé tett
& irjuk fel o
Seladatmegoldds xwhmyz:dx_ula*hzl_z_mmldlu ke 1= solve 37 435~ 60,
x)
1,-2 (6.1.2.1.1)
feladatmegoldis_gydkiényezds_alakkal 2_nevezs_gvikei = solve(2% +3 x —2=0,x)
%. -2 (6.1.2.1.2)
frjuk fel szorzat alakban a szamlalit & a nevesdl.
felad i Js_alakkal 2. 1ot o A3 —1h-(x+2))
[’ [x— ~) 1x+2|]
3 2=t
2 1 (6.1.2.1.3)

-y

Lathato hogy sz eredményt a Maple mir az x+ 2-vel tiriénd egyszerisités utdn kozile

VY Tortes egyenletek megoldisa
Ehhen a m:ben kettd mdsodfoki egyenletre vezetd wne- cgymlm fogunk megoldani, Javasolt
dsa elo Gadlldan

1. feladat(TK10/71/4/d alapjin)
Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet: firtes_egvenies 1 =

6.2.1.1)
Megoldisom:
Y Megoldis
Eldszor egy kiktést kell tenniink mivel a‘neveai nem lehet 0,
tirtes_egveniet2_nevezd_kikités v= 2. =Tx =15 % 0
28 =T 15 40 (62.2.1.1)

Ebbil megkaphatjuk hogy x milyen értékeket mem vehet fel ha a nevezt egyenkvé tessziik

O-val és megoldjuk a kapott egyenletet.
sirtes_egvenier 2 x_nem_lehet = solve( 25" —7-x — 15=0,x)
5i-2 (622.12)

Célszent az egyenlet baloldalat szorzattd akakitani, mert ha most beszorozndnk mnd a ké
aldakdalt a nevezdvel akkor harmadfoki egyenlethez jutndnk amiket nem wdunk
megoldani. Ehbez keressiik meg a szamlilo uyulvm is:

sivtes_egvenler 2 szamldlo_gyikei = sohw(! 13— 10=0,x)
(6.22.1.3)
(622.1.4)

A program mir el is végezte 2z (x-5)1el térénd i ik az egyend

gy hogy beszoczunk a nevezivel.

=3 fx+ 2 )=2-[x+ 3 )3
srves_egyenler 2 3 =3 (n» % ) 2 [.w 3 ] (3x+2)
3er2=2(xt ) Bxs) (62.2.1.5)

Hontsuk fl a zrsjelet. Fhhez a Maplen belil hasznilhatjuk a7 expand parsnecsot
sotes_egente 2.4 = 3ox-+ 2= expond(2: (v 3 ) 3:542))

Jx42460 +13x46 (6.2.2.1.6)
Rendezziik O-ra az egyenletel:
sirtes_egvenler 2 5= 6% +10-x +4=0
6F+10v+4=0 (622.1.7)
Oldjuk meg az ¢
ltirtes_egyeniet 2 6 = mhv[larla _egvenler 2 5. x)
-2l (62.2.1.8)
Mivel mind a két megoldis benne van a megoldishalmazhan ezért mindketidt e kell
cliendriznink:
Elsd esct:



v 2_2
tirtes_egyenlet 2 x §i=- 3 -- 5
sirtes_egyentet 2  elt_bo = evafl A2 £o13a-10) -2 )
28 =Ty =18 3
(6.2.2.1.9)
tirtes_egventer_2_minuszkétharmad_ell_jo := m,l[ Jx42cm ;:,3 ]
a (622.1.10)
A jobb é balaldal megegyezik igy » <273 jo megoldis
Masodik cset

tortes_egyenlet 2 x 2:=-1 = -1

> = evalf 22 L ]
siirtes_egvenler 2 minuszegy ell_bo m}[ oo el 1
-1 6.2.2.1.11)
thirtes_egvenlet_2_minuszegy_ell jo = ewal{3-x +2,x=-1)
-1 (6.22.1.12)

L A jobb és baloldal itt 1s megegyezik igy a -1 is jo megoldas

Y Sziveges feladatok megoldisa egyszerii masodfoki egyenletek
segitségével
Ebben a részben kettd masodfoki eg)mlﬂm vezetd xwvcges r:xaam fogunk megoldani.
Javasolt a
1. feladat
Két egymis utin kdvetkezd természetes szim szorzata 552, Melyik ¢z a két szam’

Vilasz:
Megoldisom:

Y Megoldis
A kétjcgyil szim 10-cs belyiériken dllo szimjogyét jelolic x
¥ (63.2.11)
az egyes helyiéniéken alld szamjegyet jeldlje v
¥ (63.2.1.2)
Mivel a szimjegyck dsszege 9 igy felirhatd a kévetkezd cgyenlet:
otodik_szoveges_egvenlet_I = x +y=9
x+y=9 (6.3.2.1.3)
és a keresett szam felichatd 10-x +
10x 4y (63.2.1.4)
alukban
Ha a szamjegyeket feleseréljik akkor az i) szim felithatd lesz 10 -y + x
10y 4x (63.2.1.5)
alakban
Mivel a két szam szorzata adott igy felirhatd a kovetkezo egyenlet:
otodik_szoveges_cgyenfet_2 = {10+ x4+ y)+{ 10-y + x) = 2268
(10X +y) (10y +x) =2268 (63.2.1.6)
Oldjuk meg az egyenletrendszert:
solvel {otodik_szoveges_egvenler 1, otodik_soveges_egvenler 2), |x, v))
[[x=6,y=3), [x=3.y=6]] (63.2.1.7)
Ezek alapjan elmondhatjuk, hoggy az egyik szim a 36 2 misik a 63,
Ellendrzés
Szimjegyeik Gsszege valdbun 9. Szorzatuk 3663
2268 (6.3.2.1.8)
| a feladat szovegének megfeleloen 2268,

¥ Egyszerii misodfoki egyenletrendszerek megoldisa
Ebben a részben kettd it egyenletre vezetd fogunk Javasolt
2 megoldisok yozisa elitt aillan u
1. feladat(FGY10/33/2178/b)
Oldjuk meg o kdvetkezd cgyenl
masodfokti_egyenletrendszer | = {x =
{x—y=4

(64.1.1)

Megoldisom:
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Y Megoldis
Az cgymiist kdvetd szamok felirhatoak n
n

&n+l
n+l (6.3.1.1.2)
alakban ahol n a kiscbb szam
A megoldandd masodfoki egyenlet a szoveg alapjan:
elso_szoveges_egyenlet := m-(n + 1) =552

min+1) =552 (63.L13)
0-ra rendezett alak:
elso_szoveges_egvenlet_nublars = o’ +n — 352 =0

o tn—552=0 (63.1.1.4)
Az egyenletet megokdva kapjuk hogy:

elso_szoveges_cgvenlet_megoldva = solve{clso_szoveges_egventet_nullara, n)
23,-24 (6.3.1.1.5)

Mivel a -24 nem tenmészetes szim igy n=23 adodik amibol n+1=24
Ellendrzés:
elso_szoveges_bal »= 2324

(6.3.1.1.6)
elio_szoveges_jobb = 552
L 552 (63.LLT)
2, feladat
Egy kétjegyu szim szimjegyeinek sszege 9. Haa X jitk és 2z igy kapott
szimot az eredetivel megszorozzuk,
szorzatul 2268-ut kapunk. Melyik ez 3 szém?
Vilasz:
Megoldisom:
Y Megoldas
Fejezzik ki az clsd egyenletbdl y-t
masodfol_egyenletrendszer_I_y_elsdbal =
yex—4 (64.1.1.1)
be a mbsodik y helyére. A kapjuk:
X - 1_y_masoditha == 3-x — ({x—4)7) =8
= (x=4) =8 (6.4.1.1.2)

Zirdjelfelbontis s nullira rendezés utin kapjuk a kivetkezdt: y
mdsodfolui_egvenletrendszer_|_rendezve 1= expand(3-x — ((x —4)%) =8} =0

~C e —24=0 (6.4.1.1.3)
Oldjuk meg x-re a kapott egyenletet:
misodfolai_cgyenletrendszer_|_x1_x2

= solve| masodfoki_cgrenletrendszer_I_rendezve, x)
3.8 (64.1.1.4)
Visszabelyetesitve az elsd emnmne -m i -1 misjd x2-re y2=4 adidik
lea

mamlfo&u _egvenletrendszer | ellend’r-é: - solve( misodfokii_egvenletrendszer 1, {x.
v

(e=3,y=-1), (x=B,y=4) (6.4.1.1.5)
A maple megerdsitette hogy belyesen szimoltunk.

2. feladat(FGY10/33/2178/¢)
Oldjuk meg u kivetkezd egyen -
méisodfoki_egvenletrendszer 2 = {x +y=7,xy= 10}
{xp=10,x+y=7) (64.2.1)
Megoldisom:



¥ Megoldis
Fejezzilk ki az clsh egyenletbdl y-t
masodfoki_egvenleirendszer 2 y_elsdbol v y =7 ~x

y=T-x (64.2.1.1)
Hetyumlumk bc amhodtk cg)mlcm'y hely&c A Imvukeﬂ(l kapjuk:
' 2 x(T=x)=10
x(T—x)= la (64.2.1.2)
M)elfcﬁom&l&mﬂlﬁn rendezés wtin kapjuk a kdvetkezt:
odfolii_egvenletrendszer_2_rendezve 1= expand(x+(7 —x) = 10) =0
-r +Tx—10=0 (6.4.2.1.3)
Oldjuk meg x-re a kapott egyen!
masodfoki_cgyenletrendszer_ 2 xI  x2

= solve| masodfokic_egvenletrendszer_2_rendezve, x)
2,5 (6.4.2.1.4)

Visszabelyettesitve az elsd egyenluhc xl-etyl =5 majd x2-re y2=2 adddik
Ellendrizzik le a Id.isutdm a Maple segitségével:
midsodfoki_ lgvmlﬂn‘ml!:er 2 ellemfma 1= solve(mdsodfoki_egyenletrendszer 2. {x,
»m

(x=5,y=2), (x~
hogy belyesen I

5) (6.4.2.1.5)

A maple

V [Tax =B =cx +d tipusih eg'enletek megoldﬂn

Ebhen a részben két gydkds fogunk i Javasolt
cldtt Solloan ia
1. feladat(FGY10/36/2201/d)
Oldjuk meg a kivetkezd egyenletet: gyakds_egrenfet J = sqri(2-x + 8] =x+4
VIxFB =x44 (6.5.1.1)
Megoldasom:
Y Megoldas
A gybkjel alart csak nem negativ wim alihat, ezért tegylink cgy kikdtést:
svokis_egvenlet 2 kikités | = 5 “Sx 4+l 20
0S5 =Sx1i (652.1.1)
Ezt u kikotést érdemes dbritzolni (ha uk a gyok alatti kifej 1 felint
i l akkor ott a diszkrimil negativ lesz. Mivel az eredets gyokjel

alatts kifejezésben x"2 egyiitthatdjn pozitiv igy az iltala lein parsbola képe felfelé nyils
lesz és nem fogja metszeni az x tengelyt. Ez azt jelenti hogy a jobb oldal alapjin x
birmilyen énéket felvehet

plot(x” = 5x+ 11,6,x=0.10)

10

»

o

-10 o 0 5 10
x
Ahhoz viszont bogy az egyenldség fenn dllhasson a bal oldalnak is nagyobb egyenldnek
kel lenni 0-nil.
svokiis_egvenlet 2 Kikités 2 im 1 =202 0
0<1—-2x
Ha megoldjuk ez1 az egyenldtlenséget. akkor azt kapjuk. hogy x:
ayok_alat_nagyobb_egyenl_ming_0_2 1= er(mv&m egyenler. 2. kikistés_2, x)

Rralkmg«( -, 2 ) (652.13)

(6.52.1.2)

55

Y Megoldis
A gybkijel alatt csak nem negotiv szam dlthat, czént tegylink egy kikdtést:
gyokos_egvenler | kikirés i=2x +8 2 0

G<2x48 (6.5.1.1.1)
Oldjuk meg az egyenlbtlenséget:
ok _alair_nagyobt_egyentd_mint_0_I := solve( gydkds_cgventer_I_kikiés, x)
RealRange| -4, =) (6.5.1.1.2)

Az credmény azt jelenti hogy <4-68] végielenig vehet fel x értékeket beleértve a 4-ct is.
A Kikités utan négyzetre emelheik mindkeét oldalt utina bontsuk is fel  zirojelet
vikis_egvenlet_I 2 1w (squt|2:x +8) ) = expand (x 4 4)°)

2x 8= 8x 16 (65.1.1.3)
Rendezziik (-ra az egyenletet:
gvikis_egvenlet I 3= +6-x+8=0
FH6r+8-0 (6.5.1.1.4)
Oldjuk meg az cgyenleter:
gokis_egvenlet I 4 := solvelgvokiis_egvenler 1 3, x)
3 ag (6.5.1.1.5)

Lathato, hogy mindkét kapott énék beleesik az értelmezési tartomanyba. Egy gyors
cliendrzéssel meggybzddhetiink rola hogy ezck a szamok valoban megoldisai az
cgyenletnek,

Elsb eset:
gyokas_egvenlet 1 x1
avakis_egvenlet_|_xl_ell_bo

implif{evall sqri(2-x + 8}, x=-2))
2

(6.5.1.1.6)
gvokis_egvenlet I x2 ell jo = evallx +4,x=-2)
2 (65.1.LT)
A jobb és baloldal megegyezik igy a -2 j6 megoldis
Masodik eset:
gvikis_ eg;wnlw X2 == -4
gyokas_egyenler_ 1 x2_ell_bo implifiteval( sqri(2-x + 8), x=-4})
0 (6.5.1.1.8)
gyokas_egvenlet I x2_ell_jo = simplifitevall x +4, x=-4))
0 (6.5.1.1.9)
A jobb és baloldal itt is megegyezik igy a -4 is jo megoldis
2. feladat(FGY10/36:2201/k)
Oldjuk meg a kavetkezd egyenletet: makas_egyenlet 2 =1 —2-x= sqn(»; —5x+11)
I1=2x=yx—5x+11 (65.2.1)
Megoldisom:
Kisebb mint 1/2-ed
A kikdtésekkel végeztiink oldjuk meg az egyenletet:
Négyzetre emelés
2
ayikis_egvenler 2 2 1m expand( (1 = 2-x)*) =sqrt(s’ = Sx 4 11)°
AF —dxt1=F=Sx+11 (652.1.4)
Nulbira rendezés
gvikis_egyenlet 2 3 =37 +x—10=0
3F+r-10-0 (652.1.5)

Megoldas:
avokis_egvenlet 2 4 1= solve| gyokis_egyenlet 2 3, x)
I -2 (6.5.2.1.6)
A két gyok kaziil csak a -2 esik bele az éntelmezési tartominyba.
Ellendrzés:

gyokas_egenlet 2 x=-2

-2 (65.2.1.7)
sikis_exvenlet 2 ell_bo = evalil = 2:x,x=-2)

5 (6.5.2.1.8)
vikiss_egvenlet 2 ell jo = simplifil eval{sqn (¥ = 5-x +11),x=-2) )

H (65.2.1.9)

L A jobb éx baloldal it is megegyezik igy a -2 j6 megokds.

¥ Teljes fiiggvényvizsgilat feladat

Most hogy i a faggvény vizsgd k lépéseit, nézzilk meg ezt egy
Konkeét példin:
Legyen
masodfoi_figgvény_teljes_fiigevény._vizsgilathoz = % A+ I% i~ ;‘—f
52,78 . 18
il e (6.6.1)
Ertelmezési tartomdny
Az énelmezési tartomany ugyanaz mint az alapfiiggvénynél,
msodfoki_filggvény_telfes_figavény vc:vg.ilalna. ET=R
(66.1.1)
Ertékkészlet
Az érick let ugyanaz mint az
mdsodfohi_figgveény. telfes_figgvény. v!..vgalallla. £K = | ;Iz.ml'mvy)
lellmuge[ e s] (662.1)



Y

Y Zérushely

A zérushelyck meghatirozisihor oldjuk meg 1 0-ira rendezcit egyenleict

masodfoti figgminy. toles figevény. vissgalathos. malliva.renieset, egpenlet
= mdsodfoki_figevény_teljes_figaviny_vizsgilatho: =0

(6.6.3.1)

misodfoks_figgvény teljes_figgye

_vizvga lyek
masodfoku_fiiggvény teljes fugave sgalathos_mullara_rendezent_egyenlet

1= solve( mazodfokii
.x)
5 .
3R (6.63.2)
Y Monotonitis/A fiiggvény menete

murmlamus vizsgalatihoz készitsiink dbrat, Ehbez tefjes négyzené kell alakitanunk:
Emeljink ki ?

s
3 (664.1)
-et és alakitsunk ki teljes négyzetet.
masodfoki_figgvény._teljes_fggvény_vizsglathos teljes_migyzer_| = %(r + Il; *
3
R )
Sa,. 5 13
T (6:642)
mdsodfokil_figivény_seies_figgveny. vissgilatos_felies_migyzer 2 = %((x + )
el 23 ]
26 %2
3 i I8 (o . ¢
3 [+ i6) ~ 35 (6643)
Flevenitsik fel a teljs négyzet slakot: a_masodfoki_Kiejesések seljes _négyzet alokja
(6.64.4)
A mi esctiinkben a-nak
misodfokii_figgrény_teljes_figgvény_vizsgilathaz._teljes_négyzet a == 3
s
£ (664.5)
folel meg.
-tensak
misadfokii_figgwiny. teljes figgvény vissgilathos teljes_nigyzer minass_u = 'll?{
se (6.66.1.2)
Az evalb mindkét paritis vizsgilatinal hamis énéket adott vissza igy cnnck a figvénynek
nimes paritasa
Y Abra
plm(mdmdﬁmi figgviny_seles figgvény_vizsgalathos, v =~ % % x--o.:s.,oz)
02
x 0.1

¥ Misodfoki egyenletet is tartalmazo "kevert" egyenletek megoldisa

(Emelt szint)(11.o0sztily)

Ebben a blokkban szerettem volna néhdny més témakorhdz is kapesolddd egyenletet bemutatni,
viszont czek a 1émakordk csak késobb kerilnek tanitisra |1, osztilyban czén csak megiegyezzik,
hogy léteznek ilyenck is. Késabb baven tanulunk réla.

¥ Log Imazé m: vezetd
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Y

% (6.6.4.6)
+v-nek pedig
masodfokii_figgvény: teljes_fliggvény_vizsgdlathos._telles_mégyzet_pluss v =~ %
125
i feean
felel meg.
Ezek alapjin a faggvény minimuma
mdsodfoka_flggvény teljes_faggvény_vizsgdlathoz_minimum_kelye i= - ﬁ
! (664.8)

"6
Ebbd] kdvetkezik, hogy szigorisn monoton csakkend a
masodfokii_figgvény_teljes_figgvény_vizsgilathos scig_mon_csok 1= ( - infinity, - .lb

i\
ReatRonge -, - | (664.9)
éx szigoriian monoton nBve a
B AT
T mﬁmly)
% 3
6" (6.6.4.10)
lwemlllumm
h " s " érték
A minimum belyét koedbban a mdr meg kellett
Minimarm hely: minimumdnak_helye = x=-
=
-1 (6.6.5.1)
i B ; 2o 125
Minimum énék: minimumdanak_értéte y=— 312
=-125
Y= 312 (6.6.5.2)
Maximum helye és maximum értéke nincs.
Paritas
Emlékeztetdal: A faggvény paros ha fi-x)=f(x)
¢ paratlan ha fi-x)=-fix)
Paritis meghatdrozdsa
evalb{ misodfokii_figyvér izsgalathoz{ -1)
- mi i izsgalathoz(1) )
(6.6.6.1.1)
evalb masodfoki_flgér izspdlathaz| ~1) =
- masodfoki_figgvény_teljes faggwny vizsgalathoz(1) |
> S:dgfliggvényt Imazs mésodfokiira vezetd Tetek
> Exy idlis fiiggvények ira vezetd egy k

¥ Misodfoki egyenletek és komplex szimok(Felsofoki tananyag)

Ebben a részben megnézzik, hogy mik azok a komplex szimok és hogyan kapesolddnak a
mdsodfoki cgyenletekhez,

Y

¥ Komplex szimok bevezetése

A fentebb ismerieectt clméleti anyaghan a valds szamok halmaza volt ahol a masodfoki
Kerestik, ezért ha negativ volt azt mondbattuk hogy az
egyenletnek nincsen megoldasa, Volt viszont egy nagyon fontos sz6 amit ilyenkér
hangsilyoznunk kellett, mégpedig azt bogy nincsen vals megokdis.

Probiljuk meg megoldani a kivetkezd egyenletet elészir a valos szimok halmazin:

complex_misodfokii_egvenlet_| = ¢ +1=0
d+1-0 (T.L1)
ebbisl azt kapjuk bogy comples_musodfoki_egyenlet 2 i= i =-1
(7.1.2)

Ha mindkét oldalbol gydkit vonunk a2t kapjuk hogy x abszolit éneke cxyentd gydk alat -1-gyel.

Ezta gybkvonist a valos szamok kérében nem Iehetne clvégerni de ha bevezetnénk egy i) jelolést

2 gydk alat -1-re meris megoldédna a probléma.

Vezessiik is

complex_masodfoki_cgyenlet_imagindrius_egysig = sqt{~1)
1

(7.1.3)

Azzal, et uz i jeldlést imaginirius egységet) kehetd van
kibaviteni a valos szimhalmaz,
Azt a szimhalmazt amiben egy szma + b1
atlh (T.14)

alaki a komplex szdmok halmazinak pevezziik. Egy komplex szim két részre bonthatd. Aza+h*

Ik szdm a-val jelolt részét valds b¥Evel jelolt részét pedip képeetes résmek nevezziik. Az
cljelek minden esethen hozzitartoznak a mogottak 31l részhez
Ebbol adédik az is, hogy a valas szmok halmaza 2 komplex szamak halmazinak vakidi
részhalmaza, hiszen minden valas szam eliallithato gy hogy a fenti alakba b helyére 0-at irunk,

Komplex szimok abrazolisa

Felmeriilbet a kérdés, hogy ha van egy komplex szamunk, akkor azt hogyan tudjuk dbrizolni.
Valos szimok esetén elegendd volt egy szimegyenes, abol kwtpm volt a 0 jobbra illetve balra
pedig a pozitiv és negativ szamok. Komplex szimok enén # szimegyenes mir nem elég h-mm
ott nem tudjuk ibrizolni a képzetes részt A & ldist az jelenti ha




Y

komplex szimsikol. Nézzitk meg a kivetkezd dbrin, hogy mirdl van szo:
complexplot! [0 4+ 0-1),-2.2.-2.2_style = point, size = (0.7, 0.7}, color = green, labels = [ "Re",
"tm" ), labelfors = [TROMAN", 15] |

2

-2 -1 0 1 2
Re

-2

Az dbrén 20)d rombusszal jelolve litjuk a komplex szdmsik origojit. A vizszintes engejen
dbrdzoljuk a szim valos részét a flggdlegesen a képzetest Ez alapjin azt rudjuk monhm hogy
komplcx szAmot egyénclmﬂm amms(tu a sik azon pontjdba mutatd helyvektor melynek elsé
alds mdsodik k a képzetes rész. Ezzel a sikkal a felsofoki
L mlcmubukmislm még bivebben fogunk foglalkomi.

¥ Utészo
A fentickkel szerettem volna megkdanyiteni a jelenleg vagy a jéviben 10, osztilyos tanulok dolgit.
Szeretém felhivni a figyelmet am, hogy a | bizonyos részek kimaradtak, annak ellenére,
hogy a masodfokis egycnletekkel kapesolatos ehet, Em\chzlxoh hogy a matematika cgyéb
fejezetei (melyek is ¢ szimtalan mddon
utaldsokat a i egy

Gyakorlisra javasolt irodalom

Solmlnﬂ matematika 10.

Tankén;

10. évfolylm. x. kiadds (x a legfrisscbb kiadds)

Mozaik Kiadd

szerzb: Kosztolinyi Jozsef-Kovics Istvan-Pintér Klira-Urbdn Janos-Dr. Vincze Istvin
tegjedelem: 248 oldal

Sokszinii matematika 10. fzy.
Feladatgytjiemény - megoldisokkal

10. évfolyam, x. kiadds (x a legfrissebb kiadis)
Mozaik Kiadd
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szerzb: Arki Tamis. Konfimeé Nagy Kldra, Kovics Istvin, Trembeczki Csabe, Urbdn Jinos Dr.
terjedelem: 292 oldal

¥ Felhasznalt irodalom

Sakszlnﬂ mawmm'ka 9.

Tankan,

i Molynm. 11 kiadds (2011.)

Mozaik Kiado

srernd: Kosztolbnyi Jozsefl-Kovies Istvin-Pintér Klira-Urbin Jénos-Dr. Vineze Istvin
terjedelem: 256 oldal

Felhasznalt oldalak: 48-55, 90-93, 157-161

Sakszinii matematika 10.
Tankanyv

10. évfolyam, 10. kisdss (2011.)
Mozaik Kiadd

seerzh: Kosztobinyi Jozsef-Koviies Istviin-Pintér Klira-Urbin Jinos-De. Vincze Istvin
terjedelem: 248 oldal

Felhasznalt oldalak: 58-60,62-64.65,67-77,88.93,103-106

Sokszini matematika 10.

Feladatgyiijtemény - megoldisokkal

10. évfolyam, (2009.)

Mozaik Kiadd

szerzd; Arki Tamis, Konfamé Nagy Klara, Kovics Istvin, Trembeczki Csaba, Dr. Urbén Jinos
tejedelem: 292 oldal

Felhasznilt oldalak:32,33.36
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