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Kivonat

A dinamikai rendszerek tudomanyaga sok komplex, idoben fejlodé rendszer viselkedését
segithet megérteni. Az utébbi évtizedekben egyre gyakrabban alkalmazzak sikeresen
ossztarsadalmi jelenségek, szocialis rendszerek vizsgdlatara is. A tarsadalom kollektiv fi-
gyelme napjainkban toredezettnek mondhaté, hiszen az internetnek koszonhetd szinte
valés idejli informaciéaradat az éppen aktualis hirek és beszédtémak gyors valtakozasat
eredményezi. Nemrég megjelent kutatasi eredmények alapjan, egy Lotka-Volterra-tipusu
modell, amely szerint ezek egy kozos eroforrasért, a kollektiv figyelemért versengenek,
jo egyezést mutat internetes aktivitast méré adatok egyes statisztikai tulajdonsagaival.
A modellben egy bizonyos téméval kapcsolatosan egységnyi id6 alatt megjelent tarta-
lom mennyiségét a mas témakkal vald versengés, illetve ugyanennek a miultban megjelent
mennyisége (telitddés) gatolhatja.

Munkank soran megmutatjuk, hogy ezen médositott modellben, a szimmetrikus pa-
raméter-valasztas esetében a linedris stabilitas-analizist analitikusan is el lehet végezni,
annak ellenére, hogy a fixpontok szama a témak szaméaval exponencialisan, pontosabban
2N szerint nd. Innen beldthaté az is, hogy a fixpont-attraktorokon kiviili mds, érdekes
viselkedés (hatarciklus és kdosz) a paramétertér egy jol koriilhatarolhaté tartomanyaban
johet létre. Numerikus vizsgalat soran kidertil, hogy a komplex fluktuaciok 1étrejottében és
Ujra eltinésében a fixpontok bifurkéacidi jatszanak szerepet. Kis rendszereknél vizsgéljuk
ezen bifurkaciok skalazési torvényeit, valamint nagyobb rendszernél a tranziens kaosz
atlagos élettartamara allapitunk meg hatvanyfiiggvényszert osszefiiggést. Az aszimpto-
tikus viselkedés jellemzésére a karakterisztikus Lyapunov-kitevét hasznaljuk. A témak
kozti csatolast, mint kontrollparaméter fiiggvényében kis rendszereknél a stabil fixpont-
attrakotorok mellett hatarciklusokat talalunk, nagyobb rendszerek esetén megjelenhet az
empirikus adatokra hasonlité, kaotikus dinamika is. Osszehasonlitva a klasszikus versengd
Lotka-Volterra dinamikaval szamos érdekes kiilonbséget figyelhetiink meg.
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1. Bevezeto

A dinamikai rendszerek elmélete sok tudoménydgban (fizika, kémia, biolégia, kozgaz-
dasdgtan, stb.) alkalmazhaté, hiszen rengeteg idében fejlédé komplex rendszer leirhatd
matematikai modellek segitségével [1]. A matematikai leirashoz gyakran leképezéseket
vagy nemlinearis differencidlegyenleteket hasznalunk. Jelen dolgozatban egy, az internetes
témak figyelemdinamikéjat modellez6 egyenletrendszert vizsgalunk a dinamikai rendsze-
rek modszereivel.

A kiilénb6z6 hirek, beszédtémék aktualitdsanak tipikus idétartama napjainkban egyre
révidebb és rovidebb [2,13]. A publikum egyszerre csak véges mennyiségii informéciot képes
befogadni és feldolgozni, az internet koraban pedig egyre bonyolultabba valik az a mecha-
nizmus, amely szerint figyelmiink egyik eseményrol a masikra helyezédik at. A tarsadalom
résztvevOi és az kozosség kollektiv figyelméért versengd témék (kulturdlis termékek,
hirek, sth.) kozti egyre erésebb csatolds nemcsak ezen témak népszertiségi eloszldsdnak
egyenlStlenségét noveli (a gyéztes mindent visz), hanem egyre megjésolhatatlanabba is
teszi [4].

A szociodinamikaban a csoportot alkoté egyének dontései és egymasra tett befolyasa
hozza létre a kollektiv viselkedést [5]. A figyelmet az egyén szintjén olyan kognitiv folya-
matként hatarozzak meg, amely sordn a személy bizonyos mennyiségii eréforrast biz-
tosit valamilyen informécié feldolgozasara, vagy feladat ellatasara [6]. A kollektiv fi-
gyelmet ezzel szemben a csoport-szintii tartalomfogyasztéshoz tudjuk kétni 7, 13]. Eb-
ben a megkozelitésben ez szamszeri adatta valik, amit mérhetiink. Az internetes site-
okon ugyanis gyakran talalni olyan mérdszamot, amely az emberek aktivitasat jellemzi
(like,hashtag,hozzaszdlas,megtekintés stb.). A kollektiv figyelmet kisebb csoportokban,
kisérlet keretein beliil is sokszor tanulmanyoztak 4], azonban az internet olyan kozeg eb-
ben a tekintetben, amelyben nagy csoportok természetes viselkedését figyelhetjiik meg. |7,
8].

A kollektiv figyelem dinamikéjat egy a Nature Communications szaklapban nemrég
megjelent cikkben Lotka-Volterra tipusi rendszerrel modellezik [3]. A javasolt matemati-
kai lefrasmédban az idoben valtozé mennyiség a téma "népszertiségét” méri. Ezek kozott
kompetitiv jellegii kolecsonhatast feltételez, azaz a témakat egy kozos eroforrasért — a
kollektiv figyelemért — verseng6 ”fajokként” képzeli el. A modell alapjat a jol ismert kom-
petitiv Lotka—Volterra-egyenletek szolgaltatjak, de olyan mechanizmusokat is figyelem-
be vesz, mint a médiafogyaszték folyamatos ijdonsédgkeresése. Ezért a Lotka—Volterra-
egyenletek kiegészitésre keriilnek egy Un. memoriatag &ltal, amely a témak ”unal-
massagat” jelképezi.

Az emlitett tudomanyos munkaban nem vizsgaljak, hogy hogyan alakul ki az az érdekes
fluktualé dinamika, amely szépen vissza tudja adni a kollektiv figyelem dinamikajanak
néhany statisztikai tulajdonsagat. A dolgozat keretében ezt modellt vizsgaljuk tehat
a dinamikai rendszerek eszkoztaranak segitségével analitikus és numerikus modszereket
felhasznalva. Megmutatjuk, hogy a rendszer fixpontjainak szama aszimptotikusan n6 a
vizsgalt témak szamanak ndvelésével, de ennek ellenére a nagyszamii fixpontok linedris sta-
bilitas-vizsgalata mégis lehetséges. Megvizsgaljuk, milyen lehetséges dinamikak johetnek
létre a paraméterek fiiggvényében. Azt taldljuk, hogy mig a klasszikus rendszer esetében
(a vizsgdlt paraméterekre) a staciondrius allapotban az eréforrdasok vagy egyenléen osz-
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lanak meg a fajok kozott, vagy csak egy faj populdcidja marad meg (a tobbi faj ki-
hal), addig a mddositott rendszerben ezeken az aszimptotikus &allapotokon kiviil kao-
tikusan és periodikusan fluktualé dinamika is létrejohet. Ennek feltérképezére egy 1j-
szeril fazisdiagramot javasolunk, amelyen a legnagyobb Lyapunov-kitevot abrazoljuk a
paraméterek fiiggvényében. Osszehasonlitva a kapott eredményeket a klasszikus versengd
Lotka-Volterra-modell dinamikdjaval tovabbi érdekes kiilonbségeket figyelhetiink meg.
Kitértink a fixpontok bifurkaciéinak vizsgalatara is: kis rendszerekben kimutatjuk a Hopf-
és homoklinikus bifurkaciora jellemz6 skaldzasi torvényeket, valamint nagyobb rendszer-
ben vizsgaljuk a fluktualé és periodikus dinamika kozti atmenetet, a tranziens kaosz
atlagos élettartamdara hatvanyfiiggvényszeri skdlazasi torvényt allapitunk meg.

2. A modell felépitése

A javasolt modell leirasat elészor a klasszikus Lotka-Volterra-modell (LV) tulaj-
donsagainak ismertetésével kezdjiik. Itt bemutatjuk ezen egyenletek alakjat, amelyek a
mar emlitett cikkben a modositott, internetes témakra szabott modell kiindulépontjiul
szolgdlt [3], és Osszefoglaljuk a szakirodalomban taldlt, a dinamikai rendszerek szem-
pontjabdl fontos jellemzoket, eredményeket.

Ezutan ratériink a médositott rendszer targyalasara, értelmezziik a differencidlegyenlet
kiillénboz6 tagjait a [3]-bol dtvett gondolatmenet alapjan.

2.1. A klasszikus, kompetitiv Lotka—Volterra-modell leirasa

A Lotka—Volterra-egyenletrendszert biologiai fajok populdaciédinamikajanak alapmodell-
jeként tartjak szamon. Gyakran jelenik meg tankonyvi példa-modellekben, amelyek két
vagy tobb, egymaéssal kolcsonhatasban 16v6 faj viselkedését irjak le [1, 9, [10]. A fajok
kozotti kolesonhatds jelenthet egy kozos erdforrdsért folyd versengést (kompetitiv modell),
vagy trofikus interakciét is (ragadozé-préda-modell). Ebben a dolgozatban az elébbivel
foglalkozunk.

Egy faj populdcidjanak dinamikajat a legyegyszeriibb feltételezéssel élve a

2(t) = ru(t) (1)
linedris differencidlegyenlettel irhatjuk le, amelyben r > 0 a novekedési rata, x(t) pe-
dig a populacio szamossaga a t idépillanatban. Természetesen, mivel a faj szaméra véges
eréforrasok allnak rendelkezésre (élettér nagysiga, élelem), igy olyan r'(z) novekedési
ratdra van sziikség, amely fiigg az = pillanatnyi értékétol, és 0-at ad (tehat a megall a nove-
kedés), ha a populdcié nagysaga elér egy bizonyos K kritikus értéket. Ez a gondolatmenet
a logisztikus novekedéshez vezet. Egyetlen faj esetén (izoldciéban) a populdcié eleinte
exponencialis névekedést mutat, majd az élettér betoltésének kovetkeztében telitodik:

/ x
T=r(x)-xr=rx 1——) 2
(@) (1- 2)
ahol az r a populacié novekedési ratdja, K pedig az élettér kapacitasa. Lathatd, hogy a
derivalt eltiinik, = 0, ha = = 2] = K, vagy ha z = z{; = 0. Ezek az un. egyenstlyi pon-

tok vagy fixpontok, amelyek stabilitasa (stabil, instabil, esetleg kzombos) egydimenzids,
folytonos rendszer esetében meghatarozza a rendszer viselkedését.
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A kompetitiv modellben két, kozos és véges eréforrasért verseng6 faj (z1, xo) logisztikus
novekedése mellett megjelenik egy-egy extra, a kolesonhatédsért (csatoldsért) felel6 tag:

. ( 1+ C12$2)
1 =T 1 - T
A )
Qfg = ToX9 (1 — —1:2 0215171)
K

Itt c12 az xo faj hatdséat jelenti az xq-re. Az (3) zardjel értékét igy a madsik faj xo po-
pulacié nagysaga is fogja csokkenteni, egy bizonyos sullyal. Erre a populaciora pedig
az elozo faj hat vissza, a sajat sulyfaktordval. A ci9, co1 egylitthatoknak tehat altalanos
esetben nem kell megegyeznitik (ahogy a névekedési ratdknak rq,re sem), tehat ilyen
paramétervalasztasnal a kolcsonhatdas nem lesz szimmetrikus. Ilyen altaldanos helyzetre
példa lehet két, kiillonbozo reprodukcids rataval és testmérettel rendelkezo faj egyiittélése
(nyulak és bardanyok).

2.1.1. Altaldnositds N fajra

N fajra altalanositva a fenti egyenletet:

N
ZL"Z' = T;x; <1 — Z Cij$j> (4)
j=1

ahol a ¢;; > 0 egyiitthatok a C' kolcsonhatdsi matrix pozitiv métrixelemei. Az c¢;; on-
korlatozé tagok egyiitthatoi dltalaban 1-el egyenloek. Tehat ebben az esetben minden faj
kolesonhat minden maésikkal, ezek silyét a c¢;; egyttthatok adjak meg.

Altaldnos esetben az C-nek nem kell szimmetrikusnak lennie, és minden z; fajhoz
kilonboz6 r; novekedési rata tartozhat.

2.1.2. A rendszer fixpontjai

Tekintve egy 4ltaldnos, N dimenziés x = F(x) dinamikai rendszert, a fixpontok
(egyensilyi pontok, ezek a staciondrius allapotokat adjék meg) azok az x* pontok, amelyek
esetén az Osszes derivalt eltlinik, tehat eleget tesznek az @ = F(x*) = 0 egyenletrendszer-
nek. Itt az * a (z7, 23, ..., x}) vektort jeloli, ahol x; az N-dimenziés rendszer dinamikai
valtozéit jeloli dltaldnos esetben. Az egyenletrendszer alakja kibontva:

fi(@) =0
F(z*)=0 = :fQ(m )=0 (5)
fn(x*) =0

Az —es altalanos rendszer esetében a @ konkrét egyenletrendszert kell megolda-
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nunk: N

ra(l = 5 cjzy) =0
7"2902(1 - ZNzl C2j37j) =0
. ! (6)

rven(l— Y0 evjrg) =0

Mivel az egyes egyenletekben az x; és egy, az Osszes valtozdban linearis fiiggvény szorzata
all, a fixpontoknak specialis alakjuk lesz. Lathato, hogy az z; = 0 mindegyik egyenlet
esetében megoldas. Attdl fliggden, hogy az N darab egyenlet koziil hanyban valasztjuk a
x; = 0 és hanyban azt a megoldast, amely a zardjelben 1évo tag nullava tételébol szarmazo
megoldast, a fixpontokat a kovetkezo 3 kategoriaba sorolhatjuk:

1. * = 0, origo,

2. x* = C7'1, C! a kolesonhatdsi matrix inverze, 1 pedig N elemfi, 1-eseket
tartalmazo oszlopvektor,

3. azok az x* fixpontok, amelyek esetén legaldbb egy faj populaciéja 0.

Egybevetve, ha M = 0,1,..., N darab x; nem-nulla érték van, az a @ rendszerre C'4
kombinacié szamu megoldéas kaphaté. Igy Osszesen, a rendszernek

N
d ooy =2 (7)
M=0

darab x* fixpontja van. Tehat az N rendszermérettel exponencidlisan né az egyensuilyi
pontok szama.

Ha a fajok szdma elég nagy (N > 5), éltaldnos kolesonhatdsi méatrix esetében a
rendszer az Osszes tipusi aszimptotikus viselkedéssel kompatibilis: fixpont, hatérciklus,
térusz, kdosz [11]. S6t, a szakirodalomban ismert, hogy klasszikus LV-rendszerekben
hatarciklushoz minimum 3, kaoszhoz minimum 4 dimenzi6 sziikséges, annak ellenére,
hogy altalanos esetben az el6bbihez csak 2, az utobbi dinamikatipushoz pedig 3 dimenzio
szitkséges |12 (példakért lasd az (1, dbrat).
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1. dbra. (a) logisztikus novekedés (r = 1, K = 1). (b) A 2-dimenziés ”"Nyulak és
baranyok”-rendszer fazistere tobb trajektoriaval, amelyek aszimptotikusan a fazistér egyes
tengelyein elhelyezked6 fixpontokhoz kozelitenek (vagy az egyik, vagy a masik faj él til).
A két faj egylittélését jelenté pont itt instabil (lasd: Fiiggelék). (c) Kaotikus meg-
oldés 4-dimenziés rendszerben (a csatoldsi matrix a fiiggelékben taldlhaté). Az abrén
az attraktor 3-dimenzios vetiilete 1lathato.

2.2. Médositott Lotka—Volterra-egyenletek: témak versengése a
figyelmiinkért

A fajok kozti versengést leird egyenletek hasznosnak bizonyulhatnak szocialis rendszerek
modellezésénél is.

Legtjabb eredmények szerint az interneten és szocialis médidban a kiilonb6zo témak
népszerl valasa, feledésbe meriilése, majd tjrafelbukkandsa hasonlé dinamikat mutat a
kozos eréforrdasért versengd bioldgiai fajok viselkedéséhez [3]. Egy mddositott, kompe-
titiv Lotka—Volterra-tipusi matematikai modell képes reprodukalni a kiilonboz6 internetes
forrasokbdl gytijtott, egy-egy téma felkapottsagat mérd adatok statisztikai tulajdonsagait
[3]. A javasolt modellben a fajok szerepét a témak veszik at, amelyek szintén egy kozos
és véges eroforrasért versengenek, ez ebben az esetben a kozosség kollektiv figyelme.

Ha egy téma (pl. aktudlis vagy kozelgé esemény, médiatartalom) népszeriivé valik,
nagy koriilotte a felhajtas: a médiaban egyre tobb tartalom jelenik meg az adott témaval
kapcsolatban, amelyek egyre keresettebbek és latogatottabbak, és sokan szeretnék meg-
osztani véleményiiket errol.

A faj populdciéjanak szamossdga helyett a dinamikai véltoz6 az L;, az egységnyi
id6 alatt megjelent, a témaval kapcsolatos tartalom mennyisége, amely jellemzi a téma
népszeriiségét A szocidlis médiabdl gyiijtott adatok esetén ennek a mérdszama (proxyja)
példaul lehet azon kommentek, tweetek, cikkek, vagy hashtagek szama, amelyek tartal-
mazzak a téma kulesszavét (pl. ”valasztasok”, ”dont6”, ”vakcina”) [3].

A versengés mellett, a felkapottsag dinamikajat meghatarozza még egy fontos mecha-
nizmus. A kozonség folyamatosan az jdonsagot keresi, ezért azok a témak, amelyek mar
egy ideje felkapottak, az id6 elérehaladtaval egyre kevésbé érdekesek. Azaz az egységnyi
id6 alatt megjelené tartalom mennyiségét korlatozza sajat unalmassaga. A modell igy
figyelembe veszi azt is, hogy a publikum emlékezete véges, igy a mar régen lejart és elfe-
lejtett trendek tjra megjelenhetnek.

Ezt a mechanizmust a javasolt modell a telitodést okozé on-korlatozo tag mdédositasaval
veszi figyelembe. Pontosabban, a logisztikus novekedés on-korlatozo tagjaban L; helyére



Rusu Andrés Figyelemdinamika

t
Te

KJ o

tag keril. Lathato, hogy igy késleltetett differencidlegyenletet kapunk, ugyanis igy az
L; derivéaltja nemcsak a pillanatnyi értékétol, hanem a multbeli értékeitol is fligge-
ni fog. Az integral megadja a témaval kapcsolatosan eddig megjelent tartalom Ossz-
mennyiségét. Azonban az exponencialis silyozds miatt a kozelmultban generdlt és elfo-
gyasztott mennyiség tobbet szamit, a régmult megjelenéseinek kevesebb a hozzédjarulasuk.
Tehét egy rég elfelejtett (ha L; értéke egy ideje kicsi, vagy nulla-kozeli) témdanak elénye
van az aktualis témakkal szemben.

Az a > 0 paraméter a publikum véges memoriajat jellemzi. Jelentéségét az extrém
esetekkel lehet érzékeltetni: ha o — 0, az emlékezoképesség végtelen, mivel az exponen-
cidlis tag eltlinik. Ekkor a régmult és kozelmult megjelenései ugyanakkora hozzajarulast
adnak. Ha o — oo, csak az L; pillanatnyi értéke szamit. Az r. a elfogyasztasi rata, a K
pedig a klasszikus kapacitas.

A javasolt modellben a mdédositott Lotka—Volterra-egyenlet alakja N téma esetén
tehat:

e_a(t_t/)LZ' (t/)dt/

t N
. T /
L; =r,L; (1 — = [ e IL)dt - Lj) . (8)
K J_ o —
i#j
Megjegyezziik, hogy ez nem a legaltalanosabb alak. Ebben az egyszertibb esetben az
egyes témakhoz tartozé novekedési ratdk megegyeznek, a egymaéssal valé kolcsonhatas
sulyfaktorai mind ugyanazok, s6t, a memoriatagok egyiitthatoi is minden egyenletben azo-
nosak. A rendszer ezen szimmetriai nagyban megkonnyitik gy az analitikus szamitasokat,
mint a dinamikai rendszer szamitdégépes implementaciojat.

2.2.1. Az egyenlet atirasa kozonséges differencidlegyenletté

A fenti késleltetett differencidlegyenletet atirhatjuk 2 kozonséges differencidlegyenlet-
parrd a [3] alapjan. Véltozécserét alkalmazva:

t
/ e LY =Y, t—t =7 (9)

—00

Felhaszndlva, hogy: dt’ = —dr,

o dy; ALt —T)
Y, = ALt —1)d L= o) iy =
f /0 e (t—T1)dr = o /0 e p T

= —/ e —dLi(t — T>d7‘.
0 dr

Parcialis integralds utéan:
dy; 00
dt

—eiaTLi (t — 7')

— a/ e M Li(t — 1)dr = Li(t) — aY;.
0

0
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Tehat a két egyenlet:

. T
Ll:’f’Ll 1——CY;—C L
? ( K Z ’) (10)

J#i
Yi = L —aYi.

Az Y; bevezetésével mindegyik L; valtozéhoz egy tovabbi Y; valtozd tarsul, ezért rendszer
dimenzidja N téma esetén 2N.

Ahogyan az eredeti cikkben is megmutattak, a fenti NV darab egyenletparbdl allo
rendszer a valés adatok gyorsan fluktualé iddsorai képes imitédlni (14sd a2, dbran).

)

300

200

Xj

100

)

2. abra. Komplex fluktuald iddsor (értsd: gyorsan valtozo, nem-periodikus idésor). A pa-
raméterek: N = 300, r, = r. = 9, a = 0.005,¢ = 2.4, K = 1.0 rendszerben, amit a
Twitter-rél gytijtott adatokkal vetettek Ossze.
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3. Analitikus eredmények

3.1. Az egyenletrendszer adimenzionalis alakja

A figyelemdinamika modell alakjaban 5 paramétert tartalmaz. r, a novekedési rata,
ro/ K a telitodési rata, K a klasszikus kapacités, ¢ a csatolds eréssége, o a memoriatagbdl
szdrmazd paraméter, amely a kozonség véges memoridjat jellemzi. r.,r,, K hatdrozzak
meg a novekedés felso hatarat. Mivel a témaszam novelésével csatolasi tag is néne, ezért
az ezt skalazo ¢ paramétert is ennek megfeleléen kellene modositani. Ezt elkertilhetjiik,
ha az O0sszeg helyett a tobbi téma atlagértékével dolgozunk:

. Te C
Li=ryL (1 e mZLf)

JF#i
Yi=Li—aY

ahol C'=¢(N —1).
Bevezetjik az 4j x = L;/\ és y = Y;/n dimenzié nélkiili dinamikai valtozokat:

; Te CA
jF#i

Yi = —T; — Qyj,
n

itt a A és n szabadon megvalaszthatoak.
Egy bizonyos

K oK
A= —— = 11
r+akC 1T faKC (11)

megvalasztassal lehetséges gy 1j alakba irni az egyenleteket, hogy az y; és az T; tagok
egyiitthatéiban ugyanaz a paraméter szerepeljen.

2 = gz [ — (1 — w)y; — wi] (12)

Yi = Ty — Vi,
ahol

1 1

w_l—i—rc/ozKC" 9= xi_N—lej'
]
Itt w és g az 1j, atskalazott rendszerleiré paraméterek. fgy lehetséges az on-korlatozas
(unalmassag) és az egymas kozti versengés jelentésségét egyetlen, kozos paraméterrel be-
folyasolni, és ezek szerepét 0sszehasonlitani. A w = 0.5 értékre a kompeticié és unalmassag
ugyanolyan fontosak, mig w = 0 az izolalt esetet, w = 1 a kizardlag kompetitiv esetet
jelenti.
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3.2. Linearis stabilitas

Altaldnosan N darab téméara (1 =1,2,...,N) a differencidlegyenlet-rendszeriink az egyes
(x;,y;) valtozéparokra felirt egyenletekbdl all:

T = gz; [1 — (1 —w)y; — wiy] (13)

Yi = T — Y
Figyeljiikk meg, hogy N darab téma esetén N egyenletpar van (2N egyenlet) és az y; de-
rivaltja az x valtozdk kozil csak az z;-t6l fiigg. A szamitas hosszadalmas, az eredményeket

a rész foglalja Gssze.

3.2.1. Fixpontok
Ebben az esetben a fixpontokat a kdvetkezd egyenletrendszer megoldéasaval kaphaték meg:

gr;[1 — (1 —w)y; —wz;] =0 (14)
r; —yi =0

A klasszikus Lotka-Volterra-rendszer fixpontjaindl mar targyaltuk, hogy milyen alakja
lehet a @ egyenletrendszer megoldasainak. Itt is hasonlé a feladat. Az elsé egyenlet
kétféleképpen teljesiilhet, ha =¥ = 0 vagy [1 — (1 —w)y; — wz}] = 0. A méasodik egyen-
letbol kovetkezik, hogy a fixpontban z} = y;.

Azon (x;,y;) valtozéparok szama, amelyek esetén zardjeles tag tiinik el, legyen M.
Ekkor N — M darab par 0. Az M darab zardjelben 1évé tagot nullava téve a kovetkezd
egyenletrendszert kapjuk:

1—(1—w)y; —wz} =0

*

1—(1—w)y; —wzy;=0

(15)
1—(1—w)yy —wzy =0
Kibontva a z;* tagot, és mivel a fixpontban z} = y;:
w
w
(1 —w)x; + m(l‘x{ +ay+ ... +ay)=1
(16)
* w * * *
(1 —w)zy, + m(xl +ay+ ... +ay ) =1
A fenti lineéris egyenletrendszer métrix alakban felirva:
a b ... b x] 1
b a b x5 1
: =11 (17)
b a Ty 1
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ahol a =1 —w és b=w/(N — 1). A rendszer megoldésa csak akkor egyértelmi, ha

a b ... b
b a b
: o #0 (18)
b ...a

ami igaz V a # b esetén. Tehat ekkor van egyértelmii megoldas, és ennek olyan kell lennie,
hogy 2] =25 = ... =2}, = 2™

w
1—(1—w)az* — ——(M —1)z* =
(1 —w)z” = -—( )z* =0,

* L 19
T 1+ Wprr — WN 7 ( )
ahol bevezettiikk a wy = wM/(N — 1) és wy = wN/(N — 1) jeloléseket.

Hogy ezt belassuk, tegyiik fel, hogy a fixpontban az M darab x véltoz6 felvehet
kilonbozé értékeket: x7 # x5 # ... # x3,. Ha barmelyik két egyenletet kivonjuk
egymasbol:

(z; —25)(a—0) =0 (20)

Mivel z} # x7 = a = b ami viszont ellentmond az el6z8 a # b feltételnek. Tehdt fixpontban
az N db. (z;,y;) par kéziil N — M darab nulla és M nem-nulla.

,T"), 1=1,2,..., M, és
(xi7yi):(0’07 t=M+1,..,.N

Adott M esetén N parbél CY-féleképpen valaszthatok ki a nem-nulla péarok, igy
az M egy CJ elemii fixpontcsalddot hatdroz meg. Osszesen, a fixpontok szdma tijbél

Zj\VJ:O Chp =2,
Nem mellesleg, az a = b azt jelentené, hogy 1 —w = %5, amibdl kovetkezik, hogy
w = % Tehat a tanulményozott rendszernek 2V fixpontja van, ha a w paraméter

értéke kisebb, vagy nagyobb ennél az értéknél, ha pedig egyenl6 ezzel az értékkel, akkor a
meglévé fixpontok mellett megjelenik még végtelen darab fixpont (a fixpontban nem-nulla
véaltozoparokat megadd rendszer hatarozatlan lesz), tehdt a rendszer elfajult lesz.

3.2.2. Linearizacio és a Jacobi-matrix

A fixpontok stabilitasat a rendszernek a fixpontokhoz kozeli viselkedése hatarozza meg.
Ezt tanulményozhatjuk a rendszer linearizalt valtozataval, ami altaldnosan

ox = Jox

alakban irhato, ahol a dx a fixponttdl mért infiniteziméalis perturbacio, a J a Jacobi-
matrix. A Jacobi-matrix \ sajatértékei (valds részeinek eléjele) donti el, hogy az egyes
sajatvektorok altal meghatdrozott irdnyokban a trajektoéria kozeledik (stabil irdny), vagy
tavolodik a fixponttdl (instabil irdny). Ha Re(\) > 0, a hozzd tartozd irdny instabil, ha

10
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Re(\) < 0 az irdny stabil. Ha Re(\) = 0, a fixpont nem hiperbolikus, a stabilitds nem
mindig donthet6 el linearis stabilitas-vizsgalattal.

A konnyebb kezelhetoség érdekében a Jacobi-matrixot tugy épitjik fel, hogy
a (r1,y1,T2,Y2,...,TN,yn) rendezés helyett a (z1,x2,..,TN,Y1,Y2,...Yyn) rendezést
hasznaljuk. A fixpontban, a z és y valtozdk kozott is bizonyos sorrendet feltételeziink:

=y =0 i=1..N—-M
r=yi=a" i=N-M+1,. N.
Tehat elébb a nulla, utanuk pedig a nem-nulla valtozék szerepelnek kiilon az z-ek és kiilon

az y-ok sorrendjében is.
A 2N x 2N Jacobi-matrix a kovetkezd alakot veszi fel:

RGO o

Oyi. Ajs.

Oz dy;
A métrixban mindegyik blokk N x N-es négyzetes matrix. A parcidlis derivaltakat
kiszémitva adédnak a kovetkezd matrixelemek :

= i =g/l —(1—  — Ci ,

Oxjlizi N — 1t or; gl = (1 —w)y; — wiy]
:07 = — 1_w xi;

0y, i O, 9( )

&yl = 0, 8IZ = ].7

Y ?

Yi _ 07 8:% _ 1
Ay lij dyi

Ezeket kiértékeljiikk a fixpontban és a fent emlitett sorrendben beirjuk a 2N x 2N-es
Jacobi-matrixba:

A| B
J= (22)
In | —IN

Ahol az egyenként N x N-es A, B blokkmatrixok pedig a kovetkezd alakba frhatok:

arIn_pnr ON—n,Mm

On—nm | ON—pnr,v
A= B = (23)
aslpg,N—nr | a2(Ins — Ing) Onv,N—M bIny
Itt bevezettiik a kdvetkezo jeloléseket:
alzg(l_wa*)v a2:_]£\][w_x17 b:g(w_l)x*v

In pedig az N x N-es egységmatrixot jeloli.

11
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3.2.3. Sajatértékek

A Jacobi-matrix sajatértékeit a sajatérték-egyenletbdl szamithatjuk ki:

A—/\IN‘ B
In \—IN—AIN

det(J — A\I,N) = =0.

A fenti determinans kiszamitasahoz hasznalunk egy blokkmatrixokra vonatkozoé tulaj-
donségot (14sd: Fiiggelék):
det(J — Mon) = det(I’) - det(A" — BI''In) = (1 — NV - det(F), (24)

ahol az egyszeriiség kedvéért bevezettiik az bevezettikk az A’ = A — My, I' = —In —
Mpy és F = A’ — BI' " I jeloléseket. A métrixmiiveletek elvégzése utédn az F alakja
blokkmatrixként felirva:

. (a1 — N INn_m ON—_n,Mm

aolprn—nr | ax(1ng — Ing) + arIpg

ahol ay = —A—bc/(1— ). A det(F) kiszamitdsdra is hasznalhatjuk a fenti tulajdonsagot,
igy:

det(F) = det(G) - det ((a1 — A) - In—n1) (25)
ahol G = as(1ps — Ing) + axIng. Kibontva:

ay a ... Qa2

as Qay ... Q9
G =

as N3N

A G M x M-es matrix kezelheto cirkularis matrixként, ennek tulajdonségait felhasznalva
a G determindnsra a kovetkez6é adddik (lasd: Fiiggelék) [13]:

det(G) = [ar + az(M — 1)] - (ay — ap)M ! (26)

A (24)-es, (29)-es, majd (20)-0s Osszefiiggések felhaszndldsdval megkapjuk a
sajatértékegyenletet:

det(J — Man) = (1 = NN - (a1 — M)V M Jay + ax(M — 1)] - (ay — ag)™?

ahol a sajatértékeket a szorzat tagjaibdl hatdrozzuk meg. Mivel ay = —\ — be/(1 — N),
A # 1. A szorzat elsd tagjabdl (1—\)M-el dtszorzunk, hogy megsziintessiik a szingularitast
az utolsé két tagban. Haszndlva a ag = —ag(M — 1) jel6lést:

(1=X""M . (ap = VM (1= N)(an —as) - [(1 =) (ay —a)] ' =0. (27)

12
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Ebbdl az egyenletbdl a szorzat tagjaibol megkapjuk a keresett sajatértékeket:
N=-1, i=1..N—-M
ANj=g(l—wy-2%), j=N-M+1,..2(N—-M)

Ak:%[—ﬂ+aﬁi\ﬂl+wy+4w—agy k=2(N—M)+1,..,2N -2 (28)

1
=5 [0+ ag) £/ +a)? + 40 —as)], 1=2N 1,2,

ahol az (1 — )N (a1 — M)N"M [(1 — N)(ay — a2)]M ™1 illetve a (1 — \)(ay — a3) ta-
gokbdl szarmazo megoldasokat rendre 7, j, k, [ indexekkel jeloltiik. Az, hogy ezek milyen
sorrendben vannak kevésbé szamit, inkdbb ezen tagok hatvanykitev6ibél meghatarozhato
létezési feltételek 1ényegesek. Mivel ezek a kitevok fiiggenek M-t6l, nem minden fixpont-
csalad esetén lesz jelen mind a 4 tipus, de minden esetben Osszesen 2N sajatértéknek kell
lennie.

3.2.4. Sajatértékek eldjele

Ahhoz, hogy meg tudjuk hatdrozni a kiilonbozé fixpont-csaladok stabilitasi feltételeit,
a tovdbbiakban megvizsgéljuk a \;, A\;, Ay, \; tipusu sajatértékek valés részeinek eldjelét.
Ehhez felhasznéljuk a gyokot tartalmazo tagoknal, hogy A = a++v/a? + b valds része akkor
biztosan negativ el6jelli, ha a < 0 és b < 0.

A\; sajatértékek i =1,.... N — M, tehat \; akkor nem létezik, ha N = M.
AN=—-1<0, VM#N.

A\; sajatértékek j=N—M+1,...,2(N — M), tehat \; szintén akkor nem létezik, ha
N =M.

Aj=g(1—wpy-x),
N -1
N b)

A <0 w> VM#N.

A\, sajatértékek k=2(N — M)+ 1,..2N — 2, )\ akkor létezik, ha M > 2

1
)\k:§ —(1+a2)i\/(1+a2)2+4(b—a2)
Az els6 tag eldjele:
quwz*
1=— 1
as + N—1+ >0
qw
<l=
N—-1+w(M —N)
N -1
< — 29
Yy (V=) 29)

13
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Az gyok alatti kifejezés masodik tagjanak elgjele:

b—ay=g(w—1)z" +

o wN
= qx —
AN
N -1

<
YSTN

Tehat Re(\;) < 0 ha és teljestilnek.

A, sajatértékek

guwz*
N-1

1)<0=

| =2N —1,2N, )\, akkor létezik, ha M # 0

1
A==
2

Az els6 tag eldjelére kapjuk, hogy:

a3+1:—a2(M—1)+1:

*

wT
N -1

Az gyok alatti kifejezés masodik tagjanak elGjele:

b—asz=g(w—1)z" —

N L)
—9 N_1
N1

<
YSN-Mm

Tehat Re()\;) <0 ha teljestil.
A fenti eredményeket Osszegezve a [l| tablazatban lathatjuk.

quzx*
N -1

[—(1 +a3) £ /(1 + as)? + 4(b — as3)

(M—1)=

-1 <0=

(30)

(M—=1)+1>0 VM>1

(31)

1. tablazat. A fixpontokhoz tartozo sajatértékek létezési és stabilitasi feltételei.

Létezési feltétel Re(A < 0)
Ai M < N mindig
Aj M <N w > 8L
Ak M >2 w<g+]>fv__1M és w<%
Al M #0 w< =

14
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3.2.5. Stabil fixpontok

A rendszer fixpontjai koziil csak azok lehetnek stabilak, amelyek esetén vagy a A;, vagy
a A\ tipusu sajatérték nem létezik. Ha ugyanis egyszerre 1éteznek, a stabilitasi feltételek
kolesonosen kizarjék egymést (lésd [1] tabldzatot).

Legyen M > 2és M # N (= N > 2), tehat mindkét (\; és \;) tipusi sajatérték jelen
van. Az el6z6 részben lattuk, hogy:

N -1

Aj<0=w>
N-1 - N -1

es w — -

g+ N —M)

M < 0= w<

Tehét ha egy adott fixpont-csalad esetén (adott M esetén) ez a két tipus egyszerre 1étezik,
akkor ezek a fixpontok nem lehetnek stabilak, ugyanis a linedris stabilitashoz mindegyik
sajatértéknek negativnak kell lennie. Két eset lehetséges tehat:

1. Nem létezik a A, tipus = M = 0, 1. Mivel az origé esetében (M = 0) \; = g, ez
mindig nyeregpont lesz.
Az M =1 fixpontokra (ezek szama N) felirva a feltételeket:

N -1
A <0 w>

N<O0sw<l

Vagyis ezek a fixpontok stabilak, ha w € (%, 1). Ezek azokat a fixpontokat jelentik,
amelyeknél egy valtozé marad nemnulla, masképpen fogalmazva ez az egy téma
nyeri meg a figyelemért folyd versenyt. Ezt a tipusi fixpontot hivjuk egy-téma
fixpontnak.

2. Nem létezik a A; tipus == M = N. Az M = N fixpontra (ebbdl egy van), azaz

pr=(r1=lLxe=lxg=1l.ay=1Ly =Ly =1.yyv=1)):
e )\, nem létezik
e <0 w<l

e \. <0

N—-1 _ N-1

—hag>M:N:>w<g+N_M_ .

N—1
—hag<N:>w<T

Vagyis ez a fixpont stabil, ha w € (0, %), abban az esetben, ha ¢ > N, és ha w €

(0, %), abban az esetben ha g < N. Ezek azt a fixpontot jelenti, amelynél egy valtozé
sem nulla, méasképpen fogalmazva mindegyik téma ugyanannyi figyelmet fog kapni. Ezt a
tipusu fixpontot hivjuk koegzisztencia fixpontnak.

15
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Osszességében, a stabilitdsi intervallumok a 0 és 1 kozott mozgé w kontrollparaméter
fiiggvényében kifejezve a kovetkezOképpen néznek ki:

. N -1
Ph=y = w € (0, ——)
Hag> N: % (32)
M1 — —— 1
prl we( N 7)
. N -1
Py—y — w € (0, T)
Hag< N: N1 (33)

p?%:léwe( 71)

3.2.6. w =1 hatareset

A w — 1 hataresetben az y memoriavaltozd egytitthatédja eltlinik, igy az x;-re vonatkozd
egyenlet mostmar nem fiigg a neki megfelel6 memériavaltozotdl. Az x; valtozokbol allo
rendszer tovabbra is csatolt marad, de mivel mar nincs 6n-gatlé tag, az egyenletrendszer
egy klasszikus, instabil Lotka-Volterra lesz, amelynek versengési matrixanak diagonélis
elemei nullak lesznek.

Tovabba, ha a hataresetbeli szétcsatolt rendszert vizsgaljuk, az egy-faj fixpontok nem
léteznek. Ez az altalanos rendszer fixpontjainak kiszamitasabdl is latszik, ugyanis ha M
darab nem-nulla z; valtozénk van, a fixpont értéke:

. 1
Y T T wM/(N—1)— wN/(N — 1)

In the case of single-species equilibria (M = 1):

.1
v 1—w
ami divergal, ha w = 1, tehat nem definidlt. Visszatérve a hataresetbeli rendszerre, az
egy-faj fixpont esetén (M =1 ahol 21 # 0,20 = 0= ... = zy = 0 ) azt kapjuk hogy:

. 1
T1 = g1 ll—mzﬁj] = g1

JF

Ami egy instabil egyenlet, hiszen g > 0.

16
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3.2.7. Analitikus eredmények Gsszefoglalasa

A fixpontok stabilitasara g novekedési rata szerint két esetet kiillonboztethetiink meg asze-
rint, hogy ez nagyobb, vagy kisebb mint a rendszer témaéinak szama N. A feltételek
alapjan a targyalt egy-téma és koegzisztencia fixpontcsaladok, azaz pj,_,, és py,_n sta-
bilitdsi intervallumai a w fiiggvényében egy olyan szakaszt zarnak kozre, amelyben egy
stabil fixpont sincs (ldsd a [3| 4brdt). Ebben a paraméter-intervallumban vérhaté més
dinamika (hatarciklus, kdosz).

instabil fixpontok — mas dinamika

/_/%
———+—"
0 N-1 N-1 1

g N
S~ S~
Phy—n Stabil Phs—; stabilak

3. abra. Stabilitasi intervallumok g > N esetben.

Az feltételek alapjan pedig ez a két intervallum Osszeér, tehat nincs olyan inter-
vallum, amelyben ne lenne legaldbb egy stabil fixpont (ldsd a[d] dbrat).

Py Stabil

A

w

| |
I I
0 N-1 1
N
~—
P, stabilak

4. dbra. Stabilitasi intervallumok g < N esetben.

Ez az utébbi eset tehat nem kiilonosebben érdekes, hiszen a numerikus vizsgalat soran
kideriil, hogy a stabil fixpontok globalis attraktorok, és ettol eltérd viselkedés a rend-
szerben csak az el6z6 feltételek esetén jelenhet meg az emlitett w € (%, %)
intervallumban. Ezért a tovabbiakban végig ezt a g > N esetet vizsgaljuk.
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4. Numerikus eredmények

A rendszer aszimptotikus viselkedését numerikusan is tanulményozzuk. Arra vagyunk
kivdncsiak, hogy hogyan befolydsoljak a kapott dinamikit a (w,g) paraméterek, illet-
ve a témdak szdma (V). Itt ugyancsak fontos kérdés, hogy milyen rendszerméret és pa-
raméterértékek esetén kapunk olyan komplex fluktudciokat (lasd: . abra), amelyek hiien
modellezhetik az empirikus eredményeket [3].

A vizsgalat soran felhasznaljuk az el6z6 részben targyalt analitikus eredményeket,
illetve néhany, a dinamikai rendszerek tanulmanyozasa soran gyakran hasznalt numerikus
moédszert, mint a Lyapunov-kitevok [14].

4.1. Egy téma esete: izolalt viselkedés
Egy téma esetén a csatolas w = 0. Ez megfelel az izolalt viselkedésnek, vagyis amikor a

csatolas 0, N darab (z,y) egymadstdl fiiggetlen véltozépar marad. Az egyenletek alakja
igy:
&= gx(l—-y)
y=x—-y
Ennek a 2 dimenziés rendszernek 2 fixpontja létezik és az ehhez tartozo sajatértékek
a kovetkezok:

(34)

e p; = (0,0) nyeregpont: Ay = =1 <0, g =9 >0
(

e pi = (1,1) stabil fékusz, ha g > 1/4, és stabil csomépont, ha g € (0, }L]:
Moo= L(—1+T—dg) <0

Tehat az egyetlen attraktor a pj = (1,1) fixpont, amely mindig stabil. Ebbél a szem-
pontbdl nem kiilonbozik a klasszikus LV izolalt esetétdl (egyszerii logisztikus populdcio-
dinamika), amelynél szintén 2 fixpont 1étezik, az x* = 0 (instabil) és 2* = 1 (stabil). A
két rendszert osszehasonité idésorok Bl abran lathatéak.

4.2. Lehetséges dinamikak: témak népszeriiségének fluktuacidja
tobb téma esetén

Az analitikus szamolas soran lattuk, hogy kétféle stabil fixpont jelenhet meg a rendszer-
ben: ahol az &sszes véltozé 1-el egyenlé (M = N), vagy ahol csak 1 darab x véaltozd
x*-el egyenl6 (M = 1), a t6bbi 0. Az el6bbi fixpont stabilitdsi intervalluma és bifurkaciéi
kulcsszerepet jatszanak a masfajta dinamikak létrejottében.

Novelve a rendszer méretét (tehdat minél tobb téma verseng egymadssal), a p* =
(1,1...1), azaz a M = N fixpont stabilitdsvesztése (bifurkaciéja) utan egyre komplexebb
fluktuéciokat kapunk.
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5. dbra. (a) A klasszikus LV izolalt esete: logisztikus novekedés (r = 1, K = 1). (b) A
moédositott LV izolalt esete (¢ = 1). Ez mér 2 dimenzids rendszer, ezért a csomdépont
helyett fékuszpont is megjelenhet. Lathatd, ahogy a z-et a y memoriavaltozo faziskéséssel
koveti.

4.2.1. 2 téma esete: a 4D rendszer dinamikaja

A Kklasszikus, kompetitiv LV -egyenletek két fajra felirva egy 2 dimenziés rendszert adnak.

1 =rxy[l — x1 — cam9] (35)

[fg = 7"172[1 — L9 — 0211’1]

Tipikusan, a fenti rendszerben nem alakul ki oszcillacié (stabil vagy nem stabil perio-
dikus trajektordk). Megjegyezziik, hogy ragadozé-préda tipusu egyenletekben létrejohet
oszcillacio, azonban ezek nem izolalt palyak, tehat nincs hatarciklus attraktor a rendszer-
ben (az (1, 1) egyenstlyi pont itt centerként viselkedik) [1].

Ratérve 2 téma memoriafiiggo versengésére, az egyenletek a kovetkezo alakba frhatok:

P1=gr1[l — (1 —w)y; — wxs], Y1 =21 —

. . 36
932291'2[1—(1—@1])92—10551], Y2 = T2 — Y2 ( )

Ekkor Osszesen 4 fixpont létezik, ezek a p}, jeloléssel és a (z1,y1,T2,Y2, ..., Tn, Ypn) TeN-
dezéssel felirva:

e 1 darab, amelyre M =0 — p§ = (0,0,0,0)
e 2 darab, amelyre M =1 — pj, = (z*,2*,0,0), pj, = (0,0, 2%, z*)
e 1 darab, amelyre M = N =2 — pj = (1,1,1,1)

Legyen g > N. Az analitikus szamolasbdl mar el6zoleg megkaptuk az M = N és M =1
fixpontok stabilitasi feltételeit:

N -1
p; stabil, ha w € (0, T)

N-—-1
P11, D1y stabilak, ha w € ( — 1 )
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A kérdés most az, hogy mi torténik az analitikus résznél mar emlitett w € (%, )

intervallumban. Az intervallum két végpontjat jelentd kritikus csatolds értékeit jeloljiik a
kovetkez médon: wi = (N —1)/g,w? = (N —1)/N.
Ehhez a rendszert numerikusan tanulmanyozzuk.

[ 100 102 104 [ 10 5 z0 5 77 28 9 30 31 3z
X1

6. abra. A 2 témat tartalmazoé rendszer dinamikai g = 4 novekedési ratanal (id6sor, alatta
fazisportré z; — y; vetiilete). Ebben az esetben a kritikus értékek: w =1 /4, w? =1 /2.
a) w = 0.15, p} stabil. b) w = 0.35 stabil hatarciklus. ¢) w = 0.65, p},, p}, stabil.

A numerikus megoldés tovébbi informdaciéval szolgdl a rendszerrél. A [6] ébran lathaté
a),b) és c) 3 id6sor és fazisportré par a|3| diagramon lathaté paraméter-tartomanyoknak
felelnek meg. A numerikus eredményekbdl azt is megfigyelhetjiik, hogy a stabil fixpontok
a két intervallumban az a) és c) globélis attraktorok, tehdt barmilyen kezd6feltételre csak
ezek az attraktorok felé kozelit aszimptotikusan a trajektéria. A b) tartomanyban, ahol
nincs stabil fixpont, erre a rendszerméretre stabil hatarciklus-attraktor jelenik meg. A
kovetkezdkben azt targyaljuk, hogy hogyan jelenik meg, és hogyan tiinik el az wﬁl), illetve
w'® kritikus csatoldsnal.

4.2.2. Fixpontok és hatarciklusok bifurkaciéi

Altaldnosan targyalva, lokélis bifurkécié sordn fixpontok jelenhetnek /tiinhetnek el, illetve
stabilitasuk megvaltozhat, ahogy a paraméterek értékei elérnek egy kritikus értéket. fgy
modosul a rendszer fazisportréja is. Fixpont stabilitasanak megvaltozasa kozelebbrdl azt
jelenti, hogy a fazistér ebben a pontjaban kiértékelt Jacobi-méatrix vezeto sajatértéke
(annak valés része) a paraméterek megvaltozasa miatt el6jelt valt. Ekkor az ehhez tartozoé
irdny vonzdé/taszité lesz, ha azel6tt taszité/vonzé jellegii volt.

4.2.3. A koegzisztencia fixpont bifurkacigja kis rendszerben

Lokalis bifurkécié egyik tipusa a szuperkritikus Hopf-bifurkacié. Ennek sordn egy stabil
fokuszpontbdl instabil fokuszpont keletkezik, koriilotte egy kis amplitudéju hatarciklussal.
Ekkor az imagindrius résszel rendelkezé sajatérték (és konjugdltjdnak) valds része a kri-
tikus paraméterértéknél (ezt a paramétert jeloljiik altaldnosan p-vel, a kritikust pedig
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te-vel) nulla, majd a p paraméter tovabbi valtoztatdsdval pozitivvd valnak (komplex
sikban a sajatértékek &tlépik az imagindris tengelyt, balrél jobbra haladva) [1]. Az igy
instabilld valt fixpont koriil 1étrejott stabil hatarciklus mérete (amplitiddja) a paraméter
novelésével szintén folyamatosan névekszik, /i — p. -vel ardnyosan, ha p elég kozel van
pe-hez [1).

Tehat a hatarciklus amplitudéjat A-val jelolve:

A VI — [e (38>
Vizsgaljuk most ismét a két témat (N = 2) tartalmaz6 4-dimenziés rendszert numeri-

kusan. A pi,_, = (1,1, 1,1) fixpont stabilitasi feltétele w < (N —1)/g. A w) = (N—-1)/g
kritikus paraméterértéknél Hopf-bifurkéacié kovetkezik be, w > wt esetén a trajektéria
hatarciklushoz tart. A kapott hatarciklus amplituddjanak valtozasa a kritikus pont

kozelében megfelel az elvért skélazasi osszefliggésnek (1dsd a |7l dbrat).

L] —0.1 o
0.8 L.t 10 -
.

. —0.2 y
07 .° 10 -
L] ® o

. 10-0-2 v
0.6 . P
.

- = o
5 05 . 5 10-04 e
< . < &
10-05
0.4 -
10-06 e
0.3
1007t 7
0.2, -
0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 10720 10723 107290 107175 107150
Awy Awq
(a) (b)

7. abra. Szuperkritikus Hopf-bifurkacié soran létrejott hatarciklus amplituddjanak
skaldzési torvénye N = 2 esetben. g = 4, a kritikus érték w!” = (N=-1)/g=(2-1)/4 =
1/4. (a) Az z véltozék amplituddja a kritikus paramétertél vett tavolsdg fiiggvényében
Awy =w— wV linedris skalan. (b) Ugyanez log-log reprezentéciéban. A kapott egyenes
meredeksége a numerikus szamitasbol 0.48, tehat jol megfelel az elvart gyokos skalazasi
Osszefliggésnek (idedlis esetben a hatvanykitevé pontosan 1/2 lenne).

4.2.4. Stabil periodikus megoldas eltiinése

Tovabb novelve a csatolast, egészen addig, amig nem teljesiil az egy-téma fixpont stabi-
litasi feltétele, azaz amig w < w((f), a hatarciklus fentmarad.

Hatarciklusok elttinését globdlis bifurkaciék okozhatjak (ezek a fazistér nagyobb régioit
érintik, nemcsak egy fixpont kozvetlen kornyezetét). Azt a bifurkdciét, melynek sordn a
ciklus a paraméter valtozasaval egyre kozelebb keriil egy nyeregponthoz, majd elérve a
kritikus értéket, beleiitkozik ebbe homoklinikus orbitélt hozva létre (olyan trajektoria,
amely a nyeregpontot onmagaval koti 6ssze), homoklinikus bifurkéciénak nevezziik.

Ahogy mar lattuk, a ¢) tartomanyban a pj; = (z*,2%,0,0), pi, = (0,0, 2%, 2*) fixpon-
tok stabilitasi feltétele w > (N — 1)/N. Az N = 2 esetben pedig a w > w! novelésével a
ciklus szimmetrikusan egyre koézelebb keriil a pf, és pf,-hoz (lasd a (8l dbrat) . Az egyen-
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letrendszer numerikus megoldésa itt segitségiinkre lesz. A 4-dimenzids rendszernél a wt?

értéke (N —1)/N =1/2.

2.0

X2
X2

0.5 05

0.0 o 0.0

25

2.0

Xi

8. abra. Hatarciklus a bifurkacidhoz kozeledve: fazisportrék fixpontokkal és az ezeknek
megfeleld idosorok. p} piros, a pj,, pj, pedig kék szinnel, a hatarciklus pedig feketével
van feltiintetve. A g értéke szintén 4. (a) fazistér z1 — xo vetiiletben (w = 0.35) (b) A
w® = 1/2 kritikus értékhez kizeledve (itt w = 0.42) a hatérciklus egyre kizelebb keriil
a kék fixpontokhoz (csak az x vetiiletet nézve a piroshoz is). A periédus némileg nott.
(c) w = 0.48: a hatarciklushoz tarté trajektoria periddusa lathatéan megnétt (lasd az
id6tengelyt). A fekete szaggatott vonal az kék fixpontokra analitikusan kiszdmolt x* =
1/I+wM/(N—1)—wN/(N—-1)] = 1/(1—w) értéket jeloli, ami jelen esetben 1.92 korili.
Eszrevehet('ﬁ, hogy a fixponthoz kozel keriilve az x1, 9 ez az érték kortil oszcillalnak.

Ahogy a hatarciklus egyre kozelebb keriil a nyeregponthoz, ennek peridédusa is egy-
re nagyobb lesz (mivel egyensiilyi pontok kozelében definicié szerint a derivaltak 0-hoz
kozelitenek,itt a trajektoria lényegesen lelassul).

A homoklinikus bifurkacional is megallapitottak skalazasi osszefliggéseket. Altaldnosan
vizsgalva, a bifurkacié sordn megsziing (vagy forditott irdnyban létrejove, de mi a w
novekvé irdnydban vizsgaljuk) hatarciklus periédusa a kritikus értéktél vett Ap pa-
ramétertavolsag fliggvényében logaritmikus In(Ap) [1]. Azonban ha a rendszer szimmet-
ridkkal rendelkezik, a skéalazasi torvény ettol eltérhet. A mi esetiinkben a témak teljes
ekvivalencidja miatt a rendszer nagyfoku szimmetriaval rendelkezik (l1dsd |§| abra).

Erdekes médon itt egy globalis és egy lokalis bifurkdcié egybeesik (ez szintén ma-
gyardzhatja a kivételt az dltaldnos skdlazasi torvény aldl). wt? = (N — 1)/N esetén a
hatarciklus beleiitkozik az éppen ekkor stabilla valé nyeregpontokba, és ennél nagyobb
paraméterértékekre a globdlis attraktor a két pi,, pl,, immar stabil fixpont marad (ldsd
a6l dbra).

Ezt a leheto legkisebb méretii rendszert azért tanulmanyoztuk részleteiben, mert az itt
kapott eredmények segithetnek a nagyobb rendszerek megértésében is. Azonban nagyobb
rendszereknél a instabil fixpontok tartomanyaban komplexebb dinamika is létrejohet,
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9. abra. A hatarciklus periédusanak novekedése a wt? kritikus értéktél szamitott tavolsag

fliggvényében Awg) = w? —w hatvanyfiiggvény szerint torténik. (a) Linedris skala. (b)
Log-log skala: a kapott egyenes meredeksége az illesztésbol —0.78-nak adddik.

ezt mar nem elég idosorok és fazisportrék szemrevételezésével tanulmanyozni. Ezért
hasznaljuk a kovetkezokben a Lyapunov-kiteviket.

4.3. Aszimptotikus viselkedés jellemzése a karakterisztikus
Lyapunov-kitevo segitségével

A Lyapunov-kitevé a dinamikai stabilitds mérészama, azaz a fazistér kozeli palydinak
Ossze- vagy széttartdsdanak mértékét adja meg. Tekintsiink egy x = F(x) dinamikai rend-
szert, ennek megoldasai a trajektéridk: x(t), x(0) = xo.

Nézziink most a fazistérben két, egymashoz kozeli kezdofeltételt: xq és a:;) = xg+0x,
ahol §xq egy kis kiilonbség-vektor. A két trajektéria iddfejlédése soran (z(t), = (t)), a
ketto kozti kiillonbség-vektor megadhatd, mint:

ox(t) = x(t) —x (1). (39)

Tekintstink a fazistérben egy pontot és kortilotte barmely iranyban, de azonos tavolsagra
16v6 perturbdlt kezdeti feltételeket, vagyis egy infinitezimélis (hiper)gdémbot. Ez az
id6fejlodés soran egy elipszoiddd torzul. Az eredeti, kozépso ponthoz koétott lokalis koor-
dindtarendszerben az ellipszoidnak n sajattengelye van, ezek mentén a perturbalt pontok
Or(t) o< 6,(0)eM(t) szerint nének/csokkennek (attdl fiiggéen, hogy milyen A; eldjele). A
Ak (kE=1,...,n) mennyiséget a k-adik Lyapunov-kitevonek nevezziik. Tehéat n-dimenzids
rendszer esetén n darab Lyapunov-kitevé létezik. Aszimptotikusan, az ellipszis atmérsjét,
vagyis azt, hogy hosszi id6 utdn milyen exponencidlis rataval kozelednek/tédvolodnak
az egymashoz kozeli palyak, a legpozitivabb )\ hatarozza meg. Ez a legnagyobb vagy
karakterisztikus Lyapunov-kitevé, A\q. [1]. Tehat a palydk konvergencidjanak vagy diver-
gencidjanak ido-atlagolt exponencialis titeme:
6 (t)]]

1
Amae = lim lim - Inloeoll (40)
t—o0 5x0~>0 t ||(SCUOH

A karakterisztikus Lyapunov-kitevéhoz el6jele alapjan kiilonboz6 aszimptotikus visel-
kedést rendelhetiink [15, [16] (1asd: [2] tablazat).
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2. tablazat. Disszipativ és adaptiv rendszerekben megjelené attraktorok és a hozzajuk ren-
delheté Lyapunov-kitevék [15]. A tabldzat nem veszi figyelembe a nem-hiperbolikus att-
raktorokat, ezek dinamikai stabilitdsa nem hatarozhaté meg pusztan a Lyapunov-kitevok
alapjan.

Attraktor Lyapunov-spektrum
Fixpont AN<0 i=1,...n
Hatarciklus AM=0 N<0 i=2..n
K-térusz | AMi=...=Ag =0 M\ <0 i=K+1,...,n
Kéosz Ai > 0 (legaldbb 1 db.)

Megjegyzések [15]:
e Nem-kaotikus attraktor egyik Lyapunov-kitevéje sem lehet pozitiv.

e A )\, elGjele alapjan eldontheté a dinamika tipusa: Ajee > 0 — kdosz, A\jee =
0 — periodikus dinamika (ez lehet egyszerti hatdrciklus vagy térusz, de ebben a
dolgozatban mindegyik periodikus dinamikéra a hatarciklus kifejezést hasznaljuk),
Amaz < 0 — stabil fixpont.

o Pozitiv A\, karakterisztikus Lyapunov-kitevo kdéoszt jelent konzervativ, adaptiv
és disszipativ rendszerekben is, de csak az utobbi kettd esetén jar ezzel kaotikus
attraktor is.

Visszatérve az N = 2, azaz 4 dimenzids rendszerre, a fixpont-hatarciklus, hatarciklus-
fixpont atmenet tanulmanyozhato a karakterisztikus Lyapunov-kitevok segitségével .
A Lyapunov-kitevok kiszamithatok numerikusan, ehhez méar implementalt, a Benettin-
algoritmuson alapuld eljarast hasznaltunk [17].

Fixpont attraktor esetén a Lyapunov-kitevék pont egybeesnek a fixpont
sajatértékeinek valds részével (lasd: Fiiggelék).
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— g=4
-—— wi=(N-1)g

- wZ=(N-1)N
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10. abra. Két témat tartalmazé rendszerben (N = 2) a A4, karakterisztikus Lyapunov-
kitevék a w paraméter fiiggvényében (g = 4): a két szaggatott vonal a két kritikus w
értékeket jeloli w) = (N —1)/g = 1/4, illetve w!? = (N — 1)/N = 1/2. Ezek jelen-
tik rendre a koegzisztencia fixpont-hatarciklus és a hatarciklus - stabil egy-téma fixpont
atmeneteket. A negativ Lyapunov-kitevok jé egyezést mutatnak a megfelel6 stabil fix-
pontok sajatértékeinek legnagyobb valds részeivel: az els, w-vel linedrisan novekvé sza-
kaszt visszakapjuk Ai, az ebben az esetben legnagyobb sajatérték valés részébdl. Vagyis
kiszamolhaté ugy is, mint Re(Ax(w)) = 1/2(gw — 1). Az utols6 w-ben konstans —0.5
kitevéjii szakaszt pedig a Re()\;) = —1/2 valds rész adja vissza.

4.4. Nagyobb rendszerek vizsgalata

A kis rendszert (N = 2) tanumlményozva tehat lattuk, hogy nem-fixpont dinamika (abban
az esetben hatérciklus) az p3,_y fixpont bifurkdcidja (instabilld véldsa) utan johet létre.

A klasszikus, kompetitiv Lotka—Volterra-egyenletek esetén kéosz 1étrejottéhez legalabb
4 dimenzios rendszerre van sziikség. A mi esetiinkben ez mar N = 2-re teljesiil, ugyanis
a két x valtozo, a két y valtozdval kiegésziilve méar 4 dimenziés rendszert alkot. Ennek
ellenére a numerikus kisérletek soran kaotikus dinamikara nem talaltunk példat, csak na-
gyobb rendszerekben (N > 5). Kisérletet tettliink annak a kideritésére, hogy mekkora az
a legkisebb rendszer, amelyben wt" kritikus csatolds utdn mar kaotikus dinamikét lehet
megfigyelni, azonban az erre vonatkozo eredmények még nem egyértelmiiek, és az sem,
hogy a kdoszhoz ekkor milyen 1t vezet. Adott rendszerméret esetén a paramétertér egy tel-
jesebb képe kaphato, ha a karakterisztikus Lyapunov-kitevéket mindkét (g, w) paraméter
fiiggvényében vizsgdljuk (ldsd a[L1] dbrét). A kovetkezSkben a 10 témat tartalmazo rend-
szert vizsgaljuk, mert ez elég nagynak bizonyult az érdekesebb dinamikak megjelenéséhez,
és elég kicsi ahhoz, hogy ne okozzon gondot a numerikus szamitasok soran.
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11. dbra. Karakterisztikus Lyapunov-kitevok a w és g fliggvényében és az egyes régiékhoz
rendelhet6 idosorok N = 10 rendszerre: tengelyeken a g és a w paramétert abrazoltuk, a
kitevok nagységat pedig a szin reprezentalja. A szaggatott vonallal jelolt gorbéket meg-
kapjuk, a w", w® kritikus értékekbél: g = (N —1)/w = 9/w és w = (N —1)/N = 0.9 az
D10, lletve az pj,_, tipusi fixpontok stabilitasi hatarait jelentik. A csillagokkal jelolt,
az egyes régiok dinamikait mutaté idésorok g = 30, wy = 0.1, wg = 0.4, we = 0.7, és
wp = 0.95 paraméterekre késziiltek.

A kisebb rendszerekhez képest itt ujdonsig az, hogy a w € (%,%) interval-
lum tovabbi két tartomanyra oszlik, amelyeket a Lyapunov-kitevo nagysaga vélaszt el
egymastol. A B pozitiv kitevéjia régié kaoszhoz, a C' pedig, ahol kozel nulla kitevoket
kaptunk, hatérciklushoz tartozik. A kaotikus régié hatarain (A és B, illetve a B és C)

régiok kozti atmenetek pontos tanulméanyozasa is érdekes eredményekre vezethet.

4.4.1. A C és B tartomany kozti atmenet vizsgalata

A C paramétertartomanyban tranziens kdosz figyelheté meg (1dsd: . abra). Rogzitett
g esetén azt latjuk, hogy a C' tartomany fel6l a B fele haladva (csokkentve a w pa-
ramétert) egyre hosszabb idéintervallumok sziikségesek a hatarciklus-attraktor eléréséhez,
ez magyarazatot adhat a két tartomany kozti hatarvonal toredezettségére. Ez a tranzi-
ens viselkedés a B tartomanyban feltehetéen végtelenné vélik, de a tartomany pontos
hatérai, a kritikus értékek még nem ismertek. Célunk itt a tranziens idék skélazodasi
tulajdonsdgainak vizsgdlata w = 0.5 (kozelit6, nem kritikus érték) kozelében.

Ez a véges idointervallum, amely ahhoz sziikséges, hogy a rendszer a nem-kaotikus att-
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12. dbra. A kaotikus viselkedésbél a periodikus megoldasba valé atmenetet mutaté idésor.
Paraméterek: N = 10,9 = 30, w = 0.5.

10

(9]

o

raktorba keriiljon, fiigg a kezdeti feltételektol. A tranziens kdosz tanulméanyozasdhoz tehat
egyetlen trajektoria helyett célszeriibb kiillonbozo kezdeti feltétellel inditott trajektoriak
sokasagat vizsgalni. Annak ellenére, hogy az egyes tranziens idék kozott ériasi kiillonbségek
lehetnek, definidlhat6 egy dtlagos élettartam [18§].

Legyen N (t) azoknak a palydknak a szdma t id6pontban, amelyek még nem szoktek el a
fazistér kaotikus régiéjabol. Kezdetben N(0) = N, trajektériat inditunk. Altalaban N (¢)
exponencialisan csokken:

N(t) = Ny - e (41)

ahol a k egyltthatét szokési ratanak nevezziik. A szokési rata reciproka egy idOszert
mennyiség, amely a kdosz dtlagos élettartamanak tekinthet6 (atlagos tranziens idé, atlagos
sz0kési id6).

T =

(42)

K
4.4.2. A tranziens kaosz atlagos élettartamanak kiszamitasa

A fenti elméleti részben leirtak szerint jarunk el. Tekintsiik a kiilonbo6z6 kezdeti
allapott trajektéridk sokasagat, mindegyik esetén megmeérjiik a tranziens id6ét. Ezekbdl az
adatokbdl egy N (t), bomlasi folyamathoz hasonlé iddsor készithetd, amely felhaszndlhaté
a kaosz atlagos élettartamanak becslésére kiilonb6zo paraméterértékek esetén.

A tranziens idok kiszamitasanak egy nagyon egyszerli, de naiv médja ebben az eset-
ben az, hogy ellendrizziik, hogy a numerikus integralds soran elértiik-e a hatarciklust.
Azt mondjuk, hogy a hatarciklust akkor értiik el, ha a csicsok maximalis értékei és a
koztiik 1év6 id6k (periddus) konvergéltak (a szomszédos maximumok és periédusértékek
kozotti kiilonbség kisebb, mint egy e kiiszobérték). Ha ez a feltétel teljesiil, kilépiink, és
visszatéritjiik a végsé idopontot.

Az N(t) idésorok felépitése ezutan torténik, az értékek binnelésével, ahol a bin méretét
(At) mi valasztjuk meg. Ez azt jelenti, hogy ha t és t + At kozott n trajektéria ”bomlott
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el” , akkor N(t+ At) = N(t) — n. Az[L3] dbrén két példat mutatunk ilyen id8sorra.
Azt kapjuk, hogy a B tartoméany fele haladva a kaosz dtlagos éllettartama
hatvanyfiiggvényszertien né (1asd az illesztést a[14] dbrdn).

--= T=0913.3

10°

103

N(t)

103

100 S

0 1000 2000 3000 4000 5000 0 250 500 750 1000 1250
t t

(a) (b)

13. dbra. Kaotikus trajektéridk széma az id6 fliggvényében. N(t) exponenciélisan csokken,
hasonléan a radioaktiv bomlasi folyamatokhoz (figyeljiik meg a logaritmikus tengelyeket).
Ahogy a w csokken, gy né a tranziens id¢ (figyeljiik meg a két féllogaritmikus diag-
ram tengelyét). A kdosz atlagos élettartama a vélasztott paraméterintervallumban egy
nagysagrenddel valtozik. a) w = 0.48,7 ~ 913.3 b) w = 0.5195, 7 ~ 109.3

~ 102.5

1020 \%

10—0.725 10—0.700 10—0.675

Aw

14. abra. A kaosz atlagos élettartama a Aw fliggvényében. Aw = w — wy kiilonbség, ahol
wo = 0.3 az az érték, ahol a kdosz elészor megjelenik g = 30 esetén (ldsd [L1] dbra). A 7
skalazodasara a legjobban hatvanyfiiggvény illeszkedik, amelynek kitevéje —10.86 kortil
van (figyeljiik meg a logaritmikus tengelyeket). A skdldzdsi torvényt gy kaptuk meg,
hogy minden paraméterértékre megmértitk a N(t) meredekségét (a N(t) elejét és végét
levégtuk, igy csak a kozépsé részre illesztettiink egyenest), és a 7-t a meredekség abszolit
értékének inverze adja. Paraméterek: w € [0.48,0.52), At = 1.
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4.4.3. A csatolas erdsségének szerepe klasszikus LV-egyenletek esetén

Osszehasonlitasképp megmutatjuk a fenti A, B,C, D tartomanyokban a klasszikus LV-
egyenletek &ltal generalt dinamikat 10-dimenzié és hasonlé szimmetria esetén. Egyez-
zenek meg tehat a novekedési ratak r; = ¢ és a [2.1] részben targyalt kolcsonhatasi
matrixot a modositott rendszer mintajara hatarozzuk meg ugy, hogy a 0sszes, egymassal
val6 kolcsonhatas erésségét jellemz6 c;; = w (i # j) egylitthaté azonos legyen, az z;
onkolesonhatasi egyiitthaté pedig legyenek mind ¢;; = 1 —w (ahogyan a médositott esetén
az y; egyiittatéja).

1—w w WL .. w

w l—w w ... w
C = ] ) (43)

0.8

0.6

x x
04 04
0z

15. dbra. A klasszikus LV-egyenletek viselkedése 10-dimenzids, szimmetrikus rendszer
esetén. Az eléz8, [11] dbrdnak megfeleléen g = 30, wa = 0.1, wg = 0.4, we = 0.7, és
wp = 0.95

A klasszikus esetben, szimmetrikus paraméter-véalasztas esetén nem latunk fluktalo
dinamikét. Ehelyett, a trajektoria csak fixpontokhoz kozelit. Gyengébb csatoldsnél (A, B)
ugyanugy a koegzisztencia fixpont stabil,(x* = C~'1), és nem torténik bifurkdcié az
A, B tartoméanyok kozt (ez végig stabil marad). A csatolds novelésével itt is megjelenik
a "csak egy faj él tul” fixpont, ami a modositott rendszernél az egy-téma fixpont volt
(de csak a D tartomédnyban). Erdemes megjegyezni, hogy a kezdeti allapot ismeretében
ebben az esetben egyértelmiien meg tudjuk mondani, hogy az N darab ilyen fixpont
koziil melyik lesz a rendszer végallapota, ugyanis az az x; valtozé "nyer” (a t6bbi értéke
nulldhoz kozelit), amely kezdeti értéke a legnagyobb volt. Ezzel szemben, a mddositott
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rendszer esetében ez csak akkor igaz, ha a memoriatagokat ”kikapcsoljuk” ,azaz a kezdeti
feltételben y; = 0 (ldsd a (16| dbrat).
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=
=]
——
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t t
(a) (b)

16. abra. Toplista-idésorok 10-téméas modositott és 10 fajt tartalmazd szimmetrikus,
klasszikus rendszerben, mindekettd erés csatolds esetén, vagyis az "egy téma/faj él til”
fixpontok tartoményaban. A vizszintes tengelyen az idot, a megforditott fliggdleges tenge-
lyen pedig az x; valtozok sorrendjét tiintettiik fel. Az egyes szinek kiilonb6z6 valtozékhoz
tartoznak. A végsé allapot az 1., a legnagyobb x; (mivel a tobbi valtoz6 0-hoz tart). (a) 10-
témas modositott rendszer véletlenszert kezdéfeltétekkel inditva (a memoériatagok nem-
nullék voltak) a D tartomanyban: ¢ = 30, w = 0.95, N = 10. Lathat6, hogy a végéllapot
eléréséig a valtozdok sokszor ”lekorozhetik” egymaést. (b) 10 fajt tartalmazé szimmetrikus,
klasszikus rendszer a abran is lathatéo D tartomanyban: ¢ = 30,w = 0.95, N = 10.
Eszreveheté, hogy itt egyetlen "lekorozés” sem torténik.
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5. Kovetkeztetés

A dolgozat keretében egy a szakirodalomban nemrég javasolt modellt tanulmanyoztunk a
dinamikai rendszerek eszkoztaranak segitségével. Megmutattuk, hogy a rendszer fixpont-
jainak szama exponencialisan né a rendszer méretével, de a linedaris stabilitds-vizsgalat
elvégezhet6 analitikusan. Az innen levezetett stabilitdsi feltételek pontos egyezést mu-
tatnak a numerikus eredményeinkkel is. A Lyapunov-kitevOok segitségével sikertilt be-
azonositani a kiilonb6z6 dinamikaju régidkat a (w,g) paramétertérben. A nagyobb
témaszamu rendszerek dinamikaja gazdagabb, ezek produkélhatnak az adatokat hiien
imitald, fluktudld idosorokat. Ekkor a viselkedés kaotikus, és a kdosz megjelenése egy
fixpont-csaldd bifurkéciéjdhoz kotédik. Osszehasonlitottuk a kapott eredményeket a
klasszikus versengé Lotka-Volterra modell dinamikdjaval Ugyanolyan paraméterek esetén.
A Lorenz-Spreen és tsai dltal javasolt memoériatag eredményeképpen [3] érdekes kaotikus
dinamikat figyelhetiink meg, olyan szimmetrikus kolcsonhatasi matrix esetében is, amely-
re a klasszikus LV esetében csak stabil fixpontokat talalunk. Eros versengés esetén a ”csak
egy maradhat” vagy méas néven a ” gy6ztes mindent visz” tipusi dinamika érvényesiil, ahol
befagy a rendszer és egyetlen téma koti le a teljes kollektiv figyelmet mindorokké. A csa-
tolasi tényezo csokkentésével eloszor periodikusan, majd kaotikusan versengd, idoben fluk-
tualo figyelemkiosztas jellemzo, hiszen a véges memoria jelenléte a rendszerben instabilla
teheti a szimmetria altal kapcsolt stacionarius allapotokat, olyan komplex fluktuaciokat
eredményezve, amely sordan a rendszer Ujbdl és 1jbdl felkeresi ezeken a fixpontokat a
fazistérben. Gyenge csatolas hatasara a kollektiv figyelem egyenlo elosztasa érvényesiil a
versengd témak kozott.
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6. Jovobeli célok, elézetes eredmények

1. A koegzisztencia fixpont bifurkaciéinak tovabbi vizsgalata. Mivel a bi-
furkacional elfajult sajatérték vélt eléjelet (egyszerre N — 1 par sajatérték), na-
gyobb rendszereknél (N > 2) nem egyszerii Hopf-bifurkéciérdl van szé. Ez megma-
gyarazhatja a kisebb és nagyobb rendszerek kozti dinamikabeli kiilonbséget is. A
nagyobb rendszerek esetén a kdosz fele vezetd 1t tipusanak beazonositasa is fontos
és érdekes lehet.

2. A rendszer vizsgalata leképezésként. A hatarciklusok tartoményaban az egyes
véltozdk dinamikéja kétallapotu (aktiv vagy nem aktiv). Ha az evolicidbdl csak arra
az informaciora vagyunk kivancsiak, hogy épp melyik véltozé aktiv, az allapotaink
diszkrétek (0 vagy 1) és a rendszer leképezésként tanulméanyozhaté. Ezt a mddszert
szeretnénk alkalmazni a kaotikus viselkedés esetén is.

3. Zaj hatasanak vizsgalata a dinamikara. a valds, kollektiv figyelemdinami-
kai folyamatok a tarsadalom tagjainak egyéni, véletlenszerii dontéseibdl allnak.
Hipotézisiink, hogy a rendszert additiv zajjal stochasztikussa téve a valds folya-
matokhoz kozelibb dinamika jon létre, a zaj valés folyamatokban nem tapasztalt
hatarciklus-dinamikat permanens kaossza alakitja.
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A. Fuggelék

A.1. Nyulak és baranyok

Egy sokat tanulmanyozott tankonyvi példa két allatfaj kozti kolesonhatasok leirasara a
"Nyulak és baranyok” néven ismert 2-dimenzids rendszer. Az ([Lb|) dbrdhoz kovetkezo
rendszert hasznéltuk:

I:l = 171(3 — T — 21’2)
.CL:Q = 1'2(2 — T — 33'2)

ahol a nyulak populaciéjat az xq, a baranyok populaciéjat az x5 adja meg. A rendszer
targyaldsat lasd Strogatz kényvében [1] a 155-159 oldalakon.

A.2. Kaosz a klasszikus, kompetitiv LV-rendszerben

El6z6 munkék szerint [19] a legegyszeriibb rendszer, amelyben kaotikus dinamika jelenhet
meg, 4-dimenziés és 15-dimenzids paramétertérrel rendelkezik (ldsd az abrat) :

1 1 1.09 152 0
0.72 0 1 044 1.36

"= 153 C=1533 0 1 o041 (44)
1.27 121 051 035 1

Ezek a paraméterértékek bedllitasa a 15-dimenzidés paramétertér brute-force numerikus
keresésével tortént (részletekért ldsd J.A. Vano cikkét [19]).

A.3. Blokkmatrix determinansa

Legyenek A, B,C, D rendre n x n, n X m, m X n, m X m dimenzidji matrixok. Ha D
invertalhato, akkor az ezekbdl felépitett matrix

A|B
M = (45)
C|D

determinansa szamolhatd két determinans szorzataként:

det(M) = det(D - A — BD™'C) (46)

A.4. Cirkularis matrixok determinansa

Altaldnosan, egy cirkuldris matrixot egy n-elemi ¢ = (co,C1y-ery Cn1) vektor jellemez. Az
els6 sort (oszlopot) maga a ¢ alkotja, a tobbi sor (oszlop) pedig cirkuldris permutaciéval
kaphaté meg. |13]

Co C1 N Cn—1
Ch—1 O c Cn—2
cC=|" . . (47)
1 Cn—1  Co
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n—1
det(C) = [ [(co+ 1w + 2w} + ..+ cuorw] ™) j=0,1,2.n— 1 (48)
7=0

ahol w; = exp(i27j/n), az n-edik egységgyokok. A mi esetiinkben az (25)-as egyenelteben
megjelen6 G matrix ennek egy specidlis esete, ahol ¢o = ay és c; =co = ... = ¢,_1 = as.
Ekkor

det(G) = (ay + as(M — 1)) - Hj]‘ial(a,\ +as - (w; + wf- + ..+ ij_l)) =
= (ax + ag(M — 1)) - (ax + az)"™ (49)

ahol hasznaltuk az 1 + w; + wJQ- + ...+ ij_l =0, ha w; # 1 Osszefliggést.

A.5. Fixpontok Lyapunov-kitevoi

A Lyapunov-kitevok analitikus kiszdmitédsa lehetséges fixpontokra. [15].A kitevEk definicié
szerint felirhatok, mint:

, (50)

ahol dxg; megfelelo iranyban valasztott kezdeti tavolsagok nagysdga. Mivel szokas a
sajatértékeket és a Lyapunov-kitevoket is A-val jelolni, az egyértelmiiség kedvéért a
sajatértékek legyenek most A-val jelolve. Fixpont kozelében a rendszer linearizélt valtozata
a kis perturbéacié derivaltjat adja meg:

ox = Jox (51)

Ennek megoldasa megadhatd, mint

Sx(t) = Y ciet'ny (52)
7
ahol a ¢; egyiitthatékat a kezdeti feltételek hatdrozzédk meg, A; a Jacobi-métrix
sajatértékei, n; pedig az ezekhez tartozé sajatvektorok.

A Lyapunov-kitevék kiszamitasanal az eredeti trajektériat (amelytél a perturbalt tra-
jektoria tavolsdgat mérjiik) valaszthatjuk a fixpontnak. Ez egy konstans trajektoria lesz
id6ben. Ha a perturbélt palya kezdetben dx(0) = dxg téavolsidgra van, a linedrizalt rend-
szer megoldasa pontosan a két trajektoria tavolsaganak evolicidjat adja meg. Ezt

beirva a definiciébas

1 ox;(t 1 - -
Ai = lim — In 7i(t) = lim — Re()\;) -t = Re(\;) (53)

t—oo ¢ (SQJOZ' t—ro0

Tehat a Lyapunov-kitevék pont egybeesnek a fixpont sajatértékeinek valos részével.
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