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1. fejezet

Bevezeto

1.1. Cesaro-Stolz lemma megjelenése, bizonyitasai

1.1.1. Torténelmi attekintés

A jél ismert Cesaro-Stolz lemma, mely el8szor [11]-ban volt publikdlva Ernesto Cesaro-nak és Otto Stolz

matematikusoknak kdszonhet6.

1.1. Ertelmezés. Legyen (2,,), C C sorozat, ekkor
1. Azy = xpy1 — Ty,
2. Vz, =xp — Tp_1

Pontosabban tobb lemmardl van sz6, amelyek % illetve 8 hatdrozatlansagi esetek kiszamolasat teszi

lehet6vé valds szamsorozatok esetén. Az aldbbi tételben megfogalmazzuk az Gsszes esetet.

1.2. Tétel (Cesar6-Stolz lemma,[5, 111). Legyen (xr),, , (Yn),, két valds szdmsorozat iigy, (xy),, szigori-

A
an monoton, sehol se nulla, és 3 1im Yn
n—oco ALy,
vagy Tn, yn — 0, akkor 3 lim 2% =1,
n—00 T,

=1 € R. Ekkor ha (x,,),, nem korldtos (tehdt |x,,| — +00),

Ez a lemma sokat hasznélt a matematikai analizisben, péld4ul sorozatok hatdrértékének kiszamo-
lasahoz, konvergencia rend meghatarozasahoz, illetve aszimptotikus viselkedések vizsgalatdhoz. Gya-
kori hasznélata miatt, sok dltaldnositdsa sziiletett a lemmanak. S6t az dltalanositott Cesdro-Stolz lem-
mat gyakran alkalmazzék a linedris differencia egyenletek elméletében és az aszimptotikus viselkedések

vizsgdalatdban.[10]

1.1.2. Alkalmazasok
A Cesaro-Stolz lemmat gyakran alkalmazzdk a sorozatok konvergencia rendjének a meghatarozasakor.

1.3. Ertelmezés ([31). Legyen (xy),,,(yn), < C két sorozat, melyek konvergensek és hatarértékei

rendre x, y és feltételezziik, hogy 1étezik a
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hatarérték.

a) Ha [ = 0, akkor azt mondjuk, hogy (z,,),, gyorsabban konvergdl x-hez, mint az (ys,),, sorozat az

y-hoz.

b) Hal € (0, +00), akkor azt mondjuk, hogy az (z,,),, , (Yn),, sorozatok konvergencia rendje meg-

egyezik.

¢) Hal = +o0, akkor azt mondjuk, hogy (x,),, lassabban konvergdl x-hez, mint az (y,),, sorozat az

y-hoz.
Hasonldan értelmezhetd a konvergencia rend +o0o hatarérték{ sorozatok esetén is.

1.4. Ertelmezés ([3]). Legyen (z),, , (yn), € C két sorozat, melyek hatédrértéke oo, és feltételezziik,

hogy létezik a
Tn

Yn

[:= lim
n—oo

hatarérték.

a) Ha [ = 400, akkor azt mondjuk, hogy (), gyorsabban tart +oo-hez, mint az (yy),, sorozat.

Jelolés z,, > yp.

b) Hal € (0,+00), akkor azt mondjuk, hogy az (x,,),, , (Yn),, sorozatok konvergencia rendje meg-

egyezik. Jelolés x,, ~ yy.

c¢) Hal = 0, akkor azt mondjuk, hogy (zy,),, lassabban tart +oco-hez, mint az (y,, ), sorozat. Jel5lés

Tp = Yn.

Val6s szamsorozatok (moduluszok nélkiil) esetén az [ hatarérték gyakran kiszamolhaté a Cesaro-

Stolz lemma segitségével, mivel az els6 az % eset, mig a mdsodik a : eset
n
1
Példaként (lasd [3]) meghatdrozzuk az ¢, = Z P In n sorozat konvergencia rendjét. Tudjuk,
k=1
hogy a (cy),, sorozat konvergens és hatarértéke v ~ 0, 57721566 . . ., az Euler—-Mascheroni néven ismert

konstans. Tudjuk, hogy

1 n
Ac, = 1
e LW
ahonnan
Cn+1 — Cn 1 n n
= 1 1) = 1 1)1 .
n%rl_% <n+1+nn+1>n(n+ ) n( + (n+ )nn+1>

Az egyenldség utolsd tagjanak a hatdrértékét ki tudjuk szdmolni a kovetkez6 hatarérték segitségével

(3 & 2)

1 1 1 — 1)1 1) 7/ 1 1
lim<1+$jL In >:hm$ (z+1)In(z + )Llile.

2\0 T T+ 1 z\,0 22 ml{‘%_Q(x—l-l) :_5.
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1 1
Mivel (cp, —7),, ; <> sorozatok 0-hoz tartanak, illetve () szigortan csokkend ezért alkalmaz-
n n n n

hatjuk a Cesaro-Stolz lemmat és kapjuk, hogy

lim = ——
n—oo

1
Tehét az (c,,),, , <) sorozatok konvergencia rendje megegyezik.
n n

A lemmit olyankor is lehet alkalmazni konvergencia rend meghatdrozdsdhoz, mikor a sorozat rekur-
zivan van megadva. Példaként tekintsiik a x,,+1 = sin x,,, Vn > 0 rekurzidéval értelmezett sorozatot, ahol
zo € R. Figyelembe véve, hogy a sin fiiggvény pdratlan, és képe [—1, 1] intervallumban van ezért dlta-
lanossdg megszoritdsa nélkiil feltételezhetjilkk a tovdbbiakban, hogy xo € [0, 1]. Ezen feltételek mellett

konny( beldtni, hogy x,, € [0, 1], Vn € N esetén. Ezt 6sszevetve az ismert
sinx <z, V>0

egyenl6tlenséggel kapjuk, hogy az (), .y sorozat csokkend, tehat korldtossdga miatt konvergens is.
A hatarérték fix pontja lesz a sin fiiggvénynek, tehat x,, — 0. (ugyanezt kapjuk ha alkalmazzuk az [1]
konyv 111-es oldaldn szerepl6 4.3-as tételt). Vegyiik észre, hogy ha Ing : z,, = 0 akkor x,, = 0, Vn €
N (mert sin injektiv [0, 1]-en), tehét a sorozat pontosan akkor konstans 0, ha xy = 0. Konvergencia rend

szempontjabdl ez az eset nem 1ényeges, ezért feltételezhetjiik, hogy xo € (0, 1].

Tegyiik fel, hogy létezik egy p > 0 valds szdm ugy, hogy (npxn)n21 sorozat konvergens és [ :=
lim nPx,, # 0 (ekkor ! > 0). Vagyis n " alaki sorozatok kozott keressiik az (,,),,~, sorozattal azonos
n—oo =

konvergencia rend{ sorozatokat.

. Az, . sin(xy,) — b3 n—sp
B e S B G Oy v

l3 —3p ZS 1

= lim - =— lim —=»_— pl=?%
6 n—oo —An—P 6 n—oo (1 + %)p -1
l3

= — lim n'=%
6p n—oo

Tudjuk, hogy (n~P) n>1 sorozat szigordan csokken 0-hoz, tehdt a Cesdro-Stolz lemma alapjan

lzlimnpwnzlimx—:hm T _° im n

1-2p
n—00 n—oo NP n—oo An—P 6p n—00 ’

Feltevés alapjan [ > 0 ezért a jobb oldali kifejezés véges €s pozitiv kell legyen, ez pontosan akkor lesz
1
igaz, hap = R Tovabb4 31 = [3 ami alapjan [ = /3 tudva, hogy [ > 0. Azt, hogy (\/ﬁxn)n21 val6ban

konvergens nem részletezziik.
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1.1. Alkalmazas ([4]). Legyen (an)n21 C R sorozat, melynek létezik hatdrértéke, ekkor

1 n
lim — g ar = lim ay.
n—oo N P n—o0

Bizonyitds. Azonnali az y, = a, illetve, x,, = n sorozatok megvalasztdsdval az 1.2 tétel jeloléseivel.

|
1.2. Alkalmazas ([9]). Legyen (xy,), C (0,+00) sorozat. Ekkor igaz az aldbbi kovetkeztetés:
. Tn+1 . " B
th_)rgo o l€[0,400] = th_)rgo Yy, = 1.
A fenti azonossdgot gyakran hasznéljdk hatvanysorok konvergencia sugardnak kiszdmit4sara.
Bizonyitds.
A(l
TR Y S N s R N I e L) B Y
n—00 I, n—soo Tn n—o00 An
Igy a Cesdro-Stolz lemma alapjan
lim 5 0 s lim I yEy = ol = lim a1
J, = =t i I =l = i /o =1
|

1.1.3. Alternativ bizonyitasok

A tovabbiakban nézziink meg hdrom alternativ bizonyitast a Cesdro-Stolz lemmanak, az elsd 1ényegé-

. . , . . A
ben altaldnositja a klasszikus lemma kovetkeztetését, hiszen nem koveteli meg a lim In
n—oo Tn

hatarérték

A
1étezését, e helyett az < In
Az,

) sorozat sz€ls6 hatarértékei haszndlja, amik mindig léteznek.
n

1.5. Tétel (Ceséaro-Stolz lemma, [12]). Legyen (xy),, , (yn), C R két sorozat iigy, hogy (Axy)y szigo-
rian eldjeltarté illetve x,, # 0, Vn € N. Ha |x,,| — oo vagy xn,yn — 0 akkor

A
lim inf Yn < liminf Yn < lim sup Yn < lim sup Yn

n—0o0 Tn n—o0 Tp n—oo In n—soo ATy

Ennek az eredménynek az ismeretében csak annyit kell felhasznaljunk, hogy megkapjuk a klasszikus
Cesaro-Stolz lemma bizonyitdsat, hogy a sz€ls6 hatarértékek akkor és csakis akkor egyeznek meg és
értékiik [, ha a kérdéses sorozatnak van hatarértéke és az [.

. 7 z . 7 7z . 7 7 w
A Toplitz tételének segitségével igazolhaté a Cesaro-Stolz lemma oS esete.
00

1.6. Tétel (Toplitz, [14]). Legyen (Cin);_g7n>0 €8Y Végtelen alsé hdromszogmdtrix, amelyre cy, >
n

0, Vi = 0,n,n > 0 illetve E Cin = 1és lim ¢, = 0, Vi € N. Ha (), Sorozatnak van hatdrérté-
= n—00
1=
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ke, akkor

n

d lim E CinZT; = lim x,.
n—00 4 0 n—00
1=

1.7. Kovetkezmény (Cesaro-Stolz lemma). Ha (x,,), C R* szigoriian névekvé, nem korldtos sorozat,

és (yn),, C R akkor ha

A _
Jlim " =] eR=13 lim & =1,
n—oo a:'n n—oo xn
Bizonyitds. Legyen c;,, = —————, ekkor (cin);_g7, ,>0 teljesiti Toplitz tételének feltételét, vagyis
Tn+1 — Zo U=

Cin > 0 mert (x,,). szigoruan novekvo, illetve
n

= 1 - Tnt+1 — To
S S et
i=0

Tn+1 — L0 ;=) Tnt+1 — X0

tehat

Tudjuk, hogy az idéskaldk elmélete egyesiti a differencia egyenletek illetve differencidl egyenletek

elméletét. S6t a L’ Hospital szabalynak is meg van a megfeleldje id6skélan.

1.8. Tétel (L’'Hospital szabaly,[2]). Legyen T iddskdla, ty € T bal-siirii pont, f,g: T — R differencidl-

haté fiiggvények a T halmazon iigy, hogy g* illetve g szigoriian eléjeltartd, L, (to) halmazon, valamilyen
0-ra. Ekkor ha li t)| = li t), f(t) = 0 akk

& > O-ra. Ekkor ha lim |9(t)] +oovagyt1/r%g( ), f(t) = 0 akkor

f@) ft)

FA) FA@)
liminf —= < lim inf = < lim sup = < limsup —+= (1.1)
v g(t) =t g2 (E) T 90 T e 9()

Ekkor T = N illetve {g = +oo-re visszakapjuk az 1.5 lemmat, amivel a Cesaro-Stolz lemma bizo-

nyitdsa lezérul.






2. fejezet

A Cesaro-Stolz lemma altalanositasai

2.1. Mortici altalanositasa

Legyen (xy,),, , (Yn), C R két sorozat, [; = lim In s ly = lim " a klasszikus Cesdro-Stolz
n—00 Ty, n—oo ALy

lemma feltételei mellett [y = o, ekkor ha [; véges akkor

A n n
Iy = lim =2 _ I Q.1

n—oo Az,  Tnp

Cristinel Mortici a cikkében[7] megvizsgdlja, hogy mi torténik [, [o-vel abban az esetben ha csak az [3
hatdrérték értékét ismerjiik.

Els6ként adott egy példat arra az esetre amikor a (2.1)-es Osszefiiggés fenndll, de /; nem létezik.
Ha (),),, sorozatnak nincs hatdrértéke és A\, — 0, akkor az y,, = 2"\, z,, = 2" sorozatok olyan
sorozatok. Val6ban

LU gy 2T =2

n—oo Az, X, n—oo on+l _ 9on

— A= lim 20\s1 = M) =0,

de lim In _ lim )\, ami feltevés szerint nem létezik. Példanak vette a kovetkez6 sorozatot
n—00 Iy, n—oo

1 1 2 1 2 3 1
An=1,1+-,22—-,2— 2 1,1+-,1+2,1+°,2,2—=,...
(An) 3 3 gttty 5

Tovabbd kimutatta, hogy tudunk mondani valamit az (yn> sorozatrdl, ha I3 = 0. Es pedig
Tn /),
2.1. Tétel ([71). Ha (z,),, , (yn), C Rkét sorozat, melyre (x,,),, szigoriian novekvd, divergens ésl3 = 0,

akkor 3 lim A yn) =0.

n—00 T,

Bizonyitds. Ha jeloljiik A, = 2, akkor

n

Ayp _Z/n:$n+1/\n+1—ﬂfn>\n_)\n:A/\n.<1+ Tn, >?

Axy, Tn Ln+1 — Tn Tn+1 — Tn
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ahonnan
T

AN, < AN, - (1 + ) — 0= AN, = 0.

Tp4+1 — Tn

Ezek utdn ratér [y, Iy vizsgdlasara, mikor /3 1étezik és nem O.

2.2. Tétel ([7]). Ha (zy),, , (Yn),, < (0,400) két sorozat, melyre (x,,),, szigorian névekvd, divergens és
l3 # 0, akkor 11 2 = oo.

2.3. Lemma ([7]). Ha (xy,),, C (0,+00) szigoriian névekvd, divergens, akkor a

3 (1 _ on > 2.2)

x
n>1 n+1

sor divergens.

Tn

Lemma bizonyitdsa. Legyen ay, = 1 — € (0,1) a(2.2) sor dltaldnos tagja. Ha «,, nem konvergél

Tn+1
0-hoz akkor a sor divergens, ezért feltételezhetjiik, hogy a,, — 0 mikor n — co. De

b1 1 b1
by, 1—ap, " on-l V=
] -
k=1
Mivel b,, — oo ezért H (1 — a,) = 0, ahonnan
n>1
Z —In(1 — ay,) = +o0 2.3)
n>1
Mivel lim “in(l=an) _ 1 ezért az 6sszehasonlitdsi kritérium alapjan Z —In(1 — ay) Z a
- nj)s n
e “n n>1 n>1
sorok azonos természetiiek, ahonnan a (2.3) alapjin Z o, divergens. |

n>1

n
A 2.2 tétel bizonyitdsa. Legyen u,, = Z R , ekkor

T
—1 n+1
A Yntl _ Yn Yntl _ Yn
W — Yn  Yn _ Tpy1r  Tn _ Tpyl Tn
"TA Tl T
In  Tn Trt1 Up+1 — Un

El&bbi lemma alapjan (uy,), divergens, szigordan ndvekvd (oy, > 0), tehat alkalmazva a klasszikus

Cesdaro-Stolz lemmat (az 1.2 tétel) irhatjuk, hogy

Yn
lim 2o = lim w, =I5 £ 0 "= I oo, (2.4)
n—00 Uy, n—o00 T
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A (2.4) 6sszefiiggés bal oldali hatarértéke és az In > 0 egyenl6tlenség miatt levonhatjuk a kovetkezte-

n

tést, hogy I3 > 0 (1), ami miatt

A
lo = lim yn7%+y—n:l3+oo:oo.

n—oo Az,  Tpn  Tn

Majd kimutatta, hogy gyengébb feltételek mellett igaz lesz egy hasonlé kovetkeztetés.

2.4. Tétel ([7]). Ha (zy),, , (Yn),, C (0,400) két sorozat, melyre (x,,),, szigorian névekvd, divergens és

A n n
liminf 292 _ 9 S ¢ (2.5)

n—oo Az, Inp

akkor l1 = ly = .
Bizonyitds. Az 1.5 tétel alapjén
Yn Yn+1l _ Yn

Ayn Y

. . . . X X . . n n
liminf £~ > liminf 22— =" — liminf -
n—0o0 Uy n—00 Upt] — Un n—o00 In In

> 0,

és tudva, hogy u,, — —+oo irhatjuk, hogy [; = —+o0; utébbibdl és (2.5)-bbl kovetkezik, hogy ls =
400 |

Ezek utdn Mortici megvizsgilja azt az esetet, amikor (x,,),, szigordan névekvd, és feliilr6l korlatos.
2.5. Tétel ([7]). Ha (x,),,,(yn), C (0,+00) két sorozat, melyre (x,,),, szigoriian novekvd, feliilrél
n
Tl
korldtos gy, hogy u, = g (1 — kl) sorozat konvergens, tovdabbd ha létezik I3 és véges, akkor az
T,
k=1

l1 2 hatdrértékek léteznek és végesek.

Bizonyitds. Feltétel szerint

Yntl _ Yn Yntl _ Yn
. Tn+1 T . Tn+1 T . Yn+1 — Yn Un
hmuzhmﬂixn:hmi——:lg.
n—00 Upy1 — Up n—oco | — ﬁ n—00 Tyl — T Ty
n

n—1
Mivel u,, — u; = Z uk4+1 — Uk konvergens ezért az dsszehasonlitasi kritérium alapjan n 91 _
1 In €1
n—1
L2 LN konvergens, vagyis [ 1étezik és véges. Ekkor figyelembe véve I3 értelmezését irhatjuk,
Th+1 Tk
k=1
hogy ls 1étezik és véges, s6t Iy — 11 = 3. |

A fenti tétel egy javitott véltozata a cikkbeli tételnek. Mortici a cikkében a fenti tételben /3-ra nincs
kikotve, hogy véges legyen; illetve azt allitja, hogy I; = 0 és lo = [3. A kovetkezd példa megmutatja,
hogy ezen valtoztatdsokkal a tétel allitdsa hamis.

1. Annak az igazoldsa, hogy /3 > 0 nem szerepel a [7] cikkben
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n

n -1

1 1

2.6. Példa. Legyen x,, = H (1 — k2> ,x1=1,290=0,ésy, = Z 72 7o = 0. A tételben csak
k=2 k=1

az lényeges, hogy a két sorozat véges sok tag kivételével pozitiv legyen, tehat hasznélhatjuk ezeket a

sorozatokat példaként. Ekkor u,, = y,. Tovdbba

= 1 1 7
k=1 k=1
Tehdt (Inzy,),,~, konvergens az dsszehasonlitasi kritérium miatt , ahonnan (x,,),, konvergens; az, hogy

ndvekvd kovetkezik abbdl, hogy 1-nél nagyobb szdmok szorzata.

1 T,
An = n (1—(n+11)2 1) n(n+2)’
1
(n+1)
Ay, 1 n(n+2)
Az,  xp (n+1)2°
2
2 neees(a) e (B ) (s

A n
Tn Tn Tn Tn+1 TnTn41 Tn+1

Ay, =

Ha z > 1 jel6li az (xy,),, sorozat hatdrértékét, akkor a fentiek alapjan

1 1 2
b= 0, ly=—#ls l3==(1-")%#0
6x T X 6

A hiba a cikkbeli bizonyitdsaban ott taldlhatd, hogy alkalmazza a Cesaro-Stolz lemma % esetét a

n xn

hibas gondolatmenet.

<yn> , (u — up),, sorozatokra (u, — u), hogy igazolja azt, hogy a <yn> sorozat 0-hoz tart, ami
n n
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2.2. Renato Spigler és Marco Vianello altalanositasa

Az altalanositas

Altalanositasuk Iényege, hogy a nevezé monotonitisa nem egy sziikséges feltétel, e helyett olyan feltételt
fogalmaznak meg mely esetén nem sziikséges a sorozat rendezettsége. Ezdltal az a lemma nem csak val6s
szdmsorozatokra lesz érvényes, hanem komplex értékiekre is.

Legyen v € Z rogzitett.

2.7. Tétel ([10]). Legyen (yn),>, »
oo. Tovdbbd feltételezziik, hogy létezik egy (T, )ken részsorozat (o == {ny | k € N}), melyre Ax,, # 0

(Tn) > két komplex szdmsorozat, melyre x,, # 0, ¥n > v és |z, | —

bdrmely n € o esetén, és

A
(i) lim 2" =LeC
k—o0 Axn n=ny
n—1 T
(ii) Z 1| korldtos,
j=v,j€0 n
n—1
Ay, — LAx;
i) lim Y SHE2N
j=v,j¢o
Akkor
lim 2% — 1. (2.6)
n—00 Ty,

2.8. Tétel ([10]). Legyen(yn)nzy , (mn)nzv két komplex szdmsorozat, melyre x, # 0,¥Yn > v és
Ty Yn — 0, Z |Aynl, Z |Axy,| < 4o00. Tovdbbd feltételezziik, hogy létezik egy (xy, )ken részsorozat

n>v n>v

(0 :={ny | k € N}), melyre Ax,, # 0 bdrmely n € o esetén, és

A
(i) lim =27 _LeC,
k—oo Ay n=ny,
(ii) Z i korldtos
i>njeo ! TN
Ay; — LAx;
i) im Y SIS,
n—o00 - Tn
j>n,j¢o
Akkor
lim 2% — 1. 2.7)
n—o0 Ty,
A 2.7 tétel bizonyitdsa. Tudjuk, hogy
n—1

Yn — Ly = yy —L:Uv—i—Zij — LAxj, Vn > v,

J=v



12 2. FEJEZET: A CESARO-STOLZ LEMMA ALTALANOSITASAI

ahonnan kapjuk, hogy

n—1 n—1 .
yn_Ll < Yo — Ly | N Z Ay; — LAx; N Z Ay; — LAx,j R
j=v,j€c j=v,j¢o

A fenti sszeg elsd tagja tart 0-hoz mert |z, | — oo, illetve a (iii) feltétel miatt a harmadik tag is 0-hoz

tart, igy a (2.6)-os bizonyitasdhoz elég belatnunk, hogy a k6zEpsé tag is 0-hoz tart mikor n — co.

n—1
Legyen M > 0 az Z 24 egy fels6 korldtja ami létezik a (ii) feltétel miatt. Legyen € > 0
j=vjeo ! "

tetsz6leges, ekkor az (i) feltétel alapjan

Ay € . (-
dn. € N: Aé—L'<W,Vj2nEeSJ€J,
tovabba
”Zl Ay; — LAz; "Zl Ay; — LAz,
= Tn oA Tn
j=v,je€a j=v,j€a
ne—1 n—1
. X Ip . A A.'EJ In
j=v,j€a j=ne,jeo
1 e | Ag;
< — Ayj — LAzj| +—— !
j=v,j€a j=ne,jeo
Ch
C
< L4 E,Vn > ne
|zn| 2

. . C o Tt . C e . )
Mivel lim —— = 0 ezért létezik n. € N dgy, hogy —L < = minden n > nl esetén. Ha most

no = max{ng,n.}, akkor
Ti:l ij - LAQSJ

Tn

<e, VYn > ng.
Jj=v,j€o

A 2.8 tétel bizonyitdsa. Tudjuk, hogy

Yn — Ly, = —Zij — LAz, Vn > v,

jzn
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ami igaz mert x,, y, — 0. Ekkor

Yn L‘ < ij ‘ ’Amj Ayj — LAx; ’
Tn j>n,jEeoc ]>n JjEO Tn
Ay; Ax; Ay; — LAz,
gsup{’y]—L'Uzn,an} Z ﬁ—i— Z M,Vnij.
ASU]' . - Tn . - Tn
jzn,jEo jzn,j€o

Az 0sszeg jobb oldali tagja 0-hoz tart a (iii) feltétel miatt. A bal oldali tag 0-hoz tart az (1), (ii) feltételek
miatt. ]

Egy alkalmazas linearis differencia egyenletek elméletében

A kovetkezd alkalmazasat adjdk eredményiiknek. Tekintsiik a kovetkezé masodrendi differencia egyen-
letet
A2y + (a+ hn)yn =0, V1 > no, (2.8)

ahol a € C\ ({1} URY), (hy) C C sorozat ugy, hogy Z |hn| < 400, és ng € Z rogzitett.

n>ng
Egy kvalitativ jellemzést lehet adni a (2.8)-as megoldadsainak aszimptotikus viselkedésérél, felhasz-

nalva a 2.7., illetve a 2.8. tételt.

n>ng

2.9. Tétel ([10]). Legyen Ar = 1 + \/—q, ahol a gyok pozitiv valds szdm pozitiv valds argumentum
esetén. A a (2.8) differencia egyenletnek pontosan akkor létezik olyan (y;}), megolddsa, amelyre y, ~
(A4)™ mikor n — oo, ha létezik olyan (y,, ), megolddsa, amelyre y,; ~ (A_)" mikor n — oo.

. . . . . . . . . 2
Megjegyzés. Az ay ~ b, mikor n — oo szimbdlum értelmezés szerint azt jelenti, hogy lim b—" e C".
n—oo n

Bizonyitds. Vegyik az (y,, ),, sorozatot, és értelmezziik vele a (2, ),, sorozatot a kovetkezképpen

n—1

Ck

p— — M
benr Ik Yk+1

Zn ‘= Yn

ahol n* a legkisebb egész, amely nagyobb mint ng és y,, # 0, minden n > n* esetén; illetve C}, jeloli

az y, €s zj, Casorati-jét, vagyis
k—1

Cr=Cp [] 1+ a+hy),
j=n
ahol C,,+ egy nem zér6 konstans, amit sajitos médon vélasztunk meg. Ekkor (z,),, is megoldésa a (2.8)-

as egyenletnek (lasd [6, Section 3.5, Theorem 3.9, p.77 ]). Most figyeljiik meg, hogy

—n n—1
Zn )\+ Ck; .
RPN fhdas E —7—————— amikor n — oo, 2.9
AL <>\—> S AL o(1)] e
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A n
és lim [ 2& = 00, mivel ‘/\Jr
n—o0 A

> 1, minden o € C \ Rar (vagyis minden elfogadhat6 a-ra), a

négyzetgyok megfeleld dgait vélasztva.
Ahhoz, hogy alkalmazhassuk a 2.7 tételt legyen vy, a (2.9)-es Osszefiiggésben az dsszeg, illetve x,, =
n

A
<)\+> ,v=n"0={n|n>n"} Ekkor

A n n n* - j
I Cn _Gwellta) <1+ h ),mikorn—)oo.
Axy, A\2ntl <§7+) <§7+ _ 1) 2V —« - 1+a

Tudva, hogy Z |hj| < 400, mondhatjuk, hogy a fenti kifejezésben szerepl$ szorzat konvergens, tehdt
jzn*
A
Cy»-ot gy vélasszuk meg, hogy ILm Sn 1. A (iii) feltétel trividlisan igaz, hiszen o komplementere
n—oo x

iires, tovabba a (ii) feltétel is teljesiil hiszen

n

A . A A A A
1 Ay —1 Ay DN e P Ay
«— |Az; i Rt D WY PN 1‘ PN | oneeo Ao 1‘
E = n E 3| = n —
—~ | zp Ar |7 A Ar | At A+ 1
j=n Py j=n A P, by,

z , ., . Zi _ . + _ ~ n .
Igy a tétel alapjén nlg]go N = 1, vagyis y,, = z, ~ A}, mikor n — oo.

Forditva, adva az (y,), megolddsat a (2.8)-as egyenletnek, melyre y;7 ~ A4, mikor n — oo, vessziik

a (wp),,>,~ sorozatot, ahol

Ck
wn::yf{z ——, Vn>n",

k>n Yk Yk

illetve n* és C}, az el6bbi esethez hasonléan vannak megadva. Ekkor

wy, A\ Ck .
o= ——————, mikor n — 0. (2.10)
A" <A+> ,; AL+ o(1))]

)\_ n
Ahhoz, hogy alkalmazhassuk a 2.8 tételt legyen v, a (2.10)-es Osszefiiggésben a sor, és z,, = ()\) ,
+

illetve v = n*, 0 = {n | n > n*}. A tétel feltételei ugyanugy teljesiilnek, és C" megfelelé megvalasz-

Ayn Wn, .
tasdra lim = 1, ahonnan lim — = 1. Igy ¥ := w,, ~ A", mikor n — oo. [ ]
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2.3. Rajagopal altalanositasa

Az altalanositas

Spigler és Vianello-val ellentétben Rajagopal altaldnositdsa abban al, hogy finomitja az 1.5 tételben a

sz€1s6 korlatokat a % esetben.

2.10. Tétel ([8]). Legyen (yn),, tetszdleges valds szamsorozat, (M), C (0,400) egy monoton sorozat

n

és (y,),, novekvé, divergens sorozat®. Legyen

> MV > MipVyy
k<n - k<n

o lnrgloré Z Mkak’ 172I1_>Sol<l;p Z M. Vzxy
k<n k<n

Ekkor
(i) ha (M,), novekvd, akkor
A < liminf 2% < limsup 2% < X, @.11)
n—o0  Tp n—oo In

1
(ii) ha (M,,),, csokkend és létezik egy K szdm melyre (C) — Z MV, < KM,, akkor
z

n k<n
Y+ KA - <liminf 2% < limsup 2% < A+ KX — \). (2.12)
n—0o0 TIp n—oo In

Megjegyzés. A (C) feltételben szerepld K -raigaz, hogy K > 1. Egyrészt pozitiv, mert a bal oldal pozitiv

és M,, > 0, masrészt

n n n
©)
> MV, < KY M,\Va, <K MVap = K > 1.
k=1 k=1 k=1
Bizonyitds. Vezessiik be a kovetkezd jeloléseket:
n n
vn =Y MVy, dn = MV
k=1 k=1

Ekkor adott € > 0 esetén Ing € N ugy, hogy

A—£<U—n<X+S,Vn2nO.
dn,

2. Feltételezzhetjiik, hogy yo, 0 = 0
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Tudjuk, hogy

k=1 k=1
no—1 n—1
1 1 1 1 Un,
() B ()
— <Mk Mk+1> k; My My M,
= =no
Illetve .
Vd;
e 3
k=1~ F
Ekkor a (C) feltétel ekvivalens a kovetkezdvel —— < k
My,

Az (1) esetben VYn > ng esetén

no—1 1 1
> -
n Z o <Mk My

no—1 n
1 1 Vdp  dy
o> Yo (o - A—e) | Y Y, _w
Yn = 2 Uk <Mk Mk+1> ta-e) 2 W Mg |

no—1 1 1
S
" Z My My

k=1 B Mn0+1
no—1
WG i) ECRE ] e GO v |
= s — v [ — — +N=¢e) |1 —— [z, — .
Tp  Tp ; My, M ( ) T " Mpgia

Az utols6 kifejezésben lim inf-re térve kapjuk, hogy

liminfy—n >A—e.

n—o00 Xy

A misik egyenltlenség hasonldan targyalandé. Tehat

A—agliminfy—n §limsupy—n <A+e.

n—0o0 Tp n—oo In

Ahonnan € \ 0-val kapjuk a (2.11)-es egyenlStlenséget.
Az (ii) esetben, minden n > ng esetén igazak, hogy

no—1
dy,
, O\ d A—e)n
n = ka (Mk Mk—i—l) ) Z k( Mk+1>+( E)Mn

>n02:1v< ! >+()\+z—:) > Vi | - +(/\—e)d—”
n A\ My T My My, " My M, | 5 TM,
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>n§:1v N +A+e) |2y — Ty + ng +(A—X—25)d—”
I L\ My T M P My ] T M,

no—1
s Ny - + (N +e) 1= —(zp, — +(A—A—2¢ :
S % ; K M Mgy ( ) Tn 0 Mpo+1 ( >Mnxn
no—1
un _ 1 X (1 1 ) - [ 1 ( dny >] <
= > — v | — — +MN+e)|l— — | zp, — + (A== 2)K.
Tn, T, ; k M, Mg ( ) T, 0 M1 ( )

Az utols6 egyenl6tlenségben lim inf-re térve kapjuk, hogy

liminf 2% > X+ e+ (A — X — 20K,

n—0o Iy

ahonnan € \ 0-val frhatjuk, hogy

liminf 7% > (A — MK + X,
n—00 Iy

Hasonl6 gondolatmenet alapjan
lim sup I <A=ANK + A\

n—oo In

Megjegyzés ([8]). 1. A (d) ZMann sor divergens fiiggetleniil attdl, hogy (M;,),,~; novekvd,
n>1
vagy csokkend.

Valéban, az els6 esetben ez trividlis, mig a masik esetben, ha konvergens lenne akkor

M, Nz,
> =

n>1 n

sor is konvergens®, ahol (d,), a (d) sor részletdsszeg-sorozata. Viszont a (C) feltétel szerint
1 M, .

— < ———, ami miatt a

kx,, dy,

S =y
xT X
n>1 " n>1 n

sor is konvergens, ami ellentmond a 2.3 lemma kovetkeztetésének.

2. Ha (M,,),, névekvd, akkor

. . v . v : \Y
lim sup In < limsup — < limsup —— = lim sup Yn ,
n—oo Ln n—oo On n—o00 dp n—oo Vip

Y . . .Vvu .
lim inf In > liminf — > liminf ——= = lim inf yn.
n—oo Ip, n—oo d, n—00 n n—oo VI,

3. dsszehasnonlitdsi kritérium a (d) sorral
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Az alkalmazasok

A [8] cikkben a szerz§ az elébbi altalanositas felhaszndldsaval igazolja a kovetkezd tételt:

2.11. Tétel ([8]). Legyen Z uy, egy valos sor, illetve (dy,),, C (0,400) egy ndvekvd, divergens sorozat.

n>1
Legyen
Un = Zuk’ Vn = Z“kdkv U = liminf Uy,, U = limsup Uy, A = limsup —, A = liminf —*.
k=1 1 n—0o n—o0 n—oo dn nooo d,
Ekkor

(a) ha U, U végesek, akkor
U-U<)A<0<A<U-U.

(b) Forditva, ha ‘X‘ < K, ahol K egy a (dn)n21 sorozattol fiiggetlen konstans, akkor U, U végesek
ésU — U < 2K.

n n
dp—
Bizonyitds. (a) Legyen a 2.10 tételben y,, = Uy, My, = d,,, x,, = E 1— %(4). Ekkor E dpVx =
k
k=1 k=1

dn, Z dr,Vyr =V, ahonnan

k=1

.. . ..U . U . V,
liminf — < liminf — < limsup — < lim sup —.
n—00  Ap n—oo Iy n—oo Ln n—00 n

Figyelembe véve, hogy (Uy),, korldtos és x,, — oo, frhatjuk a fenti dsszefiiggés alapjdn, hogy A < 0 <
A
Kovetkezdnek igazoljuk, hogy A < U —U. A\ = 0eset trividlis, ezért fetételezhetjiik, hogy A > 0.

A
Advaegy 0 < e < 5 szdmot, taldlunk m’ > m szdmokat gy, hogy

Upy — Upa| < U = U + 2,

illetve
m Vi Vi BV Vi
— <e< min —< max —<A—¢
m m<i<m/ dl m<i<m/ a; dm’
Ekkor V,, — V;,, > 0, Vm < v < m/,(°) tehat
ml 1 1 1 1
U =Un= >, Vi=Va) (5= — )+ Vi = Vi) 57— > (Vo = Vi) 57— > X = 2,
k=m+1 dy, 41 A A

4. (zn),, divergens a 2.3 lemma alapjdn

Vm Vk m
5 — —_— m < — <
., <dk =V, _dek < Vi
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ahonnan kovetkezik, hogy

T-U+2>3—2220_u>n

A misik egyenlStlenséget megkapjuk ha 1, -et lecseréljiik —u,,-re, ezdltal igazolva azt, hogy U — U < ).

(b) A jelolések alapjan

n'—1
f 11 s
Un/—Un:—V + E Vk<—)—|—;/n/,Vn/>n.

Legyen € > 0 tetsz6leges. Feltétel szerint 1étezik olyan N € N tgy, hogy

Vi
"“ <K+4e V>N,
dg
tehat
n'—1 1 1
|Upy —Uy| < 2(K +¢) + Z (K +e)dy, ( — >
Ko dp  diy1
n'—1 d
<2AK +e)+(K+e) Y I
dg
k=n+1
d,
|Up — Up| < (K +¢) <2+1nd”> ,Vn' >n > N. (2.13)
n+1

Legyen (pr),~q , (P)),~; C N szigordan névekvs sorozatok dgy, hogy p, < pl. < pri1, Vrr > 1 esetén
és
U= lim U,,, U = lim Uy,

- r—00 r—00

illetve vélasszuk meg

U — Pr

PYITEEEEY pr <k <pi,
dk’ =r—+ 2(pr pJ)_p/ 5 vk Zpl
_ 71“’ / <k< ,
2 2 —ph) PTTEI
. dp’ Ll & . .. . P ,
Ekkor lim — = 1. Utdbbi és a (2.13)-as egyenlStlenség alapjdn r szerint hatdrértékre térve (n =

7—00 pr4-1

pr, 0/ = p;) irhatjuk, hogy

T-U| <2K +¢) 22T - U < 2K.






3. fejezet

Fo eredmények

3.1. Cesaro-Stolz lemma altalanositasa

Ayn
Az,
egy altalanositast, melyben az utébbi sorozatrdl csak azt tudjuk, hogy korlatos.

Spigler és Vianello altaldnositdsa feltételezi a ( ) sorozat konvergencidjat. A tovdbbiakban adunk

3.1. Tétel. Legyen (xy,),, , (yn),, C C két sorozat és | € C. Ekkor

1. Ha |x,| — oo akkor

A
lim sup Yo _ l’ < lim sup ‘ Yn _ ’ lim sup — Z |Azy|. 3.1
2. Ha xz,,y, — 0 akkor
A
lim sup In _ l‘ < lim sup ‘ In _ ‘ lim sup — Z |Azg]. (3.2)
n—oo |TLn n—00 Tn n—00 |xn‘

Amennyiben a jobb oldal nem hatdrozatlansdgi eset.

Bizonyitds. Legyen E = lim sup
n—00 Tn

16tlenségek jobb oldala 400, tehdt nincs mit bizonyitani. Ezért feltételezhetjiik, hogy EF < +o0.

— l'. Ha E' = +o0, akkor a feltétel szerint a (3.1), (3.2) egyen-

Legyen € > E tetszbleges, ekkor

dng € N: Vk > ng esetén

A
A—Zz - l’ <e = |A(yr — lzg)| < e|Axgl.

Legyen n > m > ng tetszblegesek és Osszegezziik az utols6 egyenlbtlenséget k = m-t6l n — 1-ig, ekkor
frhatjuk, hogy

n—1 n—1 n—1 n—1
Z |A(yg — L) <€Z |Azg| = ZA(yk—lxk) <€Z |Azgl,
k=m k=m k=m k=m

21
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ahonnan kovetkezik, hogy

n—1
lyn — lxn — (Yym — lzm)] <€Z |Azg|, Vn > m > ng. (3.3)

k=m

Most feltételezziik, hogy |x,,| — oo. Ekkor m = ng—dt véve és a (3.3)-as osszefiiggés alapjan minden

n > ng esetén igaz lesz, hogy

yn_l'g

In

yrl_l_ym_lmm‘+’ym_

lxm,
Tn In In

Z ‘A&UM-F‘ lIm’

A fenti kifejezésben lim sup-ra térve, mikor n — oo, felhaszndlva a kdvetkezSket

\n!

kapjuk, hogy

lim sup
n—o0

In l) < elimsup — ‘ ‘ Z | Az,
T

In n—00

amely kifejezésben ha € ~\, F, akkor megkapjuk a (3.1)-es egyenlGtlenséget.
Most térjiink at az x,,,y, — 0 esetre. A (3.3)-as Osszefiiggésben hatarértékre térve n szerint irhatjuk,
hogy

|ym—lxm|SEZ|Aa:k|:>‘—l‘ Z|Aazk| Ym > ng.

k>m k>m

Az utolsé egyenlbtlenségben lim sup-ra tériink m szerint és kovetkeztethetjiik, hogy

1
lim sup In l’ < elimsup — Z |Azl,
n—oo |Tn n—00 ‘mn‘ >
>n
amely kifejezésben ha € \, F-hez, akkor megkapjuk a (3.2)-es egyenlStlenséget. |

3.2. Ertelmezés. Legyen (z,,), C C* sorozat, ekkor

hmsup| m Z |Axg|, ha |z,| — oo

() hms.upm—| Z |Azg|, haz, — 0
n—00 " k>n

Megjegyzés. Ha (x,,),, € C* sorozatra igaz, hogy x, — 0 vagy |z,| — oo, akkor M (z,) > 1. Ez

konnyen beldthaté az aldbbi egyenlStlenség felhaszndldsdval

Z Azxy| < Z |Axy.

|Tn — Tm| =
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Ha |z, — oo, akkor minden n > m esetén, akkor

Tm
1 2m
Tn

| Z|Axk|:>1<hm1nf | Z|Axk| < M(zp).

|;pn N—00 |;p

Illetve, ha x,, — 0, akkor hatarértékre térve n szerint kapjuk, hogy minden m € N esetén

T <D Az =1 < Z\Am =1 <hm1nf Z |Azy| < M(zp).
k>m | ’ k<n k:>m
Most belatjuk, hogy klasszikus Cesdro-Stolz lemma feltételei mellett egyenlség all fenn.

3.3. Lemma ([10]-2.4 megjegyzés). Ha (x,),, C R* sorozat monoton, akkor M (x,,) = 1.

Bizonyitds. Legyen ¢ = +1 konstans az (Axy,),, sorozat elGjele, ekkor |Axy| = eAxy, Vk € N esetén;

ezt 0sszegezve k szerint m-t6l n — 1-ig, ahol n > m € N tetszdlegesek, azt kapjuk, hogy
n
Z Az = ¢ (X — ) = |Tn — T (3.4)

Ha |z,,| — oo akkor m legyen a (xy,),, sorozat kezdSindexe (val6jaban mindegy minek valasszuk). Ekkor

a (3.4) egyenl8ség alapjan irhatjuk, hogy

’Z|Afﬂk\ ‘

k<n

, Vn>m = lim —Z|Awk|—1:>M(xn)—1

n—oo ‘xn‘

k<n

Ahol felhaszndltuk, hogy lim Im 0.

n—oo x
Ha most z,, — 0, akkor ratérve n "szerint hatdrértékre a (3.4) egyenlségben kapjuk, hogy

> Az = |xm\:,’ ’me 1, ¥m € N.

k>m k>m
Az utolsé osszefiiggés alapjan M (x,,) = 1. [ |

Ennek a lemmadnak és a 3.1 tétel ismeretében tudunk adni a klasszikus Cesaro-Stolz lemma egyik

esetének egy alternativ bizonyit4sat.

3.4. Kovetkezmény (Cesaro-Stolz lemma). Ha (z,,),, , (Yn),, C R két sorozat iigy, hogy (xr,),, szigorian

monoton, sehol se nulla. Tovdbbd |x,| — oo, vagy x,, y, — 0 akkor, ha

T tim 2V e R — 3l P =

n— 00 Awn n—oo Iy

Bizonyitds. A 3.1 tétel alapjan

lim sup
n—0o0

Yn . Yn
— - <l1 — | M(xy). 3.5
‘ < 1msup’Axn ‘ () (3.5)

In n—00
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A 3.3 lemma alapjan M (z,,) = 1, igy irhatjuk, hogy

A 3.
limsup’ In —l‘ :O(s:i)limsup yn—l' <0-1=0.

n—00 T n—oo |Ln

. . Yn
Tehdat 3 lim — = 1. n

n—00 Iy,

A 3.1 tétel segitségével dltaldnositani tudjuk az 1.5 tételt is.

Ayn

3.5. Tétel. Legyen (), , (yn),, C R két sorozat, amelyre ( A ) korldtos; illetve |x,| — oo, vagy
n

Tn
Zn,Yn — 0. Ha M := M (x,,) < 400, akkor

A A
(1 — M)limsup =% + M liminf =2 < liminf 22,
(1 — M) liminf + M lim sup > lim sup —.
A
Bizonyitds. Alkalmazzuk az a 3.6 lemmét az ( yn) , < yn) sorozatokra, a 3.1 tételbdl kovetkezd
Tn /), \Azx,),

Osszefiiggésre.

1
3.6. Lemma. Legyen (), ,(Yn),, két valos sorozat, (yy),, korldtos, melyre létezik M > 3 1igy, hogy
bdrmely c € R esetén
limsup |z, — ¢| < M limsup |y, — ¢, (3.6)
n—00 n—00

akkor
L+ M(l—L)<liminfz, <limsupz, <+ M(L-1),

n—00 n—00

ahol L = limsupy, € Résl =liminfy, € R.
n—00 n—00
Bizonyitds. Legyen R > L tetszbleges, ekkor Ing > 0 ugy, hogy Vn > ng esetén y,, < R. Ekkor

¢ = R-re alkamazva a (3.6)-os Osszefiiggést kapjuk:

limsup |z, — R| < M limsup |y, — R| = M limsup R — y,, = M(R —)

n—oo n—oo n—0o0

Tehat

limsup |z, — L| < limsup |an — B| + |R — L| < M(L — 1)+ (M + 1)(R — L) ="

n—o0 n—oo

P Yimsup o, — L] < M(L — D).

n—oo

Hasonl6an limsup |z, — I| < M (L — ).

n—00
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Most legyen o > M (L — 1) > —(L — l) tetsz8leges, ekkor In; > 0 dgy, hogy

N | =

Vn>ny e, =1l <aés|le,— L <a=az,€[L—a,L+a]N[l—a,l+a],Vn>n,

liminf x,, limsupx, € [L —a, L+ o] N[l — a,l+ q] = [L—a,l+a]#0.

=00 n—00

Tehat

liminf z,,limsupz, € () [L—a,l+a]=[L—M(L-1),l+M(L-1)]

n—
nree a>M(L—1)

3.1.1. Cesaro-Stolz feltétel

A tovdbbiakban elégséges feltételeket adunk arra, hogy M (z,,) < co.

3.7. Lemma. Tegyiik fel, hogy |Vx,| > 0, és Z |Az,| = co. Ha
n>1

| Ay,

Alzy|’

— 1
lim inf [Zn+1] = |2 > 0 = limsup — Z |Azg| < limsup
n—0o0 ‘xn—s—l - xn‘ n—00 ‘xn‘ e n—o00

Partikuldrisan |z, | — oc.

P

altaldnos tagu sorozat szigorian novekvé és divergens, ekkor alkalmazva az 1.5

Bizonyitds. A Z | Az

k<n
tételt kapjuk, hogy

- 1
0 < timinf Tttt = 1onl e el : ,
n—=00  |Tny1 — Ty n—oo 37 [Awg|  limsup [Zn] > Azl
k<n n—r00 " k<n

1
tudva, hogy az y — — megfeleltetés csokkend és folytonos az (0, +00)-n, megkapjuk a bizonyitandé
Yy

egyenl6tlenséget. |

3.8. Lemma. Tegyiik fel, hogy |Ax,| > 0 és Z |Azy,| < 400 és x,, — 0. Ha

n>0
_ 1 A
hmlnfw >0:>]imsup72’A$k‘ glimsup | 13n| .
n—o00 ‘(L'nJrl — :L'n| n—o00 |£L‘n| > n—00 —A’l'n|

Bizonyitds. A Z |Azy| altaldnos tagi sorozat szigordan csokkend és 0-hoz tart, ekkor alkalmazva
k>n
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az 1.5 tételt kapjuk, hogy

| 1

.. ’xn’ - |xn+1‘ ..
0< liminf ————————— < liminf =
nvoo [angy —an| T onoeen 37 [Axg limsup o 3 |Axg]’
k>n n—00 " k>n

1
tudva, hogy az y — — megfeleltetés csokkend és folytonos az (0, +00)-n, megkapjuk a bizonyitandé
Yy

egyenl6tlenséget. |

3.9. Tétel. Ha (x,,), C C* sorozatra |Ax,| > 0 illetve, ha

Ax
1. |zp| — 00 és liminf | =L > 2 yagy
n—o0 ‘In
Ax 1
2. x, — 0éslimsup ’nH -,

akkor M (x,,) < +oo.

A bizonyitds azonnali, ha igazoljuk a kovetkezd két lemmat.

Arpiq
Az,

3.10. Lemma. Legyen (x,),, C C* sorozat és lim inf =1 > 2 akkor

n—o0

n—oo

1 l
li — Azg| < ——.
im sup |$n|§| xi| < 3

Axpi

1
Ae, |~ | < <, akkor (xy,),, konvergens és

2

3.11. Lemma. Legyen (x,),, C C* sorozat és lim sup ‘

. 1 1
hmsup m Z |AZE]€| S 1_7217
n

n—+00 k>n
ahol x,, — x.

A 3.10 lemma bizonyitdsa. Mivel | > 1 ezért (|Ax,|), egy adott indextSl kezdve szigordan névekvd

lesz, illetve divergens, tehat alkalmazva az 1.5 tételt kapjuk, hogy

1 E | Az, | 1 1
lim su Az < limsu = limsu = ,
n—>oop | Ay k<n’ | = n—>oop |Azpq1| — [Azy| n—>oop ‘% 1 -1
Tn

tudva hogy a y — folytonos és csokkend megfeleltetés az (1, +00)-r6l. Mivel |Az,| — oo, ezért

y—1
Ty — T i, 1
lim sup = limsup | == "0 | = lim sup Z Axg| = lim sup Z Az,
n—o00 T, n—o00 Axy, n—oo |AZp k=no n—oo |Axp k<n
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ahonnan felhasznalva, hogy I > 2 kovetkezik, hogy

Z Axy,

= lim sup
n—oo

. Tn
lim sup
n—o00 Tn

1
< hmsup |A " D Az < <1 (3.7)
k<n

ahonnan egyrészt kapjuk, hogy |z,,| — oo, masrészt

.. T, . x|l 7). Ty 1
> — = — -
g e B v e | [ e B
Ekkor
limsup 1 + \Ax i Z | Az 1
. n—00 1+ -1 l
lim sup Z |Azg| < < — = < 400.
n—o0 |x"+1|k<n+1 hmlnf‘l—i——’ l—p =2

A 3.11 lemma bizonyitdsa. Mivel | < 1 ezért (|Axy|), egy indextSl kezdve szigortan csokkend lesz,

és 0-hoz konvergil, illetve Z |Ax,| konvergens, tehat (x,),, is konvergens. Alkalmazva az 1.5 tételt
n>0
kapjuk, hogy

Tn+1
1 A l
lim sup Z |Azy| < hm Sup A1 = lim sup = ,
n—o00 |Axn| kSmrl |A$n| - |A~Tn+1| n—oo ] — |Intl 1-1
= Tn

7 z

novekvé és folytonos megfeleltetés (0, 1)-n. Tovabba

ahol felhaszndltuk azt, hogy y — 7 i

— Tn+1
_ — Az < A
T — Tnil P Aa:n k;ﬂ T | < ]A N k;ﬂ! Tl
. 1
ahonnan, mivel [ < 3
. T — Tpil !
1 < 1, 3.8
maw | < 63
ahonnan
.. T — Tn+1 .. T — Tn+1 (3 8) T — Tn+1 l
S ) I B g | S e S TR S
pE L e S L e e I e E
Tehat
limsup 1 + ‘Ax L >0 Az N .
X n—o00 >n+1 -1
hmsup |Z|Axk]< — P Sl i
n—00 k>n hnn—l}logf ‘1 + n+ -1
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3.12. Lemma. Legyen (z,,),, , (yn),, € C* két sorozat iigy, hogy |Ax,,| > 0 minden n € N esetén, illetve
T, Yn — 0vagy ||, |yn| — oo. Ekkor

- lim sup In , (3.9

n—00 Tn n—oo |Yn

Ayn
M (yn) < M(xy,) limsup’ Y

amennyiben a jobb oldal nem hatdrozatlansdgi eset.
3.1. Alkalmazas. Legyen \ € C* tetszdleges gy, hogy |\| < 1 vagy |\| > 1 ekkor M(\") < +oo.

Bizonyitds. Ha a 3.12 lemmdban y,, = A" és x,, = |\|", akkor mivel (zy,),, szigordan monoton kapjuk,
hogy M (z,,) = 1, ahonnan
! |"

- lim sup
n—0o0

—1)
M(\") < limsup“
n—oo |[A(JAl = 1)

“lr=

Yn

Tn

A 3.12 lemma bizonyitdsa. Legyen € > limsup =: F tetsz6leges', ekkor létezik ng € N ugy,

n—0o0

hogy minden n > ng esetén

A
‘ Un| < o= |Ayal < el Azl

n

Az utolsé egyenldtlenséget 6sszegezve n szerint m-tdl n — 1-ig, ahol n > m tetszdlegesek, kapjuk, hogy

n—1 n—1
> Aul < Az, (3.10)
k=m k=m
Felételezziik, hogy z,,yn — 0, ekkor a (3.10) egyenl6tlenségben hatarértékre térve n szerint, irhatjuk,
hogy
1
S 1aml < ¢ ¥ Jand = b S 1w < <[ 22| L S A,
k>m k>m k>m Ym M E>m
ahonnan
M(yn) <e-M(xy,) - limsup In|
n—oo | Yn

Most feltételezziik, hogy |y |, |yn| — oo, ekkor a (3.10) egyenlStlenség alapjdn

1
o 2 5= ] g
k<n

k<n n

ahonnan
M(yn) <e- M(zy) - limsup In

n—oo yn

1. Ha F = +o0 akkor nincs mit bizonyitani
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e \( F esetén megkapjuk a (3.9) egyenl6tlenséget. |

3.13. Tétel. Legyen (xy,),, , (Yn),, C C* két sorozat iigy, hogy |Axy|, |Ayn| > 0 minden n € N esetén,
illetve xy,, yp, — 0 vagy |x,|, |yn| — 0o. Ha M (xy,) < oo és létezik | € C* gy, hogy

Ayn

lim sup —l‘~M(ZEn)<|l|,
n—00 L,
akkor M (yn,) < oc.
A 3.13 tétel bizonyitdsa. A 3.1 tétel alapjan
n . Ayp,
lim sup y—l‘ghmsup’ Y —Z‘M(xn)<|l|,
n—oo |In n—00 Tn
ahonnan kovetkezik, hogy
.. Yn . Tn
liminf |=—| > 0 = limsup | —| < 400 (3.11)
n—oo | Tnp n—oo | Yn

. A
Igy a 3.12 lemma alapjan M (y,) < +oo, mivel feltétel szerint M (z,,) < 400 és a < Ayn> sorozat
Tn ),

korlatos. |

3.1.2. Az idoskalakra vonatkozo L’Hospital szabaly altalanositasa

A sorozatokndl hasznélt gondolatmenettel dltaldnositani tudjuk az id6skéldn értelmezett L’ Hospital sza-

balyt is. Komplex értéki fiiggvény delta derivaltja szokasos médon értelmezendd, vagyis
% = (Re )% +i(Im f)*.

Tovébba sziikségiink lesz a kovetkezd jelolésekre:

3.14. Ertelmezés ([2]). Tetszbleges ty € T bal-stir(i pont, és tetszdleges € > 0 esetén legyen

Ls(to) ::{te’]I‘|0<t0—t<5}:Tﬂ(t0—5,t0),

1 1 =
L. (+00) := {teT\t>}:'ﬂ‘ﬂ<,+oo>,ha +o00 e T.
€ €

Jobb-siirii tg € T esetén R (1) illetve R.(—o0) hasonldan értelmezenddk.

Ekkor egy h: T — R fiiggvény esetén értelmezhetjiik

liminf A(¢) = lim inf A(t),
tto eNO0teL, (to)
minden ¢ € T bal-sfir(i pont esetén.

Hasonldan értelmezhetd lim inf h(t), lim sup A(t), lim sup h(t).
t\eto t o t Mo
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3.15. Tétel. Legyen T idéskdla, to € T bal-siirii, f,g: T — C differencidlhaté fiiggvények iigy, hogy
92| > 0és

<(to) halmazon, valamilyen € > 0-ra, és legyen | € C tetszdleges, ekkor:

1. i =
tl/r% lg(t)| = +o0 akkor

t At I
limsup’f()—l’ < lim sup fA()—l’ ~limsup/ 192 ()| Ax; (3.12)
t ot | 9(t) tto |9°(0) it 9] Js
2.1 =0,
tl/rg]g(t) , f(t) =0, akkor
. f() ‘ : A( ‘ : RN
hmsup‘—l < lim sup —1[| - limsup g-(x)|Ax; (3.13)
P o) o PO R A OTI L

Amennyiben a jobb oldal nem hatdrozatlansdgi eset.

A
t
Bizonyitds. Ha E = limsup / = Et; — | = 400 akkor feltétel szerint a (3.12), (3.13) egyenl6tlenségek
t'to 19
jobb oldala 4-co, ami esetén nincs mit igazolni. Tehat feltételezhetjiik, hogy E& < +o0.
A
Legyen § € (0, ¢) tetszGleges, illetve & =  sup fT(T) — [, amit végesnek vehetiink mert F az.
T€Ls(to) g (T)
Ekkor A
V1 € Ls(to) esetén fAETi — l’ <a=|(f- lg)A(T)\ < a|gA(7')].
g (T
Legyen t > s € Lg(to) tetszGlegesek, ekkor integrdlva az utols6 egyenlGtlenséget s-t8l ¢-ig, kapjuk,
hogy
t
[¢-wrarl< [0 ar<a [140) a7
S S
t
(F=19)(0) = (f = 19)(s)| < [ 1g(r) A (.14
S

Tegyiik fel, hogy lifm lg(t)] = +o0 és rogzitsiik le s-et. Ekkor a (3.14)-es egyenlGtlenség alapjan, hogy
t to

g(t) gt) , (f—-lg)ls)|  |(f —lg)(s (f —1g)(s)
ot ol e sy [, lo* e[ L0
amihez felhaszndlva az aldbbi Osszefiiggéseket

) O | B B AN

b | i | AT =0

irhatjuk lim sup-ra valé attérés utan, hogy

g(t) I
lim sup ‘ — l‘ alim sup / |gA(7—)] AT.
t Ato t) tt0 19()] /s
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A fenti egyenl6tlenségben « ™\, E utan megkapjuk a (3.12)-es egyenl6tlenséget.
Most tegyiik fel, hogy tli/r? f(t), g(t) = 0. Ekkor hatdrértékre térve ¢ szerint a (3.14)-es egyenlStlenség-
0

ben kapjuk, hogy minden s € Ls(tp) esetén

rf<s>—z9<s>|Sa/0|g%>|m:»fﬁ—l\s o [l

g(s)

Ekkor lim sup-ra térve az utolsé egyenlStlenségben, majd o \, F utdn megkapjuk a (3.13)-as egyenl6t-
lenséget. u

Megjegyzés. Ha g: T — R* fiiggvény esetén ¢ fiiggvény eljeltart6 L.(typ) halmazon, valamilyen
€ > 0-ra, ha elgjele s = +1 akkor

1. ha tli/r? |g(t)| = oo, akkor egyrészt g elGjele s, masrészt
0

1 t t) —
lim / |gA(T)\ = lim / = lim 879( ) —9(e) = lim 1 — ‘g(g) =1;
tto |g(t)] Je t o !g )l t/to |g(t)] t/to [ g(t)
2. ha lim g¢(t) = 0, akkor egyrészt g elGjele —s.
t to

1 [h fo to) — gt —sg(t
lim / ]gA(T)\ Ar = lim —— / gA(T) A1 = lim 879( 0) —9(t) = lim s9(t) =
t/to |g(t)] J t/t |g(t)] J t/to |g(t)] t/o —sg(t)
Tovabb4, mint sorozatoknal, altalanositast tudunk adni a sz€ls6 hatarértékekkel megadott L' Hospital

szabalyra is.

3.16. Tétel. Legyen T idéskdla, to € T bal-sirii, f,g: T — R differencidlhato fiiggvények iigy, hogy
A

|92 > 0és |g| > 0 az L.(to) halmazon, valamilyen € > 0-ra; és legyen 1 € C tetszéleges. Ekkor ha SN
g
korldtos, akkor

(1 — M)limsup 0 + M lim inf U0 < liminf )

g 9°(0) /0 go(t) Tt g(t)
A
(1 = M) liminf fA(t) + M lim sup fA( ) > limsup —= S0
t to g (t) ity 9o (t) t o 9(1)
hal < M < oo, ahol
¢
limsup| ol f x)| Az, hm lg(t)] = o0
t/ to 19
M = /o s
lim sup f x)|Az, hm f(t),g(t) =0.
t Sto |9(t t

Bizonyitds. Alkalmazzuk az a 3.17 lemmat az g, ]gc—i fiiggvényekre, a 3.15 tételbdl kovetkezd Osszefiig-

gésre. |
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1
3.17. Lemma. Legyen f,g: E — R két fiiggvény, amelyre IM > 3 szdm gy, hogy minden c € R

esetén

limsup |f(z) — ¢| < M - limsup |g(z) — c|.

Tr—xQ Tr—xT0

Ekkor, ha | = liminf g(t), L = limsup g(t) végesek, akkor

T—=x0o T—T0

L+ M(l—-L)<liminf f(z) <limsup f(z) <1+ M(L —1)

T—=To T—T0

Bizonyitds. A 3.6 lemma bizonyitdsdhoz hasonléan.

(3.15)

Megjegyzés. T = R esetén a |¢'| > 0 feltételbdl kovetkezik az, hogy ¢ eljeltarts, tehat M = 1 és

visszakapjuk a valés L’Hospital szabaly sz€1s6 hatarértékes alakjat.

3.18. Lemma. Legyen T iddskdla, to € T, g: T — C Hilger-derivdlhato fiiggvény iigy hogy |g(t)]

to
0, [g2(t)| > 0,¥¢ € (8, 0) N'T, illetve / 192 (2)| Az = oo ekkor:
d

A t A
t 1 t
lim inf |g|A ®) > 0 = limsup / |92 (z)|Az < limsup |QA( )
t/to |92 (1)l o 190 s tro |912(0)

Bizonyitds. Az 1.8 tételben szepld liminf egyenlStlenséget alkalmazzuk az f :=

t
/ |92 ()| Az fiiggvényekre.
5

3.19. Lemma. Legyen T idéskdla, to € T, g: T — C Hilger-derivdlhaté fiiggvény gy hogy |g(t)|

to
0, |g2(t)] > 0,Vt € (6,t0) N'T, illetve/ 192 (z)| Az < 400 és th/‘r? g(t) =0:
0 0

lg], és ¢

A t A
t 1 0 ¢
lim inf 9 ()>Oélimsup/ |gA($)’Ax§]imsupM
t

t Ato _\gA(t)] t ot |9(t)]

Bizonyitds. Az 1.8 tételben szepld liminf egyenlStlenséget alkalmazzuk az f :=

to
/ |92 ()| Az fiiggvényekre.
t

tN\dto —|9’A(t)

lg], és ¢



3.3.2. Kiterjesztett Cesdro-Stolz 33

3.2. Kiterjesztett Cesaro-Stolz

Eddigi 4ltaldnositasok 1ényege, hogy az y,, — lx,, kifejezést visszakonstrudljuk a A(y,, — lz,,) kifejezés-
bdl, a tovdbbiakban a differencia operatort lecseréljiikk egy mas fajta operatorra. Példaként tekintsiik az
P(an) = anq1 — ray, operdtort, ahol r € C* tetszdleges és (ay,), C C tetszSleges sorozat. Ebben az
esetben nem iitkoziink nehézségbe hiszen

Yn+1l _ Yn Y
P(?‘/H) rnt+l1 rn . 1-% yn
D = Tg . letve —=-—.
($n) Tl T oy Tn

pPvA

Tehat kijelenthetjiik a kovetkez6 tételt, amely bizonyitasa trividlis.

3.20. Tétel. Legyen r € C* rogzitett és (xy,),,, (Yn),, € C és P(ay,) = any1 — ray, tetszbleges (ay),,
sorozat esetén. Ekkor

n

1. ha T — 0 akkor
Tp

lim sup
n—oo

Yn . P(yn) | P(z)|
Z= — ]| < limsu — 1| - limsup —|r|" ,
T, ‘ - n—)oop‘ ( ) ’ n—)oop | | g ’T|k+1

2. ha x—z, y—z — 0 akkor
rnor

lim sup
n—0o0

Yn . P( ) ’ ’P xk
— —[| <limsu — 1| -limsu —r” )
Tn ’ B n—>oop ‘ P( ) n—)oop | | ; ’7"|k+1

Mi torténik abban az esetben, ha a P operdtor alakja P(a,) = ant2 — (r1 + r2)ant1 + r1r2? Ha

” 7z

alkalmazzuk az el6z6 tételt el6szor az (xn+1 — r1%y),, , (Ynt1 — T1Yn),, Sorozatokra, akkor kapjuk az
alabbi egyenl6tlenséget.

lim sup
n—oo

< lim sup

n—o0

Yn+1 —TYn l‘
Tn41 — Tn

P(yn) Tn+1 — T1Tn
il (AT
P ‘ ( Y

Tp) 2

Erre ismét alkalmazzuk a 3.1 tételt, akkor kapjuk:

Plyn) |y (0 . gy ((Entl= 120
P(an) T ry .

Ez az alak nehézkesen haszndlhatd, mert sok feltételt kell megnézni, illetve az M (-) végességének az

lim sup

In _ l‘ < lim sup

xn n—o0

igazolasa altaldban nehéz. Ezért a kovetkezSkben finomitjuk a jobb oldali kifejezést. Legyen R az r1, 12
koziil 0-t6l tavolabbi, és r a kozelebbi (ha a tavolsdgok egyenléek, akkor mindegy a vdlasztds). Az
aldbbiakban lathatjuk az osszes lehetséges feltételt, amit kikothetiink a sorozatokra.
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Ha r1 # 79, akkor Ha r; = ry = p, akkor
T n n
Fn I, (F4) xi 0,
n n
(F2) TT» rin — O, (FS) pn’ pr =0,
" Tn Yn Ln Yn p"
F3) — = F6 , — — 0.
( 3) » o pn 0. (Fo) it np T

n
Megjegyzés. 1. Ha az (F3) feltétel teljesiil, akkor % — 0. Tehat |ry| # |ra.

n R’n n

2. Ha az (F1) feltétel teljesiil, akkor lim T im 21 = 0, mert |r| < |R].
n—oo I, n—oo I, R"
) - ) Xy "

3. Ha az (F2) feltétel teljesiil, akkor lim — = lim — — =0, mert |[r| < |R|.

n—oo R n—oo " RN
Az alabbi tételekben feltétezziik, hogy (zr,),, , (Yn),, C C két sorozat, [ € C tetszSlegesen rogzitett
és |xyl, |P(xn)| > 0, Vn € Nesetén; ahol P(ay) = ani2— (11 +72)an41+ 717205, minden (ay,), € C

sorozat esetén.

3.21. Tétel. Ha teljesiil az (F1) vagy az (F4) feltétel, akkor

Y ki1+1
= l' < lim sup

Tn n—+00

T2

ra™*t >

ki<n

-lim sup

lim su
P n—+00 ‘l'n+2|

n—oo

-

|P(xk,)
P ATS Ll e

,
1 ka<ki

Tovdbbd a fenti szorzat mdsodik tényezdje nagyobb vagy egyenld mint 1; hary,rg > 0és (P(zy)),, € R*

eldjeltarto, akkor egyenld 1-el.

3.22. Tétel. Ha teljesiil az (F2) vagy az (F5) feltétel, akkor

lim sup
n—oo

In i P(yn) ‘ |ro|Ft |P(zk,)]
— | <limsu — | -limsu ] E 317
Ty ‘ = HmSup ’P(mn) nﬁoop ‘ il Z ’r1|k1+1 = Troffett (3.17)

Tovdbbd a fenti szorzat mdsodik tényezdje nagyobb vagy egyenld mint 1; hary,ro > 0és (P(xy,)), € R*

eldjeltarto, akkor egyenld 1-el.

3.23. Tétel. Ha teljesiil az (F3) vagy az (F6) feltétel, akkor

HER

In _ l’ < lim sup

In n—00

- lim sup

lim su
P n—+00 |55n+1|

n—oo

k1
+1 |R| | P(zk,)
D e 2 e e
ko >k

Tovdbbd a fenti szorzat mdsodik tényezdje nagyobb vagy egyenld mint 1. Ha 1,72 > 0 és (P(zy)),, C
R* eldjeltarto, akkor egyenld 1-el.

Megjegyzés. A fenti tételben szerepl6 egyenl6tlenségekben mind feltételezziik, hogy a jobb oldal nem

hatdrozatlanségi eset. Illetve 3n* € N ugy, hogy minden n > n* esetén z,,, P(x,,) # 0.
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Megjegyzés. A 3.17 tétel és a fenti egyenl6tlenségek alapjan kijelenthetjiik az aldbbi tételt valos szamso-

rozatok esetén.

3.24. Tétel. Ha (yy),, , (xn), C R két sorozat, melyre |x,,| > 0, |P(z,)| > 0 minden n € N esetén,

tovdbbd

(i) ha az (F1) vagy az (F4) feltétel teljesiil, illetve

‘T1|n+1 Z

ki1<n

79 Ft

M = lim sup

n—00 ‘xn—f—Z‘

oy Pl
|rzrk2+1 |
ko<ki

(ii) vagy, ha az (F2) vagy az (F5) feltétel teljesiil, illetve

’7“2|k1 |P xkz
M—IlrrisolipilT 1l Z it kZ; Tra[F2 T < too,
>

(iii) vagy, ha az (F3) vagy az (F6) feltétel teljesiil, illetve

k1
n+1 |R| [P ()|
[ty B ) [R[F+D < too,

ki1<n ko>kq

M = limsup

n—o0 ‘xn—i- ‘

P(yn
akkor, ha a ( (v >> sorozat korldtos, akkor kovetkezik, hogy

P(xy,)
: P(yn) P(yn) Yn
— <
(1—-M) hrrln_il(l)p Plan) + Mhnmloréf Plon) hnrr_lgoréf .
o Plyn) . P(yn) Yn
1 — M) liminf + M lim su > lim sup —.
( ) n—00 P(frn) n—>oop P(xn) n—>oop Tn

Miel6tt bizonyitandnk a 3.21, 3.22, 3.23 tételeket, legyen P (ay,) = any1 — T10n, Pa(an) = any1 —
roay,. Ekkor P = Py o Py.

P
Bizonyitds. Legyen e > limsup (yn) — | = F tetsz0leges; ezt megtehetjiik, mert ha végtelen, akkor

a bizonyitand6 egyenl6tlenségek jobb oldala is 400, amely esetben nincs mit bizonyitani. Ekkor Ing € N

ugy, hogy

—l’<5,Vn2n0.

Legyen z, = y, — lx,, ekkor
|P(2n)| < €|P(zn)], YN > ng.

Legyen k > ng tetszbleges, ekkor a fenti egyenltlenség alapjan irhatjuk, hogy

Pi(ze+1)  Pi(zk) |P(2k)|
|Pr(zr11) = 2Pi(21)| < e|Plaw)| = | —= — —5— | < gl
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Az utolsé egyenlotlenséget Osszegezziik k szerint m-t6l n-ig, ahol n > m > ng tetszdlegesek; és azt

kapjuk, hogy

Pl(Zn+1) P1 Zm Z |P IZ‘k; (3 19)
Pl |r2‘k+1 , :
Ant2  Antl <712>n+1 Pl(zm) <e 7’2 Z ’P ku
7‘?“ i r1 T =, ]r2]k2+1

Az utolsé egyenlbtlenségben megismételve az 6sszegzést m-tol n-ig n szerint (ahol n > m tetszbleges),

azt kapjuk, hogy

k k
2| K |Pla,)]
[raf b1

n k1+1 n
Zn+2  Fm4l Pl(Zm) Z <e Z (3.20)
ki=m

n+1 m m ki1+1

r
r
1 ko=m

A 3.21 tétel bizonyitdsa. A (3.20) egyenl6tlenséggel dolgozunk tovabb.

no ki+l n k1+1
Zpyg — rmTIEmEL rnﬂipl(zm) E b < el E 2 E [Pla,)] (3.21)
n+2 1 o 1 rm PRl = 1 = |7a |k o1 .
1 2 ki=m T ki=m
Legyen -
n 1
_ pt+1”RAmAl n+1 Pl(zm) T2
Uy =717 ——— F 1] ———= - ,
ri ri T
1 2 ki=m 1
ekkor
ntl rkitl n k1+1
Pouy) = rmt22mel n+2P1(Zm) 3 rpme2Zmal o Pi(em) Z
2(Un) =T rm m k1+1 1 m 1 rm k1+1’
1 2 ki=m 8] 1 2 ki=m (8]
Pl(Zm)
_ n+2
T2

Pi(z Pi(z
P(uy) = 1(mm)r;‘+3 - rgil(mm)rgﬁ =0.
Ty T2
Az utolsé egyenldség, €s a konstans egyiitthatds linedris rekurancia egyenletek megolddsanak reprezen-

tacios tétele alapjan Jcq o € C gy, hogy

up =" + coR",  vagy u, = (c1 +nec2)p";

U, 1 2 ey RMT2 Up, (n+2)p"*2 1 ¢ + ney.

= , vagy =
Tpyo T2 Tpyo R?2 xpio Tnt2 Tpy2 P2 nA+2

ahonnan az (F1), vagy az (F4) feltétel alapjan lim = 0.Igy a (3.21) egyenlGtlenségben lim sup-ra
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térve n szerint miutan beosztunk x4 2-vel kapjuk, hogy

ra [ QN | P(ay)|

1 n
lim sup In l' < elimsup |7y [P Z T (3.22)
n—oo |Ln n—00 ‘$n+2’ ki—m P— |T2| 2
7,.77,
Mivel lim — = 0 ezért m-et vélaszthatjuk a (x,),, , (yn),, kezd6indexének (val6jadban mindegy minek
n—r00 Ip,

vélaszuk). Ekkor e \¢ E-val ratérve a (3.22) egyenl6tlenségre megkapjuk a (3.16) egyenlStlenséget.
Legyen s = £1, és

AL S Pag,)|

n ki+1 k1 n
v = gL Z 2 Z sP (k) My, = || Z "2 i 2N
n — 1 Tl rk2+1 ) n — 1 |T2|k2+1 .
ki=m ko=m '2 ki=m ko=m

Igazolnunk kell, hogy lim sup

n—o00 ‘xn+2’

tehdt P(v,, — sxp42) = 0; ekkor az lim
n—oo aj’n+2

> 1. Tudjuk, hogy |v,| < M,. Tovébba P(v,) = sP(xn42),

hatarérték kiszamitasahoz hasonldéan

. Up — STp4 .
lim """ _ 0= lim =s= lim [vn] =1.
n—o0 Tnt2 n—00 Ty 19 n—00 |xn+2‘

-

Igy

M, M, M,
liminf —— = liminf — > 1 = limsup ——— > 1.
n—00 |xn+2| n—00 ’Un| n—00 |$n+2‘

Harq,7 > 0és (P(xy)), C R* sorozat elGjeltartd, akkor s-et megvilasztva P(z,,) el6jelének kapjuk,
hogy v, = M,, ahonnan

. . M
lim =s= lim " —s= lim no—1.
n—0o0 $n+2 n—oo $n+2 n—oo |$n+2‘

A 3.22 tétel bizonyitdsa. A (3.19) egyenl6tlenséggel dolgozunk tovabb. Az

Pl(zn+1) P1 Zm ’ Z ’P xk
T;L-‘rl ‘Tg‘k'H

egyenl6tlenségben hatarértékre térve n szerint tudva, hogy az (F2) vagy az (F5) feltétel alapjan
xn Yn

Ty 7"2

— 0, azt kapjuk, hogy

Zm+1 Zm
m+1 T oom
T 1

<ey Pt
|7«2|k+1

k>m

|r2|™ Z |P(zy)|
‘7«1|m+1 |7a2|k+1
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Osszegezve m-t8l n-ig, m szerint az utolsé egyenldtlenséget frhatjuk, hogy

Il Fml| Z o™t Z P(xk,)|
R ACICE =~ DG

Amiben hatarértékre térve n szerint tudva, hogy az (F2) vagy az (F5) feltétel alapjan —, =— — 0, azt
T

kapjuk, hogy

k
7“2‘ 1 |P xk
< glry ™ | :
|2m| < fr1] k§>: [ [FrHT Ek ,r2,k2+1’
1=m ZR1
yﬂ_ ‘ |7-1|m |T2|k1 Z $k2
- k§>m: [ [fr L = | [F2 L

Az utols6 egyenltlenségben lim sup-ra térve m szerint kovetkezik, hogy
P xT k2

Ym . [ra|™ 1P
—l‘gz—:hmsup I ™ g g
mee iz M |r2|k2+1

lim sup
m—0o0

Tm

Ekkor € N\, F-hez a fenti egyenl6tlenségben megkapjuk a (3.17) egyenl6tlenséget

Legyen s = +£1, illetve

k
— m sP(x,) _ m [ra|™ P(xg,)|
Um =11 Z k1+1 Z My = [raf™ [ [+ Z roFat1

k2+1 )
ki>m 1 ko>ky Ty k1>m ko>k

> 1. Tudjuk, hogy |v,| < M,,. Tovabba

Igazolnunk kell, hogy lim sup

n—+00 ’$n+1’

Pi(zp41)  Pilzg,)

_..m
Um = 8T Z k1+1 Z k2+1 ko ?
Ty

kl >m 1 k}g >k1 2

amihez felhasznélva azt, hogy Z 0 majd = — 0, frhatjuk, hogy

k
v = s 3 ry Pilaw) _ om 3 Thi+1  Thy
m = 1 rk‘1+1 Tkl - 1 Tk1+1 'I"kl ’
—x
U = —ST7" mm = ST,
1
Tehdt M,, M,, M,,
liminf — = liminf — > 1 = limsup —— > 1.
m—00 ’vm’ m—o0 ‘xm‘

m—00 |Xy,|
Hary,79 > 0és (P(xy,)), C R* sorozat elgjeltartd, akkor s-et megvalasztva P(x,,) el6jelének kapjuk
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hogy v,,, = M,, ahonnan

U, M,, M,,
Im —=s= lim —=s= lim — =1.

O

A 3.23 tétel bizonyitdsa az (F3) feltétel mellett. A (3.19) egyenl6tlenséggel dolgozunk tovédbb. Feltéte-
lezhetjiik, hogy 7o = R és 1 = r. Ekkor

P1(2n+1) P1 Zm Z ‘P l’k P1 Zm Z ‘P (L‘k
Rn+1 ’R‘k—&-l ]R|k+1
Ahol felhasznéltuk azt, hogy R— ]a__;— — (. Tovabba a kapott osszefiiggést,
Zmil  Zm| o |B[™ Z P (k)]
rm—i—l rm| = |T‘m+1 |R‘k+1
0sszegezziik m-tdl n-ig, m szerint. Ekkor frhatjuk, hogy
Zn+l  Zm ‘R|k1 |P (k)|
ol ,Tn = Z |7«|k1+1 Z |R|k2+1"
Yn+1 _ l _ T'n+1 Zm |n+1 Z ’R‘k Z ‘P .1']4;2
Tpyl Tpp1 ™| |95n+1| < r|ftt Pl |RJF2F1
T.n
Ekkor az (F3) feltétel szerint li_>m — = 0, amit felhaszndlva lim sup-ra tériink n szerint és kapjuk, hogy
n oo xn

k1
. Yn . 1 R | P(wks,)|
limsup | = —[| < elimsu |t
vl P ) = £ sup Ixn+1\| | Z < Jr[FieT k;C TR[f21
7,.77/
Mivel lim — = 0, a fenti 6sszegben m-et vélaszthatjuk az (x,,),, , (yn),, kezdGindexének, ezt megte-

n—00 Ty,

hetjiik mert feltételezhetjiik, hogy az egyenlStlenségben szerepls sor konvergens.> Az igy kapott egyen-
16tlenségben € \, E-hez megkapjuk a (3.18) egyenlStlenséget.
Legyen s = +1, illetve

n

n
e R% sP(aw,) 0 _ Y |R[* > | P(xk,)|
Un = Tk‘1+l Rk’2+1 ’ n |T‘k1+1 |R|k2+1
ki=m ko>k1 ki=m ko>kq

Igazolnunk kell, hogy lim sup ——

n—00 ‘$n+1’

> 1. Tudjuk, hogy |v,| < M,,. Tovdbba felhasznalva, hogy R"

2. Ha a belsd sor divergens, akkor a (3.18) egyenl&tlenség jobb oldala +oo ami esetben nincs mit bizonyitani.
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0 frhatjuk, hogy

o n+1 Z Z Pl xk)z-ﬁ-l Pl(xk’z)
Un = rk'1+1 Rk2+1 ng

ki=m ko>k1
n

k n
et Tl+1 E R ' Pl J;kl = —ST"+1 § xkl"l‘l xkl

rk1+1 Rk1 Tkl+1 Tkl
ki=m ki=m
n+1%m
-
Ahonnan +1
r’ )
lim =s— — - lim =s= lim [vn] =1,
n—00 T4 ™ n—00 Ty n—0o ’{L‘n_;’_1|
rn
mivel — — 0. Tehat
Tn
M M,
liminf —— = liminf — > 1 = limsup > 1.
n—oo ’xn+1| n—00 ’Un’ n—00 ‘xn—&—l‘

Hary,7o > 0és (P(xy,)), C R* sorozat eldjeltartd, akkor s-et megvalasztva P(z,,) el6jelének kapjuk,
hogy v, = M,, ahonnan

A 3.23 tétel bizonyitdsa az (F6) feltétel mellett. = R = p -t helyettesitve a (3.18) egyenl6tlenségben

megkapjuk az igazoland6 egyenl6tlenséget

P(yn) . P | P(2ky)
Blan) — l’ -hmsup Z Z \p\’@‘iQ . (3.23)

n—00 ‘J:n—f—l’

Yn _ l‘ < limsup

lim sup

n—oo | Tn n—00

A (3.20) egyenldtlenséggel dolgozunk tovabb. Ekkor

Zny2 Zme1 Pi(zm) |P(wr,)|
_ Zmi1 (n+1-m ‘ 5 Z

n+1 m m N Alka+1 0
p p p ki1=m ka=m |,0|

Zn4o 1 zZpey1r n+l-—-m Pl(zm)

(n + 2)pn+2 n+ 2 pm+1 n 4+ 2 pm+1

n
|P(zk, )|
. 3.24
nH‘p,ZZ T G2

ki=m ko=m

A Ceséro-Stolz lemma alapjin

& |P(zk,)| . wl |P(zk, )] - |P(zg,)|
n_>oon+2 Z Z |p|k2+1 :n_m Z Z |p|k2+1 - Z Z |p|k2+1’

lim
ki=m ko=m ki=m ko=m ki=m ko=m
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+1
i s 3 30 el $5 ) 5 P
n_>oon+2 |p|F2+1 n_> |p|k+1 = |p|F+1
=m >m

ki=m ko=m

Igy a (3.24) egyenlétlenségben hatdrértékre térve n szerint kapjuk, hogy

<Y il o[- 25

pm—l—l
k>m k>m

|P iL'k
|p|Ft2

‘ m+1

Az utolsé egyenlbtlenséget 6sszegezve m-tdl n-ig, m szerint kapjuk, hogy

Entl Zﬂ Z Z | P(ws)|
n+1 N Alka+2 ?
P k1=m ka>k1 |2
Yot P Em| o _lpI"T - | P ()|
— om | | Z ‘ ’k2+2'
Tn+1 Tn P Tn41 ——— P

V22
Az (F6) feltétel szerint L — 0. Ekkor lim sup-ra térve n szerint a fent kapott egyenl6tlenségben irhat-

x
juk, hogy "
P(x
lim sup Intl l’ < elimsup —|p|" ™! Z Z | ksz .
n—oo | In+1 n—00 |QU +1 | Po—— |P|
T
Mivel lim 2 = 0, ezért a fenti 6sszegben m-et vdlaszthatjuk az (x,),, , (yn),, kezdSindexének, ezt

n—oo J)n
megtehetjiik mert feltételezhetjiik, hogy az egyenlétlenségben szerepls sor konvergens.®> Az igy kapott

egyenlbtlenségben € \, E-hez megkapjuk a (3.23) egyenl6tlenséget.

Legyen s = +£1, ekkor

k1
ZZM“ZZR%*%W
ko+1 ko+1 pkz

ki=m ka=m ki=m ka=m

" Pi(sxgy+1)  Pi(szm)
- Z k1+1 B pm

ki=m

Py (szp,) "\ STpio  SThgl
_—(”Jrl—m)TJFZ = a
k=m

no P(sxy,) n+1—m Py(szy,) n 1 <sazn+2 s:cm+1>

1
Z Z katl +1
n—+1 P 2 n—+1 pm n—+1\ p» pm

3. Ha a belsé sor divergens, akkor a (3.23) egyenlStlenség jobb oldala +o0o ami esetben nincs mit bizonyitani



42 3. FEJEZET: FO EREDMENYEK

Hatarértékre térve n szerint kapjuk, felhasznélva, hogy x—nn — 0, kovetkezik, hogy
np

P(szy,) B Pl(sxm)
n—>oo'n,+1 Z Z k2+1 - ’

m
ki=m ka=m P

Mivel az

P(
n+1 Z Z :j—klz = n_|_1 Z Z Hm}iﬁ%l (3.25)

ki=m ka=m ki=m ka=m

egyenl6tlenség igaz minden n > m esetén ezért, hatarértékre térve n szerint kapjuk, hogy

' sccm ’ Z |P(xy)| ’ Pi(szpm, ‘ |P(zy)|
] T oml Z 2
= Il P = 1ol
STm STm+1 |P xk
P B prtl Z |p|k+2

k>m
Az utols6 Osszefiiggést Osszegezve m-tdl n-ig, m szerint kapjuk, hogy

P
<y Y e

STy, STyt

m n+1

P P k1=m ko>ki
i e E ] S 5 [Pl
T4l P Tl = el

7

Felhasznalva azt, hogy LN 0 frhatjuk lim sup-ra menet utdn, hogy
L,

n+1 n ‘P $k ’pn+1 n |P(Z’k )‘
1 <limi f 220 < i - L S YA oy
= Amian Tl | Z Z ‘p‘k2+2 = 1 Sup Z Z |p|F2t2

=m ko>k1

Ha p > 0és (P(xy)),, € R* sorozat, akkor s -et valasztva a P(z,) el6jelének, akkor a (3.25) Osszefiig-

gést felirhatjuk modulusz nélkiil és egyenlséggel, vagyis

n
P(
Ly ) s ys P

ki=m kao=m ki=m ko=m

Ekkor ugyanazokat a szdmitdsokat elvégezve kapjuk, hogy

n+1 n—&—l‘ n n+1’

P s P [P (g, )| [P (g, )|
_ 8§ = — —_— = =
& > ¥ e m i S ¥

X X
ntl P A o ko> ka —m ko >k
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3.2.1. Konstans egyiitthatos linearis differencia operatorra kiterjesztett Cesaro-Stolz

Legyen P(xp) = Tnyp + @1%nip—1 + ... + apTy,, minden (x,,), komplex szdmsorozat esetén, ahol
ai,...,ap € Césay, # 0.Legyenek rq,...,r, € C* a P karakterisztikus polinomjdnak a gyokei, illetve
r a legnagyobb sugard gyok (ha tobb ilyen van akkor a legnagyobb multiplicitdsd), mely multiplicitdsa

. (ha igy is tobb van, akkor a vdlasztas ezek kozil tetszoleges).

Legyen P;(b,,) = bp41 — 73by,, minden (by,),, komplex szamsorozat esetén, ahol ¢ = 1, p. Ekkor

P=PoPyo...0oP,.

3.25. Lemma. Ha (xy,),, sorozat esetén P(x,) = 0, akkor

< +00.

lim sup ﬁ ‘

n—oo

Bizonyitds. Legyen {p1,...,pr} = {r1,...,7p}, melyek multiplicitdsa {y1,. .., s }. Ekkor a soroza-
tok reprezentacios tétele alapjan 1éteznek @1, . .., Q € C[X] polinomok tigy, hogy deg Q; < f1; és

k
=Y _ Qi(n)p}
j=1

Legyen I C {1,...,k} amelyre |p;| = |r|, Vi € I, ekkor p; < pu, Vi € I illetve

r"n“l Enul(r) an‘l(r>’

j=1k
Q;(n)
Tk 1‘_ Z n“ 1 ( ) +Z i1
=Tk jeI
Ekkor lim jS() (&) = 0, mert ‘&’ < 16és M raciondlis tortfiiggvény n-ben, minden j ¢ [
n—oo pi=L \ p r ni—1
esetén illetve lim @) = L; € Cmertdeg (); < p; < pminden j € I esetén; ahonnan
n—oo mH—1
J¢l 0
i sl
hzn_fgp ”Hl‘_ Znh—monﬂl(fr) +Zn—>oonﬂl
j=1k
<k-0+ Y |Li| < +oo.
jeI
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3.26. Tétel. Legyen (xy,),, , (yn),, két komplex sorozat (xy, # 0Vn), melyre teljesiil az, hogy

n,, pu—1
lim (L— (3.26)
n—oo T

Ekkor bdrmely | € C esetén fenndll

Yn —l’ < limsup‘

Tn n—o00

- lim sup

lim su
! oo [Tl

n—oo

ey

p
Ak;
Z ’P(xk1)|]__[|rj J|7
Jj=1

Zkp<ni=kpii
(3.27)

amennyiben a jobb oldal nem hatdrozatlansdgi eset. Tovdbbd az egyenldtlenség jobb oldaldn lévd szorzat
mdsodik tényezdje mindig nagyobb vagy egyenld mint 1; ha r; > 0, Vi = 1,p, illetve (P(z,,)), C R*

sorozat eldjeltarto, akkor egyenld 1-el.

4

Bizonyitds. Legyen z, = y,, — lxy, ekkor P(z,) = P(y,) — [P(xy); illetve € > lim sup

n—oo

EEN

Ekkor dngy > 0 dgy, hogy:

- l’ <&, ¥n >ng = |P(z,)| < e|P(zy)], Vn > ng

Legyen m > ng tetszSlegesen rogzitett, és (uf,) . C C, (v}), C (0,+00) két sorozat (i index) tgy,

hogy
|(Pio...oPy)(znsi—1) —ub| < evl, Yn > m.

Ekkor minden n > m esetén teljesiilnek a kovetkezok:

[(Pio...oPy)(znyi-1) — uly| < evl,

[(Pig10...0Bp)(znti) = ri(Pig10...0 Pp)(2ngi-1) — u| < ey,

%

(Piy10...0Py)(zn+i) B (Pit10...0Py)(2nti-1) B ul, - vy
T;H-l 7«? ;H—l ‘T.’n—i-l’

- (Pi-i-l 0...0 Pp)(zkﬂ-) (Pi+1 ©...0 Pp)(szrifl)

Z k41 o k k+1 Z ‘ ’k+1’
k=m T "

(Piy10...0P)(znti)  (Piy10...0Pp)(2m+i-1) =

n+1 - P N k Z |T |k+1’
rz ? k=m z

n

B ..o P (zmaie
(Pi+10---OPp)(Zn+i)—7’?“( +10° ° p)(z + 1)_rn+1

+1
< drlw Z |r ’k+1

m % k:
T k=m 5
Tehat )
uitl — pntl (Piy10...0 Pp)(zm—irz‘—l) 4t ug,
n — 4 rm 7 k+1°
? k=m ' 1

4. Ha a jobb oldal végtelen, akkor nincs mit bizonyitani
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+1 +1 .
Z |T1|n Z | |k+1’ (328)
k<n T
ahol i = 1,pésul = 0,n > m, illetve v) = |P(x,)|, n € N. Tehdt a sajétosan megszerkesztett

(uﬁ“) ) vﬁ“) sorozatokra teljesiil a kovetkez Osszefiiggés
n>m n
2ngp — ubTH| < evB T Wn > m.

Amit tovdbb atalakitva kapjuk, hogy

Y up+1 p+1
kAlau Y "V >m. (3.29)

Lntp Ln+p |Zn+p]

up—l—l

Igazolni fogjuk, hogy lim —— = 0 (x).
Szamoljuk, ki P;(ubt!)-et.
. Pi10o...0P)(2Zmii wl
Pi(ufjl) :7“?+2( i+1 mp)( m+i— 1 n+2 Z k:—s—l
T k=m T
P; 10...0 P))(z 1 1
— (rzn-i-l( i+ mp)( m+i— n+1 Z k+1>
" k=m T

Tehit P(ul"') = (Pio...o P)(ub™) = up, = 0. Igy a 3.25 lemma alapjan

p+1
lim sup ”71 =L < +o0,
n—oo |T"NHT
ahonnan
) p+1 ‘ ,rn—i-p(n +p)u—1 yph—l ungl 1
lim sup = lim sup e R <0-—-L=0= (%)
n—oo | Tn+p n—o0 Tn+p r p(n er),u ritnk |7«|p

Igy lim sup-ra térve a (3.29)-es osszefiiggésben kapjuk, hogy

1
Up+

Tn

< elimsup

lim su .
P nooo [Tatp]

n—oo

Yn l‘
Figyelembe véve e valasztasat, irhatjuk a fenti 6sszefiiggés alapjan, hogy

In _ l’ < limsup‘

lim sup
n—oo

- lim sup (3.30)

Tn n—o00 n—00 |.Z'n+p‘ .
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Figyelembe véve v}, 1 grtelmezését irhatjuk, hogy
k,+1 kp,_1+1 ko+1
B = [yt 3 Tp—1| " 3 R Y [P (g, )|
Tp Tp—1 2 [y [Fr
kpgn kp—lgkp k1<k2
k,+1 ky,_1+1
Tp—1| " rp—2|" . ’P(xk'l)‘

=T e

k1<..<kp<n:=kpii1

p
Ak,
= > [Pl T Iy
j=1

ki <...<kp<ni=kpi1

p Tp—1 [raFr

Fent kapott 6sszefiiggést osszevetve a (3.30)-as egyenlStlenséggel kapjuk a (3.27)-es egyenldtlenséget.

Most legyen s = +1, illetve legyen i = 1, p, ¢} = sP(z,,). Tekintsiik a kovetkezs sorozatot:

z+1 n+1 § :
k+1

k<n

Ekkor P;(¢i*!) = ¢/, ahonnan P(¢h*') = Gnrp = SP(xnyp), vagyis az w, = At — szai,

sorozatra P(w,,) = 0, ahonnan a 3.25 lemma alapjan

. Wn,
thllp W‘ =L < +OO,

n—oo

ami alapjén irhatjuk, hogy

1 _ _
. nr : Wy, A A (U ) 1
lim sup — s/ =limsup |—— — — <0-—-L=0
n—oo |Tn+p n—oo |T"NMTET p(n + p),u Ln+p |»,n|p
p+1 p+1
fo1 qn lqn" |
Tehat lim =s= lim = 1. Ekkor
n—00 Tpip n—00 |xn+p|
Pt pPtl
lim sup | | = limsup —— p+1
n—oo  |[Lntp n—00 |q |

+1 kpfl"'_l
+1 +1 Tp—1 P Tp—2 SP(J,'k)
gt S (3 8 ()
k

Tp—
kp<n p—1<kp p—1 k1<ka "

p
=3 Z P(l‘kl)HTjAkj,
7=1

ki <..<kp<ni=kpii
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ahonnan

P p+1
Ak (
s Y P [ =T s = > L Ve,
k1 <...<kp<n:=kpi1 j=1 " |

Amibdl kovetkezik az allitas.

Har; > 0,Vi = 1,p illetve (P(xzy,)), C R* elgjeltart, akkor s -et valasztva P(z,,) elSjelének

kapjuk, hogy v27' = ¢£™!, ahonnan
1 1
bt gk
lim —— = lim =1,
n=00 [Tpp1]|  n=00 [Ty
amit igazolni kellet. |

Most legyen p egy legkisebb sugari gyoke a P karakterisztikus polinomjinak. Ekkor igaz a kovet-

kezd tétel.

3.27. Tétel. Legyen (xy,),, , (yn),, két komplex sorozat (x,, # 0Vn), melyre teljesiil az, hogy

Tn _ Jim I

lim — = lim =0. (3.31)
n—oo0 P n—oo0 p"
Ekkor bdrmely | € C esetén fenndll
Yn P(yn) 1 T 1Ak
limsup | =— — | < lim sup —I|-limsup — Z \P(mk1)|H|rj R
n—oo |Tn n—00 P(xn) n—00 ‘-’En‘ S S =1

(3.32)
amennyiben a jobb oldal nem hatdrozatlansdgi eset. Tovdbbd az egyenldtlenség jobb oldaldn 1évd szor-
zat mdsodik tényezdje mindig nagyobb mint 1; ha r; > 0, Vi = 1,p, illetve (P(xy)), C R* sorozat

eldjeltarto, akkor egyenld 1-el.

Bizonyitas. A bizonyitds hasonlé a 3.26 tétel bizonyitasahoz. Legyen E =

In )| HaE = 40
T
akkor a (3.32) egyenl6tlenség jobb oldala feltétel szerint +o0o amely esetben nincs mit bizonyitani. Tehat
feltételezhetjiik, hogy F < +o00. Jeldlje z,, = y, —lx,. Legyen € > E tetsz6leges, ekkor 1étezik ng € N

ugy, hogy minden n > ng esetén

’P(yn)

Plan) - l) <e=|P(zn)| < e|P(zp)|-

Legyen (v},), € (0,400) (i index) tigy, hogy a kovetkezs

(Pro...oBy)(z)| < et
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teljesiiljon minden i = 1, p illetve n > ng esetén. Ekkor v} = |P(x,,)|, tovdbba minden n > ng esetén

)
Un

e .
— |7”i|”+1

'(Pi+1 o...0P,)(zn41) B (Pig10...0P,)(2p)

n+1 n
Ti Ti

A fenti egyenl6tlenséget 6sszegezziik n-t6l m-ig n szerint, ahol m > n > ng tetszblegesek, és kapjuk,

hogy

(Pi—l—l o0...0 Pp)(zm+1) (Pi—l-l o...oP
= - 0 Z — (3.33)
T; T \7“ ’
. . Iy . Ty p" iy VSO
Tudjuk, hogy nh_}lrgo = nh_)rrolO e = 0, mert |[p| < |r;|. Ez alapjan hatdrértékre térve a (3.33)
7 7

egyenl6tlenségben m szerint, kovetkezik, hogy minden n > ng esetén

(Piq10...05)
n
’ r Z E |1<;+1 Pisio...oPp)(zn)| < elri Z E |k:+1
4 k>n k>n
Tehdt vit! -et vélaszthatjuk
z+1 ’ n
i E
|Mk+1
. . < 1
A (UT ) szerkesztése alapjan minden n > ng esetén |z, | < evh ™!, ahonnan
n
p+1 p+1
z v Un,
In _ < |2 <e*— = limsup In < elimsup

Az utolsé egyenlbtlenségben € N\, F-hez figyelembe véve, hogy

2 = [yt rp—1|™ 3 |ri|™ 3 |P (g, )|
n - p ’,r, ’kp+1 T |T2|k2+1 |T’1|k1+1

kp>n p—1>kp k1>ko

p

Ak;—1

= > |P(ar)| LIy
=1

k1>..>kp=n=:kpi1

megkapjuk a (3.32) egyenl6tlenséget.

Legyen s = £1, illetve legyen i = 1,p, q. = sP(x,,). Tekintsiik a kovetkezd sorozatot:

1 a

i+ n

In = =T k+1
k>n 't

Ha feltétekezziik, hogy ¢, = s(P; o ... o P,)(z,), ami teljesiil i = 1 esetén; akkor felhaszndlva, hogy
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%‘ — 0, kovetkezik, hogy

)

» Pio...0oPF,
=ity s(bio...oP,)(xx)

k+1
k>n T
- n (Pi+1 ©...0 Pp)(karl) (Pi—i-l ©...0 Pp)(:(}k)
= 8T, Z T’k—’—l - r[g
k>n ) 7

= 5(Pip10...0P)(zn).

. 1
Tehét g2 = sz,,. De
P
+1 Ak;—1
Ples o > P ][I
k12>..>kp>n=:kpi1 j=1
ahonnan |z,,| = |¢8™"| < vB 1. Tehat
p+1 p+1
1 < liminf —— < limsup —.
n—00 [Ty n—oc  |Tn|

Har; > 0, Vi = 1,p, illetve (P(xy)),, C R* sorozat el8jeltartd, akkor s-et valasztva P(z,,) elGjelének

kapjuk’, hogy At = ¢&*!, ahonnan
Uﬁ—H 24—1 p+1
= g =s= lim —— =1

povA

Hasonl6an a masodrend{i esethez itt is igaz a kovetkez6 tétel, a fenti tételek illetve a 3.17 tétel alapjéan.

3.28. Tétel. Ha (yn),, , (xn), C R két sorozat, melyre |x,| > 0, |P(x,)| > 0 minden n € N esetén,

tovdbbd

N, p—1
(i) ha lim ——— =0, illetve
n—oo n

P
Ak;
> [P T 11 < oo,

15 Zkp<ni=kpi1 J=1

M = lim sup
n—00 ’xn+p| i

(ii) vagy, ha lim In _ 0, illetve
n—oo p”

1 ! -
M = limsup — Z |P(zg, )| H \T]-Ak] 1] < +o0,

X
n—voo [2n] key > >kp>ni=kp i1 j=1

5. ebben az esetben a képlet amivel értelmezziik a v¢, illetve g/, szamokat megegyezik



50

P
akkor, ha a ( (yn)) sorozat korldtos, akkor kovetkezik, hogy
P(xn) ),
1— M)limsu + M lim inf
.. . Pyn) . P(yn)
1 — M) liminf + M limsu

3. FEJEZET: FO EREDMENYEK

> lim sup In.
n—oo Ln



4. fejezet

Osszefoglal6 és tovabbi kutatasi lehetdségek

4.1. Osszefoglal6

Kezdetben Spigler és Vianello altalanositdsanak egy sajatos esetére adtunk egy fels6 hatarértékes altala-

nositast

lim sup
n—oo

A
yn—l’glimsup‘ yn—l’-M(mn),
T, n—oo | Axy

amelyet fel tudunk hasznélni az eredeti Cesaro-Stolz lemma egy esetének a bizonyitdsara, illetve altala-

nositani tudtuk a Cesdro-Stolz lemma sz€Is6 hatarértékes formajat

A A
(1 — M)limsup In o M liminf 22 < lim inf In
n—oo ATy n—oo Ay n—oo In
A A
(1 — M) liminf Yn + M lim sup Yn > lim sup y—n,
n—00 In n—00 Tn n—oo In

ahol M = M(xy,).
Ezekben az dltaldnositdsokban 1ényeges szerepet kap az M (z,,) tag

limsupﬁ > |Azy|, ha|z,| — oo
n—oo " k<n

M(xy) = )
() limsupﬁ > |Azgl, hax, — 0
n—00 " k>n

melyrd] lattuk, hogy monoton (z,),, sorozat esetén 1-el egyenlS, és mds esetben pedig nagyobb vagy
egyenld 1-nél. Lényeges szerepe miatt, adtunk néhany elégséges feltételt, mely biztositja azt, hogy

M (x,) véges.

Ezt kovetSen a komplex sorozatokra hasznélt gondolatmenetet megismételtiik idéskaldk esetén, al-

taldnositast adva a L’Hospital szabdly idéskalas alakjara

. () . F2()
et | < a5t 1|9

51



52 4. FEJEZET: OSSZEFOGLALO ES TOVABBI KUTATASI LEHETOSEGEK

illetve
A A
(1 — M)limsup fA(t) + M lim inf fA(t) < lim inf f(t)
t o 9°(1) t,/to (t) /o (75)
A A
(1 — M) liminf fA(t) + M lim sup fA(t) > lim sup f®)
t o g=(t) t 't 9 (t) t o g(t
ahol M = M(g) és
1 t
limsup —— [ |¢2(z)|Ax, hm lg(t)| = oo
e 9] =
lim sup ——— )| Az, lim g 0.
t 10 |9(t) tf ?) t /o t) =

Ezek utén kiindultunk abbdl, hogy az y,, — lx,, kifejezést visszaszerkesztjik az A(y, — lx,) ki-
fejezésbdl és lecseréltitk a A operdtort elészor a Py(a,) = any1 — ray, operdtorra, majd a Py(ay,) =
apt2— (r1+712)an4+1 + (r1r2)a, operatorra. Léattuk, hogy a P, =: P operdtor esetén 3 1ényegesen eltérd

eset van ezek

P kitl P(
lim sup In < lim sup P(yn) — 1| - lim sup |7y [ Z 2 Z | 3135-21-1
n—oo |Ln n—00 ($n) n—00 |xn+2| kr<n ko<1 ‘T2|
. Yn . P(yn) . |7q2|k1 |P xk2
limsup |— — 1| < limsu —{|-limsu T
n%oop Tn o n%oop P(xn) n%oop ’ 1’ Z |’f' |k’,1+1 k;{: |T2’k2+1
. Yn . P(yn) . 1 |R‘k1 ’P xk
limsup | Z= — | < limsu — 1| -limsu nt 2
”_mop In B "—>00p P(zn) n—>oop |xn+1| I Z |7“‘k1+1 ké ‘R’kQ—H

annak fiiggvényében, hogy a (x,),, , (yn),, sorozatok milyen viszonyban vannak az P(a,) = 0 rekurzié

alapmegolddsaival, ugyanabban a sorrendben a megfeleld feltételek

Ha rq # ry, akkor Ha ry = ry = p, akkor
R" np"
FD 2 o, F "o,
n Tn
x
(F2) 2 Iy, (F5) In Iy,
rn’ oy
oz, Yn Tn Yn pn
F3) —, 2oy, F6) i g O
(F3) = R Rn 0 (Fo6) o T

Ahol F(i) és F(i + 3) feltételeket egyiitt vessziik, és R a maximdlis sugard ri, 7 koziil és r a
minimalis.

A szorzatok mésodik tényezdje szerencsére j6l viselkedik mikor (P(x,,)),, sorozat elGjeltarto.



4.4.2. Tovabbi kutatasi Iehet6ségek

Es utoljara megnéztiink két esetet az P(x,,) = Tnyp + G1Tp4p—1 + - . . + apTy, Operitor esetén

P
lim sup In _ l‘ < lim sup (yn) — l‘ - lim sup
n—oo |Tn n— 00 P(xﬂ) n—00 |xn+p’ h<..<
P 1
lim sup In _ l‘ < lim sup (yn) — l’ -limsup —

k1>...

>

kp<n:=kpi1

D

>kp>ni=kpy1

|P

p
Ak
|P(ae) T 1571
j=1

p
Ak;—1
@) [T 17
j=1

ahol r; € C* a P karakterisztikus polinomjanak a gyokei, és a megfeleld feltételek

Tnnu—l

lim
n—oo

0,

Tn

ahol r egy maximalis sugari gyok, mely p multiplicitdsa maximadlis; illetve

Yn

n—»00 p”

ahol p egy minimalis sugard gyok. Ismét (P(xy,)),, elGjeltartd sorozat esetén a masodik szorzé tényezd

értéke 1, kiillénben nagyobb vagy egyenl6.

4.2. Tovabbi kutatasi lehetoségek

0,

53

Els6ként meg lehetne vizsgalni, hogy lehet-e a p-ed rendd linedris operatorra kiterjesztett Cesaro-Stolz

lemma tobbi eseteit valamilyen kézenfekvé médon letargyalni.

Masrészt a bizonyitasok tilnyomo tobbsége a diszkrét integralasbol vagyis 0sszegzésbdl all, ezért ké-

zenfekvé az az otlet, hogy a linedris differencia operatorokat sorozatokrdl lecseréljiik linedris dinamikus

operdtorokra idgskalakon. Vagyis, ha
p—1 _
L(f)=f2"+) aif?
i=0

akkor, milyen feltételeket kell kiréni f és g fiiggvényekre, hogy

f(t) Lf(#)

—c —l’ < limsup | —-=

lim sup
g(t) t Mto Lg(t)

t Mo

alaku egyenl6tlenséget tudjunk levezetni.

- z‘ M(g)
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