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1. fejezet

Bevezetés

Az életlen halmazok az informatika szdmos teriiletén hasznosnak bizonyulnak, tobb helyen je-
lennek meg, mint potencidlis lehetdség olyan kérdések kezelésére, amelyekben a bizonytalansig
el6fordul. Az életlen halmazok matematikai szempontbdl is érdekesek, de hasznos alkalmazas-
ra taldlhatnak olyan teriileteken, mint amilyen a mesterséges intelligencia, kognitiv tudomany,
filoz6fia azon részei, ahol a bizonytalansdg megjelenik valamilyen formaban, amire az életlen
halmazok altal megoldast adhatunk, mint példdul az intelligens rendszerek, induktiv érvelés,
mintafelismerés, donté€selemzés, szakértsi rendszerek.

Annak szemlélésére, hogy milyen értelemben besz€liink bizonytalansagrdl, vegyiink egy
példat az orvostudomadny teriiletérdl, ahol szintén megjelenik a bizonytalansag kérdése. Ren-
geteg olyan tiinet tapasztalhat6, amelyek alapjan nem lehet biztosan beazonositani egy adott
betegséget tovdbbi vizsgdlatok nélkiil. Ezzel szemben vannak olyan tiinetek, tiinet egyiittesek,
amelyek egyértelmiivé teszik, hogy a paciens milyen betegségben szenved. Ennek oka, hogy
egyes tiinetek tobb problémara is utalhatnak, igy elsére nem dallithat6 biztosan, mely probléma
okozza Sket. Osszességében, vannak olyan tiinetkombin4cik, amelyekbdl egyértelmiien meg-
hatdrozhatd, hogy az adott betegségrdl van sz6, mig vannak olyanok, amelyekbdl biztosan nem
tudjuk eldonteni, hogy az adott betegség okozza-e, de fenndll az esélye, hogy igen.

Példa lehet erre, a leggyakrabban gyerekeknél, 3 és 10 éves kor kozott megjelend barany-
himl8. Altaldban zart kozosségekben okoz jarvanyt, &szi-téli hénapokban. Kezdeti tiinetei
nathdhoz, influenzahoz hasonléak, orrfolyds, fejfajas, hGemelkedés, és a legjobban szembetlind

a kipirosodott kiiitések. Mivel hlivosebb id6szakokban gyakori a natha és influenza, ezért ezen

tiinetek mellett nem lehet biztosan megallapitani a betegséget, de a lehet6ség fennall, hogy ba-



ranyhimld legyen, hiszen elsédleges tiinetei ezek. Egyes esetekben a kiiitések kezdeti tiinetek
nélkiil jelennek meg, ilyenkor fenndllhat annak az esélye, hogy akar allergids kiiitések jelent
meg, de még mindig meg van annak az esélye, hogy bardnyhiml6 okozza. Megemlithetjiik a
zart korokben konnyen terjedd atka okozta kiiitéseket is, amelyek ugyan nathdhoz hasonlé tiine-
tekkel nem jarnak, de a hasonlé piros, viszketd kiiitései miatt akar dsszetéveszthetdek lehetnek.

Allithatjuk azt, hogy kiiitések és nathdhoz hasonlé tiinetek egyiittese egyértelmiien koriilirja
a baranyhimld betegséget. Natha, influenza tiinetei mellett fennéllhat az esély a baranyhimldre,
tovabbi kivizsgéldsok sziikségesek a pontos meghatarozdsara. Ha kezdeti tiinetek nélkiil jelen-
nek meg piros kilitések, ekkor fenndll az esély a baranyhiml&re, de lehetséges, hogy mas okozza
ezeket. Vannak tehat olyan tiinet egyiittesek, amelyekrdl biztosan meghatdrozhat6 a betegség,
de olyanok is, amelyekbdl nem 4llithat6 biztosan. Ha a tiinetek alapjan akarjuk meghatdrozni a
betegek halmazat, nevezhetjiik a biztosan betegeket tartalmazo részt a halmaz als6 kozelitésé-
nek, azt a részt pedig, ami a lehetséges betegeket tartalmazza, a halmaz fels6 kozelitésének.

Az orvostudomdnyban rengeteg ilyen példa fellelhetd, de az élet szdmos mas teriiletén is
megjelenik a bizonytalansag.

Ebben a dolgozatban ehhez hasonlé problémék kezelésére alkalmas formalis eszkdzoket
szeretnék megvizsgélni.

Ismert, hogy a formdlis nyelvek 1ényeges problémdit meg tudjuk oldani automatdk segitsé-
gével. Véges determinisztikus, nemdeterminisztikus automatdkkal megannyi kérdésre tudunk
valaszolni. Kiilonb6z6 bemenetek esetén az automata eldonti, hogy elfogadja vagy sem, igy az
adott nyelv altal reprezentélt kérdésre pontos valaszt ad.

Az el6z6 példa alapjdn is latszik, hogy feltehetéek olyan kérdések, amelyekre nem feltétlen
egyértelmi a vdlasz minden esetben, lehetséges, hogy egy adott bemenet egyszer elfogadhatd,
egyszer pedig nem. Ilyen esetekben egy egyszer(i automata nem fogja tudni ezt a kettGsséget
szemléltetni. Ezen kérdések vizsgdlata esetében érdemes életlen automatikkal megoldani a
problémat.

A ,hagyomdanyos” automatdkkal szemben az életlen automatdk képesek arra, hogy egy-egy
bemenet esetén jelezzék, hogy biztosan elfogadd allapotba érnek, lehetséges, hogy elfogadd
allapotba érnek, vagy pedig nem érnek elfogadé allapotba. Ezaltal az ilyen automatdk két cso-
portja osztjak az elfogadott halmazokat, a biztosan elfogadottakra, €s a lehetségesen elfogadot-
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takra. (Kés6bb latni fogjuk, hogy ezek megfeleltethetéek az automatdkkal megadott nyelv alsé



és felsd kozelitésének.)

A bizonytalansdg kezelésére az életlen halmazok (rough sets), életlen formdlis nyelvek el-
méletének eszkozeit fogjuk haszndlni. Eletlen nyelvnek nevezziik az olyan nyelveket, amelyek-
ben valamilyen okbdl vannak olyan elemek, amelyek egy, vagy tobb mdsik elemtd]l megkiilon-
boztethetetlenek, azaz az ilyen elemekrdl nem tudjuk pontosan eldonteni, hogy a nyelv melyik
elemérdl van sz6. Az elemeknek vagy az elemek ,,0sszetevdinek™ ez a fajta megkiilonboztethe-
tetlensége okozza a bizonytalansig megjelenését, az eldonthetdség nehézségét.

Dolgozatom célja bemutatni az életlen halmazokat, és az azokat hasznal¢ életlen automaté-
kat. Az olvasé szamara definidlni és példakkal demonstrédlni szeretném az automatdk mikodé-
sét, valamint ezeken feliil az életlen nyelveket és életlen grammatikékat.

El6szor szeretném roviden Osszefoglalni, hogy hogyan is miikddnek az életlen gramma-
tikdk, halmazok, nyelvek és automatdk, miben médsok a hagyomanyosan definidlt tarsaikhoz
képest. Szeretném par példaval szemléltetni a hasznélatukat.

Ezutan azt a kérdést szeretném megvizsgélni, hogy nem lehetne-e az életlen automatakat
egyszerlsiteni. Minél egyszer(ibb egy automata miikodése, anndl konnyebb annak megértése
€s haszndlata, ezért fontosnak gondolom ennek tanulmédnyozasat. A kérdés vizsgélatdhoz az
[1, 2] cikkekben ismertetett automatét szeretném egyszerdsiteni a [3] cikkben megfogalmazott
specidlis eset felhaszndldsanak segitségével. Ezek az automatdk azért életlenek, mert életlen
allapothalmazzal rendelkeznek, az els6 kérdés tehat az, hogy nem lenne-e lehetséges az dllapo-
tokon definidlt Osszetéveszthet6ségi ekvivalencia relacidt egyszerlibben megadni, Ggy, hogy az

ekvivalencia osztdlyok minél kevesebb allapotot tartalmazzanak.



2. fejezet

Eletlen halmazok és életlen nyelvek

A matematikdban a halmaz az alapfogalmak egyike, igy nem sziikséges definidlni, feltessziik,

hogy mindannyian tudjuk, mit jelent ha egy halmaz elemeirdl beszéliink.

2.1. Eletlen halmaz

Eletlen halmazok esetében a halmazba tartozds fogalma mar kevésbé egyértelmd. Tartalma-
zas szempontjabol egy ilyen halmazra nézve az univerzum elemeit 3 kategdridba sorolhatjuk.
Egyik ilyen csoportjdba sorolhatdak a halmaz azon elemei, melyeknél biztosan tudjuk, hogy a
halmaz részei. A mdsodik csoportban azok az objektumok vannak, amikr6l biztosan tudjuk,
hogy a halmaznak nem elemei. Ez hasonl6 az alap halmazelméletben megtanultakhoz, ha ezen
csoportok tagja egy elem, akkor az biztosan eleme vagy nem eleme a halmaznak.

Ezzel szemben a harmadik csoport elemeinél mar nem ennyire nyilvdnvalé a hovatarto-
zasuk. Ezen csoport elemei azok, amelyeket nem sikeriilt az el6z8 kettébe besorolni. Ugy
nézhetiink ezen elemekre, mint ha a halmaz hatarrégiéjara tekintenénk, szokds elmosddott hal-
maz hatarnak is nevezni. Az ide tartozo értékek esetében, olyan elemekrdl beszEliink, amelyek
biztosan megkiilonboztethetetlenek egy (vagy tobb) hozzdjuk hasonlé elemtdl, amelyek nem
tartoznak a halmaz elemei kozé. Legegyszeriibben, egy elemparrél beszéliink, amely egyik tag-
ja ahalmaz eleme, a masik viszont nem eleme. Ezen két tag egymastol megkiilonboztethetetlen,
azaz barmelyiket megkapva a kettd koziil, nem tudjuk elddnteni, hogy melyik az, ennél fogva

abban se lehetiink biztosak, hogy a halmaz eleme, vagy sem. Ilyen elemek alkotjdk az életlen

halmaz hatarrégigjat.



Az el6z6ekben emlitett megkiilonboztethetetlenség matematikai lefrdsara alkalmazzuk az
elemek kozotti ekvivalencia relaciot. Ennél fogva az életlen halmazelmélet alapja az egyes
elemek kozotti ekvivalencia, egyenértékiliség.

A sziikséges definiciok ismertetését kezdjiik az ekvivalencia reldci6 segitségével a [4] cikk-

ben definidlt approximdcids tér bemutatdsdval.

1. Definicio. Halmaz approximdcios térnek neveziink egy (X, R) pdrt, amelybdl X egy nemiires
halmaz és R egy ekvivalencia reldcié az X halmaz felett. Ha x € X, akkor [x| jelolje azt a
halmazt, amely {y € X | x ~ y}, ahol x ~y azt jeléli, hogy (x,y) € R, azaz, hogy x és y kozott
fenndll az R reldcio, vagyis x| az x elemet tartalmazo ekvivalencia osztdly. Legyen tovdbbd
X/R={[x] | xeX}.

Egy D C X halmazt definidlhatonak neveziink, ha elddll R szerinti ekvivalencia osztdlyok

unidjaként, azaz ha létezik olyan I C X, melyre D = | J,¢/[x].

Tekintsiink vissza a bevezetésben leirt példara, arra, hogy ott mi alapjan vannak a relaci-
ok. A betegek kiilonb6z6 halmazokba sorolhatdak a tiineteik alapjdn. Ezen tiinetek okozzdk a
kozottiik 16vd ekvivalencidt, igy példaul a ldzas emberek halmaza tartozik egy reldciéba egy-
madssal. Ugyanis a nathat6l lazas ember, valamint a baranyhiml6t6l 14zas ember szamunkra
egyszerlien ldzas ember, nem megkiilonboztethetdek egymastdl ebbdl a szempontbdl.

Tehat, ugyanazon ekvivalencia osztdlyba fognak tartozni az azonos tiinetekkel rendelkez6
betegek.

Késdbbiekben az életlen automatdk miikodésében fontos szerepet jatszanak majd ezek a

hasonlésiagok, ezek okozzak majd azt a kettGséget, amelyek miatt nem lesz pontosan meghaté-

rozhatd, egy adott bemenetre adott valasz.

2. Definicié. Ha az (X,R) approximdcios térben A C X, akkor A az alsé kozelitése A-nak, és A
a felsd kozelitése A-nak, amelyeket a kovetkezoképpen definidlunk:

A=U{[ € X/R| x| C A},

A=U{k] €X/R|[x]NA# 0},
az (A,A) pdr pedig egy életlen halmaz.

Tehat x az alsé kozelitésbe tartozik, ha minden vele ekvivalencia relacioban all6 elem, benne
van A-ban, x a felsd kozelitéshez tartozik, ha a vele ekvivalens elemekbdl legalabb egy nem

eleme A-nak.



Megillapithatjuk, hogy A tartalmazza azokat az elemeket, amelyek biztosan A-ba tartoznak,
és A tartalmazza azokat az elemeket, amelyek lehetséges, hogy az A-ba tartoznak.

Ha A = A, akkor A pontosan meghatdrozhat6, azaz nincs olyan eleme, amelyrsl ne lehetne
biztosan megmondani, hogy eleme-e A-nak.

El6z6 példankat ezen definidlds alapjan a kovetkezOképpen fogalmazhatjuk meg. Legyen
XRy, ha x-nek és y-nak azonosak a tiineteik. Bizonyos tiinetek mellett mindenki baranyhimlds,
bizonyos tiinetek esetén, van aki bardnyhimlés és van aki nem, bizonyos tiinetekkel senki nem
bardnyhimlGs.

Ezen reldciok mellett, A-ba, azaz az als6 kozelitésbe fognak azok a relaciok tartozni, ame-
lyek minden elemérdl biztosan allithatd, hogy bardnyhiml8s, azaz bizonyos tiinetekhez tartozé
relaciok.

A-ba, a felsd kozelitésbe fognak azok a reldciok tartozni, amelyek elemei kozott van olyan,
aki baranyhiml&s, de masik eleme a relaciénak nem baranyhiml&s, azonos tiinetek mellett.

Nem fognak egyik kozelitésbe se beletartozni, azok a relaciok, amelyek olyan tiineteket
tartalmaznak, amelyek mellett senki nem baranyhimlds.

El6z6 példankat a fenti definicié alapjan a kovetkez6képpen fogalmazhatjuk meg. Legyen
x ~g vy, ha x-nek és y-nak azonosak a tiineteik. Bizonyos tiinetek mellett mindenki baranyhim-
16s, bizonyos tiinetek esetén, van aki bardnyhimlds és van aki nem, bizonyos tiinetekkel senki
nem baranyhimlGs.

Ezen reldciok mellett, A-ba, azaz az als6 kozelitésbe fognak azok a tiinet egyiittesek tartozni,
amelyekrdl biztosan allithatd, hogy az illetd beteg baranyhimlés. Ide tartoznak azok a betegek,
akiknek kiiitéseik és nathdhoz hasonld tiineteik vannak.

A-ba, a fels6 kozelitésbe fognak azok a tiinet egyiittesek tartozni, amelyeket produkélé be-
tegek kozott van olyan, aki bardnyhiml&s, de van olyan is, aki nem bardnyhimls. Ide tartoznak
azok a betegek, akinek 14za van, de més tiinetei nincsennek.

Nem fognak egyik kozelitésbe se beletartozni, azok a tiinet egyiittesek, amelyek olyan tiine-
teket tartalmaznak, amelyek mellett senki nem baranyhimlSs. A lehetséges betegek halmazan
kiviilre fognak esni azok a tiinet egyiittesek, melyek nem felelnek meg a nathanak és kiiitése-

ket sem tartalmaznak. Azok, példaul, akiknek gyomorfdjdalmaik vannak a halmazon kiviilre

fognak esni.



2.2. Eletlen grammatika

Eletlen nyelveket életlen grammatikak is generalhatnak, ennél fogva az életlen nyelvek definia-
lasdhoz sziikséges az életlen grammatikak definiédlésa is.

Legyen V egy véges dbécé, jelolje ekkor V* a V-beli szimbolumokbdl képezhet6 sztringek
halmazait, az iires (nulla hosszisagu) sztringet pedig jelolje €.

G = (N,X,P,S) generativ nyelvtannak neveziink egy olyan négyest, amelyben X a termin4-
lisok, N a nemtermindlisok dbécéje, S a kezddszimbdolum, P pedig a produkcids szabalyok egy
halmaza, amely segitségével a nyelvtan dltal definidlt nyelv szavait generdlhatjuk.

A G = (N,X,P,S) generativ nyelvtan dltal generélt nyelven a X*- beli szavak kovetkezd
halmazat értjiik: L(G) = {w|w € £* és § =" w}, ahol =" a P szabdlyai szerint torténd, ismételt
sztring atirdsokat jelol.

Eletlen nyelvtan definidlasdhoz &t kellett alakitani ezt a definicidt. A [1] cikkben definidlt
életlen nyelvtan megkiilonboztethetetlenséget definidl a nyelvtan elemei kozott. Mind a termi-
nalisok és nemtermindlisok k6zott fenn dllhat megegyezdségi kapcsolat, ezek figyelembe véte-
1ét approximadcios terek definidldsaval tehetjilk meg. Legyen (X, Ry ) a termindlisokra vonatkozd
approximdcids tér, melyben X a termindlisok nemiires, véges halmaza, Ry pedig ¥ feletti ekvi-
valencia reldci6. Hasonléan definidlhaté a nemtermindlisok approximécids tere, (N, Ry), ahol
N a nemiires, véges nemterminalisok halmaza, Ry pedig N feletti ekvivalencia reldcidk hal-
maza. Legyen K a termindlisok és nem terminalisok unidja, ekkor a Prod = K* x K* parokon
a nyelvtan Osszes lehetséges produkcids szabdlyat értjiik. Mivel a termindlisok, €s nemtermi-
nalisok kozott is definidltunk ekvivalencia relaciot, igy Prod elemeire is sziikséges, legyen ez
Rp.

Legyen (N,N) egy életlen halmaz a (N,Ry) felett. Legyen (£,X) egy életlen halmaz a
(X,Ry) felett. Legyen p},p? € Prod,1 <i<k,1< j<n,valamint

k

P1=U[Pi1]

i=1

n
2
P2: U[pj]v
j=1

ahol a szogletes zardjelek az Rp szerinti ekvivalencia osztalyokat jelolik.



Legyen Pi = PN (NUX)* x (NUX)*, valamint P, = P, N (NUX)* x (NUX)* és legyen
(S,S) egy életlen halmaz (N, Ry)-ben, ahol S C N, S C N.

3. Definicié. A G = (G,G) pdrt életlen grammatikdnak nevezziik, ahol G = (N ,Z,P1,8) és
=(N,I,B,S).

Ql

Ha minden ekvivalencia osztdly Ry-ben és Ry-ban egy elemi, akkor az als6 és felsé koze-
litéseink paronként megegyeznek majd. Ha ezen kiviil S = S = {S} és P = P, = P, akkor a
grammatika alsé és felsd kozelitése megegyezik egymadssal, valamint a kovetkezd ,,éles” gram-

matikéval, azaz (N, X, P, {S}).

2.3. Eletlen nyelv

A formalis nyelvek definicidjuk szerint egy véges dbécébdl generdlhatd, véges hosszisagu sza-
vak halmazai. Az életlen nyelvek abban kiilonboznek ezen formélis nyelvektdl, hogy a szavak
kozott valamilyen hasonldsédg jelenik meg.

Egy életlen nyelv a nem életlen nyelvekhez hasonldan egy véges dbécébdl vett véges hosszu-
sagu szavak halmaza. A nyelv szavai kozott valamilyen megadott szabaly alapjan ekvivalencia
reldcidkat definidlhatunk. Az azonos ekvivalencia osztilyba tartozé szavakat egymastol meg-
kiilonboztethetetlennek, ugyanolyannak tekintjiik, ennél fogva ezen szavakra mint ekvivalencia
osztalyokra tudunk 4llitdsokat megadni. Egy adott relacié mellet igy az egyes ekvivalencia osz-
tdlyokba tartozé szavakra nem tudunk kiilon allitdsokat megadni, csak mint a csoport tagjira
tudunk ezekre hivatkozni, és egységesen jellemezziik Sket.

Az ekvivalencia osztdlyokat harom csoportba oszthatjuk. Egy nyelv definidlasa mellett lesz-
nek olyan osztdlyok, amelyek 0sszes tagja eleme a nyelvnek, lesznek olyan osztdlyok, amelyek
elemei biztosan nem elemei a nyelvnek, és lesznek azok az osztalyok, amelyek egyes tagjai ele-
mei a nyelvnek, egyes tagjai viszont nem elemei. A hasonldsag miatt, viszont nem eldonthetd
pontosan melyik elem megfeleld, és melyik elem nem, ennél fogva az életlen nyelv szavait alsé
és felsd kozelitésként adjuk meg. Alsé kozelités fogja tartalmazni a szavak azon ekvivalencia
osztalyait, amelyek minden eleme egy adott kritériumnak megfeleld, azaz a reldcid Gsszes tagja
eleget tesz azoknak. Fels6 kozelités fogja tartalmazni a szavak azon osztdlyait, amelyekben

vannak olyan elemek, amelyek megfelelnek az adott kritériumnak, de amelyekben talalhat6ak



olyan elemek is, amelyek nem teljesitik azt. Nem fognak egyik halmazba sem tartozni azok az

ekvivalencia osztilyok, amelyek egyik eleme sem teljesiti a feltételeket.

2.3.1. Egy példa életlen nyelvre

Tekintsiink egy dltaldnos példat életlen nyelvre.

Vizsgéljuk egy széhalmazt az {a,b} dbécé f516tt. Nyelviink alaphalmaza tartalmazza tehat
az osszes {a, b} betikbdl alkotott véges hosszisagi szot.

Tételezziik fel, hogy csak azt tudjuk megéllapitani egy sz6rdl, hogy milyen hosszud, hogy
milyen betiivel kezd6dik és milyen betlivel végzddik. Ezen ismeretek alapjan a szavak ekvi-
valencia osztdlyokba sorolhatdéak. Megkiilonboztethetetlenségi relacié dlljon tehat fenn azon
elemek kozott, amelyek ugyanazon betlivel kezd6dének és végzédnek, valamint ugyanolyan
hosszuak.

Ebbdl kiindulva, mondhatjuk példaul, hogy aba valamint aaa relaciéban all egymadssal,
mivel azonosan a betiivel kezdddnek és végzdnek, valamint ugyanugy 3 karakter hossztiak. Az
egymassal reldciéban all6 elemek halmazat jeloljiik a kovetkezOképpen [aaa, abal.

Hatdrozzuk most meg a palindrémak nyelvének also és fels6 kozelitését. Definidljuk ezt
a nyelvet, jeldljiik a nyelvet L-lel, alsé kozelitését L-lel, felsd kozelitését pedig L-lel, ekkor
L= (L,L).

Legyen L= {w € {a,b}*|w=w"!

és w hosszabb mint 2} az a nyelv, amely az a, b karakte-
rekbdl szdrmaztatott palindrémakat tartalmazza (w™' a w sz6 megforditasat jeloli).

A nyelv als6 kozelitésébe, L, tartoznak azok az dbécé felett alkotott szavak, amelyek biz-
tosan palindrémdk. Ha kizardlag a széhosszt, és a kezd6 valamint az utolsé karaktert ismer-
jiik, akkor allithatjuk, hogy egy sz6 biztosan palindréma, ha a szé azonos bettivel kezdédik és
végzddik, valamint a hossza 2 beti hosszu, vagy pedig 3 betli hosszi. Minden ilyen esetben
palindrémarél beszéliink. Az alsé kozelités elemei tehdt L = {aa,bb,aba,aaa,bab,bbb}, ezen
elemek kozott ekvivalencia relacié all fenn az aaa és aba szavak kozott, valamint ekvivalencia
reléacio all fenn bab és bbb szavak kozott.

Nem tartoznak sem az alsé sem a felsd kozelitésbe azok a szavak, amelyek biztosan nem
palindréomdk. Akkor mondhatjuk, hogy egy sz6 biztosan nem palindréma, ha kiilonb6z6 bettivel

kezd6dik és végzdik. Nem tartozik tehét a nyelvbe példdul az [abb,aab) szavak ekvivalencia

osztalya, hiszen kiilonb6z6 betlikkel kezd6dnek és végz&dnek.
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A felsé kozelitésébe, L, tartoznak azok a szavak, amelyek lehetséges, hogy palindrémak.
Minden 3 karakternél hosszabb sz¢ ilyen, ami azonos betiivel kezdédik és végzddik. Ekkor egy
ekvivalencia osztdly példaul [aaaa,aaba,abaa,abbal, ahol lithatd, hogy az osztily két eleme
megfelel a palindroma kritériumanak, de tobbi eleme nem, tehét ezek a szavak a megkiilonboz-

tethetetlenség miatt a felsd kozelitéshez fognak tartozni.

2.3.2. Eletlen nyelv megadasa életlen grammatikaval

Vizsgéljunk meg egy életlen nyelv definidlast a [1] cikkben megfogalmazott médon.

Legyen G = (G, G) egy életlen grammatika, hasznéjuk ezt a nyelvtant az életlen nyelv ge-
nerdlasahoz.

Eletlen nyelv generélasakor is figyelembe kell venni, hogy két csoportra, alsé kozelités és
fels6 kozelités, oszthat6ak a halmaz elemei. A nyelvet is hasonléan két halmazra kell leképezni.

Also kozelités, valamint fels6 kozelitésre.

4. Definici6. Legyen G = (G, G) és legyen L, az a nyelv, amelyet G generdl
L=L(G) ={w|weX*éslétezik s € S,s = w},

valamint legyen L az a nyelv, amelyet G generdl
L=L(G) ={w|w X" és létezik s € S,s == wh

Ekkor L(G)-t a G életlen nyelvtan dltal generdlt életlen nyelvnek nevezziik, ha L(G) = (L,L).

Az el6z6 szakaszban példaként bemutatott életlen nyelvet a kovetkezd grammatikaval ad-
hatjuk meg. Legyen N = {S}, X = {a,b}, valamint (Ry,X), (Ry,N) ahol Ry és Ly az identitds
relacié, azaz Y =YX =YX é N=N=N. Ha

P, ={S — aa,S — bb,S — aaa,S — aba,S — bbb,S — bab} és

P, =P U{S — aSa,S — bSb},
valamint a szabélyokon értelmezett Rp relacio szintén az identitas, akkor P; = P, P, =P, azaz
a G = (G, G) életlen grammatika, ahol G = (N,X,P;,S) és G = (N,Z,P,,S), éppen a 2.3.1 sza-

kaszban targyalt €letlen nyelvet generdlja.

2.3.3. Az életlen nyelvek egy specidlis esete

Definidltdk az életlen nyelvek egy specidlis esetét, amelyekben a szavak hasonldsdganak alap-

jaul a betlik megkiilonboztethetdsége szolgal. A [3] cikkben nem a szavakra definidltak a reld-
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ci6kat, hanem az 4bécé betiiire. Ugy definiltik a reldcidkat, hogy azok alapjat a bettik hason-
16sdga adja (Iehetnek példaul azok a betlik megkiilonboztethetetlenek, amelyek irdsalakja kozel
all egymashoz). A betiik hasonldsdga miatt a szavak kozott is megjelennek hasonldsdgok.

Egy ilyen specidlis életlen nyelv esetén meg kell hatdroznunk, mely betiik kozott 41l fent a
hasonlésdg. Egymastdl nem elkiilonithetd betiiket, valamilyen kozos betl halmazba kell defi-
nidlnunk, hogy késébb a szavak esetén egyértelmi legyen a hasonlésag.

Definialjuk az ekvivalencia relacidkat erre a specidlis esetre a [3] cikkben megfogalmazott

definicid szerint.

5. Definicid. Legyen X egy dbécé, és legyen R ekvivalencia reldcio X felett. Ekkor bdrmely a € ¥
betiire, az a-hoz hasonlo karakterek halmaza legyen o (s) = {b|b € £, (a,b) € R}. Bdrmely w €
T*-ra, legyen 6(w) = {d,,...a,|w = ay...an,a; € ¥, és a; € 6(a;),1 < i < n} aw-vel ekvivalens

elemek halmaza, valamint legyen o(X*) = {o(w)|w € £*}.

Ezen definicié miatt mondhatjuk azt, hogy og(o) halmaz tartalmazza az dsszes a-hoz ha-

sonlo szdét, R relacid szerint.

Példa specialis életlen nyelvre

Vegyiik példanak, azt a nyelvet, amely elemei az angol abécé nagy betiii, valamint 0-t6l 9-ig a
szamok. Legyen ez a halmaz X, ahol £ = {A,B,C,...,X,Y,Z,0,1,...,8,9}, alaphalmazunk tehat
az ezen betlikbdl alkotott 6sszes véges sz0.

Ezen halmaz elemei kozott definidlhatéak ekvivalencia reldciok. Reldcidk alapjanak tekint-
stik ez elemek kozotti hasonld irdsmodot, legyen ekvivalen reldcidbana Z valamint a 2, és legyen
egy masdik ekvivalencia reldciéban a O és a 0, tobbi elem ne legyen reldciéban egyik masikkal
sem. Ekkor Z-t és 2-t megkiilonboztethetetlennek tekintjiik, valamit O-t és 0-t is.

Relacioban 4116 szavak halmaza, azt jelenti, hogy barmely a halmazon beliili elemet kiva-
lasztva nem tudjuk pontosan, melyik betli az. Ha példdul a Z betl jelenik meg egy szdban,
akkor nem tudjuk, hogy az valéjdban Z vagy pedig 2, a [Z, 2] ekvivalencia osztélyba tartozasuk
miatt.

Ezen reldcidk mellet, tekintsiink egy konkrét példat. A ZAB,2AB szavak egymdstol meg-
kiilonboztethetetlenek. Hasonléan az OTZ,0TZ,07T2,0T?2 szavak is. Léthatd, hogy a szavak
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mindegyike kiilonb6zd, de a megfeleld helyen tartalmaznak olyan elemeket, amelyek relacio-
ban vannak, ezért 0sszességében megkiillonboztethetetlenek egymastol.

Milyen esetben okozhat gondot?

Tegyiik fel, hogy a nyelv betiiibdl olyan szavakat szeretnénk el6allitani, amelyek szammal
kezdGdnek, azaz {0,1,...,9} betiik szerepeljenek a sz6 els6 karaktereként. Ekkor mivel, a 0 és
az O, valamint a Z és a 2 megkiilonboztethetetlenek, el6fordulhat, hogy nem tudjuk eldonteni
egy szorol, hogy eleme-e ennek a nyelvnek.

A nyelv als6 kozelitésébe azok a szavak tartoznak, amelyek biztosan szam karakterrel kez-
dédnek, és sem az als6, sem a fels6 kozelitésbe nem tartoznak azok a szavak, amelyek biztosan
nem szdmmal kezd&dnek. A nyelv fels6é kozelitésébe tartoznak, azok a szavak, amelyek az
el6z6 két halmaznak nem elemei.

Tehat a nyelv alsé kozelitésébe tartozik minden olyan sz6, amely a {0, 1,...,9} halmaz egy
olyan karakterével kezd6dik, amely nem dsszekeverhets az {A, B,C, ..., X, Y, Z} halmazbdl széar-
maz0 karakterrel. Azaz azok a szavak fognak az als6 kozelitésbe tartozni, amelyek elsd bettije
az {1,3,4,5,6,7,8,9} halmazbdl szarmazik, a szavak tovabbi karakterei mar az alaphalmaz, ¥,
barmely elemei lehetnek.

Also kozelités ezzel kikiiszoboli, hogy olyan szavak legyenek benne, amelyek megkiilon-
boztethetetlenek egy vagy tobb olyan mdsik sz6t6l, amely nem felel meg a kritériumnak. Te-
hat az alsé kozelités elemei azok a szavak, amelyeket a kovetkez6 reguldris kifejezés ir le:
{1,3,4,5,6,7,8,9} - X*.

A felsd kozelitésbe bele fognak tartozni azon szavak is, amelyek, egy olyan szdmmal kez-
dédnek, ami felcserélhetd egy betiivel. Azaz a felsd kozelitésbe tartozik minden olyan szd,
amely kezdGbetiije a {0,0,1,2,7,3,4,5,6,7,8,9} elemek valamelyike. A kozelitésbeli sza-
vak tovabbi karakterei mar az alaphalmaz, ¥, barmely elemei lehetnek. Tehat a fels6 kozelités
elemei azok a szavak, amelyek alakja a kovetkezs: {0,0,1,2,Z,3,4,5,6,7,8,9} - L*.

Nem tartoznak sem az alsd, sem a felsd kozelitésbe azok az elemek, amelyek olyan betiivel,
{A,B,C,....,X,Y,Z}, kezd6dnek, amelyek nem osszekeverhetGek egyetlen szimmal sem. Nem
elemei tehdt, azok a szavak amelyek a £ —{0,0,1,2,7,3,4,5,6,7,8,9} halmaz betiivel kez-
d6dnek. Ezek a szavak a (X —{0,0,1,2,7,3,4,5,6,7,8,9}) - L* regularis kifejezéssel frhatok

le.
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3. fejezet

Eletlen automatak

3.1. Az életlen automata definicidja

A formélis nyelvek feldolgozdsahoz hasznalhat6ak véges dllapoti determinisztikus automaték,
vagy véges allapoti nemdeterminisztikus automatdk. Ezek bejové szavakat dolgoznak fel, és
azt dllapitjak meg, hogy a bemenetek elfogadottak vagy sem. Egy sz6 karaktereit egyesével kap-
jék meg, és minden karakter utdn a megadott allapotdtmenet fiiggvény alapjadn megvaltoztatjak
allapotukat. A hagyomdnyos automatdk egy bemenetet vagy elfogadnak, vagy visszautasitanak.

Az életlen automatdk nem kettd csoportba osztjdk a sztringeket, hanem megjelenik egy
harmadik csoport, amelynek tagjai a nyelv azon szavai, amelyek az eddigi két csoport egyikébe
sem illettek bele, azaz nem elfogadottak, de nem is visszautasitottak. Az életlen automatak
tehat az el6z6ekben emlitett életlen nyelvek sz6 tartalmazési problémdjara adnak eredményt.
Ezen automatak figyelembe veszik a nyelvbéli elemek kozotti hasonlosagokat, miikodésiiket ez
kiilonbozteti meg a hagyomdanyos automataktol.

Tudjuk, hogy az életlen nyelvekben az egyes szavak egy megkiilonboztethetetlenségi relacié
alapjan ekvivalencia osztilyokba csoportosithatoak. Az €letlen automatakban is megjelenik a
reldcid, aminek alapjdn az allapotok halmazat osztjuk ekvivalencia osztalyokra. Az automata
miikodése sordn az allapot osztdlyokon ,,halad” keresztiil, azaz egy adott bemend jel alapjan a
gép tobb kiilonbozo (de ekvivalens, azaz ,,megkiilonboztethetetlen) dllapotot is elérhet.

Az életlen véges automata definicidit a [4, 5] cikkekben megadott leirasnak megfelelden a

kovetkezd moédon adjuk meg.
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6. Definicié. Az életlen véges automata egy M = (Q,R, X, 8) négyes, ahol Q egy nemiires véges
halmaz, a gép dllapotainak halmaza, R C Q x Q ekvivalencia reldcio az dllapotok felett, X
nemiires véges halmaz, a gépbe beérkezd inputok szavak dbécéje, O pedig az életlen dllapot
dtmenet fiiggvény.

Ha A C 29 a (Q,R) halmaz approximdcids tér definidlhaté halmazait jeloli, akkor az dllapot
dtmenet fiiggvény 6 : Q X L — A X A, ahol minden q € Q és ¢ € X esetén 6(q,0) = (D1,D»)
egy életlen halmaz, azaz M =Dy, m =Dy, D;,D;, € A.

Az iménti definicidban szereplé 0 hatdrozza meg, hogy az egyes beérkez6 inputokra, az
automata miképpen miikodjon. Az automata miikodése két szalon halad, egy 6(qg,a) dltal meg-

adott alsé ,.kozelité mikodés”, és egy 8(q,a) dltal adott felsd ,.kozelitd miikodés” szerint.

7. Definicio. Az dllapot dtmenet fiiggvényt kiterjeszthetjiik dllapot ,, blokkokra”, azaz dllapotok
ekvivalencia osztdlyaira is, P AxY 3 AxA, ahol AC22a definidlhato halmazokat jeloli.
Ekkor 8 ([q],0) = (8°(lg], 0), P ([q], 0)), ahol

8°([g),0) = Uyeq 8°(d,0) és 62([g],0) = Uyeq 8P (4, 0),
tovdbbd B € A esetén 8P (B, o) = (6°(B,5),8P(B,5)), ahol

8P(B,0) =Uyycs8”(lg), 0) és 6° (B, o) = Uyycp6”(lg], 0).

3.1.1. Az életlen automata miitkodése

1. Példa. Vizsgaljunk meg egy egyszer( példat életlen automata allapot atmeneteire és blokk
atmeneteire a [4] cikk alapjan.

Legyen M = (Q,R,X,8) az automata, ahol Q = {q1,¢2,93,94,95} az éllapotok halma-
za, és ekvivalencia relacié dll fenn ¢; és g3 kozott, valamint g4 és gs kozott azaz Q/R =
{{q1,93},{92},{q4,95}}. A bemeneti jelek dbécéje legyen £ = {a,b}, a § éllapot dtmeneteit
tartalmazza a 3.1-es tabldzat, a 82 blokk allapot dtmeneteit, tartalmazza a 3.2-es tablazat.

Lathat6 a két tablazatbol az dllapotatmenetek és a blokk dtmenetek kozti kiilonbség. Blokk
atmenet esetében nem allapotonként adjuk meg, hogy az egyes bemend jelekre az automata
milyen allapotba 1ép tovabb, hanem a tablazat az allapot atmenetek 4ltal elérhetd allapot blok-
kokbdl elérhetd dllapot blokkokat mutatja.

Vegyiink egy-egy konkrét példat a 3.1 és 3.2 tdblazatbol. Legyen a bemenet ab, ekkor az

allapotatmenet tablazatban latszik, hogy felsé kozelitésben kezdetben, a jel utan, a ¢; allapotb6l

15



0 | 8(g,a)

| 8(g,b)

q1 | (0,{q1,93}) ({92} {92} U{q4.95})

72 | Hqu,93} {91,431 U{q2}) | ({g94,95} {91,493} U{qa,95})

g | (0,{q1,93} U{q2}) ({2} 191,93} U{g2})

94 | 494,95} {92} U{g4,95}) | Hg2}, {91,931 U{q2})

g5 | {a2}. {91,943} U{q2}) ({g1,93}.{q1,93} U{q2} U{q4,q5})

3.1. tdbldzat. Allapot dtmenet tabldzat.

B

[57(B,a)

[57(B,b)

{q1,93} U{q2}

({1,943} {q1,93} U{2})

({a2} U{g4,9s},
{91,93} U{q2} U{q4,95})

{a2} U{q4.q5}

({g1,93} U{g2} U{qa,q5},
{q1,93} U{q2} U{q4,95})

({91,931 U{g2} U{qa,q5},
{g1,93} U{q2} U{q4,95})

{q1,43} U ({g2} U{qa,q5}, ({q1,93}U{q2},
{94,495} {91,31U{q2} U{qa,95}) | {91,931 U{q2} U{q4,95})
{g1,93}U ({q1,93} U{q2} U{gs,q5}, | ({91,933 U{gq2} U{q4,45},

{a2}U{q4,95}

{q1,93} U{q2} U{q4,q5})

{g1,93} U{q2} U{q4,95})

indulva a {q1,q3} dllapotba érkezik az automata. Ezutédn egy b jelet kap, ekkor mér figyelembe
kell venni, mind a g;-bdl és g3-bdl kovetkezd 1) allapotokat: g1-bdl b-re a felsd kozelitd dtmenet
mentén {g> } U{q4,¢s} dllapot blokkba megy az automata, g3-bdl pedig a {¢> } U{q1,¢3} allapot

blokkba jut az automata. Ezen dllapotblokkok egyiittes miikodését definidlja a blokk dtmenet

tablazat.

8. Definicié. Legyen (Q,R,X,5) egy életlen automata. Definidljuk 8*-ot a kivetkezbképpen,

8% : QO xX* = AxA, ahol A C 22 a (Q,R) approximdcids tér szerinti definidlhaté dllapothal-

mazokat jeloli. Ekkor

1. 8*(q,€) = ([q],[q]) minden q € Q esetén, valamint

3.2. tablazat. Blokk atmenet tablazat.

7 2 2z

2. g€ Q,we X ésacXesetén 6*(q,wa) = (8*(q,wa),0*(q,wa)), ahol

8*(q,wa) = 8P(8*(q,w),a) és 8*(q,wa) = 8P (85*(q,w),a).

Az el6zbekben felirt, 5*(q,wa), Kiterjeszthetd a blokk transzforméciokra is, 6*P(B,wa),

ahol B € A (azaz B definidlhatd), valamint w € ¥*,a € X.

A tovdbbiakban §* és 8*P helyett haszndljuk az 8 és 87 jeloléseket is.
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3.2. Eletlen automatak és életlen nyelvek

A kovetkezdkben azt ismertetjiik, hogy miként lehet az életlen automatakkal életlen nyelveket

megadni a [4] cikkben leirtak szerint.

9. Definicié. Nyelvet elfogado életlen véges automatdnak nevezziik az M = (Q,R,X,6,1,H),
hatost ha a kiovetkezdk teljesiilnek. A Q,R, ¥ halmazok és a & dtmenet fiiggvény megegyezik az
életlen véges automatdndl definidltakkal, azaz Q tartalmazza a gép dllapotait, R az dllapotokra
vonatkozo ekvivalencia reldcio, ¥ pedig a bemenet jelek halmaza. Ezen kiviil I C Q tartalmazza
a kezdodllapotot, azt az dllapotot, ahonnan a gép miikodése elindul, és H C Q pedig az elfogado

dllapotok halmaza.

£99

Eletlen automatéknal kiilon beszéliink ,»alsd” és ,.felsd miikodésérdl”, ennél fogva az elfo-
gadas feltételét is meg kell hataroznunk mindkét dgra, tehdt sziikséges kiilon az alsé €s kiilon a

felsé miikodésre is definidlni, hasonléan a [4]-ben megadottak alapjén.

10. Definicié. Egy nyelvet elfogado M életlen véges automata a kovetkezd szavak hatdsdra
biztosan elfogado dllapotba jut:

M:{xGZ* |MQH;&®},
azaz ha egy bemenetre a gép alsé mitkodése mentén legaldbb egy esetben olyan dllapotban dll
meg, amely a H halmaz egy dllapota, azaz elfogado dllapot.

Egy nyelvet elfogado M életlen véges automata a kovetkezo szavak hatdsdra lehetséges,
hogy elfogado dllapotba jut:
L(M) = {x €X* | §(1.x) N H # 0},

azaz hasonloan az also kozelitéshez, ha felsd miikodés sordn legaldbb egyszer elfogado dllapot-

ban dll meg az automata.

Elmondhatjuk, hogy L(M) meghatdrozza, hogy az alsé miikodés mely szavakat fogadja el,

L(M) meghatérozza, hogy a felsé miikodés mely szavakat fogadja el, az (L(M),L(M) part pedig
az automata viselkedésének, vagy az automata altal elfogadott nyelvnek nevezziik, és L(M)-mel

jelsljiik.

2. Példa. Tekintsiink most [4] alapjan egy példat ilyen gép miikodésére. Legyenek a lehetséges

bemenetek 1 vagy 2 karakter hosszi szavak, a bemeneti karakterek a O vagy 1 lehetnek.
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Az automata kivant miikodését az alabbi dontési tabla alapjan szeretnénk megkonstrudlni.
A tébla oszlopait felfoghatjuk Gigy, mint ami a sorokban szerepl6 egyedek valamilyen attribu-
tumdnak meglétét vagy nemlétét jelzi, a kérdés pedig az, hogy az els6 két oszlop attribitumai

alapjdn meg tudjuk-e josolni a harmadik oszlopban jelzett tulajdonsag teljesiilését.

1. bemeneti jel | 2. bemeneti jel | Elfogadds

1
0
0
0
1
1

SO = OO = =

1
1
1
0
0
0

3.3. tablazat. Dontési tabla

Legyen M = (Q,R,X,0,1,H), ahol az éllapotok halmaza Q = {qo,91,92,93,94,495,96,97 }»
az R rel4ci6 szerint

0/R={{q0},{q1,92},{93,95},{96},{q4,97}}, valamint

Y ={0,1} a bemeneti d4bécé,

I ={qo} akezddallapot, és

H ={q1,94,q6} az elfogadd édllapotok halmaza.

Ahhoz, hogy definidljuk milyen bemeneteket fogadjon el az alsé €s fels6 kozelités, sziikséges

megadni M—et, a biztosan elfogadott bemenet(ek)et, és L(M)-et, a lehetségesen elfogadott
bemenet(ek)et. A tdblazat alapjan ezek a kovetkezdk:

L(M) = {11},
azaz az automata abban az egy esetben fogad el bemenetet az alsé kozelitésen, ha az megegyezik
11-gyel,

L(M) ={0,1,01,10,11},
azaz ezen bemenetek mellett az automata fels6 miikodése elfogad6 allapotba jut legalabb egy
uton. Ezek az inputok, azok, amely a halmaz hatarrégidjat képezik.

Vegyiik példanak a O1-et. A dontési tablabdl lathatd, hogy 01 bemenet esetén az elfogadas
egyszer 0, azaz nem fogadja el, egyszer pedig 1, azaz elfogadja a bemenetet. Mivel ugyanarra
a bemenetre két kiillonb6z6 dontés szerepel, igy a 01 bement statusza nem egyértelmdi.

Allapot dtmeneteket a 3.4 tdblazat szemlélteti.

Az els6 oszlopban taldlhat6ak az dllapotok, a masodik oszlopban van a gép miikodése, abban
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0 [6(4,0) [ 8(g,1)

q0 | (0,{q1,92}) | {g3,95}, 193,95} U{ge})
72 | (0,{g3,95}) | (0,{q4,97})

gs | (0,{g6}) ({g6}:1496})

3.4. tabldzat. Allapot dtmenet tabla.

az esetben ha a bemenet 0, a harmadik oszlopban pedig az 1 bemeneti jelre torténd miikodés
lathato.

Tekintsiink egy-egy példat az L(M), azaz az alsé kozelitésben elfogadott nyelv szavaira, és

az L(M), azaz a fels6 kozelitésben elfogadott nyelv szavaira.

Legyen a bemenet 11. Az automata als6 kozelitéshez tartozé miikodése a kovetkezd:

M = {¢3,9s}, azaz kezdGdllapotbdl indulva 1-et kap bemenetnek, ekkor az éllapot
atmenetek szerint a {¢3,¢s} allapot(ok)ba érkezik meg, g3 és g5 egymadssal ekvivalencia relaci-
6ban 4llnak, azaz megkiilonboztethetetlenek, ezért a gép valamilyen médon ,.egyszerre érkezik”
mindkét allapotba. Allapot dtmenet tabldzatunk ugyan a ¢3-bdl valé utat nem tartalmazza, de
a ¢5-bdl valdt igen, ebben az esetben latszik, hogy 6(gs, 1) alapjan gs dllapotbdl, 1 bemenetre
a gg allapotba jutunk, g¢ € H, azaz g¢ elfogadé allapot. Latszik tehat, hogy az alsé miikodés
soran az 11 bemenettel elfogadé éllapotba jut a gép, igy eleget a tesz a dontési tdblazatban
megfogalmazott feltételnek

LM)={xeX"|8(l,x)NH # 0},
hiszen amint lattuk, 6(go,11) NH = {ge}. A felsé miikodésre szintén elmondhatd, hogy az
automata elfogadé dllapotba ér, azaz 8(qo, 11) = {gs}.

Legyen most a bemenet 01. Az alsé kozelitéshez tartozé miikodés a kovetkezd:

M = (), azaz az els6 bemeneti jelnél a 0-ndl megall a gép €s nem fogja elfogadni az alsé
miikodés mellet egyetlen esetben sem ezt a bemenetet. A felsd kozelitéshez tartozé miikodés
mellett azonban mar nem 4ll meg az els6 1€pés utan a gépiink, hiszen m ={q1,q2}, azaz
a kezddéallapotbdl kiindulva egy 0-s jelre ,.egyszerre” érkezik a q; és g, allapotokba. A ¢»
allapothoz is tartozik dtmenet a tabldzatban igy azzal is folytathatjuk, 8 (g2, 1) = {q4,¢7}, azaz a
0 bemenet utdn megkapott 1 bemenetre a ¢, dllapotbodl a g4 €s g7 dllapotokba megy az automata.
A g4 dllapotrdl tudjuk, hogy g4 € H, azaz elfogad6 allapot, tehét 01 inputra legaldbb egy uton

elfogadé allapotba jut a felsd kozelités miikodése, azaz sz6t elfogadja az automata, mivel eleget

a tesz feltételnek
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L(M) = {xe X | S(Ix)NH £ 0},
hiszen {q4} € 8(q0,01)NH.

3.3. Az életlen automatak egy masik megkozelitése

Az életlen nyelvek ismertetésekor a 2.3.3 részben bevezettiink egy specidlis esetet, amikor a
szavak ekvivalencia osztdlyai az dbécé hasonlésagan alapultak.

Ismerjiik tehdt most meg az életlen automatiknak egy madsik lehetséges definicigjat. Az
el6z6ekben dgy definidltunk egy életlen automatédkat, hogy az valahogyan egyszerre, parhuza-
mosan miikodott egy alsé dgon valamint egy felsén. Mindkét 4gon ugyanazon bementi sztring-
gel végig ment az automata miikodése, és ez a két miikodés hatarozta meg, hogy az automata
biztosan elfogadja a bementet, vagy lehetséges, hogy elfogadja, de nem biztos. Ha alsé dgon
elfogadja a bemenetet akkor, a felsd dgon is elfogadja, viszont ha csak a fels6 4g fogadja el a
bemenetet, akkor lehetséges, hogy megfeleld, valamint az is lehetséges, hogy nem.

A most bemutatandé megkozelitésben az automata egy dgon fut, de két kiilonb6zo elfoga-
ddsi médot haszndl. Ezen megkozelités mellett a [3] cikk szerint a kovetkez6 mddon definidljuk

az automatat, amely elfogadé allapotaiban kiilonbozteti meg az alsé €s felsd kozelitéseket.

11. Definicié. Legyen M egy determinisztikus véges automata, M = (Q,X,8,qo,F). Q az dlla-
potok halmaza, ¥ az dbécé halmaz, ahol ha a € ¥, akkor ¢ (a) C X olyan, hogy ¢ (a) halmaz
tartalmazza az a-val ekvivalens karaktereket az R reldcio szerint. Legyen Q/ =20, és definidljuk
ad :Q xX— Q akovetkezbképpen:

8'(S,a) = {re Q|r=8(q,d) valamilyen q € S,a € c(a) esetén}.

Az automatdnk két kiilon automatdra bontdsa:

Legyen My = (Q/,Z7 5/{q0},F1), ahol F; =2F, az M automata also kozelitése, egy nemdeter-
minisztikus automata. Akkor fogad el az M| automata egy bemenetet, ha az minden lehetséges
titon elfogado dllapotba jut.

Legyen My = (Q,2,8 {qo},F>), ahol F, = {S € Q| létezik, q € S, hogy q € F}, az M
automata felsd kozelitése, egy nemdeterminisztikus automata. Akkor fogad el az M, automata

egy bemenetet, ha ugyanazon a bemeneten az M egy lehetséges titon elfogado dllapotba jut.
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4. fejezet

Eletlen automatak egyszeriisitése

Azt a kérdést szeretnénk vizsgélni, hogy nem lehetne-e az életlen automatdkat egyszer(siteni.
Nem lenne-e lehetséges az dllapotokon definidlt ekvivalencia rel4cidt egyszerlibben megadni,
ugy, hogy az ekvivalencia osztalyok minél kevesebb éllapotot tartalmazzanak. A kérdés vizsga-
latdhoz foglalkozzunk az [3] cikkben vizsgalt specidlis esettel, amikor az életlen nyelv szavain
értelmezett ekvivalencia relacié az dbécé egyes betliinek megkiilonboztethetetlenségén alap-
szik.

Vizsgéljuk el6szor meg azt, hogy az életlen grammatikdk esetében a reldcié specialitdsa
milyen egyszer(isitésekre ad lehetdséget. A 2.2-es pontban definidlt életlen grammatikét vizs-
galjuk ezen célbdl.

A kovetkezdkben, X ~g Y legyen jelolése annak, hogy két elem egymadssal ekvivalencia
relacidban allnak, ebben az esetbe X és Y relaciéban dllnak egymadssal egy R relacié szerint.

A kovetkezd definiciéhoz felhaszndlom az 1. definicibban megadott approximacids tér de-

finicigjat.

12. Definicié. Legyen S egy véges dbécé, és (S,Rs) az S halmazon értelmezett approximdcids
tér.

Azt mondjuk, hogy
e S éles halmaz, ha S = S, és

* S hagyomdnyos halmaz, ha Rgs ekvivalencia osztdlyainak szdmossdga minden a € S ese-
tében |[a]| = 1, azaz ha tetszéleges a,b € S esetén a ~p, b akkor és csak akkor teljesiil,

haa=>.
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Azaz S, abban az esetben éles halmaz, ha minden ekvivalencia osztdlya az als6 kozelitésben
megegyezik a fels6 kozelitésben 1€v6 ekvivalencia osztalyokkal, és forditva.
S hagyomanyos halmaz, ha egyik eleme sem megkiilonboztethetetlen egy masiktol, azaz egy

elem sincs masikkal. ekvivalencia relacidban.

Megjegyzés. Hagyomanyos halmazok esetén a fenti feltételeket teljesitd reldcid jelolése a to-
vabbiakban legyen R;;. Vildgos, hogy ha egy halmaz a fentiek szerint hagyomanyos halmaz,
akkor egyben éles halmaz is. Vegyiik €szre azt is, hogy a [3] cikk szerinti médon egy X dbécé
betliinek megkiilonboztethetetlenségét leird Ry segitségével definidlt (X,Ry) és (X*,R) appro-

ximacios terekben a ¥ abécé éles halmaz.

A kovetkezd definicibhoz felhaszndlom az 2.2-es pontban megadott életlen grammatikat.

13. Definici6. Legyen G = (G, G) életlen grammatika, ahol G = (N,X,P,S) és G = (N,X,P,S)
és legyen (N,Ry) a nemtermindlisokon (vagy (X,Rx) a termindlisokon) értelmezett approximd-
cios tér.

Azt mondjuk, hogy G-ben a nemtermindlisok (vagy a termindlisok) halmaza éles halmaz, ha
N (vagy X) éles halmaz.

Azt mondjuk, hogy G-ben a nemtermindlisok (vagy a termindlisok) halmaza hagyoményos

halmaz, ha N (vagy X) hagyomdnyos halmaz.

Eletlen grammatika nemtermindlisok (termindlisok) halmaza éles, ha a nemtermindlisok
alsé kozelitése megegyezik a nemtermindlisok felsd kozelitésével (terminalisok alsé kozelitése
megegyezik a termindlis felsd kozelitésével).

Eletlen grammatika nemterminalis (terminalis) halmaza hagyomanyos, ha egyetlen ekvi-
valencia reldcié szdmossdga sem nagyobb mint 1 a nemtermindlis halmazaban (terminélisok
halmazdaban).

A kovetkezd tételhez el6zetes tuddsnak haszndlom az 1. definicioban megadott approxima-

cios tér definiciéjat, valamint a 2.2-es pontban megadott életlen grammatikat. A bizonyitdsban

felhaszndltam a 4. definiciéban bevezetett o () jelolést.

1. Tétel. Legyen (X*,R) a ¥ dbécé feletti sztringeken értelmezett approximdcios tér, ahol az R
reldcié a ¥ dbécé egyes betiiinek megkiilonboztethetetlenségén alapszik, és legyen L= L(G) egy

G reguldris grammatika dltal generdlt nyelv.
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Ekkor konstrudlhaté olyan G' = (Q',El) életlen grammatika, melyre G' és G is reguldris

grammatika, L(G') = (L,L) és amelyben a nemtermindlisok halmaza hagyomdnyos halmaz.

Bizonyitas. Legyen L = L(G), ahol G = (N,X, P,S), és legyen Ry az dbécé betliinek megkiilon-
boztethetetlenségét leird ekvivalencia reldcid. Az altaldnossdg megszoritdsa nélkiil feltessziik,
hogyhaA,B,B' € Nésa € X, akkor A — aB, A — aB’ € P esetén B = B'. (Ha ez a feltétel nem
teljesiil, akkor a nemdeterminisztikus véges automatak determinisztikussé alakitdsdhoz hasonlé
médszerrel a grammatika ,,megjavithat6”.) A G' = (G’ ,El) életlen grammatikat a kovetkez6-
képpen konstrudljuk meg.

Legyen G = (N,X,P,S) és G= (N,X,P,S), ahol N = N = N és Ry = R;; (azaz N hagyo-

s§=S=S8¢

manyos halmaz), ¥ = Y=Y¢ N, tovabba

P = {A—a'|aholA — aecPésa €og(a)},

a P halmazt pedig a kdvetkezd eljarassal hatdrozzuk meg.

Legyen X /Ry az dbécé ekvivalencia osztdlyainak halmaza, és vegyiink minden [x] € X/Ry
osztalyhoz egy Hj,) C N halmazt, mely kezdetben iires, majd kovessiik a kovetkez6 1épése-
ket, melyek sordn nemtermindlisokat adunk ezekhez a halmazokhoz és szabalyokat adunk az P

halmazhoz.

1. Haegy a € X termindlis szimb6lumra A — @’ € P minden &’ € o(a) esetén, akkor adjuk
hozzd az A nemtermindlist a H, halmazhoz, valamint adjuk hozzd az A — o', a’ € o(a)
alaku szabdlyokat a P halmazhoz. Ha ezen a médon nem tudjuk a szabdlyhalmazt tovdabb

bdviteni, térjiink at a 2. pontra.

2. Haegy a € X termindlis szimb6lumra A — a'X,, € P minden @’ € 6(a) esetén valamilyen
Xy € N szimbOlumra, gy, hogy X, € H,j ugyanarra az adott [v] ekvivalencia osztélyra
minden d’ € o (a) esetén, akkor adjuk az A nemtermindlist a H[a} halmazhoz, valamint
adjuk hozzd az A — d'X,, d' € o(a) alakd szabdlyokat a P halmazhoz. Ha ezen a médon

s

nem tudjuk a P szabdlyhalmazt tovabb bdviteni, készen vagyunk.

Az viszonylag koénnyen lathatd, hogy L = L(G), az als6 kozelités esete azonban tobb ma-
gyardzatra szorul.

Mutassuk tehdt meg, hogy L = L(G).
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Amellett érveliink, hogy ha § =* @A, akkor minden &’ € (o) sztringhez 1étezik olyan B
nemtermindlis, ami ugyanabban a Hy y halmazban van mint A és § =* o/B. Az egy 1épéses
levezetéseknél ez teljesiil, hiszen S — @A csak ekkor keriilhetett bele a szabdlyhalmaz alsé
kozelitésébe. Ha most feltessziik, hogy legfeljebb k 1€péses levezetésekre a fenti tulajdonsig
teljesiil, akkor teljesiilnie kell a k+ 1 1épéses levezetésekre is, hiszen A és B ugyanabban a Hy y
halmazban van, tehat az dltaluk generalt termindlis szimb6lumok megkiilonboztethetetlenségi
ekvivalencia osztdlydnak minden eleme generdlhaté mindkettdjiikbdl, rdadédsul dgy, hogy az
ehhez felhasznilt szabalyok jobb oldaldn dll6 nemterminalisok ugyanabban a Hys ys halmazban
vannak.

Az el6z6 bekezdésben emlitett tulajdonsdg megléte elegendd, hiszen a levezetést akkor lehet
befejezni, ha A benne van valamelyik Hy ¢ halmazban. De ekkor a feltétel szerint B is benne
van Hy ¢-ben, vagyis ha az els0 levezetés az A — a szabdllyal befejezhetd, akkor az igy ka-
pott aa sztringet tekintve oo (a) minden eleme levezethetd aA-bdl és o' o(a) minden eleme

levezethet$ o B-bél, azaz o (aa) minden eleme levezethetd S-bol.

3. Példa. Legyen X = {a,b,d,e,x,y,z} és legyen (L*,R) az az approximdaciés tér, ahol R az Ry
megkiilonboztethetetlenségi relaci6 alapjan definidlt: a ~pg, b, d ~p, € és x ~p; y, azaz X /Ry =

{[a,b],[d,e],[x,y],[z]}. Tekintsiik a G = (N, X, P,S) grammatikat, ahol N = {S,A,C,D,X,Y,Z},

7z

€S

P = {S—»aX,S—a¥Y,S—bZ, X >xA, X —>yD,Y —-72C,Z—7C, A—a, A— b,

C—d,C—e,D—a, D—bY—a Y—b}

A generdlt nyelv L(G) = {aa,ab,axa,axb,aya,ayb,azd,aze,bzd,bze}, ennek (LX* R) szerinti

alsé kozelitése €s fels6 kozelitése pedig

L(G) = {azd,aze,bzd, bze},

L(G) = {aa,ab,ba,bb,axa,axb,bxa,bxb,aya,ayb,bya,byb,azd,aze,bzd,bze}.

A fenti eljdrds 1. pontja szerint Hy, . = {A,D,Y}, Hyy . = {C}, majd a 2. pont szerint

Hyy ) = (X}, Hyg ja) = {Y. Z}, Hig g = (S}
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Ennek alapjdn N' = {S(y) 1, A4 e:Dla). Yia &> Cla.e- X fa]» 2L ) Yiel )} €8

P' = {Si1 = aX 0> Sialld = Yela)s Sial ) = D)) Xixla) = ¥Ajal.e
Xix,la) = *Dia).e» X [a) = YPla)es X[al o) = YAlales Yaa) = 2Cla)e>
Z[z},[d] — zC[dLg, A[a]ﬁ —a, A[aLe — b, C[d],s —d, C[dLg — e,
Dy e —a, Dige — b, Yige = a, Yy e — b, S[a],[z] — aYy e

Ve = 2Clales Sial[) = aZig Ja)> Sia) [ = DY 10}
melynek alsé és felsd kozelitése

P = {Si 1 = @Y s Sial o = bZpg 1) X

x),[a]

—)XA[GLS,

X, la) = ¥Dla),es X[, [a) = YDlales X[ Ja] = YAlales Yigla) = 2Cla).e
Zi1a) = Clajes Ajale = a5 Ajge = by Claje = d, Clge — e,
Diye = a, Dige = b, Yige = a, Yy e = b,

Ve = 2Clales Sial, [ = 921 Ja)> Stal,l2) = Yo a1}

~
|

Sl = X1 s Sal ) = Y la)s Sial. ) = Y2101 Xial o) = *Alal e
X o) = *Diae> X o) = YDjae) X o) = YAl o> Yella) = 2Cla e
Zija) = zC[dLg, A[a],s —a, A[a],s — b, C[d]’g —d, C[d],g — e,

Dy e —a, Dige — b, Yige—a, Yge— b, Sial [ = g e
Yiae = 2Clares Slal [ = 421 Ja)> Slal [ — OY{el fa);

Stal il = DX () Sial i) = BYla)es }-

!

Annak ellendrzését az olvaséra bizzuk, hogy G' = (G’ ,5/), ahol G = (N',Z,P'.S), G =
(N',%,P,S) esetén L(G') = (L,L).

27 7z

A kovetkezo tételhez felhaszndlom az 12. definicibban megadott hagyomanyos halmazt,

valamint az 1. definiciéban megadott approximécids teret.

2. Tétel. Legyen (X*,R) a ¥ dbécé feletti sztringeken értelmezett approximdcids tér, ahol az R
reldcio a ¥ dbécé egyes betiiinek megkiilonboztethetetlenségén alapszik, és legyen L C X* egy

reguldris nyelv.
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Ekkor konstrudlhato olyan M = (Q,X,R,0,1,F) életlen véges automata, melyre L(M) =

(L,L), és amelyben R = Ry, azaz az dllpotok Q halmaza hagyomdnyos halmaz, valamint |I| = 1.

Bizonyitas. Tekintsiik azt az 1. tétel szerint 1étez6 G = (Q,@) életlen grammatikét, melyre G
és G is reguldris grammatika, L(G) = (L,L), és amelyben a nemterminalisok halmaza hagyo-
manyos halmaz, azaz G = (N,X,P,S), G = (N,X,P,S).

Legyen M = (Q,X,R;4,0,S,F), ahol Q = NU{qgr} és az dllapot dtmenet reldci6 a kovetke-

z0képpen definidlt. Minden X € N és a € X esetén

0, haX —aY &P, 0, haX—aY ¢P,
8(X,a)={ ¥, haX—>a¥eP, é 6(X,a)={ ¥, haX—a¥€P,
qr, haX—>a€£, qr, haX—>aEI_3

A elfogadd éllapotok halmaza pedig F = {gr}.

A konstrukci6 hasonl6 médon miikédik, mint a hagyomdnyos, regularis grammatika alapjan
véges automatdt el6allité eljards, olyan mintha két automatat készitenénk, egyet a nyelv alsé,
egyet pedig a fels6 kozelitéséhez. Ha az ,,als6” vagy a ,,felsd”” automata egy bemenetre elfogado

allapotba keriil, akkor a kérdéses bemenet benne van a nyelv alsé vagy felsé kozelitésében.

A kovetkezd definiciéhoz felhaszndlom az 12. definicibban megadott hagyomanyos hal-

mazt, valamint a 10. definiciéban megadott elfogadas definiciéjat atalakitva.

14. Definicié. Tekintsiik az M = (Q,X,R, 8,1, F) életlen véges automatdt. Azt mondjuk, hogy
az M automata éllapot dtmenet relacidja hagyomanyos, ha 8(q,a) = 6(q,a) minden q € Q és
a € ¥ esetén (jeloljiik igy, hogy 8(q,a)), valamint |I| = |{q}| = 1.

Ilyenkor L(M) = (L, L), ahol

= {weX| 6 (q,,w)NE #06és 8 (q;,w)NF # 0},

= {weX|6*(q,w)NF =06 6" (q,w)NF #0}.

27 o2

A kovetkezd tételben felhaszndlom az 1. definiciéban megadott approximadcios tér definici-

6jat, valamint a 12. definicibban megadott hagyomdnyos halmaz definicidjét.

3. Tétel. Legyen (L*,R) a ¥ dbécé feletti sztringeken értelmezett approximdcids tér, ahol az

R reldcio a X dbécé egyes betiiinek megkiilonboztethetetlenségén alapszik, legyen L C L* egy
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reguldris nyelv.
Ekkor konstrudlhato olyan M = (Q,X,R, 8,1, F) életlen véges automata, melynek dllapot

dtmenet reldcidja hagyomdnyos, és amelyre L(M) = (L,L).

Bizonyitas. Tekintsiik azt a 2. tétel szerint 1étez6 M = (Q,%,R, 6,1, F) életlen véges automatit,
melyre L(M) = (L, L), és amelyben R = R;4, azaz az dllpotok Q halmaza hagyomanyos halmaz,
valamint |I| = [{q;}| = 1. Konstrudljuk meg az M’ = (Q',X,R',8',I' | F') életlen automatt, ahol
Q' = (QU{0}) x (QU{0}), I ={(q1,q1)}és minden (q1,q2) € O, a € ¥ esetén

8 ((q1.42),a) = (8(q1,a),8(q2,a))-

Ha most az R’ reldciét gy definidljuk, hogy (q,0) ~g (0,q), valamint F' = {(0,q),(q,q) |
g€ F}, akkor F' = {(q,q) | g€ F} és F ={(0,9),(q,9),(q,0) | g € F}, azaz a 14. definici6
szerint L(M) = (L,L) (hiszen az életlen grammatika tulajdonsdgai miatt az automata szdméra a

(¢,0) tipusi allapotok nem elérhetSek).
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S. fejezet

Osszefoglalas

Szamos olyan valds probléma fellelhet az életben, melyeknél a bizonytalansagi tényezd meg-
jelenik. Ezen problémak megoldésédra a kutatok életlen halmazokat, életlen automatakat defini-
altak, melyekben a megkiilonboztethetetlenség, bizonytalansag kérdése is kezelve van. Legf6-
képpen ezen automatdkkal foglalkoztam dolgozatom soran.

Osszefoglaltam és ismertettem az életlen automatékhoz tartozé legfontosabb definicidkat,
amelyek a téma megértéshez elengedhetetlenek. Eletlen automatdink alapjait az életlen nyel-
vet, €letlen halmazokat valamint €letlen grammatikdkat is roviden definidltam a [2], [1] cik-
kekben leirt mdodszerek alapjan, valamint a [3] cikkben feldolgozott specidlis esetekre definialt
automatdkat mutattam be. Példdkkal is demonstraltam ezek miikodését.

Dolgozatom 1ényegi részében azt vizsgdlom meg, hogy a két ismert definicié mellett le-
hetséges lenne-e az ekvivalencia relacidkat egyszertibben megadni. A [2] cikkben valamint
[4]-ben az életlen automatdk elfogadott allapotait egy hagyomdnyos halmazban definidltdk nem
pedig életlenben. Az ezekben definidlt automatdk miikodésiik szerint két dgon, alsé kozelités
és felsd kozelités futnak, elfogadé dllapotuk egy hagyomdnyos halmaz. A [3] cikkben definidlt
automata két kiilon automataként miikodik, kiilon-kiilon definialt elfogadé allapothalmazokkal.
Dolgozatomban ezzel a hattértuddssal definidltam egy tj automatat, amely miikodésében az ed-
dig ismert kettd tipusu életlen automatdk miikodését haszndlja fel. Az elfogadas feltételének
megvaltoztatdsdval egyszerisitettem az automata miikodését, mégpedig ugy, hogy az elfogado
allapotokat tartalmaz6 halmazt életlen halmaznak tekintem, amely alsé kozelitése fogja azokat
az elfogad¢ éllapotokat tartalmazni, amelyeket a biztosan elfogadott szavak elérnek, valamint

felsé kozelitése tartalmazza azokat az allapotokat, amelyeket a fels6 kozelitéshez tartozo szavak
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elérnek. Fontos kikotés ezen a ponton, hogy amit az alsé kozelités elfogad, azt a felsé koze-
litésnek is el kell fogadnia. Forditva viszont ez nem teljesiil, amit a fels6 elfogad, azt az als6
kozelités nem feltétleniil fogadja el.

Ezzel a mdédszerrel egyszerlsiteni tudtam az életlen automatak ekvivalencia osztdlyainak
szamossagat, azaz kevesebb elem lesz ekvivalens mas elemekkel, ami megkonnyitheti a feladat

megoldasat ezen modszerrel.
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Sajat munka leirasa

Eletlen automatak kétféle definidldsdnak ismertetése és kiilonbségeinek bemutatdsa djonnan ki-
talalt példa alapjén a bevezetésben, valamint a 2.3.1 fejezetben.

Egy 1j tipust automata megalkotdsa, amely az el6z6ekben definidltkdndl egyszeribbé megol-
déast nyujt. A 3.4-es pontban leirt definicidk és tételek.

Szam szerint ezek a kovetkezdek:

a 11. definici6

a 12. definici6

az 1. tétel és bizonyitdsa

a 3. példa

a 2. tétel és bizonyitdsa

a 13. definicid

a 3. tétel és bizonyitasa
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