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Bevezetés

1. Bevezetés

Az ¢letiinket at- és atszovik a kiilonféle rangsorolasok, legyen szo
egyetemre valo jelentkezésrdl, munkahelyvalasztasrol, vagy egy késziilék
megvételérdl, esetleg sportfogadasrol. Minél nagyobb horderejii egy ilyen dontés,
annal jobban szeretnénk logikailag is alatdmasztott rangsor alapjan véalasztani.

Ebben segitséglinkre lehetnek bizonyos matematikai modellek.

Szamos esetben paros Osszehasonlitasok segitségével tudunk olyan
informaciokhoz jutni, amiket aztdn valamilyen moddszerrel feldolgozva képesek
lesziink a vizsgalt objektumokat rangsorolni, és igy megalapozott dontést hozni
arrol, hogy melyik objektumot/terméket/versenyz6t tekintjik a legerésebbnek

(vagy legmegbizhatdbbnak, legjobbnak stb.).

Ezek koziil a médszerek koziil az egyik a Thurstone mddszer, illetve annak
altalanositasai, amely valosziniiségi megalapozottsdga miatt nem csak rangsorolni
képes az objektumokat, illetve erdsségiik (megbizhatosaguk, josaguk stb.) mértékét
szamszerisiteni, hanem szamos valos probléma esetében az igényelt elérejelzés
soran valdszinliséget is képes adni a jovobeli Osszehasonlitdsok kimenetelének

es¢lyeire.

Azonban az A4ltalanositott Thurstone modszer, mint barmely péaros
Osszehasonlitdsokon alapuld rangsorolé mddszer, csak bizonyos feltételek megléte
esetén képes az objektumokat rangsorolni. Ilyen - trividlisnak - mondhato sziikséges
feltétel példaul az, hogy a rangsoroland6 objektumok mindegyike Ossze legyen
hasonlitva legalabb egy masik objektummal. Az irodalombol megismerhetiink
bizonyitott elégséges feltételrendszert a Thurstone modszerhez kettd és tobb opcid
esetére, illetve sziikséges €s elégséges feltételrendszert a nagyon hasonlé Bradley-
Terry modellben két opcid esetére. Tovabba létezik - ugyan egzakt bizonyitas
nélkiil - elégséges feltételrendszer a Davidson altal modositott Bradley-Terry
modellben hdrom opcid esetére, de a két — illetve haromopcios altalanositott
Thurstone modszerhez nincs még megadva sziikséges és elégséges feltételrendszer.

Pedig ennek ismerete nagyban novelné a modszer alkalmazhatosagat, mert lehetové
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Bevezetés

tenné a paros Osszehasonlitasok olyan modon valé megtervezését, hogy a lehetd
legkevesebb 0sszehasonlitast kelljen végrehajtani, ami sok objektum rangsorolasa
esetében akar a rangsorolas kivitelezhetdségének biztositasdban is nagy szerepet

jatszhat.

TDK dolgozatom elsd, nagyobbik részében a haromopcids altalanositott
Thurstone moddszer esetében megadok néhany sziikséges, illetve elégséges
feltételrendszert, majd elméleti és szimuldciés modszerekkel elemzem, hogy
milyen hatékonyak ezek a feltételrendszerek. Kimondok egy sejtést arra
vonatkozoan, hogy ezek koziil az egyik, altalam kidolgozott feltételrendszer
sziikséges ¢€s elégséges feltételrendszer, és ezt a sejtésemet aldtdmasztom néhany
matematikai megfontolassal, illetve szimulacios eredménnyel. Az elemzés soran
Osszehasonlitom kiilonféle helyzetekben az eltéré feltételrendszereket, hogy
megtudjam, valoban jobb-e az uj, altalam kidolgozott feltételrendszer, illetve

hogyan viszonyul mas feltételrendszerekhez.

Munkam masodik részében ennek felhasznalasaval az angol
labdarugdbajnoksag elsé osztalyanak (Premier League) 2020/21-es idényét végig-
kovetem a modszer segitségével, és felhaszndlva a valoszinliségszamitasi hatterét a
modszernek eldrejelzéseket adok a mérkdzések kimenetelére. Az altalanositott
Thurstone modszerbdl szarmazo elérejelzd moddszer mellett kontrollként
alkalmazom a jolismert sordsszeg modszer szerinti elérejelzést is, megmutatva,
hogy a moddszerem elénye az eldrejelzés soran mindvégig fenndll. Ezenkiviil
vizsgéltam az eldrejelzés soran azt is, hogy a felhasznalt paros dsszehasonlitasok (a
csapatok kozotti mérkdzések) idoben valo sulyozésa altal jobb eredményt kapok-e,
azaz, hogy érdemes-e jobban figyelembe venni az idében kozelebbi mérkdzéseket,
mint a tdvolibbakat. Eredményeim azt jelzik, hogy bizonyos mértékben igen, lehet

javitani igy az eldrejelzések pontossagan.

Elsédleges célom tehat az volt, hogy taldljak egy olyan feltételrendszert,
mely sokkal jobban alkalmazhat6, mint az ismert feltételrendszerek, bizva abban,
hogy ez sziikséges ¢és elégséges feltételrendszer lesz. Tovabba azt is szerettem volna
igazolni munkdmmal, hogy a Thurstone modszer kimondottan alkalmas

rangsorolasra ¢és jovobeli paros 6sszehasonlitdsok kimenetelének eldrejelzésére.
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2. Paros osszehasonlitasi modszerek

Mindig megvolt arra az igény, hogy rangsoroljunk kiilénb6z6 objektumokat
¢és erdsségeket, ,,josagot” hatarozzunk meg hozzéjuk, hogy ez altal jobb dontést
hozhassunk, legyen sz6 egy beruhazasrodl, vagy csak egy termék megvételérdl. Mar
par objektum rangsorolasa is nehézségekbe iitkozhet, de tobb tiz objektum esetén
rendkiviil bonyolulttd valhat ez a feladat. Tovabb nehezitheti az objektiv
Osszehasonlitast, ha ,korbeverés” alakul ki egyes objektumok kozott. Erre a
problémara kinalnak megoldast a paros 6sszehasonlitasi modszerek, amiket az élet
szamos teriiletén (pszichologia [8], pénziigy [14], kommunikacio [24], politika [2]

stb.) alkalmaznak eldszeretettel.

A fejezetcimben is emlitett modszerek esetén paronként hasonlitjuk 6ssze
az objektumokat (a dolgozatomban szerepld konkrét alkalmazas esetén a futball
csapatokat), majd ezen Osszehasonlitdsok eredményeit felhasznalva, valamilyen
matematikai modszer segitségével rangsort képeznek és erdsségeket rendelnek az

egyes objektumokhoz, csapatokhoz.

Ezen modszerek kozott az egyik legismertebb a Saaty altal bevezetett
Analytical Hierarchy Process (AHP) elnevezésii modszer [20], amelyben a
parokban szerepld objektumokra megadott aranyszamokboél (az i-dik objektum
hanyszor jobb, mint a j-dik) 6sszeallitott paros 6sszehasonlitasi matrix legnagyobb
sajatértékéhez tartozd egyre normalt sajatvektora adja meg az egyes objektumok
sulyat és azokon keresztiil a sorrendjiiket. Ez a médszer nagyon népszerti, dacéra
gyengeségeinek: nem konzisztens aranyszamok esetén jelentésen gyengiil a
megbizhatdsaga, bizonyos esetekben nagyon szubjektiv az aranyszamok
meghatarozasa, és foképp, hogy sok objektum, illetve bizonyos problémakorok
esetében nagyon nehéz biztositani, hogy minden aranyszam rendelkezésre alljon.
Ez utébbi esetben (nem teljes 0sszehasonlitds soran) azonban nem lehetséges a
kiértékelés emlitett modjat végrehajtani, nem adhatok meg a stlyok €s igy a sorrend

s€m.

Ezt a problémat hidalta 4t Bozoki Sandor szerzotarsaival [1], akik a
logaritmikusan legkisebb négyzetek modszer segitségével ezeknek az eseteknek a
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nagy részében meg tudtak adni a sorrendet és a sulyokat. Azonban az aranyszamok
szubjektivitasa és inkonzisztenciaja ennél a modszernél is probléma. Hianyossaga
tovabba (amiben osztozik az AHP-vel), hogy nem 1évén valoszinliségszamitasi
hatteriik, nem lehet segitségiikkel megalapozott mdédon megadni bizonyos jovébeli

Osszehasonlitdsok kimeneteleinek esélyét.

Mindenképp meg kell még emliteni az ugynevezett sordsszeg modszert
(altalanosabb forméjaban kvociens modszer), amit eldszeretettel hasznéalnak
példaul sportbajnoksagok rangsorai megallapitasakor [10]. Ez egy nagyon konnyen
szamolhat6 modszer (tobbnyire az dsszehasonlitdst megnyerd objektum 2 pontot
kap, a vesztes 0 pontot, mig dontetlen esetén 1-1 pont jar mindkét objektumnak,
amiket Osszegezve alakul ki a sorrend) €s a laikusok szdmadra is egyszeriien
ellendrizhetd, igy széleskorii elfogadottsaggal bir. Bizonyos esetekben eltérnek az
emlitett pontozastdl mas célok érdekében, ami azonban mar némileg gyengiti a
modszer matematikai stabilitdsat, de altalaban az elfogadottsagat nem. Kimondott
gyengesége, hogy nincs tekintettel arra, hogy milyen erdsségli objektum ellen
szereztek 2 pontot, a leggyengébbek elleni is ugyanannyit ér, mint a legerésebbek
elleni, ami azonban komoly probléméat okoz, ha nincs teljeskorti dsszehasonlitas
(példaul svajci rendszerben lebonyolitott versenyek esetében). Illyenkor és a gyakori
holtversenyek eldontése miatt kiillonbozd parkijelolési stratégidkra van sziikség,
illetve kiilonféle egyéb szempontok figyelembe vételére (egymads elleni eredmény,

golarany stb.).

A paros 0sszehasonlitast alkalmazé modszerek koziil kitlinik a sok tertileten
bizonyitott altalanositott Thurstone modszer [10,11,12,13,14,15,16,17,18], amely
nem csak arra képes, hogy rangsort és sulyokat adjon, hanem arra is, hogy egyes
objektumok jovdbeli Osszehasonlitasanak esetére valoszinliségeket biztositson a
lehetséges kimenetelekre. Ahogy bevezetdmben mar irtam, ezért is esett erre a
modszerre a valasztdsom. Munkdmban kontroll moédszerként az eldrejelzésre
hasznalni fogom az egyszerli, de mindemellett j6 matematikai tulajdonsagokkal

bir6 sordsszeg modszert.



Paros 0sszehasonlitasi modszerek

2.1. Az altalanositott Thurstone moédszer

Gyakran alkalmazott paros Osszehasonlitdsi modszer a Thurstone modszer
[23]. A modszer valoszinliségszamitasi alapokon nyugszik, oly mddon, hogy

minden egyes objektumhoz egy latens valoszintliségi valtozot rendeliink.

Minden egyes Osszehasonlitdskor két objektumot kell dsszehasonlitanunk.
Ekkor arrél sziiletik dontés, hogy milyen kategoridba esik a dontés (melyik opcid
valosul meg). A Thurstone altal kidolgozott mddszer két opciot engedett meg:
jobbat és rosszabbat, ¢s munkéja soran normalis eloszlasu valosziniiségi valtozokat
hasznalt. Ennek egy 4ltalanositott verziojat fogom hasznéalni, olyan modellt,
amelyben altalanos, 0-ra szimmetrikus és szigoruan logkonkav stiriségfiiggvényti
eloszlasok hasznalhatok (a standard normalis €s a logisztikus eloszlas is ilyen),

tovabba harom opcio lehetséges: rosszabb, egyforma ¢€s jobb.

Mindhdrom opcidhoz egy-egy, egymast kizard intervallum tartozik: a
rosszabbhoz az I;=(-,-h], az egyforméhoz az I[>=(-h, h) és a jobbhoz az I3=[h, »),
melyeknek unidja kiteszi a teljes szdmegyenest. Amikor dontés sziiletik két
objektum kozott, akkor Iényegében arrdl dontiink, hogy a két objektum mdogott
megbj6 valosziniiségi valtozok kiilonbsége melyik intervallumba esik. Ezekrdl a
kiilonbségekrdl feltételezziik az altalanos esetben, hogy logkonkav striiségfligg-
vénnyel rendelkezd valoszinliségli valtozok [16]. Ha normalis eloszlast hasznalunk,
akkor Thurstone eredeti elgondolasarél van szo6, mig ha a kiilonbség logisztikus
eloszlasu, akkor egy masik gyakran hasznalt modell, a Bradley-Terry modell jut
szerephez [14], de hasznaltak mar gamma eloszlasokat [7], illetve alkalmazhato,

foleg biztositasi teriileten, a Chen és a Gompertz eloszlas is [21, 25].

Az objektumokat jellemz6 valoszinliségi valtozok egylittesét a & = (&1, &,
..., &) vektorral jeloljiik. Az i-edik objektumot jellemzi a &, melynek varhato
érteke mi, ezt tekintjiik az i-edik objektum atlagos erdsségének. Ezeket az atlagos
erésségeket kell megbecsiilniink, hogy megkapjuk az objektumok erdsorrendjét.
Ezt a maximum likelihood modszert alkalmazva tessziik meg. Haromopcids modell

esetén a kovetkezOképpen irhato fel a likelihood fiiggvény:
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Aijk
LCAImy ey, Ty T, 1) = T T T (P (8 = 8 1)) (1)

A képletben az I-k intervallumokat jeldlnek, Aij« azt jelenti, hogy az i-edik
¢s j-edik objektum kozott hanyszor sziiletett meg a Cr dontés. A dontések sorra a
kovetkezdk: k = 1 esetében az i-dik objektum a rosszabb, k = 2 esetén egyformak,
k = 3-ndl az i-dik a jobb. Tekintettel arra, hogy az intervallumok egy paraméter (/)
segitségével megadhatok, igy ugy tekinthetjiik, hogy a célfiiggvény n+1 valtozotol
fligg. Ez azonban n-re redukalhatd, tekintettel arra, hogy a célfiiggvény csak az
m; —m; kiilonbségektdl fligg (ez a részletes kifejtes utan (2)-ben lathato), igy
megtehetd, hogy ezek koziil valamelyiket, vagy az 0sszegiliket 0-nak valasztva
eggyel csokkentsiik a valtozok szdmat. Thurstone eredeti elképzelése szerint a
képletben normalis eloszlasfiiggvény szerepelne, de mint korabban emlitettem, az
altalanositassal egy lényegesen tagabb eloszlascsalad is hasznalhato, a szigoruan
logkonkav stirtiségfiiggvénnyel rendelkezd eloszlasok csaladja. Ha az alkalmazott
altaldnos, 0-ra szimmetrikus és szigoruan logkonkav stirliségfiiggvényii eloszlas

eloszlasfiiggvényét F-fel jeloljiik, akkor a likelihood fiiggvény az alabbi alaku lesz:
L(Almy, ..., my, h) =
Wi (- m)
glt= j=it1 (F(h +m; = m;) — F(=h + m; — mi))Ai'jlz
0 s (1 Py - )™ o

Ez a fiiggvény nem mads, mint az altalunk ismert A, adatokkal jellemzett
eredmény-egyiittes el6forduldsi valdszinlisége a paraméterek fiiggvényében. Ezt a
fliggvényt szeretnénk maximalizalni. Ezaltal 1ényegében azt keressiik, hogy milyen
varhat6 értékek és 0<h paraméter esetében a legvalosziniibb a rendelkezésiinkre
allo Aijr adathalmaz el6fordulasa. Nyilvanvalo, hogy ez a modszer csak akkor
miikddik, ha ennek a célfiiggvénynek létezik és egyértelmli a maximumbhelye,
ellenkezd esetben ezzel a moddszerrel nem tudjuk becsiilni az m; erdsségeket

¢és/vagy a h értékét. Ezek hidanyaban azonban nem hatdrozhaté meg a becslés alapjan
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a rangsor, valamint a (4)-(6) valosziniségek, igy sok egyéb mellett a mddszer

alapjan torténd eldrejelzés lehetdsége is elvész.

Eppen ezért kulcsfontossagl, hogy meg tudjuk mondani milyen feltételek
mellett 1étezik és egyértelmii a likelihood fiiggvénynek a maximumbhelye, az ezzel
kapcsolatos sziikséges és/vagy elégséges feltételrendszerek kiemelt figyelemre

tarthatnak szamot.

Ha a likelihood fiiggvénynek a logaritmusat vessziikk, akkor a
maximumhelye ugyanott lesz, de szorzatok Osszeadasokka, a hatvanyozasok
szorzéasokka szelidiilnek, aminek hala konnyebben és gyorsabban lehet szdmolni a
fiiggvényt. Ekképpen irhaté fel a fentebb bemutatott likelihood fiiggvény
logaritmusos verzidja:

InL(Almy,...,my, h) =
v ey (F(_h tmy = mi)) “Aija
+ Z?z_ll ;’l=l'+1 In (F(h + mj - mi) — F(—h + mj - ml)) . Ai,j,Z
+XI Y (1 —F(h+m; - mi)) "Ajja 3)

Megjegyzem, hogy a maximum likelihood mddszer alkalmazasahoz fel kell
tenniink, hogy a dontések (eredmények) egymastol fiiggetlenek, ami azonban a

tapasztalok alapjan jo kozelitéssel elfogadhat6 feltételezés.
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2.2. A kimenetelek valdsziniliségeinek kiszamitasa

A péros Osszehasonlitasi modszerek koziil egyediilalldo az altalanositott
Thurstone mddszer a tekintetben, hogy képes valdszinliséget megadni jovébeli

Osszehasonlitasok kimenetelére.

A munkamban hasznalt haromopciés modellre irom fel a képleteket, mellyel
szamolni lehet a wvaldszintiségeket. A képletben a likelihood fliggvény

maximumbhelyeként kapott (becsiilt) 7; varhaté értékek, illetve h szerepel.
Ha az i-dik objektum rosszabb, mint a j-dik, akkor a valoszintiség:
F(=h - (m; —™)); 4
ha az i-dik objektum egyforma a j-dikkel, akkor a valoszintiség:
F(h— (i, — ™) = F (= = (m; — ;) (5)

¢s végiil ha az i-dik objektum jobb, mint j-dik, akkor pedig a valdsziniiség:

1— F(R - (R — ™). (©)
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2.3. Aloglikelihood fliggvény maximumhelyének keresése

A likelihood fiiggvénynek a logaritmusat hasznaltam, igy a soktényezds
szorzat helyett a logaritmusok Osszegét kellett vizsgalnom. Mivel a két fliggvény
maximumhelye megegyezik, bar a maximumok értéke eltérd, igy alkalmas arra,

hogy hasznaljam, ugyanis a maximumhely a fontos szamunkra.

Hogy megtaldljam a maximumhelyet, ehhez a Nelder-Mead modszert
hasznaltam numerikus optimalizaloként, mellyel gyors és pontos eredményt tudtam

kapni.

A loglikelihood fiiggvény szamitasigénye kozepes, a Nelder-Mead féle
optimalizalasnak hala 4000-6000 iteracid6 utdn 5 tizedesjegy pontossaggal
megkaptuk a fliggvény maximumértékét a tesztfuttatdsokkor értékelni kivant 6
objektum esetén, de az alkalmazas soran hasznalt 20 objektumos esetben sem
kellett tobb mint 10000 iteracio. Késobbi fejezetekben errél még részletesebben

irok.

Az optimalizalas az mi - m;-r8l dont, igy egy varhato értéket rogzithetiink
(pl. nullanak), vagy megtehetjiilk, hogy a varhatd értékek Osszegét tekintjiik

nullanak, an¢lkiil, hogy ez az altalanossag megszoritasat jelentené.
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3. Feltételrendszerek

Az el6z0 fejezetben szo6 esett a loglikelihood fiiggvényrdl és arrdl, hogy
ennek a fliggvénynek a maximumhelyét kell megkeresni, hogy megkapjam az egyes
objektumokat jellemz6é erésségeket. Ahhoz, hogy helyes eredményt kaphassak,
illetve, hogy egyaltalan hasznalhat6 legyen a modszer, sziikséges, hogy l1étezzen a

maximumbhely és az egyértelmi legyen.

Itt jonnek képbe a feltételrendszerek, melyek biztositjak, hogy egyértelmii
eredmény sziilethessen a kiértékelés soran. Tobben foglalkoztak mar kiilonféle
modszerek esetében azzal, hogy milyen feltételrendszer garantalja, hogy létezzen
egyértelmii eredmény az adott modszer esetében. A legegyszeriibb sziikséges és
elégséges feltétel a sordsszeg modszer mikddéséhez adhatd: legyen minden
objektum legalabb egy masik objektummal Osszehasonlitva. Ez az altalanosabb
kvociens modszer esetében is igy van. Sziikséges és elégséges feltételt adtak
Bozokiék a logaritmikus legkisebb négyzetek modszere esetén a célfiiggvényiik
minimumanak 1étezéséhez ¢s egyértelmiiségéhez [1]. Ez a feltétel a kdvetkezo:
grafot képeziink az 6sszehasonlitdsokbol oly mdodon, hogy a graf csucsai legyenek
az értékelni kivant objektumok és akkor van két csucspont kozott €l behuzva, ha
van koztiik 6sszehasonlitas. Ha az igy kapott graf 0sszefiiggd, akkor van egyértelmii
sz€lséértékhely, és a moddszer helyesen alkalmazhato. Megjegyezziik, hogy
konnyen lathatd, hogy az AHP mukdodéséhez az Osszefiiggdségnél tobb kell, a

grafnak teljesnek kell lennie.

Ford a kétopciés Bradley-Terry modellhez (azaz logisztikus eloszlas
esetére) a kovetkezd sziikséges és elégséges feltételt adta és bizonyitotta a

maximumbhely létezésére és egyértelmiiségére [4]:

Legyenek az értékelni kivant objektumok egy iranyitott graf csucsai, amely
grafban akkor van irdnyitott él egyik objektumbdl a masikba, ha ¢ legydzte a
masikat. A feltétel a kovetkezd: Az igy kapott graf csticsainak halmazat akdrhogyan
bontjuk ketté két nemiires diszjunkt halmazra, mindig van az egyik halmazbdl a
masikba és a masikbdl az egyikbe halado él. Megjegyezném, hogy a Bradley-Terry
modell esetén a likelihood fiiggvény egyszeriibb példaul a Thurstone modell
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likelihood fiiggvényénél, mivel a gydzelmek/vereségek valodsziniiségei explicit
modon tort alakban kifejezhetdk a varhato értékek segitségével. Mas, altalanosabb
modszerrel bizonyitottuk azonban, hogy ez a feltétel a logkonkav
stiriségfiiggvényti eloszlassal rendelkezd kétopcids Thurstone modszer esetében is

sziikséges ¢s elégséges feltétel.

Davidson cikkében [19] a hdromopcios Bradley-Terry modellhez hasonlo
modellhez adott meg a Ford féle feltételrendszerrel analdg elégséges, de nem
sziikséges feltételrendszert. Erre majd a kovetkezd alfejezetben részletesen kitérek.
Mihalyk6ék munkaikban [15,16] megadtak a kettd, illetve tobbopcids altalanositott
Thurstone moddszer alkalmazhatosagéara elégséges feltételt, ezt is bemutatom

részletesen egy késdbbi alfejezetben.

Mivel a haromopcios eset rendkiviil gyakori, és a dolgozatomban egy
ilyenre, egy labdarugdbajnoksag eredményeire szeretném alkalmazni a Thurstone
modszert, igy haromopcios esetre keresek sziikséges ¢és/vagy elégséges
feltételrendszert. A konkrét alkalmazas miatt a kés6bbiekben az ,,i jobb, mint j
helyett” az i legy0zi j-t, az ,,i egyforma j-vel” helyett dontetlen az eredmény, mig a
rosszabb helyett a kikap, vagy vereséget szenved kifejezéseket fogom iddnként

hasznalni.

Munkéam soran szerettem volna megfogalmazni egy olyan feltételrendszert,
amely a lehetd legtobb esetben tudja jelezni helyesen azt, hogy az adott adatokbol
kaphato loglikelihood fliggvénynek van egyértelmti maximumhelye. Ahhoz, hogy
ezt elérjem, két elégséges feltételrendszert vettem alapul: Mihalykoékét, illetve a
Davidson félét, melyekbdl megkonstruadltam a sajat Hybrid névre keresztelt
feltételrendszeremet. Ez  altaldnositdsa az  elébb  emlitett mindkét

feltételrendszernek.

TDK  dolgozatomban bemutatom az egyes feltételrendszerek
alkalmazhat6sagat, megfelel6ségét, egymashoz viszonyitott erdsségeiket.
Nagyszamu (millios elemszamul) szimulacios tesztet futtattam kiilonboz6 esetekre,
hogy megkapjam melyik a legjobb, és hogy valdban sikeriilt-e elérni a célomat,

sikertilt-e egy nagyon jo feltételrendszert megalkotnom.
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3.1. Egy minimalis (szukséges) feltételrendszer

Ebben az alfejezetben egy olyan feltételrendszert adok meg, amely ha nem
teljesiil, akkor biztosan nincs egyértelmii maximumhely. Ez a feltételrendszer nem

elégséges, de sziikséges.
A feltételrendszer harom részbdl all:

o Az elsé feltétel az, hogy az Osszehasonlitott objektumok altal
meghatarozott, ugynevezett 0sszehasonlitasi graf 6sszefiiggd legyen. Ebben
az esetben a grafot a kovetkezOképpen definialjuk: legyenek a csucsok az
Osszehasonlitani kivant objektumok ¢és akkor van ¢l két csucs kozott
behuzva, ha volt koztiik 6sszehasonlitds. Ha az igy kapott graf 6sszefiiggo,
akkor teljesiilt a feltételrendszer elso feltétele.

e A masodik feltétel az, hogy legyen legaldbb egy egyforma (dontetlen)
eredményt ado dsszehasonlitas.

e A harmadik feltétel az, hogy legyen legalabb egy gy6zelem is.

e Anegyedik feltétel az, hogy minden objektumnak kell lennie dontetlenjének

vagy gy6zelmének és vereségének is.

Ha a fent emlitett négy feltétel mindegyike teljestil, akkor beszélhetiink a

minimalis feltételrendszer teljesiilésérol, mely sziikséges, de nem elégséges.
A sziikségesség konnyen lathatd a kovetkezd gondolatmenet alapjan.

Ha nem Osszefiiggd a graf, akkor az elkiiloniild részek kozott nincs
Osszehasonlitas, vagyis nem tudjuk megmondani, hogy az elkiiloniilé részekben
1évé objektumokhoz tartozd valdszinliségi valtozok vérhaté értéke hogyan
viszonyul egymdashoz, még rangsorolni sem tudjuk az objektumokat, nemhogy meg

tudnank adni az erésségiiket.

Ha nincs egyetlen egyforma opcidt eredményezd dsszehasonlitas se, akkor
nem tudjuk meghatarozni az altaldnositott Thurstone modellben az egyforma
opciohoz tartozo intervallum hatarat jelold pozitiv # paramétert, mivel a
loglikelihood fiiggvény szigorian monoton novekszik, amint ez a paraméter a

nulldhoz tart. Vagyis lényegében attérnénk a kétopcids modellre (ami érthet? is,

16



Feltételrendszerek

hiszen ha nincs dontetlen, akkor az eredmények is csak kétfélék). Erre egy nagyon
egyszeri példa, amikor két objektum van és két Osszehasonlitds, amiknek
eredménye szerint egyszer az egyik jobb a masiknal, egyszer pedig a masik jobb az
egyiknél. Az eredmények szimmetridja miatt nyilvanvald, hogy a két objektumnak
egyforma erdsségilinek kell lennie, igy a varhato értékek megegyeznek (azaz, ha az
egyiket nullanak rogzitjiik, akkor a masik is az), de a loglikelihood fiiggvénynek
nincs egyértelmii maximuma /A-ban, mert ha 4 tart nulldhoz, akkor a fiiggvény
értéke szigortian monoton nd. A hatarérték, amit azonban nem vesz fel, -2/n(2). (Itt
felhasznaltuk, hogy a stirliségfliggvény 0-ra szimmetrikus.) Ezt konnyen
ellendrizhetjiik, ha felirjuk a loglikelihood fiiggvényt (itt figyelembe vettiik, hogy

az Osszehasonlitasok eredményének szimmetridja miatt m; = m, = 0):
In(1—F(h)) + In(F(—h)). (7)

Ebben az esetben ugyan tudunk rangsort és erdsségeket adni (egyformak, 0
erdsséglick az objektumok ¢és ezért holtverseny van), de nem tudjuk megadni se a
dontetlen valosziniiségét h ismerete hidnyaban, se a masik két lehetdség
valoszintiségét. Ez pedig az elérejelzés szempontjabol fontos lenne. Nyilvanvalo,

hogy hasonl6 mddon kiterjeszthet6 a példa n objektum esetére is.

Ha nincs gy6zelem, akkor szintén abba a problémadba iitkdziink, hogy nem
adhat6 meg a A értéke, mert most 4 végtelenhez valdé ndvekedésekor nd szigorian
monoton mddon a loglikelihood fliggvény. Ismét egy nagyon egyszerli példa adhato
erre az esetre. Megint két objektumot akarunk rangsorolni, amelyek egymas ellen
mindig dontetlent jatszottak. Ekkor ismét az eredmények szimmetridja miatt
nyilvanvalo, hogy a két objektum egyforma erdsségli, igy a varhato értékek
megegyeznek (azaz, ha az egyiket nullanak roégzitjiik, akkor a masik is az), de a
loglikelihood fiiggvénynek ismét nincs egyértelmii maximuma A-ban, mert ha /4 tart
végtelenbe, akkor a fliggvény értéke szigorian monoton nd (most a hatarérték, amit
nem vesz fel, 0). Ezt is konnyen ellendrizhetjiik, ha felirjuk a loglikelihood
fliggvényt (a feliraskor mar figyelembe vettiilk, hogy a szimmetria miatt m; =

m, = 0 és az egyszerliség kedvéért csak egy dontetlennel szdmolunk):
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In(F(h) — F(—h)). (8)

Most sem tudjuk megadni a dontetlen, illetve a masik két lehetdség valoszintiségét
h hianyaban. Nyilvanvalo, hogy hasonlé médon n objektum esetére is kiterjeszthetd

a példa.

Arra, hogy a negyedik feltétel is sziikséges, szintén egy egyszerli példat
lehet adni. Harom objektum rangsorolasakor tekintsiik azt az esetet, amikor az elsd
¢s a masodik kozott van egy dontetlen, mig a harmadik megveri mind a kettdt. Ez
esetben lathatd, hogy az els6 harom feltétel teljesiil, de a negyedik nem. Ismét az
eredmények szimmetridja miatt sziikségszerli, hogy az elsé kettd egyforma
erdsségll legyen, igy feltehetjiik, hogy mindkettd eréssége 0. Ezek utan felirva a
loglikelihood fliggvényt és véve az ms szerinti parcidlis derivaltjat, a kdvetkezd
kifejezést kapjuk, ahol f~fel jeldltem a stirtiségfiiggvényt (az F eloszlasfiiggvénynek
a derivaltjat):

f(=h+mj3)

F(~=h+ms)’ ©)

Ismert, hogy differencidlhat6 fliggvénynek akkor lehet egy adott pontban
sz¢lsdértéke, ha ott a parcidlis derivaltjai nullak. Mivel azonban a fenti parcialis
derivalt pozitiv, igy nem lehet optimuma a loglikelihood fiiggvénynek. Altalaban
is elmondhato, hogy ha egy objektumnak csak gydzelme (veresége) van, akkor az
0 varhato értéke szerinti parcialis derivalt pozitiv (negativ), igy optimum biztosan

nem lehet.

Arra, hogy a fenti feltételrendszer nem elégséges, a kovetkezd példat

szeretném bemutatni (1. abra).

Ismét két objektumot hasonlitunk 6ssze, aminek eredménye szerint az elsd
objektum egyszer gyo6zott, egyszer pedig dontetlent jatszott a masodik

objektummal. Az abrdhoz magyardzat: a pontok objektumokat jeldlnek, a nyil egy

1. abra Minimalis feltételt teljesito eset

<P
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gyOztes mérkdzést jelent kozottiik (a nyil a vesztes felé mutat), mig a hullamos

vonal egy dontetlen eredményt jelent.

Ebben az esetben teljesiil a minimalis feltételrendszer mindegyik feltétele,

mégsincs maximumhely.

Ennek bizonyitasara ismét irjuk fel a loglikelihood fiiggvényt, majd vegyiik
a parcialis derivaltjait. A képletekben m:2-vel jeldltem a masodik objektum
erdsségét. Az elsé objektum erdssége m lenne, de mivel ezt rogzithetem nullanak
az altaldnossdg megszoritasa nélkiil, igy ez nem fog megjelenni a képletben. A

loglikelihood fiiggvény:
In(F(h+my) — F(—h +my)) + In(F(—=h + my)) (10)
Ennek / szerinti parcialis derivaltja a kdvetkezo:

f(h+ma)+f(-h+my)  f(-h+my)

F(h+my)—-F(—h+my) F(—h+m,) an
m2 szerinti parcialis derivaltja pedig:
f(h+my)—f(=h+m;) f(—h+m2)- (12)
F(h+m,)—-F(—h+m;y) F(—h+m,)
A kett6 Osszege a kovetkezo:
2f(h+my) (13)

F(h+m2)—F(—h+m2)

Jol lathat6, hogy ez nem lehet nulla, ami miatt a parcidlis derivaltak
egyszerre nem lehetnek nullak, vagyis a maximumbhely biztosan nem létezik. Az is

kideriilt, hogy a loglikelihood fiiggvény az (1,1) irdnyban szigorian monoton né.
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3.2. A Mihalyké6-Orban féle feltételrendszer

Ebben az alfejezetben egy ismert elégséges feltételrendszert mutatok be
[16], amely altalanos, O-ra szimmetrikus, logkonkav sirliségfliggvénnyel
rendelkez6 eloszlasokra alkalmazhatd. A késdbbiekben bemutatom, hogy ez nem

sziikséges feltételrendszer.
A feltételrendszer harom részbdl all, melyek a kdvetkezok:

o Az elso feltétel az, hogy az 6sszehasonlitott objektumok eredményei altal
meghatarozott graf Osszefiiggd legyen. Ebben az esetben a grafot a
kovetkezOképpen definidljuk: legyenek a cstcsok az Osszehasonlitani
kivant objektumok. Akkor van két objektum kozott ¢l behtizva, ha vagy
szililetett dontetlen eredmény a két objektum kozott, vagy ha mind
gybzelem, mind vereség eléfordult a két objektum kozott. Megjegyzem,
hogy ez a graf kiillonbozik az el6zd fejezetben definidlt dsszehasonlitdsi
graftol: lehet, hogy van Osszehasonlitas két objektum kozott, de ha mindig
egyoldali (mindig jobb vagy rosszabb) az 0Osszehasonlitds eredménye,
akkor a két objektum kozott az eredmény-gratban nincs él1.

e A masodik feltétel az, hogy legyen legalabb egy dontetlen. (Ez a feltétel
ismét azt biztositja, hogy ne lehessen kétopcidos modellre redukalni a
dolgot.)

e A harmadik feltétel az, hogy legyen legalabb egy olyan objektumpar,
amelynek tagjai kozott legyen mind gydzelem, mind vereség az

Osszehasonlitasok soran.

A harmadik feltételbdl egyértelmilen kovetkezik, hogy a feltételrendszer
csak akkor mikodik, ha legalabb egy objektumpéar esetében legalabb két
Osszehasonlitds torténik. Sportversenyek esetében ez azt jelenti, hogy van
visszavago, ami nem mindig all fenn (pl. svajci rendszerli sakkversenyek esetében),
tehat ilyenkor a feltételrendszer nem hasznélhat6. A labdarugobajnoksagok sordan
ugyan van visszavagd, de altaldban csak a szezon masodik felében, igy csak
ilyenkor allhat fenn ez a feltételrendszer, ezért ilyen esetekben korlatozottan

hasznalhato. Ez egyértelmlien hatranyos, viszont latni fogjuk, hogy a
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feltételrendszer elényének tekinthetd, hogy a dontetleneket is jol fel tudja hasznalni

az eredmény-graf Osszefiiggdsége szempontjabol.

A feltételrendszer elégségességének bizonyitdsa megtalalhatd [16]-ban,
ugyanitt talalhatok példak arra is, amik azt bizonyitjak, hogy elégséges, de nem
sziikséges a feltételrendszer. Egy ilyen egyszerti példa a kovetkezd: harom
objektum 0Osszehasonlitdsakor az elsd megveri a masodikat, az megveri a
harmadikat ¢és az els¢ a harmadikkal dontetlent jatszik (2. abra). Ekkor a fenti
feltételrendszer nem teljesiil (a harmadik feltétel miatt), azonban mégis van

egyértelmit maximumbhely.

2. abra A Mihalyko-Orban feltételrendszert nem teljesito eset

A 3. 4bran lathat6 eset az el6z6 példanak egy kicsit modositott valtozata, amikor a
feltételrendszer teljesiilése miatt Iétezik az egyértelmli maximumhelye a

loglikelihood fiigvénynek.

3. abra A Mihalyko-Orban feltetelrendszert teljesito eset

o — e~ —— 9
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3.3. A Davidson féle feltételrendszer

A Davidson féle feltételrendszer eredetileg egy logisztikus eloszlast
alkalmaz6 haromopcios modellre van bevezetve [19]. Ez a feltételrendszer két

részbdl all, melyek a kovetkezok:

e Legyenek az értékelni kivant objektumok egy iranyitott graf csucsai, amely
grafban akkor van irdnyitott ¢l egyik objektumbol a masikba, ha 6 legydzte
a masikat. Az elsO feltétel a kovetkezd: Az igy kapott graf csticsainak
halmazat akarhogyan bontjuk ketté két nemiires diszjunkt halmazra, mindig
van az egyik halmazbdl a masikba és a masikbodl az egyikbe mutato é€l.

e A masodik feltétel ismét az, hogy van legalabb egy dontetlen.

Errdl a feltételrendszerrdl allitotta Davidson [19], hogy a Bradley-Terry
modellhez nagyon hasonlé esetben a maximumhely egyértelmii létezéséhez

elégséges, de nem sziikséges, bar egzakt bizonyitast nem adott ra.

Sejtésem szerint a feltételrendszer az altaldanos Thurstone mddszer esetében
is egy elégséges, de nem sziikséges feltételrendszer. Ezt a sejtést alatamasztja, hogy
[16]-ban a szerzok bebizonyitottdk, hogy tobbopcidos modellnél a ML becslés
egyértelmiisége nem az eloszlasfiiggvény alakjan, hanem a hozzatartoz6
stiriségfiiggvény szigoru logkonkavitdsan mulik. Szimulécios teszteredményeim

szintén a sejtésem megalapozott voltat erdsitik.

Ez a feltételrendszer alkalmazhatd olyan esetekben is, amikor nincs
visszavagd két objektum kozott, ebben a tulajdonsagaban jobb a Mihalyko-Orban
féle feltételrendszernél. A feltételrendszer hatranya viszont, hogy a dontetleneket
nem tudja beépiteni a graf-osszefliggdség vizsgalataba, igy nagyszamu dontetlen és
kevés gydzelem esetén ennek a feltételrendszernek gondot okozhat kimutatni a

maximumbhely egyértelmii 1étezését, ellentétben a Mihalyko-Orban félével.

A 4. 4bra egy egyszerii esetet mutat, amikor teljesiill a Davidson féle

feltételrendszer:
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4. abra A Davidson féle feltételrendszert
teljesito eset

Lathatd, hogy ez az eset teljesiti a feltételrendszert, de a Mihalyko-Orban
féle feltételrendszer nem teljesiil, igy ez utobbi ebben az esetben nem tudja jelezni

a maximumbhely 1étezését, pedig az 1étezik.

Az elobbi alfejezetben bemutatott 3. abra esetében viszont a forditott
helyzetet lathatjuk, ott a Mihdlyk6-Orban féle feltételrendszer alapjan tudjuk
allitani, hogy van egyértelmii maximumhelye a loglikelihood fliggvénynek, mig a
Davidson féle nem teljesiil, igy a maximumbhely jelzésére ott nem alkalmas. Ez
egyuttal azt is bizonyitja, hogy a Davidson féle feltételrendszer nem lehet

sziikséges.
A 5. abrén lathato esetben mindkét feltételrendszer teljesiil.

5. abra A Davidson és a Mihalyko-Orban feltételrendszert is
teljesito eset

M

Megallapithato tehat, hogy sem a Mihalyko-Orban féle, sem a Davidson féle

feltételrendszer nem jobb egyértelmiien a mésiknal.
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3.4. A Hybrid feltételrendszer

Az eldbbi alfejezetek grafjait és egyéb eseteket elemezve sziiletett az az
elképzelés, hogy keressiink egy olyan feltételrendszert, mely a Mihalyko-Orban és
a Davidson féle feltételrendszerek elonyos tulajdonsagait magaban foglalja és igy
jobban alkalmazhato, mint a masik kettd. Az alapéotlet az volt, hogy a Davidson els6

feltétele helyett egy altalanosabbat hasznaljunk:

Definidljunk egy grafot a kovetkezOképpen: minden egyes csucs egy
értékelni kivant objektum. A grafban irdnyitott élek vannak behtzva, melyeket a
kovetkezoképpen adunk meg: Ha dontetlen van két objektum kozott, akkor annak
reprezentalasara van kozottik egy oda-vissza mutatd (dontetlen) él, ha pedig az
egyik legybdzte a masikat, akkor annak reprezentaldsara van a gydztestol a
veszteshez mutato (gydztes) €l. Ezek utan az altalanosabb elso feltétel a kovetkezo:
az igy kapott graf csucspontjait akarhogy bontjuk szét két nemdiires diszjunkt
halmazra, a két halmaz csticsai kozott vagy van dontetlen €l; vagy van az egyik
halmazbol a masik halmazba mutatd gy6ztes €l és a masik halmazbol az egyik

halmazba mutat6 gyoztes €l is.

A Davidson féle masodik feltételt megoriztem, igy ez a kettd adta a

feltételrendszert.

Errdl a feltételrendszerrdl azonban hamar kideriilt, hogy nem elégséges,
mert talaltam tobb olyan esetet, amikor ugyan teljesiilt, viszont bizonyithatdéan
nincs maximum (lasd példaul az 1. abran szerepld esetet). Viszont a szimulaciok
alapjan azt tapasztaltam, hogy nagyon sok esetben (joval tobbszor, mint a masik
kett6é) valoban jol jelezte a maximumhely meglétét. Megvizsgalva azokat az
eseteket, amikor fals jelzést adott (vagyis nem volt maximumhely), kideriilt, hogy
ilyenkor sosem volt olyan kor a kapcsolédo grafokban, amikor a korben tobb lett
volna a gydzelem, mint a dontetlen (vagy egyéltalain nem volt kor). Emiatt
kiegészitettem a két feltételt egy harmadikkal és igy kaptam az altalam Hybridnek

elnevezett feltételrendszert.

Az eldbb elmondottak szerint a Hybrid feltételrendszer harom feltételbdl all,

melyek a kovetkezok:
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e Definidljunk egy grafot a kovetkezOképpen: minden egyes csucs egy
értékelni kivant objektum. A grafban iranyitott élek vannak behuzva,
melyeket a kovetkezoképpen adunk meg: Ha dontetlen van két objektum
kozott, akkor annak reprezentdlasara van kozottik egy oda-vissza mutato
(dontetlen) ¢€l, ha pedig az egyik legydzte a masikat, akkor annak
reprezentalasara van a gyOztestdl a veszteshez mutatd (gydztes) él.
Nevezziik el ezt a grafot hybrid grafnak. Az els6 feltétel a kovetkezo: az igy
kapott hybrid graf cstcspontjait akarhogy bontjuk szét két nemdiires
diszjunkt halmazra, a két halmaz cstcsai kdzott vagy van dontetlen él; vagy
van az egyik halmazbol a masik halmazba mutatd gydztes €l és a masik
halmazbol az egyik halmazba mutat6 gydztes €l is.

e A masodik feltétel, hogy van legalabb egy dontetlen.

e A harmadik feltétel az, hogy legyen a grafban legalabb egy olyan iranyitott
kor, amely esetében dontetlen élek és/vagy gydzelem élek mentén korbe
tudunk érni, valamint, hogy ebben a korben legyen a gyézelmek szama tobb

mint a dontetlenek szama.

Megjegyzem, hogy az elsd feltétel a Davidson féle feltételrendszer elsd
feltételének nagyfoku altalanositasa, mig a harmadik feltétel a Mihalyko-Orban
feltételrendszer harmadik feltételének nagyfoku altalanositasa, hiszen a harmadik
feltételnek megfeleld az az eset, ha van olyan par, amely esetén mindegyik legydzi

a masikat legalabb egyszer.

A feltételrendszer jobb alkalmazhatosdga miatt az elsd feltétellel ekvivalens

olyan feltételt fogalmazok meg, ami sokkal egyszeriibben ellendrizhetd.

Az ekvivalens feltétel a kovetkezd: a graf barmely csticspontjabol kiindulva

barmely cstucspontjaba el tudunk jutni dontetlen és/vagy gydzelem élek mentén.

Konnyen belathatd, ha ez a feltétel teljesiil, akkor barhogy osztom két
nemiires diszjunkt halmazra a graf csucsait, azok kozott lesz dontetlen vagy
gyOzelem ¢l is, ugyanis az egyik halmazban 1év0 barmely csucsbol van ut a masik
halmazban 1év6 barmely csticsba és forditva. Forditott esetben tegyiik fel, hogy az

eredeti feltétel fennall és mutassuk meg, hogy van 1t barmely csucsbdl barmely
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csucsba. Induljunk ki tetszéleges két cstics esetében a keresett ut elején 1évo
csucsbol alloé egyelemii halmazbol, és a tobbi csucsot tartalmazé komplementer
halmazbol. A feltétel szerint az egyelemii halmazbdl vezet vagy dontetlen, vagy
gyOzelem €l a masik halmazba. Ha ez az ¢l a kivant masik csuccsal kot 6ssze, akkor
készen vagyunk. Ha nem, akkor ezzel a cstccsal bovitsiik ki az el6z6 egyelemii
halmazt elvéve ezt a csticsot a masik halmazbdl, és ezt az eljarast ismételjiik addig,
amig el nem fogy a masodik halmaz, vagy el6 nem allt a kivant ut. Akar igy, akar
ugy, végil eldall a kivant at, vagyis ezzel igazoltuk a feltevést, hogy a két feltétel
ekvivalens egymassal. Az utobbi feltétel 1ényegében a szélességi bejarassal

megegyez0 eljarast jelenti.

Ez azért nagyon kedvezd szamunkra, mert az utdbbi feltétel ellendrzésénél
a kod futasi ideje O(n?), mig az eredeti feltétel ellendrzése esetén O(2"), tehat nagy
n csucsszam esetében ez utobbinak végrehajtasa nagyon nehéz (mar n=20 esetében
is, mint a dolgozatban szerepld alkalmazaskor), vagy adott esetben akar szinte

lehetetlen is.

Konnyen beléathato, hogy a feltételrendszer tudja detektalni az el6z6 két
alfejezetben bemutatott 6sszes olyan esetben a maximumbhelyet, amikor az 1étezett.
Ez azért is kdnnyen lathat6, mert ha akar a Davidson féle, akdr a Mihalyko-Orban
féle feltételrendszer teljesiil, akkor teljesiil a Hybrid féle is. Az elso allitast tekintve
trividlis, hogy a Davidson elsé és masodik feltétele teljesiilése maga utan vonja a
Hybrid féle elsd és masodik feltétel teljesiilését. A harmadik feltétel pedig fent kell
alljon, ha a Davidson féle feltételrendszer teljesiil, mert a korabbi bizonyitashoz
hasonl6an megmutathatd, hogy ha teljesiil a Davidson féle elsé feltétel, akkor
barmely cstucsbol barmely csticsba vezet gydzelmeken keresztiil él, vagyis van

gy6zelmekbdl allo kor is, vagyis teljesiil a Hybrid harmadik feltétele is.

A masodik allitdshoz pedig csak azt kell észrevenni, hogy ha az elsé feltétele
teljesiil a Mihalyko-Orban feltételrendszernek, akkor teljesiil a Hybrid
feltételrendszernek is az els6 feltétele, ugyanis igy a graf barmely csucspontjabol
kiindulva barmely cstucspontjaba el tudunk jutni dontetlen és/vagy gydzelem élek

mentén. Végiil két cstics kdzotti oda-vissza gydzelem megfelel egy kettd hosszusag
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gyOzelem ¢élekbdl allo kornek, igy a Hybrid harmadik feltétele is fennall, ha teljesiil
a Mihalyko-Orban harmadik feltétele.

A 6. abran lathato esetben a Hybrid feltételrendszere teljesiil, mig sem a
Mihalyko6-Orban féle, sem a Davidson féle nem, igy csak a Hybrid képes kimutatni
az ebben az esetben Iétez0 egyértelmii maximumhelyet, a masik kettd

értelemszeriien nem képes erre.

6. abra A Hybrid feltételrendszert teljesito eset

Az is konnyen lathato, hogy az el6z6 alfejezetek olyan példaiban, amikor
nem volt egyértelmli maximumhely, akkor a Hybrid feltételrendszer utolsd két
feltételébdl legalabb az egyik feltétel nem teljesiilt. Arra, hogy az elsd feltétel is
sziikséges, szintén egy egyszeri példat lehet adni. Harom objektum rangsorolasakor
tekintsiik azt az esetet, amikor az els6 gy6z és ki is kap a masodiktol és van koztiik
egy dontetlen is, mig a harmadik megveri mind a kettdt. Ez esetben lathatd, hogy a
masodik és a harmadik feltétel teljesiil, de az elsé nem. Ismét az eredmények
szimmetridja miatt sziikkségszerti, hogy az elsé ketté egyforma erdsségli legyen, igy
feltehetjiik, hogy mindketto eréssége 0. Ezek utan felirva a loglikelihood fiiggvényt
¢€s véve m; szerinti parcialis derivaltjat, a kovetkezo kifejezést kapjuk:

G 04
Mivel ez pozitiv, igy nem lehet optimuma a loglikelihood fiiggvénynek, s6t tovabbi
elemzéssel az is kideriilne, hogy mj; szaméra nincs felsé korlat - ami intuitive
érezhetd, hiszen a harmadik objektumnak mindkét masik objektummal szemben

csak gy6zelme van — mert ndvelve my értékét a loglikelihood fiiggvény szigortan
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monoton nd. Egyébként ez altalaban is megfogalmazhat6 jelenség: ha felbonthato
a csucsok halmaza két olyan halmazra, amelynél az egyikbdl csak gy6zelem élek
htizhatok a masikba, akkor ez utébbiban szereplok varhatéd értékeire nincs felsd
korlat (amennyiben a masik halmazban szerepldé valamelyik objektum varhato

értékét tekintjiik 0-nak).

A gyakorlati alkalmazast segiti az, hogy ha az els¢ két feltétel teljestil, akkor
mar bizonyos részgrafok megléte biztositja a maximumbhely létezését. Ilyenek

példaul a ,,gy6zelem-korok”, vagy a 6. abran lathato graf.
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3.5. A feltételrendszerek kozti 6sszefiiggés

Ebben az alfejezetben bemutatom, illetve a 7. dbraval szemléltetem az egyes

feltételrendszerek kozti Gsszefiiggéseket.

7. abra A feltételrendszerek kozti 6sszefiiggés

MIN MAX

H

NMIN

Az 0Osszes esetet két diszjunkt halmazra osztom szét. Egyik halmaz az
NMIN-nel jelolt, amikor biztosan nincs maximumhely, mivel a minimalis
feltételrendszer sem teljesii, a masik MIN-nel jelolt, a minimalis
feltételrendszernek eleget tevok halmaza, itt 1étezhet mar egyértelmii
maximumhely. MAX-szal jelolom azon eseteket, amelyekben 1étezik egyértelmi
maximumhely. H-t hasznalok a Hybrid, MO-t a Mihalyko6-Orban féle, illetve D-t a
Davidson féle feltételrendszernek eleget tevd esetek halmazanak jelolésére. Jol
lathat6, hogy mivel, mint az el6z6 alfejezetben kifejtettem, a Hybrid altalanositasa
a Mihalyko-Orban illetve a Davidson feltételrendszernek, tehat az altala jelzett
esetekbe beletartoznak a masik két feltételrendszer altal jelzett esetek. Mint az

abran is jol lathatd, az MO-val és D-vel jeldlt halmazoknak van nemiires metszete,
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de vannak olyan elemek is, melyek csak az egyik halmaznak az elemei. A
Mihalyko-Orbén bizonyitottan elégséges feltételrendszer, tehat az MO halmazban
1évok esetén biztosan létezik egyértelmii maximumhelye a loglikelihood

figgvénynek.

Remeéltem, hogy ha matematikailag nem is tudom egyeldre bizonyitani, a
szimulacids tesztek megerdsitik azt a sejtésemet, hogy a Davidson elégséges, és a
Hybrid sziikséges ¢és elégséges feltételrendszer, igy a H-n kiviili eseteknél méar nem
létezik maximum, tehat a H és a MAX halmaz megegyezik egymassal. Ezzel

kapcsolatos eredményeimet a kovetkezo alfejezetben mutatom be.
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3.6. A feltételrendszerek vizsgalata szimulaciokkal

Munkamban szerettem volna atfogd vizsgalatokat végezni az egyes
feltételrendszerek vizsgdlatara. Ehhez sziikséges volt eldonteni, hogy hany
objektumot szeretnék és hanyszor Osszehasonlitani, tovabba, hogy az egyes
objektumok erdssége mekkora legyen, illetve a 4 értékét is meg kellett hatdroznom.
6 objektumra esett a valasztdsom, ugyanis egyrészt ekkora elemszdm esetén mar
komplex grafok 1étrejohetnek az dsszehasonlitdsok eredményeként, masrészt mivel
szerettem volna rengeteg tesztet lefuttatni, igy nagyobb elemszamnal mar talsago-
san hosszu lett volna a futasi 1d6. 20 Osszehasonlitds véletlen szimuladlasa mellett
dontottem, abbol adéddan, hogy mar 5 mérkdzés hatasara osszefiiggd grafot lehet
kapni, és igy 20 O0sszehasonlitds mar elég sok ahhoz, hogy elég komplex grafok
képzddjenek. Szerettem volna kelléen nagy szimulacidszamra tesztelni a feltétel-
rendszereket, igy egymillidszor futtattam le egy-egy 20 Osszehasonlitasos esetet,
hogy nagyon sok lehetdség el6fordulasa 1étrejohessen. Minden dsszehasonlitaskor
az objektumok varhat6 értéke szerint szdmithatd valoszinliségek alapjan véletlen-
szertien dontdttem el, hogy mi legyen az 0sszehasonlitas eredménye (gydzelem,
dontetlen, vagy vereség) és igy haladtam az elsé 6sszehasonlitastol a huszadikig.
Szintén véletleniil lett minden lépésnél kivéalasztva az Osszehasonlitand6 két
objektum (igy sz¢ls6séges esetben eléfordult, hogy ugyanaz a két objektum akér 4-
szer is 0ssze lett hasonlitva). A tesztek soran szerettem volna atfogd képet kapni a
feltételrendszerek alkalmazhatdsagarol, igy olyan teszteket készitettem, melyben az

egyes feltételrendszerek kiilonbozoképpen tudnak szerepelni.

Ehhez, végiggondolva a feltételrendszerek egyes feltételeit, az alabbi

intuitive konnyen adodé megallapitasokat vettem kiindulopontként:

e A Mihdlyké-Orban feltételrendszernek kedvez a sok dontetlen és a
relative (a gyb6zelemparokhoz viszonyitva) sok oda-vissza
gy6zelem. (Ez az elsd és a harmadik feltétel alapjan adodik.)

e A Davidson feltételrendszernek kedvez a kevés dontetlen és a
relative sok oda-vissza gydzelem. (Ez az elsé feltétel miatt

valoszintlsithetd, illetve amiatt, hogy elegendd egy dontetlen.)
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e A Hybrid feltételrendszernek kedvez a sok dontetlen és a relative
sok oda-vissza gydzelem. (Ez az els6 és a harmadik feltétel miatt
feltételezheto.)

e A Mihalyk6-Orban feltételrendszernek nem kedvez a kevés
dontetlen és a relative kevés oda-vissza gyézelem. (Szintén az elsé
¢s a harmadik feltétel miatt.)

e A Davidson feltételrendszernek nem kedvez a sok dontetlen és a
relative kevés oda-vissza gyOzelem. (Az elsd feltétel figyelembe
vételével adodik.)

e A Hybrid feltételrendszernek nem kedvez a kevés dontetlen és a
relative kevés oda-vissza gydzelem. (Ugyancsak az elsé és a

harmadik feltétel alapjan varhato.)

A fenti megallapitasok igazoléséra sziikségem volt olyan esetre, mikor sok
dontetlen sziiletik (ez modellezi példaul a sportagak koziil a sakkot és a futballt), és
olyanra, ahol nagyon kevés van (pl. ilyen a kézilabda). Ezt 4 nagy, illetve kis értéke
tudja biztositani. Ezen feliil sziikségem volt olyanra, ahol hasonl6 erdsségiiek az
Osszehasonlitott objektumok, mert ekkor atlagosan sok oda-vissza gydzelem
torténik (példaul amikor nagyjabdl egyforma erdsségii kézilabda csapatok jatszanak
oda-vissza egymassal) és olyan esetre, amikor az erésségekben nagy eltérés van,
mert ilyenkor atlagosan kevés oda-vissza gybdzelem sziiletik (pl. a kézilabda
Bajnokok Ligaja csoportforduléja). Igy dsszesen négyféle kombinaciot allitottam
Ossze a fent emlitett lehetdségeket figyelembe véve, ezeket nevezem majd
szituacioknak (1. tablazat). Ahhoz, hogy Osszehasonlitasokat tudjak ténylegesen
elvégezni, sziikkségem volt még az egyes objektumok konkrét erdsségére és a h
paraméter konkrét értékére. A h paramétert és a csapatok erdsségeit ugy
valasztottam meg némi kisérletezés utdn, hogy legyen olyan eset, amikor sok,
illetve kevés a dontetlen, és legyen olyan, amikor relative sok, illetve kevés az oda-

vissza gybdzelem. Ezek az értékek az 1. tablazatban lathatok.

Mind a négy szituacional az elsd objektum erdsségét nullanak rogzitettem,

¢és az ezt kovetd objektumokat mindig egy meghatarozott erésséggel noveltem, ezt
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mdiff-nek nevezem a kés6bbiekben. A kovetkezd tablazatban részletezem a négy

szituacio tulajdonsagait és bemeneti paramétereit:

1. tablazat A kiilonbozo esetek bemeneti paraméterei és tulajdonsagai

szituacio | h mdiff | dontetlenek oda-vissza gydzelmek aranya
aranya a gyOzelemparokon beliil

I 0,5 0,1 nagyobb nagyobb

II 0,1 0,1 kisebb nagyobb

11T 0,5 0,5 nagyobb kisebb

v 0,1 0,5 kisebb kisebb

A dontetlen  valdszinlisége  egyforma  erdsségli  objektumok
0sszehasonlitasakor 4=0,1, illetve 0,5 esetén 0,08-nak, illetve 0,38-nak adodik,
normalis eloszlast haszndlva, vagyis elmondhato, hogy az elsd esetben atlagosan
kevés, a masodik esetben sok dontetlen varhato. Hasonldan kiszdmithatd, hogy
lényegesen nagyobb a feltételes valoszinlisége mindkét 4 esetén az oda-vissza
gyOzelemnek két gydztes Osszehasonlitas esetén, ha az mdiff 0,1, mintha 0,5, de itt
ez nyilvan nagyobb valtozatossdgot mutat, attol fiiggden, hogy milyen tdvol vannak

egymastol erdsségben az 6sszehasonlitandé objektumok.

A szimulacioktol azt vartam, hogy a kordbbi intuitiv megéllapitasokat
igazolva megmutassa, hogy a Mihalyko-Orban feltételrendszer a legjobb az I-es
szituacidban lesz és legrosszabb a [V-ben; a Davidson feltételrendszer a [I-ben lesz
a legjobb, mig a Ill-ban a legrosszabb; és végiil a Hybrid feltételrendszer a
Mihalyko-Orban feltételrendszerhez hasonloan az I-ben lesz a legjobb és a IV-ben

lesz a legrosszabb.

A 2. tabldzatban részletezem a szimulaciok eredményeit, melyek
megmutatjak, hogy az egyes Osszehasonlitds-szamok esetén hany teszt teljesitette
az egyes feltételrendszereket. Minden esetben egymillido szimuldcid tortént,

osszesen 4x20x10° és az eredményeket normalis eloszlast hasznalva kaptam.

Az elsd oszlopban az dsszehasonlitasok szdma szerepel, MIN-nel jeldltem

a minimumfeltételrendszert teljesitd szimulacios esetek darabszamat, H-val a
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Hybrid feltételrendszert teljesitok darabszamat, H/MIN-nel jeloltem a Hybrid és a

Minimum feltételt teljesitd tesztek aranyszamat, MO/H-val a Mihalyk6-Orban és a

Hybrid aranyszdmat, mig D/H-val a Davidson és a Hybrid aranyszamat. Azért az 5.

Osszehasonlitastol kezdtem megjeleniteni a tdblazatot, mert elétte nem lehetséges,

hogy barmelyik feltételrendszer is teljesiiljon (nem is teljesiilt, hiszen nem teljestilt

a minimalis feltételrendszer els6 feltétele). Az is nyilvanvalo, hogy a Hybrid

feltételrendszer legkorabban a hatodik Osszehasonlitast kovetden teljesiilhet, a

feltételrendszer harmadik feltételébdl adoddan, ahogy ez latszik is a 2. tablazatbol.

2. tablazat Szimuldciok eredményei I, 11 szitudciok esetében

I

II

MIN

H/MIN

MO/H

D/H

MIN

H/MIN

MO/H

D/H

9560

142

43613

4777

0,1095

0,1532

1961

334

0,1703

0,009

103717

27402

0,2642

0,1444

0,0004

8578

2883

0,3361

0,0087

0,0087

184817

78749

0,4261

0,159

0,002

23730

11655

0,4912

0,0114

0,0405

278750

159120

0,5708

0,1835

0,0047

49451

30163

0,61

0,0151

0,0893

10

377536

260110

0,689

0,2167

0,0088

85959

60339

0,702

0,0222

0,1495

11

473592

369275

0,7797

0,2589

0,0144

131730

101883

0,7734

0,0328

0,2121

12

561522

475309

0,8465

0,3063

0,0229

184315

152258

0,8261

0,0468

0,2808

13

639588

572026

0,8944

0,3587

0,0332

241798

209341

0,8658

0,0666

0,3461

14

707146

656468

0,9283

0,4149

0,0462

301347

270380

0,8972

0,0917

0,4106

15

763451

726862

0,9521

0,4723

0,062

360613

331904

0,9204

0,1228

0,4701

16

810278

784266

0,9679

0,53

0,0811

418401

392724

0,9386

0,1591

0,5264

17

848471

830483

0,9788

0,5859

0,1034

473506

451170

0,9528

0,2011

0,5782

18

879358

867112

0,9861

0,6392

0,1286

524901

505858

0,9637

0,2472

0,626

19

903719

895464

0,9909

0,6885

0,1562

572178

556113

0,9719

0,2968

0,6691

20

923761

918198

0,994

0,7335

0,1864

615598

602253

0,9783

0,3482

0,7075
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3. tablazat Szimulaciok eredményei II1, 1V szituaciok esetében

11 v
MIN H H/MIN |[MO/H |D/H MIN H H/MIN | MO/H |D/H

5 1723 0 0 - - 31 0 0 - -

6 | 7568 289 0,0382 (0,128 |0 278 23 0,0827 |0 0

7 119092 |2058 0,1078 [0,0914 |0,0005 |1184 211 0,1782 |0 0,0047
8 136981 | 6930 0,1874 10,0903 |0,0012 |3077 802 0,2606 |0,0037 |0,0262
9 161494 |16625 ]0,2704 |0,1047 |0,0019 |6561 2182 0,3326 |0,0096 |0,0527
10 191599 |[31429 10,3431 |0,1164 |0,0029 |11776 |4600 0,3906 |0,0137 |0,0757
11 | 126244 | 51549 |0,4083 |0,1349 |0,004 |19118 |8336 0,436 0,017 10,0994
12 | 164681 | 77044 |0,4678 |0,1569 |0,0053 |28535 |13499 |0,4731 |0,0224 |0,1236
13 (205697 | 107227 |0,5213 |0,1812 |0,0066 |39847 |20060 |0,5034 |0,0312 |0,1499
14 | 247817 | 141094 |0,5693 |0,2062 |0,0084 |[53092 |28310 |0,5332 |0,04 0,1729
15 (290716 | 177919 | 0,612 0,234 0,01 68051 | 38027 |0,5588 |0,0507 |0,1997
16 333110 | 216789 |0,6508 |0,2631 |0,012 |84507 |49116 |0,5812 |0,064 |0,2236
17 374483 |256742 | 0,6856 |0,2929 |0,0138 |102259 | 61648 |0,6029 |0,0792 |0,2471
18 1414437 297292 10,7173 {0,3242 |0,0159 |120932 | 75295 |0,6226 |0,097 |0,2674
19 453036 | 337703 |0,7454 |0,3567 |0,0179 |140637 {89895 |0,6392 |0,1173 |0,2879
20 490064 |377782 |0,7709 |0,3889 |0,0201 |160807 |105453 |0,6558 |0,139 |0,3077

rendelkez0 esetek

A tablazatban kiilon nem jeldltem az egyértelmii maximumhellyel

szamat,

ugyanis

ezek mindig egybeestek a Hybrid

feltételrendszert kielégitd esetekkel, tehat akkor és csak akkor volt a programom

szerint is maximumbhely,

amikor teljesiilt a Hybrid feltételrendszer.

Igy

feltételezésilink szerint allithatd, hogy a H mindig megegyezik a maximumbhellyel

rendelkez0 esetek szamaval.
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Ezek alapjéan kijelenthet6 az, hogy szimulacidim megerdsitették azt a sejtést,

miszerint a Hybrid feltételrendszer sziikséges ¢€s elégséges feltételrendszer!

Mivel minden olyan esetben, amikor a Davidson feltételrendszer teljesiilt, a
program szerint volt maximumbhely, igy a szimuldcidim megerdsitették azt a sejtést

is, hogy a Davidson feltételrendszer elégséges!

A 4. tablazatban részletezem a huszadik Osszehasonlitds utdn az egyes
feltételrendszerek szerint a szimulacidk adatait a szituacidk szerint csdkkend

sorrendben. O-val jel6lom az Osszes esetet (mindig egymillid volt).

4. tablazat Feltételrendszerek és szitudciok kozti osszefiiggések

Feltételrendszer Kedvez Nem kedvez
Mihalyk6-Orban | II1 II v

MO/H 0,734 0,389 0,348 0,139
Davidson II v I 11

D/H 0,703 0,308 0,186 0,020
Hybrid | II 111 v

H/O 0,918 0,602 0,378 0,105

Lathatd, hogy ahogy azt vartuk, a MO/H az I szituacid esetén a legnagyobb
és IV esetén a legkisebb, ami alatamasztja a Mihdlyk6-Orban feltételrendszerre
vonatkozo6 korabbi megéllapitasainkat. Ugyanigy teljesiilnek a megallapitasaink a
Davidson és a Hybrid feltételrendszer vonatkozasaban (Isd. a D/H, illetve a H/O
aranyszamokat). Megfigyelhetd, hogy igen komoly hatdsa van a szituaciod
jellegének mind a harom feltételrendszer hatékonysaga tekintetében (de

kimondottan a Davidson félénél).

Lathatd, hogy mig az I-es szituacid esetében az esetek majdnem 92%-ban
lett maximumbhely a huszadik 6sszehasonlitast kovetden, addig a IV-es szituacid
esetében ez még a 11%-ot sem ¢éri el, vagyis e tekintetben is nagy a szituacio

jellegének a hatasa.

36



Feltételrendszerek

Mindezek alapjan egyértelmiien megallapithatd, hogy a dontetlenek és az

oda-vissza gy6zelmek sokasaga kedvez a maximumhely l1étezésének!

A tablazatokbol jol kiolvashatd, hogy a Mihalyké-Orban és a Davidson
feltételrendszer viszonya a kovetkezd: ahol a dontetlenek szdma magasabb, ott az
MO/H a nagyobb (az I-es és I1l-as szituacidkban), vagyis az elébbi teljesit jobban.
Mig ahol a dontetlenek szama kevés, ott a D/H ardnyszam a nagyobb (a II-es és [V-
es esetekben), vagyis az utobbi teljesit jobban, ami teljesen megfelel a
feltételrendszerek jellegének. Ezzel egytttal az is bebizonyosodott, hogy sem a
Mihalyko-Orban, sem a Davidson feltételrendszer nem okvetlen jobb a masiknal,

erdsségiik a szituaciotol fiigg.

Kiolvashato az is a 2. tablazatbol, hogy a 8. dsszehasonlitast kovetéen mind
a négy szituacio esetében né a H/MIN, az MO/H ¢és a D/H aranyszam, tehat egyre
jobban teljesit a Hybrid, a Mihalyko-Orban és a Davidson feltételrendszer is,
azonban a 20. Osszehasonlitdsig jutva sem tudott a Hybrid 100%-ot, mig a
Mihalyko-Orbaén, illetve a Davidson feltételrendszer 74%-ot elérden teljesiteni a
Hybriddel szemben. Kérdés, hogy van-e aszimptotikus hatarértéke az
aranyszamoknak, ha az 6sszehasonlitdsok szdmaval tartunk a végtelenbe, és melyik
szituacid esetében mennyi ez a hatarérték? Ezt nem vizsgaltam, ez egy késobbi
kutatas feladata lehet. Sejtésem, hogy a Hybrid minden hataron tal meg tudja

kozeliteni a 100%-t mindegyik szitudcioban, még ha elérni teljesen soha sem tudja.

Az eléz6ekbdl az is kideriil, hogy minél kevesebb dsszehasonlitdsunk van,

annal hatékonyabb a Hybrid feltételrendszer a masik két feltételrendszerhez képest.
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4. Ranglistak felallitasanak informatikai hattere

Az éltalam készitett alkalmazasokat C# nyelven, a NET Core keretrendszer
segitségével készitettem el. Emelletti dontésemet tobb dolog is indokolta, részint
mert ezen a nyelven gyorsan lehet optimalis, gyors kdédot irni, mely atlathato.
Részint ezzel a nyelvvel kapcsolatban mar sok tapasztalatom van és nagyon

szeretem is a szintaktikdjat.

Munkam elsé 1épéseként le kellett toltenem az all sports [6] adatbazisabol
az angol elsdosztalytl labdarugdbajnoksag 2020/2021-es idény mérkdzéseinek
eredményeit. Ezt az all sport api segitségével tettem meg. JSON formaban voltak
taldlhatoak az adatok, igy a NewtonSoft.Json fliggvénykonyvtarat hivtam
segitségiil az adatok deserializadlasdhoz. Az adatokat ezutan tisztitottam, illetve
ellendriztem, hogy helyesek az adatok, a 380 mérkdzés eredményeinek ellendrzése
fokozott figyelmet igényelt. A megtisztitott és a program szamdra fontos
informaciodkat tartalmaz6 adathalmazt 0j formaban elmentettem a késdbbi

hasznalatra.

Nagy munka volt az optimalizadlo elkészitése. Mivel az elemzett
bajnoksagban 20 csapat van, a fliggvény 21 valtozds, amely valtozok koziil egy
rogzitheté. gy a maximalizalandé loglikelihood fiiggvény 20 valtozos. Azért is
kellett jol hasznalhato, gyors optimalizalot irnom, mert egymilli6 szimulacidt
szamlalo teszt esetén, amikor szimulacionként 20 optimumot kell megtalalni, még
gyors koddal is rengeteg id6t vesz igénybe a szamitas. Mint kordbban emlitettem,
a sz€ls6értek megtalalasahoz a Nelder-Mead maddszert véalasztottam, mely gyorsan
képes megtalalni a sz€élséértékét a tobbvaltozods loglikelihood fliggvénynek. A
modszert egy késobbi fejezetben részletezem. Szerettem volna emellett kihasznalni
a modern szamitogépek adta lehetdséget: a tobb magot és szalat. Ehhez
parhuzamositottam nagy tesztek esetén a kodot, melynek segitségével szinte
linearis gyorsulast értem el a kod futasaban, igy egy 12 magot és 20 szalat szamlalo
17 csucsprocesszorral 5-6 ora alatt elkésziilt egy egymillid elemet szdmlalo

nagyteszt.
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Az altalam hasznalt modszer masik fontos részét a loglikelihood fliggvény
adja, melyet az altalanositott Thurstone modszerhez hasznaltam, ezen fiiggvényt

késobbi alfejezetben részletezem.

A kiszamitott eredményeket eldszor JSON serializalas segitségével json

fajlba mentettem el késdbbi felhasznalasra.

Téablazatok segitségével szerettem volna megjeleniteni az eredményeket,
ehhez a MigraDoc-ot hasznaltam. Ezen fiiggvénykonyvtar segitségével, gyorsan és

szépen lehet rtf dokumentumot késziteni C# kodbol.

Azaltal, hogy automatikusan lettek generalva a tablazatok, nem csak azok
megbizhatdsagat, hibamentességét tudtam biztositani, de az ezek elkészitéséhez

sziikséges 1d6 is jelentdsen csokkent.

A teljes programot kis fiiggvényekre bontottam, melyek jol
paraméterezhet6k lettek és konnyen lehet Oket tobb helyen is meghivni az
altalanossaguk miatt. Nagymértékben automatizaltam a programot, hogy minél
kevesebb felhasznaloi interakcidval a lehetd leggyorsabban lehessen kiilonb6zo

teszteket, szamitasokat futtatni.
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4.1. A Nelder-Mead optimalizalé

A fent emlitett modszert a [5]-ben talalhato leirds alapjan készitettem el.

A globalis szélséérték keresd altalaban minden egyes iteracioval kozelebb
keriil az optimumhoz, mig végiil azt nagyon nagy pontossaggal megtalalja. Ennek
a pontossagat vizsgaltam, 10000 iteraciot kovetden 20 valtozos fiiggvény
optimumat 5 tizedesjegy pontossagra biztosan képes megadni, atlagos esetben még

ennél is jobban teljesit, ezt késdbbiekben részletezem.

Az algoritmus kezdetben felvesz n+1 pontot az n dimenzids térben, melyek
egy nem elfajuld szimplexet hataroznak meg a térben. Minden egyes iteracioval
altalaban egyre kozelebb keriilnek az jonnan kiszamitott szimplex cstcsai az
optimumhoz. A futtatds végével konvergencia esetén az n dimenzidban 1évd pontok
egymasnak kis ¢ sugaru kornyezetében helyezkednek el. Az éltalam hasznalt
Nelder-Mead optimalizdld6 minimumhelyet keres, igy a kiértékelni kivéant

loglikelihood fiiggvény ellentettjét vettem.

Ugy készitettem el a programot, hogy kisziirhesse azon eseteket az
optimalizalo, amikor helyteleniil talalnd meg az optimum helyét. Ezt Ggy tettem,
hogy tobb kiilonb6zd pontbol inditottam el az optimalizalast, és a végeredménynél
elvartam, hogy a kiilonb6z0 optimalizalasok eredményei legaldbb 4 tizedesjegy
pontossdgra megegyezzenek, ennek hidnydban Ugy tekintettem, hogy nem

konvergens az eljaras és nincs optimumbhely.

A valtozok nevei és értelmei a kovetkezok, IterCount adja meg a maximalis
iteraciészamot. Ha ezt nulldnak kapja a program, akkor 5 tizedesjegy pontossag
elérése utan all le az optimalizalas. A full tdmbot az AIIMiPoints osztalyok alkotjak,
melyekben eltarolom a valtozok értékeit, illetve a hozzajuk tartozo
fliggvényértéket.

Az optimalizalds sebességét/idoigényét tobb tényezd is befolyasolja. Az
elsd ilyen tényezd, hogy milyen komplex az optimalizalni kivant fiiggvény, a
masodik ilyen tényezd, hogy hany valtozos a fliggvény, harmadik az, hogy sikertil-

e ,,J0” kiindul6 szimplexet talalni, végiil, de nem utols6 sorban az is fontos kérdés,
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milyen pontossagra toreksziink. Minél jobbra, anndl tovabb fog futni az
optimalizal6. 20 valtozos fiiggvény esetén a 5 tizedesjegypontossagot biztosan

eléri, de atlagosan 10 tizedesjegy pontos eredményt képes adni 10000 iteracio alatt.

Munkam soran két megallitasi kritériumot hasznaltam, az egyik a korabban
emlitett konstans maximalis iteracioszam hasznalata volt, de ennél jobb eredményt
adott a kovetkez6: ha 5 tizedesjegyre megegyeztek a Nelder-Mead mddszer altal
szamitott pontok a térben, akkor megallitottam az optimalizalast. Ez haromopcios
modell esetén 6 objektum értékelésénél nagyjabol 1000-6000 iteracidszamot

igényelt, 20 objektummal szamolva 3000-9000 iteraciodra volt sziikség.
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8. abra Nelder-Mead optimalizalo

{

((IterCount 0 && !same) || g < IterCount)
if (g % 1000 0)

same = true;

int 1 = 0;

while (same && 1 < full[0].point.Length)

1

int h = 1;
while (h < full.Length && same)
{
if (same)
same = (Math.Round(full[h].point[1], 5)
h++;
}
1++;

if (same)

g = IterCount - 1;

gtt;

if (g % 10000

double[] xc =
for (int i = 0;

{

}
double[] xr
for (int i = 0;

{
+

double new_res =

0)
Console.WriteLine(qg);
new double[N];
i< N;oitd)

double sum = 0;
for (int j = 0;
{

J < N; j++)

sum += full[j].point[i];
}
xc[i] = sum / N;

new double[N];
i < N; it+4)

xr[i] = 2 * xc[i] - full[N].point[i];

modelType

0 ? Functions.LogLikeliHoodFunction (xr, matrix,

if (new_res <= full[0].result)

else if

}

else if

{

}

Array.Sort<allMiPoints>(full,

double(
for
{

] xe = new double[N];
(int i = 0; i < N; i++)
xe[i] = xc[i] + 1.8 * (xr[i] - xc[il]);
¥

double new_res2 = modelType
if (new_res2 < full[0].result)

temp.result =
temp.point =
full[N] =

new_res2;

xe;

temp;

}

else

{
temp.result = new_res;
temp.point = xr;
full([N] = temp;

}

(full[0].result < new_res && new_res < full[N - 1].result)

temp.result = new_res;
temp.point = xr;
full[N] = temp;

(full[N - 1].result <= new_res)

double[] ¥z = new double[N]:
if (full[N].result < new_res)
{

for

{

(int 1 = 0; 1 < N; i++)

xz[i] = 1.6 * xc[i] - 0.6 * xr[i];
}

}

else

{

for

{

(int 1 = 0; 1 < N; i++)

xz[i] = 0.4 * xc[i] + 0.6 * xr[i];
}
}
double new_res3 = modelType 0 ? Functions.LogLikeliHoodFunction(xz, matrix,
if (new _res3 < new res && new res3 < full([N].result)
{

temp.result = new_res3;
temp.point = xz;

full[N] = temp;
}
else
{
for (int i = 1; i < N + 1; i+4)
{
double[] xh = new double[N];
for (int j = 0; j < N; j++)
xh[j] = 0.5 * full[0].point(3] + 0.5 * full[il.point(jl;
double new resd = modelType 0 ? Functions.LogLikeliHoodFunction (xh,
temp.result = new_resd;
temp.point = xh;
fullfi] = temp;
}

}

(%, y) => x.result.CompareTo(y.result));
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== Math.Round(full[h - 1].point[1],

teamCount,

0 ? Functions.LogLikeliHoodFunction (xe, matrix,

5));

advantagesType, optionsCount, isNormal, dSize)

teamCount, advantagesType, optionsCount, isNormal, dSize)

teamCount, advantagesType, optionsCount, isNormal, dSize)

matrix, teamCount, advantagesType, optionsCount, isNormal, dsize)

Functions.LLSM (xr,

Functions.LLSM(xz, matrix,

matrix,

Functions.LLSM(xe, matrix,

Functions.LLSM(xh, matrix,

teamCount,

teamCount,

sport

teamCount,

teamCount,

Type) ;

sportType) ;

SportType) ;

sportType);
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4.2. A loglikelihood fliiggvény

Ebben a fejezetben bemutatom a haromopcids loglikelihood fliggvényt.

A modszer esetén hasznalt bemeneti matrixot a help matrix jelenti. Ahogy
a nevében is benne van, ez egy segédmatrix. A futtatds eldtt kigyljtom egy
egyszerlsitett matrixba az adatokat, hogy az optimalizalas kdzben 1d6t nyerjek.
Ezen haromdimenzioés matrix elsd két koordinataja arrél dont, hogy melyik két
objektum volt 0Osszehasonlitva (i, j). A harmadik koordinataja jelezte az
Osszehasonlitds eredményét. Az 1-es index esetén az i vereségeinek szdma van
megadva j-vel szemben (rosszabb volt nala). Ha a harmadik index értéke 2, akkor
a matrixelem dontetlenek szamat tartalmazza a két objektum kozott (egyformak
voltak), ha pedig az index értéke 3, akkor a matrixelem az a szdm, ahanyszor i
gy0zott j-vel szemben (jobb volt nala). A két csapat kozott tortént Osszes
Osszehasonlitds szdmat a matrix harmadik koordinatdjanak 0-s értékén tarolom.
Ennek az az oka, hogy ne kelljen a tomb tobb elemét is ellendrizni, hogy nem nulla-

e, ha el akarom donteni, kell-e szamitasokat elvégezni.

A points nevli vektor tarolja az optimalizalni kivant valtozokat, elészor

sorban az objektumok erdsségeit, majd a hatarolo pontot.

A fliggvényt ugy készitettem el, hogy mind normalis, mind logisztikus
eloszlast tudjak vele szdmitani paraméter fiiggvényében, ehhez kiilsd
fliggvénykonyvtarakat hasznaltam fel. Ez barmikor bovithetd egyéb eloszlassal
sziikség esetén. A dolgozatomban taldlhato futtatisi eredmények szdmitasa soran

normalis eloszlassal futtattam a kodokat.

A kédban jol 1athato, hogy végigmegylink a lehetséges (i, j) parokon, és ha
volt koztiik Osszehasonlitas, akkor kiszamoljuk a hatarolépontokhoz tartozo

valoszinliségeket, vagyis az al0, all, al2, al3 értékeket.

Ezutan kiszamoljuk az egyes intervallumba esésnek a valdsziniiségeit és

ezeket megszorozzuk azzal a szammal ahanyszor megsziiletett ez a dontés.

A fiiggvény végén visszaadjuk a sum valtozoban a fiiggvény értékét.
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Teszteléseim soran megallapitottam, hogy a loglikelihood fiiggvényt igen

nagy szamban képes kiértékelni 1 masodperc alatt, a segédmatrixnak hala. 6

objektum esetén atlagosan 10 6sszehasonlitassal szdmolva ~0.8 milli6 futtatast hajt

végre egy szalon a szamitogépem, 20 objektum esetén ez a szdm mar csak ~0.16

millio.
9. abra LoglLikeliHood fiiggvény érdemi része
double h = points[teamCount];
for (int i = 0; i1 < teamCount - 1; i++)

{

for (int 3 = 1 +

{

1;

j < teamCount; j++)

if (help matrix[i] [§][0]>0)

double alO;
double all;
double al2;
double al3;
if (isNormal)

{

alld =
all =
alz =
al3 =

else

alo =
all =
alz =
al3 =

}

double lose =
double draw =

double win =

normal .CumulativeDistribution (Double.NegativeInfinity);
normal.CumulativeDistribution (-Math.Exp (h) + points[j] - points[i]):
normal .CumulativeDistribution (Math.Exp(h) + points[j] - points[i]):
normal .CumulativeDistribution (Double.PositiveInfinity);

logistic.
logistic.
logistic.
logistic.

DistributionFunction
DistributionFunction
DistributionFunction
DistributionFunction

Double.NegativeInfinity);
~Math.Exp(h) + points[j] - points[i]):
Math.Exp (h) + points[j] - points[i]):;
Double.PositiveInfinity);

Math.Log(all - al0);
Math.Log(al2 - all);

Math.Log(al3 - al2);

if (help matrix[i][j][1]> O)

{

sum += help matrix[i][j][1] * lose;

}

if (help matrix[i][j]1[2] > O)

sum += help matrix[i] [J][2] * draw;

if (help matrix[i][J]1[3] > 0)

sum += help matrix[i][j]1[3] * win;
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5. Alkalmazas

5.1. Angol Premier League mérkézéseinek eldrejelzése

Szerettem volna eldrejelezni az angol elsdosztalytl labdartigobajnoksag
2020/21-es idényének eredményeit, ehhez sziikségem volt arra, mikor lehet
megfelelden alkalmazni az Aaltalanositott Thurstone modszert. Munkam soran
fordulonként szerettem volna kiértékelni az eredményeket, ugyanis egy fordulod
mérkdzései idoben nagyjabol egyszerre jatszodnak le, rdadasul ha kiilon vennénk
minden egyes meccset, akkor 380 elemii eldrejelzési listat kéne bemutatnom, ami

nehezen attekintheto.

Felhasznalva a 3. fejezet eredményeit, megallapithato volt, hogy a Hybrid
feltételrendszer a 7-dik forduloban teljesiilt eldszor, a Davidson a 18-dikban, mig a
Mihalyko-Orbén a 20-dik forduldban. Az utdbbi varhato is volt, hiszen akkor voltak
az elso visszavagd mérkdzések. Ami meglepd volt, hogy a Davidson csak a 18-dik
forduldban teljesiilt elészor, aminek azonban nyilvan az az oka, hogy lényegét
tekintve a bajnoksag a 18-dik forduloig a IlI-as szituacionak felelt meg (viszonylag

sok dontetlen és kevés, pontosabban nulla darab oda-vissza gy6zelem).

Tehat az altalanositott Thurstone mddszer segitségével csak a 7-dik fordulot
kovetden lehetett erdsségeket szamitani €s igy onnant6l kezdve lehetett a jovobeli

mérkdzések eredményeit a segitségével eldre jelezni.

A 5. tablazat mutatja meg a normalis eloszlast alkalmaz¢ &ltalanositott
Thurstone modszer altal kapott eredményeket, illetve a bajnoksdgban elért

helyezéseket és pontszamot.
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5. tablazat Az angol bajnoksag eredményei

Hivatalos
Helyezés | Név mi helyezés | Pontszdm
1 Manchester City |0,83536 |1 86
2 Manchester Utd |0,536396 |2 74
3 Liverpool 0,384172 |3 69
4 Chelsea 0,352004 | 4 67
5 Leicester 0,294137|5 66
6 West Ham 0,289697 | 6 65
7 Tottenham 0,217392|7 62
8 Arsenal 0,179876 |8 61
9 Everton 0,142748 |10 59
10 Leeds 0,141982 |9 59
11 Aston Villa 0,022173 |11 55
12 Newcastle -0,1802 |12 45
13 Wolves -0,18174 |13 45
14 Crystal Palace -0,20273 | 14 44
15 Brighton -0,21818 | 16 41
16 Southampton -0,24562 | 15 43
17 Burnley -0,3378 |17 39
18 Fulham -0,5278 |18 28
19 West Brom -0,59606 | 19 26
20 Sheffield Utd -0,9058 |20 23

Az mi-k jelentik a tablazatban az egyes csapatok mogott levd valdsziniiségi
valtozok varhato értékét (atlagos erdsségiiket) azzal a feltétellel, hogy az 6sszegiik
nulla. Az utolso6 két oszlopban talalhat6 a bajnoksag hivatalos rangsora €s az egyes
csapatok altal szerzett pontok. Mint jol lathato, 6sszesen két helyen van helycsere
az altalanositott Thurstone modszer 4ltal adott rangsor, illetve a hivatalos rangsor
kozott, az is csak az elsd harmad utan, vagyis az erdsségek nagyon jol korrelalnak
a szerzett pontszdmokkal. Mondhato, hogy a moédositott sordsszeg modszer (a
gybzelemért nem 2, hanem 3 pont jart) és az altalanositott Thurstone modszer
lényegében ugyanazt a rangsort adta. Ami azonban figyelemre méltod, hogy par
helyen a pontszamok kis eltérése és a sorrend egyezése ellenére az erdsségben
viszonylag nagy kiilonbség van, példaul a 4. és az 5. helyezett csapat esetében.
Akkor, amikor nem egyezik a sorrend, akkor mind az erésségekben, mind a

pontszdmokban igen kevés volt az eltérés az €rintett csapatok kozott.
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Kiszamoltam az otthoni gydzelem, dontetlen, vereség relativ gyakorisagat,
melyek koziil az elsé hét forduld alatti 70 mérkdzésre és az Osszesre (380-ra)
vonatkozo6t az 6. tablazatban megadom. Az els6 adat azért érdekes, mert innentdl
kezdve tudtam eldre jelezni a tovabbi fordulok eredményeit és az eldrejelzés soran
volt, amikor erre sziikség volt, a masodik pedig a teljesség miatt érdekes. Meglepd
modon az angol bajnoksagban a hazai palya 0sszességében hatranyt jelent a relativ
gyakorisagok tiikrében, ugyanis az otthoni vereségnek van a legnagyobb relativ
gyakorisdga, még ha nem is sokkal tobb, mint a hazai gy6zelemnek. Jol lathato,

hogy a dontetlenek is viszonylag gyakoriak, a meccseknek tobb mint 6tdde lett az.

6. tablazat Hazai gyozelem, dontetlen, vereség relativ valosziniisége

Fordul6d | Gydzelem | Dontetlen | Vereség
7 0,357 0,186| 0,457
38 0,379 0,218 0,403

Mint azt korabban emlitettem, az altalanositott Thurstone modszer
segitségével szerettem volna eldre jelezni az kovetkezd forduld mérkdzéseinek
eredményeit. Ehhez négy modszer alkalmaztam, melyeket sorra T1, T2, T3, T4-el
jelolok, ebbdl az elsé kettd a Thurstone modszeren alapszik, mig a masodik kettd

kontroll modszer.

e A T2-es mobdszer a 2.2.-es alfejezetben bemutatott jovObeli
valosziniségekre  tdmaszkodik. Az el6z6 fordulok alapjan
meghatérozott (becsiilt) aktualis ; varhato értékek, illetve h

segitségével a (4)-(6) képletek alapjan azt az eredményt jelezziik eldre,
aminek a legnagyobb a valoszinlisége.

e A Tl-es mddszer finomitott verzidja a T2-esnek. Ezen eldrejelzésnél
figyelembe vessziik az el6z6 modszer altal kiszamitott valoszinliségek
nagysagat és az alapjan egy bonyolultabb m6édon meghatarozott dontést
hozunk. Eldszor, ha a legnagyobb valdszinliség egy bizonyos korlat
felett van, akkor azt az eredményt jelezziik eldre, amelyiknek a
valoszintiisége a legnagyobb. Ha a legnagyobb valészintiiség nincs efelett
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a korlat felett, de a masik ketto valoszintiségének 6sszege meghalad egy
bizonyos (masik) értéket, akkor e kettd koziil azt valasztom ki,
amelyiknek a valdsziniisége a nagyobb. Amennyiben ez sem all fenn,
akkor ebben az esetben dontetlent jelzek elére. Ehhez a modszerhez meg
kell hatarozni az eldz6ekben emlitett két korlatot.

e A T3-as eldrejelzés a sordsszeg modszeren alapszik, ezen esetben az
egyes csapatok esetén Osszeadjuk az altaluk szerzett pontokat a
kovetkezOképpen: a gydzelem 2-t, a dontetlen 1-t ér. Ha a két
Osszehasonlitani kivant objektum koziil az egyiknek nagyobb az igy
kapott pontszdma, akkor annak a gydzelmét jelezziik elére, ha pedig
azonosak, akkor dontetlent jelziink elére.

o A T4-es mddszer esetén a kovetkezd forduloban jatszoddo mérkdzés
esetén arra az eredményre fogadtam, melynek az addigi fordulok alapjan
arelativ gyakorisaga a lehetd legnagyobb volt, tehat ha idegen gydzelem

volt addig a legtobb mérkdzés eredménye, akkor mindig arra tippeltem.

A Tl-es modszerhez tartozd optimalis két korlatot a racsmodszert
alkalmazva hatdroztam meg, amelynél az els6 korlat esetében a valtozot 0,3333-t6l
0,4133-ig, 0,002-es 1épéskozzel 1éptettem. A masodik korlat esetében a valtozot
0,6666-t61 0,7466-ig ugyancsak 0,002-es 1épéskozzel valtoztattam. A két
kezddértéket a harom eshetdség egyenld valdszinliségii (0.3333) eléfordulasahoz,
illetve annak dupldjahoz igazitottam, mindkét esetben 0,002-vel megnovelve azt. A
racsmodszer segitségével megkerestem az a pontot, ahol az Ossztalalat a lehetd
legnagyobb volt az elsd 23 forduld tekintetében. Mivel ezen mérkdzéseket a
paraméterek meghatarozasara hasznaltam, igy csak az utols6 15 fordulot jeleztem
eldre. Ez az optimum a (0,3913, 0,6966) parnal volt. Ezt hasznaltam a késébbiekben

a T1 modszer esetében.

A fentiekkel azt akartam kideriteni és megmutatni, hogy van-e szerepe a két
korlatnak ¢és érdemes-e ebbdl a szempontbol vizsgalddni, javithato-e igy a talalati
arany. Az eredmények azt mutattdk, hogy érdemes ilyen moddon javitani a T2

modszert és annak is van szerepe, hogy mekkora a két korlat.
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Ezek utan azt feltételeztem, ha idében stilyozom a mérkdzéseket, akkor jobb
elorejelzést érhetek el, mert ugy gondoltam, hogy az aktudlis erdsségek
meghatarozasakor az idében kozelebbi meccsek fontosabbak, mint a tdvolabbiak.
Ezt Gigy kivantam figyelembe venni, hogy a legutobbi forduld mérkdzéseinek sulyat
mindig egynek vettem, az azt megel6z06 fordulokban 1évok sulyat pedig a kdvetkezd

képlettel szamoltam:

q", (16)

ahol g jelenti az eléviilés mértékét, n jelenti a legutobbi forduld sorszamat, i pedig
azt, hogy hanyadik forduléban volt a mérkdézés. Munkdm sordn a kovetkezd g
értékeket hasznaltam: 1; 0,975; 0,95; 09,25; 0,9 és 0,7 , ismét abbol a célbol, hogy

kideritsem van-e hatasa az idébeli sulyozasnak a talalati aranyra.

A 7. tablazatban részletezem az egyes modszerek és g-k hasznalata soran a
150 elére jelzett mérkozésbdl eltalalt mérkdzések szamat, illetve azt is, ha az
elejétdl fogva alkalmaztuk volna az egyes mddszereket, akkor hany taldlatunk lenne

310 mérk6zésbol.

7. tablazat Az egyes modszerek és q-k szerinti taldlatszamok

mddszer\g | 1 0,975 10,95 0,925 10,9 0,7

T1 77/159 |80/163 |81/159 |78/157 |79/155 |72/147
T2 78/158 |79/158 |78/153 |79/151 |78/149 |72/146
T3 80/157 |80/157 |79/152 [77/149 |77/149 |68/140
T4 61/121 |61/115 |60/115 |60/115 |55/113 |55/110

Jol leolvashato a tablazatbol, hogy a Tl-es modszer Gsszesitve minden
esetben jobb, mint a tobbi modszer, vagyis a két korlat szerepeltetésének van hatasa
¢s az is latszik a tablazatbol, hogy a g-nak is van szerepe. A T1 g = 0,95 esetén 81
mérkdzést tudott volna helyesen eldre jelezni a 150-bdl, ami azt jelenti, hogy a

mérkdzések 54%-t helyesen talalta el.

Ezt kovetden csak a Tl-es modszer eldrejelzésére fokuszalok és ezzel

kapcsolatban mutatom be részletesebben az eredményeket.
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A 8. tablazatban taldlhatéak az egyes ¢-k szerint forduldnként az

eredmények, az hogy 10-10 mérkdzésbol hanyat talalt el a T1-es modszer.

8. tablazat T1 modszer talalati szamai egyes fordulokban q-k szerint
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Most részleteiben is lathato, hogy altaldban fordulonként a ¢=0,95 adja a
legtobb taldlatot. Az is lathatd, hogy fordulér6l forduléra haladva — nem tal
latvanyosan, de trendszertien — javul a talalati arany. Ezt sokkal jobban mutatja a 9.
tablazat, amelyben megjelenitem az egyes g-k és az utols6 15, 10, 5 illetve 3
forduldra vonatkozo eldrejelzések szazalékos eredményét.

9. tablazat A T1 modszer elorejelzésének pontossaga a q-k és az utolso
forduldk szerint szazalékban

g\forduldk | utols6 15 |utolsd 10 |utolsdé 5 |utolséd 3
1| 51,33%]| 54,00% | 58,00% | 60,00%
0,975| 53,33%| 55,00% | 58,00% | 63,33%
0,95 54,00%| 54,00% | 58,00% | 63,33%
0,925| 52,00% | 52,00% | 58,00%| 63,33%
0,9 52,67%| 54,00% | 58,00% | 63,33%
0,7] 48,00%| 48,00% | 52,00% | 63,33%
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Azt gondolhatnank, hogy a ¢ = 0,95 esetén elért 54% nem sok, de
nemzetkozi 6sszehasonlitdsban igenis megallja a helyét. A [9, 22]-es cikkekben a
szerzOk joval Osszetettebb (golok szamat és a hazai palya hatdsat is erdteljesen
figyelembe vevd) modszereket hasznélva is legjobb esetben legfeljebb 53,52%-o0s
valdszintiséggel tudtak eldre jelezni az eredményeket. Ezt figyelembe véve valdban
jonak mondhaté az 54%-os eldrejelzés. Csak az utols6 fordulokat tekintve az
eldrejelzés pontossaga tovabb noétt (és szinte g-tol fliggetlenné valt), és jol lathato,
hogy a ¢ = 0,95 esetén az utolsé 50 mérkdzést tekintve kapott 58%-os, és az utolsd
30 mérkdzés esetén adodott 63.33%-o0s eredmény nemzetkdzi viszonylatban is
igencsak versenyképes. Ha pedig csak a legutolsé 2 fordulo 20 mérkdzését nézziik,
akkor mar elérjiik a 70%-t! Az ilyen tipusu eldrejelzések esetén pedig minden
szazaléknovekedésnek nagy hatisa lehet a nyereményre, mar amennyiben ezt a

modszert fogadasra kivannank haszndlni.

A kovetkezd abrakon szeretném bemutatni azt is, hogy hogyan valtozik a
legjobb négy csapat erdssége a g = 1; 0,975 és 0,95-nél fordulérdl fordulora
haladva. Részint azért csak négy csapat erdsségét abrazoltam, hogy attekinthetok
legyenek az abrak, részint mert a negyedik utdn erdsségben egy viszonylag nagy
csokkenés tortént az 5. tablazat tanusaga szerint. Az Gsszehasonlithatosag
érdekében a csapatok Osszerdsségét nullanak vettem, igy az egymdshoz vald
viszonyuk iddbeli valtozasa jol leolvashatdo az abrakrol. Azt vartam, hogy a ¢
csokkenésével jobban fognak valtozni a csapatok erdsségei, illetve, hogy a kezdeti

eredmények valtozékonysaga utan csokkenni fognak a kilengések.
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10. abra A négy legerdsebb csapat erdsségeinek valtozasa g=1 esetén

Erdsségek valtozasa, g=1
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11. abra A négy legerdsebb csapat erdsségeinek valtozasa g=0,975 esetén

Erdsségek valtozasa, g=0,975
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12. abra A négy legerdsebb csapat erdsségeinek valtozdasa g=0,95 esetén

Erdsségek valtozasa, g=0,95
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Ahogy vartuk, minél nagyobb a ¢, annal kisebb az erdsségek valtozasa,
annal 1d6tallobb egy csapat erdssége. Tehat ha g kicsi, akkor jobban figyelembe
veszi az idében kozelebbi mérkdzéseket, igy egy olyan mérkdézéseredmény mely az
erdsség alapjan nem volt varhatd, jobban befolyasolja a csapat jovobeli erésségét.
Mig ha g nagyobb, akkor kevésbé befolyasolja az ilyen fajta mérk6zés a csapat
erdsségének valtozasat. Az is lathat6, hogy a vartnak megfelelden a kezdeti
nagyobb fordulordl-fordulora torténd ingadozas lecsokkent, ahogy haladtak id6ben

eldre a csapatok.
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6. Osszefoglalas

Az  éltalanositott  Thurstone mddszer loglikelihood fiiggvénye
kiértékelhetdségével kapcsolatban bemutattam ¢és matematikai modszerekkel
elemeztem egy altalam kidolgozott sziikséges, és egy feltételezetten sziikséges és
elégséges feltételrendszert. Osszevetettem ezeket két korabbrol ismert elégséges
feltételrendszerrel. Megmutattam, hogy a Hybrid rendszer altalanositdsa a masik

kettonek.

Nagyon nagyszamu  véletlen szimuldcion  alapuld  tesztekkel
alatdmasztottam azokat az elméleti megfontolasokat, amelyek azt sejttették, hogy a
Hybrid feltételrendszer egy sziikséges ¢és elégséges feltételrendszer, igy most mar
nagyon valoszintinek mondhat6 ennek a sejtésnek az igaz volta. Emellett kideriilt
az is a tesztekbdl, hogy esetenként kozel egy nagysagrenddel jobb a masik két
korabban ismert elégséges feltételrendszernél, amelyek viszont - a koriilményektol
fliggben - az eldzetes elméleti meggondolasoknak megfelelden bizonyultak
jobbnak, vagy rosszabbnak egymasnal. Sikeriilt azt a sejtést is alatdmasztani, hogy
a dontetlenek, illetve az oda-vissza gydzelmeknek az aranya nagy hatassal van a
feltételrendszerek hatékonysagara. A fentiek alapjan lehetdség nyilik a
késébbiekben olyan eljarast kidolgozni, ami minimalizdlhatja az aktudlis

szituaciokor sziikséges 0sszehasonlitasi szamot.

A fent emlitett feltételrendszerek alkalmazhatosagit egy konkrét
alkalmazéasban is megmutattam, nevezetesen az angol elsdosztalytl bajnoksag, a
Premier League esetében. Ebben az alkalmazédsban az altalanositott Thurstone
modszer is bizonyitott, szamos elOnyére fény derilt. Sikeriilt tobbek kozott
fordulordl forduldra haladva a csapatok idében valtozo erdsségét kiszamitani, az
abbdl adodo valoszinliségek segitségével hatékonyan eldre jelezni a jovdbeli
mérkozések kimeneteleit. A jobb taldlati ardny érdekében idében is sulyoztam az
egyes mérkdzéseket, azaz az idoben kozelebbi mérkdzéseket jobban figyelembe
véve javitottam az alapmddszeren. Osszeségében mér nemzetkozi kitekintésben is
versenyképes modszert sikeriilt kidolgoznom, dacara annak, hogy a hazai palya

hatasat csak kdzvetetten és korlatozottan vettem figyelembe, mig a golkiilonbséggel

54



Osszefoglalas

egyaltalan nem ndveltem az eldrejelzés informécios bazisat. A késdbbiekben ezek
beépitésével és az idéfaktor, valamint a hattérben meghuzddd valdszinliségi
eloszlas optimalis megvalasztasaval esély latszik egy még pontosabb eljaras

megalkotasara.

Sikeriilt elérnem, hogy a program nagysagrendekkel gyorsabb legyen az
el6z6 verzidkndl, melyet parhuzamositassal, optimalizalas segitségével értem el.
Nagymértékben automatizaltam a teszteket, és megoldottam, hogy minden egyes

teszt ujra kiértékelhetd legyen, amennyiben erre sziikség van.

A jovobeli terveim kozott legfobb célként szerepel, hogy matematikai iton
bizonyitsam a Hybrid feltételrendszer sziikséges és elégséges voltat és erre

alapozva egy optimalis 0sszehasonlitasi eljarast dolgozzak ki.

A jovOben szeretnék altalanos s opcios esetekre is talalni sziikséges és/vagy

elégséges feltételrendszereket, az elénykezelést alkalmazé modellek esetében is.

Szeretném az eldrejelz6 modszeremet abban az értelemben is tovabb
fejleszteni, hogy az el6z6 évi bajnoksag eredményeit figyelembe véve hamarabb
meg tudjam allapitani a csapatok erdsségét, és igy korabbi forduloban tudjak mar

erésségeket megadni, hogy igy novelhetd legyen az eldrejelzés hatékonysaga.

Végezetiil szeretném a fordulordl-forduldra torténd eldrejelzésbe beépiteni
¢s alkalmazni az altalanositott Thurstone mddszer eldnyt is alkalmazd verzioit és
figyelembe venni par, az eldérejelzést komolyabban befolydsolo tényezot is, hogy

ezzel is tudjam az eldrejelzés pontossagat novelni.
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