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Absztrakt

Az OTDK-dolgozatban valds szimmetrikus intervallummatrixok sajatérték-problémé-
jat vizsgaljuk el6szor 2x2-es, majd altaldnosan nxn-es intervallummatrixok esetében.
A téma aktivan kutatott, jelen dolgozat elsésorban D. Hertz és J. Rohn eredményeihez
kapcsolodik.

Ahogy latni fogjuk, a sajatértékhalmaz n véges zart intervallum egyesitése. Természe-
tes az igény, hogy az intervallumok végpontjaira konnyen szamithato becslést adjunk vagy
ha lehet, azokat egészen pontosan karakterizaljuk. Dolgozatunk elso részében a 2x2-es
esetben mind a 4 intervallumvégpontot, és egyuttal a 2 sajatérték-intervallum diszjunkt-
sagat is megvizsgaljuk.

Kezdeti eredményként megmutatjuk, hogy 2x2-es esetben a 2 sajatérték-intervallum
mind a 4 végpontjat egzaktan meg tudjuk hatarozni. Azonban ezek nem feltétlentil
csucsmatrix sajatértékeként allnak eld. Viszont ekkor az eredeti intervallumméatrixbol
konstrualhatunk olyat, amely 1-1 csticsmatrixanak legkisebb vagy legnagyobb sajatértéke
megegyezik egy keresendd végponttal. Tovabba a sajatérték-intervallumok diszjunktsa-
géara sziikséges és elegendo feltételt is adunk az intervallummatrixot alkoté intervallumok
kolesonos helyzetétol fiiggden.

Dolgozatunk masodik részében az n x n-es altalanos eset felé fordulunk. Hertz mun-
kassaga nyoman tudjuk, hogy az nxn-es szimmetrikus intervallummatrixok legnagyobb
sajatértékeinek maximuma egybeesik 277! specidlis csicsmatrix legnagyobb sajatértéké-
nek maximumaval, mig a legkisebb sajatértékek minimumara is hasonl6 allitas teljestl.
Ezenkiviil Xin eredményei alapjan Hertz azt is felismerte, hogy ha az offdiagondlis in-
tervallumok jobb végpontjai nem kisebbek, mint a bal végpontok abszolut értékei, azaz,
ha a diagonalison kiviili intervallumkozepek nemnegativak, akkor a jobb végpontokbol
képzett matrix legnagyobb sajatértéke megadja a legnagyobb sajatértékek maximumat.
Ezt altalanositva megmutatjuk, hogy az intervallummatrixot alkoté intervallumok bizo-
nyos eldjelmintazata esetén exponencidlisan sok helyett 1 csicsmétrix is meghatarozza
a legnagyobb sajatértékek maximumat. Ezenkiviil kezdeti eredményként megallapitjuk,
hogy az emlitett specialis el0jelmintazatok esetén, ha egyik offdiagonalis intervallumnak
sem bels6 pontja a 0, akkor a legnagyobb sajatértékek minimuma is egzaktan megadha-
t6. Specialis el6jelmatrixok egy masik rendszerére vonatkozolag a legkisebb sajatértékek
korlatjaira is hasonlé Gsszefiiggések allnak fenn.

Végezetiil az elért eredményeket alkalmazva intervallummatrixok stabilitasat vizsgal-
juk.
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1. Bevezetés

Szamos valds életbeli probléma kapcsan talalkozunk valamilyen bizonytalansaggal,
ami lehet mérési pontatlansag, gyartasi hiba vagy éppen a gépi szamabrazolasbol adodo
akadaly. Ezek kezelésének egyik lehetséges mddja intervallumok alkalmazésa. Az inter-
vallumanalizis a mult szdzad mésodik felében indult utjara és ma is dinamikusan fejl6dé
teriilet. Ez id6 alatt kideriilt, hogy egy igen erds eszkoz valtozd rendszerek tanulmanyo-
zasara. Egyik legnagyobb el6nye, hogy egy rendszer Osszes allapotanak tulajdonsigaira
kapunk vélaszt.

A dolgozatban az intervallumanalizis egyik teriiletével, szimmetrikus intervallummét-
rixok sajatértékeinek vizsgalatdval foglalkozunk, ami a 90-es évek 6ta kutatott. Deif [3]
vetette fel elészor az intervallummatrixok sajatérték-probléméjat, majd Hertz [5, 6] és
Rohn |7, |10] is kutatott a témdaban, akiknek a jelent6sebb eredményeit be is mutatjuk.
Feltessziik, hogy a matrix elemei korlatos, zart intervallumokon beliil valtozhatnak, és a
célunk, hogy a sajatérték-intervallumokat karakterizaljuk. Uj eredményeinket a dolgozat-

ban a[12], 14, [15, [16], 20}, 27}, 29} és[30] Tételek tartalmazzak.



2. Alapveto jelolések és oOsszefiiggések

A téma megértéséhez el6szor bevezetiink néhany definiciot és jelolést, valamint kozol-
jik az alapveto Osszefiiggéseket.

Legyenek A, B € R™™. Ekkor A < B, haa;; <b; V1<i<mn 1<j<m
Definialjuk az A valds négyzetes intervallummatrixot, valamint az A° és S[P, Q] szimbé-
lumokkal jelolt valés szimmetrikus intervallummaétrixot a kovetkezok szerint:

A=[PQ={AcR": PQerR™ P=P Q=Q", P<A<Q)}

" AS:S[P,Q]::{AEA:A:AT}.

A kozép-, illetve sugarmatrixat

1
és 1
Ap = B (Q—-P)
jelolik.

1. Lemma. Egy A € R™" szimmetrikus mdtriznak n valds sajatértéke van.

Ezeket nemnovekvd sorrendbe rendezzitk: A (A) > A2(A) > -+ > A (A). A (A)-t
és \,(A)-t az A négyzetes matrix extremalis sajatértékeinek nevezziik, amikre teljesiil a
kovetkezo.

2. Lemma. maz, e Az = M\ (A) és ”rﬂzz’@l 2T Az = X\, (A), ahol A szimmetrikus.

Jelolje p(A) az A szimmetrikus matrix spektralsugarat, azaz p(A) = max{\;(A4), —A\,(A4)}.
A sajatértékre vonatkozé jelolést kiterjesztve, az A° szimmetrikus intervallummatrix j.
sajétértékhalmazat X;(A%) := {\;(4) : A € A5} formaban definidljuk.

3. Lemma. \;(A®) véges zdrt intervallum Vj =1,...,n esetén.

Bizonyitas. A karakterisztikus polinom egy folytonos fiiggvény, igy a gyokei folytonosan
valtoznak az A% kompakt halmazon.

O

A sajatérték-intervallumokat A;(A%) = [X;(A%), X;(A%)] (j = 1,...,n) szerint jeldljiik.



3. Hertz-tétel

A kovetkezSkben Hertz Aj (A%) és A, (A%) korldtokra vonatkozd tételét kozoljiik.

Eszerint egyenként elég 271 szimmetrikus csicsmatrix extremalis sajatértékét kiszamitani
az egzakt korlat meghatarozasahoz. Azonban ahhoz, hogy a tételt precizen kimondhassuk,
érdemes a kovetkezo jeloléseket bevezetni.

Legyen V[P, Q] a P és @) szimmetrikus matrixok &ltal meghatdrozott szimmetrikus
csucsmatrixok halmaza, jeloléssel

VIP, Q] :={A € S[P,Q] : ar € {pri; qr}} -

Legyen {0;}22; = {1} x {£1}""! ahol aszerint rendeziink forditott bindris sorrendbe,
hogy a -1-et 0-nak feleltetjitk meg. Jelolje {02}3211 az ortansparok halmazat, ahol a zart
ortdnsokat az ellentettjiikkkel allitjuk parba, azaz 1 < ¢ < 2"1 esetén
O, = {x € R" : Yk o;(k)xr > 0 vagy Vk —o;(k)xy > 0}. B" jeloli az n-dimenzids
egységgombfeliiletet euklideszi normaban és legyen

B; == B"NO;, 1<i<omt
Nyilvanval6, hogy
277,71
B" = U B;.
i=1

Az A (1 <@ < 2"1) matrixokat definidljuk a kovetkezOképpen:

qkk, hal=k
Ty = S Qut, ha o;(k)o;(1) =1, l £k . (1)
Dkl ha o;(k)o;(I) = =1, Il # k
Tehat ‘
A eVI[PQ).
Mivel egy szimmetrikus A méatrixra
zT Az = Z apeTh + 2 Z AR TR, (2)
k=1 1<k<i<n

észrevehetjiik, hogy 1 < i < 277! és Vo € B; esetén

A' € argmax fi(A), (3)
AcAS

ahol fi(A) = 2T Az, és A € R szimmetrikus. Igy 1 <i < 27! esetén

A' € argmax fa(A, x), (4)
AG?S
TEDL;

ahol fo(A,z) = 2T Az, A € R™" szimmetrikus, és x € B". Azaz A egy olyan szimmet-
rikus csicsmatrix, ami Vo € B; esetén maximalizalja a —beli kvadratikus alakot, ezért
max 27 Az = max 27 A'z.

AcAS z€B;
JJEBZ'



4. Megjegyzés. Hertz [5)-ben a —beli kifejezés jobb oldaldval definidlta az A’ métri-
xokat, azonban ez nem egyértelmii, még ha az egyszeriiség kedvéért el is tekintiink attol,

hogy az argmax fo(A, ) nem matrixok, hanem (A, z) parok halmaza. Ehhez vegyiik az

AcAS
rEB;

oo 1

szimmetrikus intervallummatrixot. Az 1. siknegyedben (4)) szerint az

(5
-0
2TAz=(0 1) (_33 _63> (?) = 6.

0% ¥)0)-

> matrix is maximalizal az 1. siknegyedben, ami nem csticsmatrix.

matrix maximalizal. Ezt az
vektorra teszi. Ekkor

MaAsrészrol

0o I
Tehat a < 7 2
Masrészrél [4]-ben nyilt ortdnsok segitségével definidlta az A" métrixokat, ami a mi jels-
léseinkkel az alabbi:

1 <i <21 és Vo € int(B;) esetén

A’ = argmax fi(A), (5)

AcAS
ahol int(B;) B; belseje.

5. Lemma. Az —beh’ kifejezés jobb oldala egyértelmi, és egybeesik az —ben definialt
A" mdtrizszal.

Bizonyitas. Legyen 1 < i < 27! tetszéleges, de rogzitett. Ha 3 A, AM ¢ A% amikre
Vx € int(B;) esetén
A® AW ¢ argmax fi(A),
Ae€AS
és
A© £ AW

akkor 3 £, [ indexek, amikre
0 1
a’l(cl) # aéz)‘
Ekkor fenndll, hogy Vz € int(B;) esetén

(0) (1)
ay Trxp # ay TRy,



mivel z,z; # 0. Azaz A© és AD koziil az egyik nem maximalizélhat. Igy ellentmondésra

jutunk, tehat Vo € int(B;) esetén az argmax f;(A) kifejezés egyértelmii. Masfel6l belatjuk,
A€ AS

hogy az —ben definialt A’ matrixra teljesiil, hogy Vz € int(B;) esetén

A’ = argmax f; (A).
AcAS

Legyen A az egyértelmii maximalizalé métrix. Belatjuk, hogy
A = A0,

Mivel a,(flj) < qui, ezért
0
a,(ck)xi < ;.
Ha x,x; > 0, akkor

(0)
A Ty < Q.

Ha x,2; < 0, akkor

(0)
A TRy < PRiTrTy.

Mivel Vx € int(B;) esetén argmax fi(A) egyértelmil, ezért a fenti egyenl6tlenségekben
AcAS

egyenl8ségek allnak fenn. Igy A" = A©, hiszen zj1; # 0.

O
Hasonléan 1 < i < 277! esetén legyen
Prk,  hal=k
Q= S Pkl ha o;(k)o;(1) =1, l £k . (6)
ki ha o;(k)o;(1) = =1, l # k
Tehat '
A e VIP,Q]
El6z6hoz hasonloan 1 < ¢ < 277! és Vo € B; esetén
Al € argmin fy(A) 7
A€AS
fgy 1 <i < 27! esetén
A" € argmin fo(A, z). (8)
AcA®
zEB;
Ezaltal mar minden adott a tétel megfogalmazasahoz.
6. Tétel (Hertz-tétel, |[4)-ben az 1. Tétel, [5]-ben az 1. és 2. Tétel).
1(4%) = max, M (4) Q)
s\ _ : i
A, (4%) = min_, A (4) (10

7



7. Megjegyzés. Az extremalis sajatérték-intervallumok végpontjait természetes moédon
kifejezhetjiik optimalizaciés problémak megoldasaiként:

X(AS) = max max T Ax (11)
S\ — i T
&(A )—jrelgls max Ax (12)
)Tn(AS) = max min 2’ Ax (13)
AcAS xeB™
A, (AS) = min min 27 Ax (14)
- AcAS xeB™

8. Megjegyzés. |4]-ben az extremadlis sajatértékek masik két korlatjat is megadtdk az
alabbiak szerint:

A (A7) =m0 () (15
% (4%) = e () (10

Azonban a fenti és formulak altaldnosan nem érvényesek, ugyanis az extremalis
sajatértékek és korlatjait nem feltétleniil szimmetrikus cstcsmatrixok sajatérté-
keiként érjiik el, amit az alabbi példa is mutat. 2 X 2-es szimmetrikus intervallummatrixok
esetén a és formulédk akkor és csak akkor teljestilnek, ha a 0 nem belsé pontja
az offdiagonalis intervallumnak, ahogy azt a késobbiekben megmutatjuk.

9. Példa. Legyen

=250 )

Ekkor a sajatérték-intervallumok:
Aa2(A%), 2(A%)] = [-2v5, 3], (17)
1
[2,2 (9+\/%)]. (18)

[AL(A%), X;(A%)]

-4 -2 0 2 4 B ]

1. Abra. A® sajatérték-intervallumai

Ugyanakkor

L da(A) = ; (9-3v5) ~ 11459 < X, (A%)

min _\;(A) = V13 ~ 3.6056 > A, (AY) .
AeV[P,Q] —

Tehat a és formulédk nem &llhatnak fenn.

10. Megjegyzés. A szamitasok megvaldsitdsahoz a Wolfram Mathematica programcso-
magot hasznaltuk [9]. Ennek segitségével foleg valos kvantorelimindcios feladatokként fo-
galmaztuk meg a sajatérték-problémakat, amiket megoldva megallapitottuk a sajatérték-
intervallumokat |1} 2} [12].



A sajatértékkorlatokra vonatkozo vizsgalddast kiterjeszthetjilk nem extremalis sajat-
értékekre is. Ennek szemléltetéséhez egy 3 x 3-as példat kozlink, ami mutatja, hogy a
kozépso sajatérték-intervallum jobb végpontja nem egy szimmetrikus cstcsmatrix kozépso
sajatértéke.

11. Példa ([4]-ben a 3. Példa). Legyen

2, 6] 1,2] [—7,-2]
A5 =1 [1,2] 3,11  [—1,7]
[—7,-2] [-1,7 [—-1,5]

A szimmetrikus cstcsmatrixok kozépso sajatértékeinek maximuma 10.1549. Azonban
Ao(M) & 11.3514 < X; (A®), ahol

5.2054  1.6556 —6.8321
M =] 1.6556 10.9244 1.9721
—6.8321 1.9721 4.6703

Tehat a kozépso sajatérték-intervallum felsé korlatjat nem érjiik el szimmetrikus cstcs-
matrix sajatértékeként.



4. 2x2-es valos szimmetrikus intervallummatrixok
sajatérték-intervallumainak vizsgalata

A értelmében bizonyos csticsmatrixok legkisebb vagy legnagyobb sajatér-
tékeinek minimuma vagy maximuma megadja a A, (AS ) vagy A; (AS ) éles korlatot, ahol
A?® valés szimmetrikus intervallummatrix.

Ebben a fejezetben megmutatjuk, hogy 2x2-es valos szimmetrikus intervallummét-
rixokat vizsgalva, egyes esetekben a és formulak is fennallnak, azaz specialis
csucsmatrixok legnagyobb vagy legkisebb sajatértékeinek minimuma vagy maximuma ép-
pen Ap (AS) vagy Ao (AS‘E. Ugyanakkor, ahogy a fenti |9l Példa is mutatja, nem biz-
tos, hogy ezeket a korldtokat csicsmatrixok sajatértékeiként érjiik el. Viszont ezekben
az esetekben is tudunk eredményt felmutatni, hiszen ilyenkor eléallithatunk egy inter-
vallummatrixot, amire érvényesek a és formuldk, valamint sajatértékkorlatjai
megegyeznek az eredetiéivel.

A fejezet tovabbi részében a sajatérték-intervallumok kolcsonos helyzetével foglalko-
zunk. Etekintetben elmondhatjuk, hogy az intervallummatrix diagonalis intervallumai-
nak egymashoz viszonyitott helyzetétdl és az offdiagonalis intervallum eldjelétol fiiggden,
szitkséges és elegendd feltételt is adhatunk a sajatérték-intervallumok diszjunktsagéra.

4.1. Kozbiulso korlatok

Ezen alfejezetben a Ao AS) és A\ (AS) végpontokra vonatkozo eredményeinket mu-
tatjuk be. Valamint a fejezet hatralevo részében az

a= (el )

jeloléssel éliink.

12. Tétel.
min{as, c2}, ha by <0 < by
b
Ao(A), ha 0 < by < by, ahol A = (a2 1)
A2 (AS> = b (19)
a9 b2
)\2(14)7 ha bl SbQSO,QhOZA: ( )
by ¢
és
max{ai,c1}, hab <0< by
b
A(A), ha 0 < by < by, ahol A = (“1 1)
ﬁ(AS) — b1 C1 (20)
aq bQ
/\1(14), ha b1 S bg S 0, ahol A =
b2 C1

10



Bizonyitas.

1)

bl <0< b2
Az A = (glc’) € A° miétrix karakterisztikus polinomja det(A — \) =

= A — (a+ )\ + ac — V?, {gy a sajatértékei \jo(A) = ately 4;’2+(a_c)2. Ezért
Ao(A) b= 0-ra veszi fel a maximumat. Tovabbé

— a+c—/40? + (a — ¢)?
A2 (A ) = féi%Ag(A) = max 5 =

= max = min{as, ca}.

a+c—la—c| _{aQ, ha ay < ¢y
5 -

co, ha as > ¢

Hasonléan
A (AS) = max{a, ¢ }.

0<b <by
Ha b > 0, akkor a parcidlis derivaltakra fennall, hogy % = % <1 — ‘H) >0
4b2+(a—c)?

és % = % (1 + M) > 0. Ha b = 0, akkor tekintsiikk a parcialis
derivaltak folytonos kiterjesztését, igy % = % (1 —sign(a—c)) > 0 és
% = % (1 +sign(a — ¢)) > 0. Ezaltal a megfelel6 szekciéfiiggvények mindkét eset-
ben monoton névék (nem szigori értelemben). Tehat a maximumot elérjitk a = ay

és ¢ = ¢y esetén. Ebbél adéddan elég b-re optimalizalni, és b; maximalizal. Igy

Xz (A%) = Xy(A), ahol A = (“2 bl) .

bl (&)
Hasonlbéan
S\ _ [ by
A1 (A%) = M (A), ahol A = (ln q).
by <by <0

Az el6z6hoz hasonld.

O

13. Megjegyzés. Ha 0 ¢ (by, by), akkor a 2x 2-es esetben a (15), formulak is érvénye-
sek, amit az el6z6 tételbeli matrixok igazolnak. Emellett egyszerii, hogy a Hertz-tételbeli
korlatok megallapitasahoz is elég egy-egy csucsmatrix megfeleld sajatértékét kiszamolni.
Ezek Ap (A%) = Xa(A) és Ay (A%) = \y(B), ahol

b b
b2} b < bl ) ha b < bl
bg Cq1 b2 Co

A= és B = :
ar b ag b
, ha ‘bl‘ > ’bg‘ , ha ‘bll > ’bg‘
bl C1 bl Co

11




Ha 0 € (by, by), akkor konstrualhatunk olyan intervallummétrixot, amire fennallnak a
és formulak, valamint a sajatértékkorlatjai megegyeznek az eredeti intervallummat-
rixéival.

14. Tétel. Legyen 0 € (by,by) és

is a1, as] [0, max{|b1], ba }]
A7 = ([o,max{ybl|,b2}] lc1, 2] )

Ekkor AS és AS sajatértékkorlatjai megegyeznek.

Bizonyitas.

A Megjegyzés és a sajatértékek A\jo(A) = arety 422+(a_c)2 explicit képletei alapjan
(ahol 1athato, hogy +b-re ugyanazok a sajatértékek)

A (A%) = M(Ar) =N (A%), Xg (A7) = Mo(4) = Ny (AT),

ahol

A, = < as max{|b1|,b2}> A= ( a max{|b1|,b2}> .

rnax{ |b1 |, bg} (6)) max{ |bl |, bQ} (&1
A [12] Tétel alapjén

A (A%) = (A%) = M(45), X (AT) =% (A%) = ha(Ay),

N ! 0 (a2 0
AS_(O cl>’ A4_<0 02>'

Tehat AS néhdny specidlis csticsmatrixa meghatarozza AS sajatértékkorlatjait.

ahol

4.2. Sajatérték-intervallumok diszjunktsaga

A kovetkezdkben a 2 x 2-es valds szimmetrikus intervallummatrixok sajatérték-interval-
lumainak diszjunktsiagat vizsgaljuk. Etekintetben sziikséges és elegend? feltételeket fogal-
mazunk meg.

15. Tétel. Ha 0 € [by, bs], akkor az [a1, as] €s [c1, co] intervallumok diszjunktsdga elegendd
és sziikséges feltétel a sajatérték-intervallumok diszjunktsdagdra. Ha 0 & [by, by, akkor csak
elegendo, de nem sziikséges.

Bizonyitas.

1) by <0< by
Sziikségesség: o
min{ag, CQ} = )\2 (As) < ﬁ (AS> = maX{al, Cl}

Y

g < €1 vagy co < ay

12



Y
[a1, as] és [c1, co] diszjunktak.
Elégségesség:
D) as <y
as < ¢ = TQ(AS) = ao, Q(AS) =0
II) e < ay
e <a = E(AS) = o, &(AS) =
Tehat a sajatértékintervallumok mindkét esetben diszjunktak.

2) 0< b1 < b2
Elégségesség:

I) a1 < ay <c <Ly

o —C1 < \/4[)% + (GQ —02)2
ar —ap < \/4[)% + (Cll —01)2
Co—Cl+as—a; < \/4[)%4‘(&2—02)24‘\/4[)%4‘(&1 —61)2
— 1
)\2 (AS) = 5 <6L2 + co — \/4()% + ((12 — 62)2) <
1
< 2(&1 +c1 + \/46% + (a1 —61)2> :&<As)

II) 1 <cp<a; <ay
El6z6hoz hasonlo.

3) bl < bg <0
El6z6h6z hasonlo.

Ha 0 ¢ [by, bo], akkor a diagondlis intervallumok diszjunktsidga nem sziikséges feltétele a
sajatérték-intervallumok diszjunktsdganak. Ezt szemlélteti a kdvetkezo példa. Legyen

= ([ .

Ekkor
1 % 2 n 1L v
2 % 3 2y 1
A% = <3 1) Ao (4%) = (3 V145)
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A (; j) A (A) =3+ VIO
A2:<§ i) M (A7) =3+ V5,
igy a alapjén
X (4%) = min {3 (3= VB), £ (3- VIB)} = | (3 VIB),

valamint

TI(AS) :max{?)—l—\/m,?)—l—\/g} = 3 ++/10.
Tovabba a [12l Tétel szerint

R =x((3 1)) =5
es n () (( ) =16 v@)

Ezéltal a sajatérték-intervallumok:
S 1
X, (A%) = [4 (3—V145),3 - \/5] ~ [ — 2.2604,0.7639]

és
A (A7) = [111 (3+65),3+ \/1_0} ~ [2.7656, 6.1623].

U

Lattuk, hogy a diagonalis intervallumok diszjunktsaga nem minden esetben sziikséges
feltétel. Viszont ekkor az offdiagonalis intervallum végpontjaira tudunk elegend6 és sziik-
séges feltételt is adni a sajatérték-intervallumok diszjunktsaganak tekintetében feltéve,
hogy [a1,as] és [c1, co] metszik egymadst.

16. Tétel. Ha a nemelfajuld [ay,as] €s [c1, ca] intervallumok metszik egymdst, akkor

by > V/(a2—a1)(az—c1)(c2—a1)(c2—c1)

ag—ai+ce—cy

b (AS) <A (AS) = vagy

V/(az—a1)(az—c1)(c2—a1)(ca—c1)

az—al+cz2—cy

by < —

Ha 0 ¢ [by,bs], és legaldbb az egyik diagondlis intervallum elfajuld, akkor akdr metszik
eqymdst, akdr nem, fenndll a sajdtérték-intervallumok diszjunktsdaga.

17. Megjegyzés. A \/(GQ7a1)a(jf;:r)c(::1al)(crq) kifejezés joOl definialt, mivel az

(ag — ay)(ag — ¢1)(cay — a1)(ea — ¢1) szorzat nemnegativ és a nevezd pozitiv az atfedo,
valamint nemelfajulé diagonalis intervallumok végett.
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Bizonyitas.

1. 0 < b1 < bg
Ekkor a[12] Tétel alapjan

w0 x5 2)) enta=x ()

azaz
I ag + Co — 4b2 + (CLQ - 02)2
)\2 (AS) - \/ 21 )

és (21)
a1 + ¢ + /461 + (a1 — ¢1)?
AL (AS) - J 21 '

I) Legalabb az egyik diagonélis intervallum elfajuld.

i) a:=a; = ay

o —c1 < ]a—02]+|a—cl|:\/(a—02)2+\/(a—01)2

cy—c < \/46% +(a—cp)?+ \/4b§ +(a—¢)?

_&+cg—\/4b%+(a—02)2 . a+cl+\/4b%+(a—cl)2

Y (AS _ s
A2 (A > 2 9 =A (A )
i) c:=c; =c
as —ay < \/4b% + (ay — )% + \/4b% + (a; — ¢)?
- a2+c—\/4b%+(a2—c)2 a1+c+\/4b%—|—(a1—c)2
S\ _ _ 5
X (A7) = 5 < 5 =\ (A7)
IT) Nemelfajul6 diagonédlis intervallumok
i) Erintik egymést.
a) ar < ap =1 < Co
(21)-et 2-vel szorozva és rendezve ad6dik, hogy
Ao — A1 —|—CQ — C1 <\/4b% -+ (a1 — Cl>2 + \/4()% -+ (CLQ — Cg)Q =
- \/4[)% + (Cll - CL2)2 + \/4()% + (Cl — 02)27
ami minden b; > 0 esetén fennall.
b) 1 < Cy=a; <ag
El6z6hoz hasonlo
ii) Egynél tobb metszéspont
(21))-et 2-vel szorozva, rendezve, majd négyzetre emelve, ad6dik, hogy
2 2 2 2 2
ag—a1+02—cl<\/4bl+(a1—cl) +\/4bl+(a2—02) /0

(ag—a1+62—61)2 < 8b%+<&1—61)2+<a2—62)2+2\/(4[)% + (CLl — Cl)2> (4()% + (CLQ — 62>2).
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Felhasznalva az alabbi azonossagot,

((IQ—CL1+CQ—01)2: ((CLQ—CQ)+CQ—G1+CQ+<CL1—Cl)—a1)2:
= (((ag —c2) + (a1 — 1)) + 2(c2 — al))2 = (ay —c1)* + (az — &)*+
+ 2(@1 — Cl)<a2 — CQ) —+ 4(02 — (11>(CL1 —C1 +ag — 62) + 4(02 — CL1)2 =
= (ay — c1)* + (ag — 2)? +2(a1 — ¢1)(az — ¢2) + 4(co — ay)(az — ¢1)

kapjuk, hogy

((11 — Cl)(ag — CQ) + 2(02 — al)((lg — Cl) — 4b% <
< VR + (a1 — e1)?) (482 + (a2 — 2)?).

(22)

Belétjuk, hogy —ben a bal oldal abszolut értéke kisebb, mint a jobb oldalé. Ha a

bal oldal nemnegativ, akkor teljesiil. Ha negativ, akkor, mivel (¢ — ay)(as —¢1) > 0,
fennall, hogy

(a1 — Cl)(ag — CQ) + 2(02 — (ll)(ag — Cl) — 4b% > ((1,1 — Cl)(ag — Cg) — 4()?

Ezt felhasznalva,

(482 + (a1 — e1)?) (482 + (a2 — e2)?) — (a1 — e1)(ag — o) — 48})” =
= 16b] + (a1 — c1)*(ag — c)? + 4b3 ((a1 — 1)’ + (az — 02)2) —
- (165‘1l + (a1 — ¢1)?(ag — c2)? — 8b% (a1 — ¢1)(ay — 02)) = (23)
= 4b7 ((a1 — 1)’ + (ag — &2)* + 2(ay — ¢1)(ag — c2)) =
= 4b; (a1 — 1) + (a2 — )" > 0,
tehat —ben a bal oldal abszolat értéke kisebb a jobb oldalénal. —b61 és —

bol kovetkezik, hogy

0 < (403 + (a1 — 1)) (403 + (a2 — )?) —
— (a1 — 1)@z — 2) + 2(a2 — e1)(ca — ar) — 48 = 16b}+
+ 4b7 ((a1 — 1)’ + (az — 02)2) + (a1 — c1)*(ag — c3)*—
— ((al —c1)*(ag — c2)* + 4(ag — ¢1)*(ca — a1)* + 16b7 +
+4(a; —c1)(ag — e2)(ag — c1)(ca — ay)—

— 8b%(a; — c1)(ag — ¢z) — 1602 (ag — c1)(cy — al)).

4-gyel osztva,
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0 <bf ((al — 01)2 + (az — 02)2> — (ag — 01)2(02 - al)z—
— (a1 —c1)(az — e2)(ag — c1)(c2 — ar)+
+2b3(ay — c1)(ag — c) + 4b3(ay — c1)(cr — ay) =

= b ((ar = e1)? + (a2 — c2)*+

+2(a; — 1) (ag — ) +4(ag — ¢1)(ey — al))—

— (as = c1)*(c2 — a1)* — (a1 — 1) (a2 — e2) (a2 — c1)(e2 — an) =
= b?((al — 14 az — 2)® +4(ag — ¢1)(ca — al))—

— (ag — ¢1) (g — al)((a2 —c1)(ea —ay) + (a1 — ¢1)(ag — CQ)) =
= 8((a2 =) + (e —an))

— (a2 — Cl)(CQ — al)(CLQCQ + ajc; — a1cy — CLQCl) =

= b?((az —c1) +(c2 — al))2 —(ag —c1)(c2 —ar)(az — ar)(c2 — 1)

adodik. —et rendezve, majd gyokot vonva, kapjuk, hogy

\/(a2 —ap)(az — c1)(c2 — ar)(ca — 01)‘

by >
ag—a1+02—61

Az ekvivalencia masik irdnya az el6z6 1épések alapjan lathato be.

2.0 <by <0
El6z6h6z hasonlo

18. Példa. A [16 Tétel szemléltetéséhez vegyiik az

As_([—m] [b1,§]>

[b1.5] 0.1+ V5

szimmetrikus intervallummaétrixot. Ekkor

(24)

\/(az —ay)(ag —c1)(ca — ar)(e2 — 1) _ \/2~1'(2+\/5)(1+\/5) _ \/2(7—1-3\/5) B

as —ai + cy — (1 3—|—\/5 3+\/5

V14 4+ 6v/5

R

azaz, ha b; > 1, akkor a sajatérték-intervallumok diszjunktak, kiillonben egymasba met-
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szenek. Ez lathato a kovetkezd abran.

by
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2. Abra. AS sajatérték-intervallumai killonbozé by értékekre
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5. nxn-es valos szimmetrikus intervallummatrixok
extremalis sajatérték-intervallumainak vizsgalata

Ebben a fejezetben az n x n-es altalanos esetben vizsgaljuk az extremalis sajatérték-
korlatokat. Eredményiink mozgatérugéja Hertz egy cikke [6]. A benne foglaltak szerint az
intervallummatrix intervallumainak egy specialis el6jelmintazata esetén megadhatjuk azt
az egy cslcsmatrixot, aminek a legnagyobb sajatértéke egybeesik a A; (AS ) éles korlattal.

Ezen eredményt sikeriilt altaldnositanunk és kiterjeszteniink a A, (AS ) egzakt korlatra
is. Tovabba specidlis elojelmintazatok esetén az extremadlis sajatérték-intervallumok ma-
sik két korlatjat, azaz Ay (AS)—t és A, (AS)—t is megadjuk, feltéve, hogy a 0 nem belso
pontja az offdiagonalis intervallumoknak.

A fejezet tovabbi részében Rohn egy eredményét ismertetjiik, ami szerint konnyen
szamithato becslést adhatunk a sajatérték-intervallumokra. Azonnali kévetkezményként
a sajatérték-intervallumok diszjunktsdganak egy elegendé feltételét is kozoljiik.

5.1. Extremalis sajatértékkorlatok

A alapjan tudjuk, hogy elegendé néhany csicsmatrix sajatértékét kisza-
mitani a A, ! A%), X\ (AS> éles korlatok megéllapitdsdhoz. Xin [14] eredményei alapjin
Hertz egy specialis esetben még ennél is tobbet mond, mégpedig azt, hogy ha az off-
diagonalis intervallumok jobb végpontjai nem kisebbek, mint a bal végpontok abszolut
értékei, akkor A; (AS> éppen a jobb végpontokbol képzett matrix, azaz A legnagyobb
sajatértéke [6]. Ezen eredményt az intervallumkozepek dltal mutatott eléjelmintazat fel-
haszndlasaval altalanosithatjuk. Figyeljiik meg, hogy az O; (i = 1,...,2""1) ortdnsparok
megérzik az zx? € R™" (x € B") kiils6 szorzat eldjelmatrixat. Tehdt az egy ortans-
parba tartozé vektorok onmagukkal vett kiilsé szorzatainak eldjelei megegyeznek, mig
ha eltér6 ortansparba esnek, akkor kiilonboznek. Ezt észrevéve felismertiik, ha az in-
tervallummatrix kozépmatrixanak elojelmatrixa hasonld az ortansparok altal megorzott
el6jelmintazatok legalabb egyikéhez, akkor megadhatjuk azt az egy (vagy esetleg tobb)
A° ¢ {Xz}i_l ., Métrixot, amire Al (AS ) =\ (ZJ()). (Ez az A’ abban az ortdnsban
maximalizal, érflely el6jelvektora az el6jelméatrix 1. sora vagy oszlopa.) Tovabbd, ha az
offdiagonalis intervallumok egyikének sem belsé pontja a 0, akkor A; (AS ) korlat is meg-

hatdrozhato a fent emlitett eléjelmintazatok esetén. Ahogy majd latni fogjuk, a A, (AS )
és A, (A®) korldtokra is hasonld dllitdsok dllnak fenn,

Aldbb a Ay (AS) és A, (AS) korlatokra vonatkozé mintdzatok lathatok 3 x 3-as esetben,
amiket az ortansparokkal megegyez6en rendeztiink (1-fekete, -1-fehér).

3. Abra. Az ortanspérok altal megérzott eléjelmintézatok R3*® — ban
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Az ortdnsparok altal megérzott elGjelmatrixokat, illetve azok ellentettjeit jeloljiik a
kovetkezoképpen:

SPt = {xxT tx € {oi}?gl},
SP™ = {—:ch X € {01}12;1}
Miel6tt a tételt kimondanank, tekintsiik a kovetkezo lemmat.

19. Lemma. Legyen S € {£1}"*". Ekkor

S e SPT «— Skl = Sk1S11,

S €SP < Su=—S1S1-

Bizonyitas.

Legyen S € {£1}"*".

Ha S € SPT, akkor valamilyen i indexre S = 0;0]. Mivel 0;(1) = 1, ezért S,; = o;, ahol
S,1 az S matrix 1. oszlopa. Ekkor

sp = 0i(k)o} (1) = 0i(k)o; (1) = sp1811.
Masfelol tegyiik fel, hogy s = sg15;1. Mivel
Sk1S11 = S11Sk1 = Sik,
teljesiil, hogy su = S, azaz S szimmetrikus. Igy
Skl = Sk1511 = Sk1S11,

azaz

S = 8,57,

tehat S € SPT.
A mésik ekvivalencia hasonléan 1athatd be.

O
Most méar minden adott a tétel megfogalmazasahoz és bizonyitasahoz.
20. Tétel. Legyen
+ Sign((Ac)kl)a ha k 7é l
Skl = .
1, ha k=1
Ha az A® = S[P,Q| valés szimmetrikus intervallummdtriz A. kézépmdtriza specidlis

mintdzatot mutat, esetleg a diagondlis intervallumok kivételével, azaz, ha ST € SP,
akkor azt azi € {1,2,...,2" 1} indexet tekintve, melyre SE = o;, fenndll, hogy

X (A%) = (7).

21. Megjegyzés. A20] Tételben a f6 hangsily az A, kozépmatrix offdiagonélis elemeinek
az elojelén van, amit a bizonyitasban is lathatunk.
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22. Megjegyzes A 200 Tétel azt allitja, hogy specidlis el§jelmintdzat esetén megadhato
az az A’ métrix, ami meghatdrozza a A, (AS ) korlatot.

Bizonyitas. Mivel az 2T Az kvadratikus alak folytonos az A x B™ kompakt halmazon,
ezért felveszi a A, (AS> maximumot valamilyen () € B"-re és A® € AS-re. Indirekten
tegyiik fel, hogy

TTAT < 20T A 20, (25)
ahol i az az index, amire S% = o, és T a \; (A ) sajatértékhez tartozo sajatvektor. Legyen
St = (s1) sy = (311 ’xgo) , S91 ‘$§0) B ‘x(O)D . Ekkor egyszertien adddik, hogy

(O)TA Y0 < TTAT < 3OT 40)40)
valamint alabb belatjuk, hogy
()T 4(0)5,(0) < o/ (OT 1" (0)

amivel ellentmondasra jutunk.
Eloszor kifejtjik a kvadratikus alakot, majd tagonként felilrdl becsiiljiik.

7OT 40)4(0) — Z a(o)xk + QZakl xk :vl(o)

k=1 1<k<l<n
Ekkor

0 0)2
sy < quyy”. (26)

Tovabbd, ha k # [ és si = 1, akkor a[I9] Lemmat felhaszndlva

yl(qO)yl(O) = Sk1 ’ﬁk )‘ S ‘xlo)‘ = Sk ‘x(o ‘ ‘xl ’ > 0.

Valamint
0
’al(cl)‘ € [Pt qui)-
Hiszen, ha a,(g) < 0, akkor py; < 0, igy ‘a,(g)‘ < |pril, és |pri| < qri, mivel sg = 1, tehat

Pr < ’ag)‘ < gy Ha a,(;l)) > 0, akkor py; < ‘ag)‘ < q;. Ezaltal

a2 V2 < |0 |y < aun”u” (27)
Ha k # 1 és sy = —1, akkor
uy? = s ’90;5;0)‘ s ‘901(0)‘ = Sk ‘ﬁ;(go)’ ‘ml(())’ <0,

és
0
- ‘al(cl)‘ € [put, ul-
Hiszen, ha a( ) < 0, akkor — )a )‘ = a( ) ezaltal < —‘ (0)‘ < Ha o9 > 0, akk
ki kl Kl > Pri = — |G| = Qr- Ha ay” 2 U, akkor

g > 0, igy a’](cl)

< gy, és gr < |pkl|, mivel s, = —1, tehat Prl < — ‘a,(g)’ < Qki- Ezért
0 0 0) (0
a7 Oz < o | vy < puyl’y” (28)

Ezaltal ha sp; = 1, akkor a jobb végpontot valasztjuk, kiilonben a balt. gy megkapjuk
az A" matrixot. és alapjan
(0T 4(0)2,(0) < y(O)TZ"y(O)

ami ellentmondashoz vezet, azaz (25) nem allhat fenn.
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23. Megjegyzés. Ha néhany intervallum kozepe 0, de van olyan eléjelmintazat (akar tobb
is), ami a O0-kon kiviil megegyezik S*-szal, azaz az adott intervallummétrixhoz tartozé ko-
zépmatrix modositott eléjelmatrixaval, akkor ezen mintdzat szerint véve az intervallumok
megfelel$ végpontjait megkapjuk a maximalizalé A" matrixot. Ugyanis ekkor a bizonyi-
tasbeli , és egyenldtlenségek ugyanugy fennallnak. (Ha t6bb el6jelmintézat

is megfelel, akkor a hozzajuk tartozé A" matrixok mindegyike maximalizal.)

Aldbb a [20] Tétel és 23, Megjegyzés eredményeit szemléltetjiik. Ennek sordn a
Al (AS ) éles korlat megallapitdasdhoz harmadfoki polinomok gyokeit szamitottuk ki. Eze-
ket az Osszetett alakjuk miatt Root[p, k| alakban adtuk meg, ahol p egy polinom és a k,
valos gyokok esetén, a novekvo sorrendjiik szerinti sorszam.

24. Példa. Legyen

AS = [273] [274} [_27_1]
Ekkor
1 1 -1
St=|1 1 -1],
-1 -1 1

ami a . Abra 2. mintdzatéval egyezik meg, igy a Tétel alapjan az

1 3 -2
=13 4 -2
—9 —9 4

matrix legnagyobb sajitértéke adja meg a A; (AS ) éles korlatot. Valoban, mivel

-1 3 1
A=(3 4 -1 M (A') =Root[a® — 7a? — 3z +61,3] ~ 5.58
1 -1 4
~1 3 =2
A=|3 4 -2 M1 (A%) =Root[z® — Ta? — 9z + 40, 3] ~ 7.49
—2 -2 4
-1 2 1
=2 4 =2 M1 (A%) =Root[z® — 72* — 2+ 40, 3] ~ 6.08
1 -2 4
1 2 -2
A=2 4 -1 M (A) =2+ V1T~ 6.12,
—2 -1 4
ezért
a [Hertz-tétel szerint

X (4%) = max [ (1) 0 () 0 (%) 0 (3} = ().
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25. Példa. Legyen
AS=1|1-33 [2,4] [-55]].
3,4

[_271] [_575] [_

1 0 —1
Sf=10 1 0|,
-1 0 1

igy 2 specidlis el6jelmintdzat is van, ami a 0-kon kiviil megegyezik S*-szal, ezek

1 1 -1 1 -1 —1
1 1 —1),|-1 1 1].
-1 -1 1 -1 1 1

Tehat a 23] Megjegyzés értelmében

Ekkor

~1 3 -9 ~1 -3 -9
=3 4 5| A3 4 >
2 -5 4 2 5 4

matrixok legnagyobb sajatértékei megegyeznek a A; <AS) ¢les korlattal. Ez teljesiil, hi-
szen

~1 31
A'=[3 45 M (A') =Root[a® — 7a? — 272+ 1,3] ~ 9.76
1 5 4
-1 3 -2
A=|3 4 -5 A (A”) =Root[a® — 72 — 30z — 17, 3] ~ 10.13
—2 -5 4
-1 -3 1
A =|-3 4 =5 M (A%) =Root[a® — 7a? — 272+ 1,3] ~ 9.76
1 -5 4
1 -3 -2
A'=|-3 4 5 M1 (A") =Root[z® — 72 — 30z — 17, 3] ~ 10.13,
—2 5 4

fgy a alapjan
Y (AS) — max {)\1 (Zl) Y (ZQ) A\ (23) Y (ZA‘)} —\ (f) — )\ (z‘*) .

A kovetkez6 példa arra mutat ra, hogy ha az intervallummatrix eléjelmintazata al-
talanos, akkor pusztan az elgjelmintazat alapjan nem lehet a [Hertz-tételnél erdsebbet
megfogalmazni.

26. Példa. Legyen

[—2,1] 2,4 [-2,1] [—2,1] [2,4 [-8,1]
AS( 2,4 [—1,3] [2,5]) ésBS( 2,4] [—1,3] [2,5]).
[_271] [_275] [27 ]



Ekkor a két intervallummatrix kozépmatrixanak moédositott el6jelmétrixa megegyezik,

ami
11 -1
SF=11 1 1].
11 1
Mivel
14 1
A'=[4 3 5 A (A') =Root[z* — 82 — 23z + 40, 3] ~ 9.91
15 4
1 4 -2
A= 4 3 =2 A1 (A”) =Root[z® — 822 — 52 + 36,3] ~ 8.07
—2 -2 14
1 2 1 .
=2 3 -2 A (A7) 25(9—1—\/5)%5.62
1 -2 4
1 2 —2
A'=[2 3 5 M (A") =Root[z® — 82 — 14z + 81, 3] ~ 8.53
—2 5 4
[t 4 » o
B =|4 35 M (B') =Root[a® — 827 — 23z + 40, 3] ~ 9.91
15 4
(14 -8 i o
B=4 3 =2 M (B”) =Root[z® — 82 — 652 + 120, 3] ~ 12.45
8 -2 4
1 2 1 .
B'=|2 3 -2 M\ (BY) =3 (9+V5) ~5.62
1 -2 4
(1 2 -8 . o
B'=[2 3 5 M\ (B') =Root[a? — 82% — T4z + 381, 3] & 11.55,
—8 5 4
ezért
a [Hertz-tétel szerint
X (4%) = mas 30 (2). 00 ()0 ()0 ()} =0 ()
és

A1 (B®) = max {\, (El) oY (§2) A\ (§3) oY (§4)} =\ (EZ) .
Tehat annak ellenére, hogy az el6jelmintdzatuk megegyezik, a A; éles korlatot kiilonbozd
ortansokban maximalizal6 csticsmatrixok legnagyobb sajatértékeként érjiik el.

Alébb a . Tétel A, (A) korldtra vonatkozé pérjat kozoljiik.

27. Tétel. Legyen
ST o sign((Ae)r), ha k #1 '
ha k=1
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Ha az A% = S[P,Q| valés szimmetrikus intervallummdtriz A. kézépmdtriza specidlis
mintdzatot mutat, esetleg a diagonalis intervallumok kivételével, azaz, ha ST € SP~,
akkor azt azi € {1,2,...,2" '} indexet tekintve, melyre S, = —o;, fenndll, hogy

7 (4% =2 ()
Bizonyitas. Az el6z0hoz hasonlé.
O

A 201 és a 27 Tétel ismeretében felmeriil a kérdés, hogy mekkora a specidlis el8jel-
mintazatok aranya. A kovetkezd megjegyzésben erre adunk valaszt.

28. Megjegyzés. Feltehetjiik, hogy a diagondlis intervallumok kozepe pozitiv, ezaltal a
specidlis mintdzatok szdma 2"~ !, mig 6sszesen, mar csak az offdiagondlis intervallumokra
. n(n—1 -z - ‘ . .ot . .1

Osszegezve 27 2 ' mintézat van, ami a Ay (AS ) korlatot illeti. Igy kapjuk, hogy a specialis

el6jelmintazatok aranya
2n—1 1

n(n—1) ~ (n—2)(n—1) *
2 2 2

2
Ugyanez az arany érvényes a A, (AS ) korlatot illetéleg is. Tehdat 2 x 2-es esetben minden

mintazat specidlis, azaz a A, (AS> és A1 (AS ) korlatokhoz mindig meg tudjuk adni azt
az 1-1 csicsmatrixot, aminek az egyik sajatértéke azzal egyezik meg. Ez 6sszhangban
all a [I3] Megjegyzés idevonatkozd részével és a [I5] Tételbeli példa is ezt tdmasztja
ald. n = 3 esetén, a A (A° ) korlatot tekintve a 8 elojelmintazat fele specidlis, amiket a

. Abran mar megmutattunk. Ugyanakkor a széban forgé ardny exponencidlisan csokken
n fliggvényében, n > 6 esetén, mar kisebb, mint 0.001. Tovabba az aranybdl kovetkezik,
hogy egy adott valés szimmetrikus intervallummétrix kapcsan mind az S*, mind az ST
el6jelmintazat csak a 2 x 2-es esetben specidlis. A 3 x 3-as esetben csak az egyik, mig az
n X n-es esetben, n > 3, legfeljebb az egyik specialis.

A kovetkez8kben megmutatjuk, hogy specidlis esetekben az extremalis sajatértékek
masik két korlatjat, azaz A, (AS)-t és A\, (AS>-t is megadhatjuk.

29. Tétel. Ha az AS = S[P,Q] valés szimmetrikus intervallummdtriz offdiagondlis in-
tervallumai egyenként nemnegativak vagy nempozitivak, és az A. kézépmdatriz specidlis
mintdzatot mutat, esetleg a diagondlis intervallumok kivételével, azaz, ha ST € SP*,
akkor azt azi € {1,2,...,2" "} indexet tekintve, melyre SE = o;, fenndll, hogy

M (4% =0 ().

Bizonyitas. Tegyiik fel, hogy ST = o007, azaz az i. specidlis mintdzatot mutatja.
Az 2T Az kvadratikus alak felveszi a A; (AS) minimumot valamilyen z(® € B"-re és

A ¢ ASre, ahol 20 a )\ (A(O)) sajatértékhez tartozo sajatvektor. Ekkor

2OT 4040 5 2T 404 > 4T 4i 4 (29)

ahol z a A\ (AZ> sajatértékhez tartozd sajatvektor. Az utolsé egyenlétlenség a bizonyi-

tandé, amihez a -beli megfelel6 kvadratikus alakot kifejtitk, majd alulrél becsiiljiik.
Ekkor

0),.2 2
Q. Ly, > PrkZy.
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Eszrevehetjik egyrészt azt, hogy az A € AS métrixok offdiagondlis elgjelmintdzatai in-
variansak, mindegyik az ¢. mintadzatnak megfeleld, masrészt azt, hogy a legnagyobb sa-
jatértékekhez tartozd T sajatvektorokra teljesiil, hogy sign (iiT = 0,0, eziltal maxi-

7

malizaljak a kapcsolatos kvadratikus alakot. Tehat z € B;, valamint a,(ﬁ(l)) és xy x; elo-

jele megegyezik, esetleg valamelyik 0, ha k& # [. Azaz a,(c(l))@ x; > 0, ha kb # L fgy,
ha sign(agl))) = 1, akkor
ak) Ty T > pte 71,
ha sign (a,&?) = —1, akkor
agz))ﬂﬂ > (riTg Ty
Ezéltal utolso egyenlttlensége is teljestil.
O

30. Tétel. Ha az AS = S[P,Q] valds szimmetrikus intervallummdtriz offdiagondlis in-
tervallumai egyenként nemnegativak vagy nempozitivak, és az A. kézépmdtrix specidlis
mintdzatot mutat, esetleg a diagondlis intervallumok kivételével, azaz, ha ST € SP~,
akkor azt azi € {1,2,...,2" '} indexet tekintve, melyre S, = —o;, fenndll, hogy

X (4%) = (7).

Bizonyitas. Az el6z0hoz hasonlé.

5.2. Sajatérték-intervallumok becslése és diszjunktsaga

A kovetkezdkben Rohn sajatérték-intervallumokra vonatkozé becslését és ennek ko-
vetkezményeként a diszjunktsag egy elegendé feltételét mutatjuk be.

31. Tétel (Rohn-korlatok |7, |10, |13]). Legyenek A., An € R™™ szimmetrikus mdtrizok
és A € AS. Ekkor

M(A) — p(Ax) < M(A) < N(A) + p(Ax) V1<i<n.

A tétel altal szolgaltatott korlatok dltaldban elég élesek, viszont a A; (AS) (1 <i<n)
intervallumok hossza azonos, ami a formula egy hianyossaga. De karpotol érte a konnyt
szamithatosag. Tovabba egy egyszeri kovetkezményként elegendé feltételt adhatunk a
sajatérték-intervallumok diszjunktsagara.

31.1. Kovetkezmény ([13]). A[31] Tétel feltételei mellett ha
Aiv1(Ae) + p(An) < Ni(Ap) —p(Ax) V1<i<n-—1,
akkor a sajatérték-intervallumok diszjunktak.
Alabb a[31] Tételre és aBI.1] Kovetkezményre lathatunk példat.
32. Példa. Legyen

A% = G: % [[__gf’fé]) ’
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0 1L 1 1
A, = <; _27>  Ma(Al) = -5 (7+ 5\/5) ~—T7.04, \(A) = —5 (7 - 5\/5) ~ 0.04
és 5 5
1 3
Ax = (g i) , p(An) = 9

Igy a sajatérték-intervallumok [Rohn-korlétokl 4ltal meghatérozott kiilsé becslései

[—9.54, —4.54] és [ — 2.46,2.54],

amik diszjunktak. Ezért a sajatérték-intervallumok is diszjunktak. Az egzakt intervallu-
mok az aldbbiak:

A (A9) = {—; (9+ V5), —6] ~ [ — 8.53, —6]

és
A (4%) = [—1, —; (5- @)] ~[—1,1.53).
10 3 6 ) = 0 2 omo (AS) ;A1 (AS)

. | hn-korlatok
4. Abra. A® sajatérték-intervallumai és Rohn-korlatjai Rohn-korldto
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6. Linearis rendszerek

Az irdnyitaselmélet, dinamikus rendszerek teriiletén kozponti fogalom a stabilitas és
nagy jelentoségii annak vizsgalata. Ehhez vegytlink egy

2'(t) = Ax(t) (30)

folytonos idejii iddéinvaridns linearis rendszert, ahol A € R™" szimmetrikus és
2'(t),z(t) € R™. Ezen rendszer stabilitasat szeretnénk vizsgalni, de tegytk fel, hogy az
A matrix elemeit nem ismerjiitk pontosan. Ennek oka lehet példaul a miikodési feltételek
valtozasa éppugy, mint az alkatrészek kopasa, oregedése. Viszont ekkor az A matrix ele-
meit illeté bizonytalansag reprezentalhaté tgy, hogy egy fix A € R™*™ helyett feltessziik,
hogy A € A%, ahol A® egy szimmetrikus intervallummatrix.

A kovetkezékben a tipusu rendszerek esetén vizsgalt Hurwitz-stabilitast részle-
tezziik. Egy A intervallummatrix Hurwitz, ha minden A € A® 6sszes \ sajatértékére
A < 0 teljesiil. Tekintstik az

AS=|[-21 [-10,-7] [—6,—4]
[172] [_ 67_4] [_ 107 _8}
szimmetrikus intervallummaétrixot. Ekkor
13 3 1
A, = _Z _157 55 A % g %
c= |72 T2 s Aa =[5 3
S -5 -9 5 11

és
A1 (Ae) = Root[82% + 1962* + 13722 + 2653, 3] ~ —3.22,
p(Aa) = Root[8z® — 282% + 4z + 5, 3] ~ 3.29.

A Tételt alkalmazva
A(A%) < Ai(Ae) + p(Aa) = 0.07 > 0, (31)

tehat ezzel a modszerrel nem tudjuk a stabilitas kérdését eldonteni. Viszont a kdzépmatrix
modositott el6jelmatrixa

1 -1 1
St=1-1 1 -1
1 -1 1
fgy a. Tétel szerint
—6 -2 2
,\i(AS):A1 —2 =7 —6| | = Root[z® + 2122 + 102z + 12,3] ~ —0.12 < 0,
2 —6 -8

ezéltal az A° szimmetrikus intervallummaétrix stabil.
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7. Osszegzés és kitekintés

Dolgozatunkban a 2 x 2-es specidlis eset vizsgalata soran megallapitottuk az Osszes
éles sajatértékkorlatot . Tétel, . Megjegyzés, . Tétel). FEzen belil egy eset-
ben olyan intervallummatrixot konstrualtunk, amely csicsmatrixai altal meghatarozott
sajatérték-intervallumai egybeesnek az eredetiéivel . Tétel). Tovabba sziikséges és
elegend¢ feltételeket adtunk a sajatérték-intervallumok diszjunktsdgara ., . Tétel).
Ezt kovetoen attértiink az n x n-es altalanos eset vizsgalatara. Ennek soran sikeriilt
megallapitanunk, hogy ha az intervallummatrix kézépmatrixanak eléjelmintazata speci-
alis, akkor megadhatjuk azt a csicsmatrixot, aminek a legnagyobb sajatértéke a leg-
nagyobb sajatértékek maximuma . Tétel). Tovabba a legkisebbek minimuméra is
hasonlé allitast fogalmaztunk meg Tétel). Ezenkivil specidlis esetekben az extre-
malis sajatérték-intervallumok masik két korlatjat is meghataroztuk ., Tétel). Ezt
kovetoen a sajatérték-intervallumok egy kiilsé becslésével egy egyszerii elegendé feltételt
ismertettiink a diszjunktsagukra. Végiil az elért eredményeket felhasznalva szimmetrikus
intervallummatrixok stabilitasat vizsgaltuk.

Munkank sordn elsdsorban Hertz és Rohn eredményeire tamaszkodtunk. El&bbi [6]
cikkében foglaltakat dltaldnositva jutottunk el a 20, és[27] Tételekhez, mig utébbi ered-
ményei |7}, |10] altal megismertiik a sajatérték-intervallumok egy konnyen szamithaté kiilsé
becslését.

A kozolt eredményekkel kozel sem értiink a sajatérték-probléma vizsgalatanak végére,
hiszen amellett, hogy f6képp az éles korlatok meghatarozasara torekedtiink, szamos algo-
ritmus, iterativ eljards ismert a sajitértékek becslésére (7, 8, /11]. Némelyikiik felhaszndl-
ja, hogy egy szimmetrikus matrixnak és egy fominorjanak a sajatértékei osszeflizodnek,
azaz felvaltva kovetik egymast. Ezért ezen algoritmusokban meghizhato szamitédsokat
végeznek a féminorok sajatérték-intervallumainak meghatarozasahoz, amik ezaltal kiilsé
becslést szolgaltatnak az intervallummatrix sajatértékkorlatjaira. Ezenkiviil egy becslés-
bol indulnak ki, igy a szimmetrikus Rohn-korlatok jo kezdeti értékek lehetnek, hogy to-
vabb élesitsiik a korlatokat. Mas algoritmusokban csticsmatrixok sajatértékei adnak belsé
becslést. Emellett intervallumdarabolassal és intervallumaritmetikai mtveletek alkalma-
zasaval is kezelheto a sajatérték-probléma. Ennek soran a probléma részintervallumokon
torténo megoldasa adja a becsléseket. Az intervallumaritmetika technikai tamogatottsaga
eléggé csekély Mathematica-ban, viszont MATLAB-ban az INTLAB-csomagot éppen az
intervallum alapi szamitasokra fejlesztették ki. Ehhez szimmetrikus intervallummatrixok
sajatértékintervallumait lefedd fliggvényeket is implementaltak, amir6l bévebben [11]-ben
olvashatunk. Emellett a csticsmatrixok tovabbi tanulmanyozasa is vezethet eredményre.
Hiszen habéar a [§ Megjegyzés alapjan az extremadlis sajatértékek mdsik két korlétjra
adott formuldak mar a 2 x 2-es esetben is csak bizonyos feltételek mellett allnak fenn, fel-
meriil a kérdés, hogy az n X n-es esetben is konstrualhatunk-e egy olyan intervallummatri-
xot, melynek csticsmatrixai megadjak az extremalis sajatértékek éles korlatjait. Végil, de
nem utolsé sorban a tobbi sajatértékintervallum végpontjainak meghatarozasa is nyitott
kérdés.
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