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Absztrakt

A kozel-kritikus elagazo folyamatok olyan inhomogén Galton-Watson-folyamatok, ahol
az utodeloszlasok varhato értéke 1-nél kisebb, és 1-hez konvergal. Bar az ilyen folyamatok 1
valészintiséggel kihalnak, nemtrivialis hatéareloszlas-tételt fogalmazhatunk meg, ha a folya-
matot azon feltétel mellett vizsgaljuk, hogy az az n. id6pontig még nem halt ki. Az ilyen
eredményeket Yaglom-tipusi hatareloszlas tételeknek nevezziik. Megfelel§ feltételek mellett
a feltételes hatareloszlas geometriai eloszlast kivet ebben a specialis, kozel-kritikus esetben.

Vizsgaljuk tovabba a kozel-kritikus elagazé folyamatokat bevandorlassal, azaz amikor a
fenti folyamat minden generécidéban véletlen szami bevandorloval egésziil ki. Ekkor a bevan-
dorlas ellensulyozza a folyamat szubkritikus voltat, és bizonyos feltételek mellett a hatarel-
oszlas Osszetett Poisson eloszlast kovet.

Tételeink igazolasahoz analitikus eszkozoket hasznalunk. A bizonyitasok alapjat a G. Ker-
sting altal kidolgozott mddszerek (A unifying approach to branching processes in a varying

environment, Journal of Applied Probability, 2020) adjak.



1. Bevezetés

Legyen Xo = 1. Az (X,,)nen, folyamat eldgazo folyamat vdltozo kirnyezetben, ha

n—1
Xn: Z gn,jy TLEN,
j=1

ahol {&, ;}n jen fiiggetlen, nemnegativ, egész értékid véletlen valtozok gy, hogy {&,,;}jen azonos
eloszlastiak. Az X,, véltozo jeloli a populacié n. generacidjanak méretét, és &, ; az (n — 1).
generaci6 j. tagjanak utodainak szamat. A {&, ;}jen valtozok kozos eloszlasat az n. generdcio
utodeloszldsanak nevezziik.

Bar az elagazo folyamatok torténete a 19. szazadig nyulik vissza, a mai napig aktiv kutatasi
teriilet. Kersting és Vatutin 2017-ben megjelent [8]-as monografidja és Kersting 2020-ban pub-
likalt [7]-es cikke atfogoan targyalja a valtozo kornyezet esetét. Az altala kidolgozott analitikus
modszereket a 2. fejezetben ismertetjiik.

Azon elagazo folyamatok esetén, melyek 1 valoszintiséggel kihalnak, az (X,,)nen folyamat
aszimptotikus viselkedését az { X,, > 0} feltétel mellett vizsgalva hatéreloszlas-tételeket fogalmaz-
hatunk meg. Az ilyen tételek a kezdeti eredmények, [11], szerz8jérsl Yaglom-tipust hatareloszlas-
tétel néven valtak ismertté. A homogén esetben publikalt eredményeket Athreya és Ney [2]-ben
ismerteti. A kérdéskor a valtozo kornyezetben is aktivan vizsgalt, Jagers [6]-beli eredményeit
Bhattacharya és Perlman altalanositotta [3]-ban, tovabba Cardona-Tobon és Palau [4]-ben valo-
szintliségszamitasi eszkozokkel igazoltdk Kersting korabbi eredményeit.

Jeldlje fn(s) = E(s%) az n. generacié utédeloszlasanak generatorfiiggvényét, és vezessiik be
az alabbi jeloléseket tetszdleges s € [0,1], 0 < ?j < 00, j £n & Ny esetén,

= = S
fi=05Q), fi= ()27

fj,n(s) = fj+1 ©...0 fn(s)v J<n, fn,n(s) =S, fj,n = 7j+1 .- '?n: 7n,n =1

Koénnyen lathato, hogy X, generatorfiiggvénye az fo (s) figgvénykompozicioval egyezik meg.

A |7]-beli 4. Lemma alapjan tetszdleges utodeloszlas esetén megadhatd X, varhato értéke és
normalizalt mésodik faktoridlis momentuma a lanc-, illetve szorzésszabaly segitségével.

Mivel

fOn H fkn ); fr/L,n(S)Zl’

Igy .
k=1
Tovabba,
6/,n(s) _ f(,]’n(S)Z (fk n( )) r/L/m(S) -0,

k=1 f]lg(fk,n(s)) H f[(fln( ))



kovetkezésképp
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for fOn(1)2 ;f,g(l)QHf‘ff{(l) ;fo,k—l ;fo

Az { X, }nen elagazo folyamat reguldris, ha létezik olyan ¢ < oo konstans, hogy tetszdleges

n € N esetén teljesiil az alabbi feltétel,
E(X2, X, 2 2) < ¢ E(X,, X > 2) - E(X| X, 2 1), (1)

ahol Y véletlen valtozo és A esemény esetén E(Y, A) = E(Y1,).
1.1. Tétel (Kersting, |7, Theorem 3.|). Legyen

an'—1+f0nz fk

Okl

és legyen (X,)nen egy requldris eldgazo folyamat vdltozo kornyezetben. Ekkor tetszdleges € > 0

esetén létezik olyan u < oo, hogy minden n > 0 esetén

Gn

X
P(">u|Xn>0> <e
tovdbbd létezik olyan 8 > 0 és u > 0, hogy minden n > 0 esetén,

X
P<">an>O)20,

an

és létezik olyan v > 0 konstans, hogy
van, < E(X,| X, > 0) < ay.

1.2. Kovetkezmény (Kersting, |7, Corollary 2.]). Tegyiik fel, hogy az (1) feltétel teljesil az
(Xn)nen folyamatra. Ekkor az aldbbiak ekvivalensek,

(i) az (XX, > 0) véletlen vdltozok sorozata feszes,

(ii) sup,> E(Xn|Xn >0) < o0

(iii) Y 1f O(fi), amint n — 0o.

A dolgozat olyan eldgaz6 folyamatokkal foglalkozik, ahol az utédeloszlasok varhatd értékére
igaz, hogy minden n € N esetén f, < 1, limy oo f, = 1 88 > 00 (1 — f,) = oco. Az ilyen
folyamatokat kézel-kritikus eldgazo folyamatoknak nevezziik. Mivel ekkor E(X,,) — 0, han — oo,
ebben az esetben az (X, )nen folyamat 1 valoszintséggel kihal, a folyamatot az {X,, > 0} feltétel
mellett vizsgalva nemtrivialis hatareloszlés-tételt fogalmazhatunk meg. Hasonlé eredményeket
igazolhatunk, ha a kihalast minden generacioban véletlen szamu bevandorléval ellensilyozzuk.

A 3. fejezet célja olyan feltételek megadasa, melyek biztositjak az (X,|X, > 0),en sorozat
konvergencidjat. Ebben a részben Yaglom-tipusii eredményeket fogalmazunk meg a kozel-kritikus

esetben. A bizonyitasok alapjat a Kersting altal |7]-ben kidolgozott analitikus eszkozok adjak.



A 4. fejezetben olyan kozel-kritikus elagazoé folyamatokkal foglalkozunk, melyekben az egyes
generéciok véletlen szamu bevandorloval egésziilnek ki. Gyorfi, Ispany, Pap és Varga [5]-ben olyan
bevandorlasos kozel-kritikus eldgazé folyamatokat vizsgéltak, ahol az utédeloszlas Bernoulli-
eloszlast kovet. Eredményeiket Kevei [9]-ben altalanositotta, célunk az &altala megfogalmazott

feltételek gyengitése Kersting analitikus modszereinek segitségével.

2. Az alakfiiggvény

Tételeink bizonyitasdhoz analitikus eszkézoket hasznalunk. Célunk, hogy képet kapjunk az
X, véletlen valtozo eloszlasarol, annak generatorfiiggvényét, fo,-t vizsgélva. Altalaban, fon
meghatarozasa rendkiviil bonyolult, am a kovetkezs, az elagazd folyamatok elméletének kezdete

Ota ismert, |2]-ben is targyalt esetben egyszerii szamolassal explicit alakra hozhato.

2.1. Példa (Tortlinearis eloszlas). Egy nemnegativ, egész értékd véletlen valtozo tortlinedris el-

oszldst kovet 0 < a <1 és 0 < g <1 paraméterekkel, ha valészintiségeloszlasa a kovetkezd,

pe=a(l—q)¢"", k#0.

A mértani sor Gsszegképletét alkalmazva adédik, hogy

o0
p=1- m=1-a,
k=1

és hasonloképp belathatd, hogy a valtozo generatorfiiggvénye,

1—s
=1-
£(s) —
igy )
le ) fzi

Tehat algebrai atalakitasokkal a generatorfiiggvény kifejezhets az f és fparaméterek segitségével

a kovetkezSképp,

11 f
() Fa-s) 2

A fenti Osszefliggés felhasznalasédval meghatérozhato az fo,, fliggvénykompozicio is, hiszen

1 1 B 1 LN
L= fon(s) 1= filfin(s))  Fi(1 = fin(s) 2

és ezt iteralva a kovetkezs Osszefiiggés adodik,

I 1 I~
1—fo,n(s>_?1...?n<1—s>+2§::?1--.?;H'



Tehat fo, is tortlinearis, és

n ~

T fo
Fom=T1--Fn fon ;fl--.fk_l

Altalaban ahhoz, hogy a jellemz&en nehezen meghatérozhato fon fliggvénykompoziciot ke-
zelni tudjuk, vezessiik be az alabbi, az elagaz6 folyamatok elméletének kezdete 6ta alkalmazott
eszkozt, mely felss korlatja méar Agresti 1975-ben publikalt [1]-es cikkében is megjelent.

Legyen f egy generatorfiiggvény, 0 < f < oo varhato értékkel. A ¢ : [0,1) — R,

. 1 _ 1
A= T " Fass)

0<s«<1

fliggvényt alakfiigguénynek nevezzik.

A generatorfiiggvény konvexitasabol adodoan ¢(s) > 0 minden 0 < s < 1 esetén. Tovabba,

Fls) = 14 F()(s = 1) + 57" ()(s — 1 £€ (s, 1),

az f(s) generatorfliiggvény 1-koriili Taylor-sorfejtését és az ﬁ ~ 1 + z kozelitést felhasznalva

definialhato az alakfiiggvény értéke az 1 helyen,
. )
P(1) = lim p(s) = 57 =

s—1—

DO |

Jelolje ¢; a j. generaci6 utédeloszlasanak generatorfiiggvényéhez tartozé alakfiiggvényt. A 2.1.

példédhoz hasonld szamolassal a kovetkezs egyenl@ség irhato fel,

1 1 1

+ 0ir1(fir1,n(8)).

L= fin(s) 1= firi(fir1n(s))  Fj1(1 = fivrn(s))
Iteralva a fenti formulét, az alabbi Gsszefliggést kapjuk tetszdleges 0 < s < 1 esetén,

1 1 e e N #rfra(s)
1 — fjn(s) a ?j,n(l ) +¢jn(s),  ©jn(s) k:;H fj,k—l (2)

A kovetkezd allitas képet nyujt az alakfliggvény nagysagrendjérsl.

2.1. Lemma (Kersting, |7, Lemma 1.]). Tekintsink egy f(s) generdtorfiggvényt, melyre 0 <
f < oo, f"(1) < oo és legyen p(s) az f-hez tartozd alakfiigguény. Ekkor tetszdleges 0 < s < 1

esetén

59(0) < o(5) < 26(1)

Ha pr = 0 minden k£ > 2 esetén, akkor ¢(s) azonosan 0. Kiilonben ¢(0) > 0, igy az alsod

korlat szigortian pozitiv.

Ha s = 1 vagy s = 0, akkor @ < (1) és p(0) < 2p(1) egyenldtlenségekhez jutunk.

Tovabba, amennyiben f(s) = s*, k > 2, akkor (1) = @, igy a korlatok nem javithatoak.



3. Yaglom-tipust hatareloszlas-tételek

3.1. Lemma (Kersting, |7, Lemma 6.]). Az (1) feltétel pontosan akkor teljesiil, ha létezik olyan
d < 00, hogy on(1) < dpn(0) minden n € N esetén.

A fejezet célja Yaglom-tipusu hatareloszlas-tételek megfogalmazasa a kozel kritikus esetben.

Mivel
pen(1) (WA = fa(0)

az 1.2. Kovetkezmény feltétele pontosan akkor teljesiil, ha a fenti kifejezés korlatos.

A kovetkezGkben olyan kozel-kritikus eldgazo folyamatokat vizsgalunk, melyek generatorfiigg-

vényére igaz, hogy lim, o { WE (?1 ) —y e [0,00). Ezen feltétel ugyanakkor nem garantélja az (1)

feltétel teljesiilését.

3.1. Példa. Legyen az {X,, }nen valtozok generatorfiiggvénye

1 1 1 1
fn(s):_‘f'(l—n)S-‘rnQSa".

n  n?

Ekkor

_ 1 -1
Fa=1-Sif pry= ezl
n n

o _

= V.
17fn

Igy, amennyiben a,, ~ \/nv, a folyamat teljesiti a kozel-kritikus feltételeket, és lim,,_ oo

Am ekkor
fa () = £a(0))

W T (Fr— 1+ fa0))

igy az (1) feltétel nem teljesiil.

3.2. Lemma. Tegyiik fel, hogy

(i) fn<1,limp oo fo=1, 352 ,(1—f,) = oo,

(ii) 1imp o0 1’/11(%) = v e [0,00),

(ii1) 1My o ?_—% =0, hav>0.

FEkkor

1 —j07n(8) N ( 1 v

-1
T, 1—3+2) , amint n — oQ.
A fenti lemma kozvetlen kovetkezménye az alabbi tétel.
3.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy

(ii) limp— o 17’1’%” =v € [0,00),

(171) limy, o0 1{/—(?1) =0, hav > 0.



FEkkor

2
(Xn| X > 0) = Geom (2

n ), amint n — 00,
v

ahol 25 az eloszldsbeli konvergencidt jelols.

3.2. Példa (Tortlinearis eloszlas). Tegyiik fel, hogy az utodeloszlasok tortlinearisak, azaz az egyes
generaciok utddeloszlasainak generatorfiiggvénye, varhato értéke és normalizalt mésodik faktori-

alis momentuma a kovetkezd,

4 1—s - a ~_E
fle)=1-ag— F=qoo, =70
Ekkor _
1 - 1 —I—i
L=f(s) f1-s) 2
és _
1 1 1< Jk

T Jon(s)  Taedall—9) 28T\ fr

Feltéve, hogy a folyamat kozel-kritikus és lim,, o ’E (?1

-1
1_f0,n(5) _ < \TF 1 v -1
?Om (1—3 ka 1*fk fk)fk,n) — <1—S+2> ’

ha n — oo, igy

—

= v, az 5.1. Lemma alapjan,

0 1- 2
B, o o) F02() = fou0) 1= fon(s) -
1-— fo,n(O) 1-— fo’n(O) 2 + v 1-— ms
ahol a hatarérték a geometriai eloszlas generatorfiiggvénye 24_—” paraméterrel.

3.3. Példa. Legyen
fals) =) + Vs + pY)s?,

ekkor
Fo=p+20, (1) =20, f'(1)=0.
Tgy amennyiben pﬁ?’ —i—pg) — 0, pgz) > pg), ZZO 1(]97(10) —pﬁf)) 00 és {’/{(fl) — v € [0,00), amint

n — 0o, a 3.3. Tétel feltételei teljesiilnek.



4. Kozel-kritikus elagaz6 folyamatok bevandorlassal

Legyen X = 0, és tekintsiik a kovetkezs, (X, )nen elagazo folyamatot valtozo kornyezetben,

bevandorlassal,

Xp = Zgn,j+5ny n €N,

ahol {&,j,en}n,jen olyan fiiggetlen, nemnegativ, egész értékd véletlen valtozok, hogy {& ;}jen
azonos eloszlastiak. A {&, ;}n jen valtozok az (n — 1). generécié j. tagjanak utédainak szamét,
en pedig az n. genericié bevandorldinak szamét jeloli.

Vezessiik be az f,(s) = E(s%), gu(s) = E(s%") és h,(s) = E(s°) jeloléseket. Ekkor az n.
generacit generatorfiiggvénye kifejezhets az utodeloszlés és a bevandorlas generatorfiiggvényének

segitségével az alabbi modon,

Xn— Xn—
gn(s) = E (szj—l 15"4*5") —E (E <SZJ’—1 15"’j+5n|Xn—1)>

=E (fn(S)anl) hn(8) = gn—1(fn(s))hn(s),
és indukciéval beldthato, hogy

= 117 (fin(s) (3)

7j=1
Jelolje tovabba
Mp i = Elen(en —1) ... (en —k+1)], k€N,

az g, véletlen valtoz6 k-adik faktorialis momentumaét.

A (2)-ben definialt alakfiiggvény segitségével a [9]-beli 5. Tétel altalanositasaihoz juthatunk.

4.1. Tétel. Legyen (X, )nen egy eldgazd folyamat vdltozo kérnyezetben, bevdandorldssal. Tegyik
fel, hogy

(7’) ?n < ]'7 hmn%oo ?n = ]-; 2;1.0:1( fn) - ;

(i) limp o0 1™ i) — ¢ (0,00),

(171) limy, o0 #;1) =0,

(iv) hmn_mok'( f =X, k=1,2,...,K és A\ =0.

Ekkor
Xn N Y, amintn — oo,

ahol az Y wvéletlen vdltozd generdtorfiigguénye,

K-1oky k—1 Ji A
fy(s):exp{—z ka <lg(1—|— 1—5) Z Z+1@2’ l—s)’)}.

k=1 =1



4.1. Példa. A K = 2 esetben az Y véletlen valtoz6 negativ binomialis eloszlést kovet % és 2_1_%

paraméterekkel, hiszen ekkor

2);

fy(s) =exp {—23110g (1 + g(l - 8))} = <1g+2”> B ;

~ s
ez megegyezik [9] 5. Tételének allitasaval.

4.2. Tétel. Legyen (X, )nen egy eldgazd folyamat vdltozé kérnyezetben, bevandorldssal. Tegyik
fel, hogy

(i) frn<1,limp oo fro=1,> 50 ,(1—f,) = oo,

(ii) limy oo 228 = 1 € (0, 00),

17fn o
(iii) Timp o0 228 = 0,
17fn
(1v) limy, e ﬁ = A\, i) )‘—k’“ < 00.

Ekkor
Xn 2, Y, amintn — oo,

ahol az Y wvéletlen vdltozd generdtorfiigguénye,

2k ), v = i+1 v’ ‘
— 7 K2
fr(s) =exp —27 log (1—1—5(1—5)) —Z(—l) ﬁ(l—s) .
k=1 =1

A bizonyitas generatorfiiggvények vizsgalataval torténik, igy a faktorialis momentumok kon-
vergenciaja a természetes feltétel, hiszen a k-adik faktoridlis momentum éppen a generatorfiigg-
vény k-adik derivaltja az 1 helyen. Ugyanakkor a (iv)-es feltételbsl kovetkezik a valoszintiségekre
vonatkoz6 aszimptotika, mely fontos a hatéreloszlas Osszetett Poisson voltanak igazolasanal.
Mn k

() — P(e, = i) az e,

i

hatdarérték

4.3. Lemma. A J.1., illetve a 4.2. Tétel (iv) feltétele mellett a A = limy,— o0
(n)

létezésebdl kovetkezik a q; = limy, oo 1’:"—? hatdrérték létezése, ahol p

véletlen vdltozo valdszintségeloszldsdt jeloli.
A 4.1. Tétel bizonyitasanak modszerébdl adodoan a hatareloszlas generatorfiiggvényét (1—s)-
szerinti sorfejtésben adjuk meg. FEzt, megfelels feltételek mellett s szerint kifejtve, belathato, hogy

az egyiitthatok nemnegativak, ami éppen azt jelenti, hogy a hatareloszlas Gsszetett Poisson-

eloszlast kovet.
4.4. Tétel. A 4.1. Tétel feltételei mellett a hatdreloszlds dsszetett Poisson eloszldst kovet.

A tételt a hatareloszlas generatorfiiggvényének kitevéjében megjelend Osszeg tagjainak fel-
cserélésével bizonyitjuk. Amennyiben a 4.2. Tétel feltételei mellett - vagy azokat kiegészitve -
biztositani tudjuk a hatareloszlés kitev§jében megjelend Osszeg tagjainak felcserélhetdségét, a

bizonyitas hasonlé gondolatmenettel reprodukilhaté ebben az esetben is.



5. Bizonyitasok

5.1. El6késziiletek

Tételeink bizonyitasahoz felhasznaljuk az alabbi két, [5] Fliggelékében szerepls lemmat.

5.1. Lemma. Tekintsiik az (f,)nen valds szdmsorozatot, melyre f, € [0,1) minden n € N

esetén, limy, o0 f, =1 és >0 (1 — f,,) = co. Legyen

k - s —k . .
(7; _fj) H fl7 n:jak€N7 ]S?’L
I=j+1

FEkkor aff; < agj. minden n, 5,k € N, j < n esetén, és

max a;l)‘ — 0, n— oo
1<j<n
Tovdbbd, tetszdleges (rp)nen valds konvergens sorozat, limy, oo 2, = © € R, és minden k € N

esetén,

Za l‘j—>* n — oQ.

5.2. Lemma. Legyen € nemnegativ, egész értékd véletlen vdltozo, és legyen
m =Elg(e—1)...(e—k+1)], keN,

mo =1 és h(s) = E(s%), minden s € [—1,1] esetén. Ha m; < oo valamely | € N-re, akkor |s| <1

esetén,
-1 m
k—,’“ s—DF+ Ri(s), |Ris)| < T,lys — 1L
k=0 '

5.3. Lemma. Legyen a € R tetszdleges. Ekkor

k-1 i k—1 f
> (") e e
i=1 i=1

Bizonyitds. A binomialis tételt alkalmazva (1 + a)’-re, az 6sszeg a kovetkezéképp irhato,

3 (e (e ()

7j=1

O Y !

S i) -5



azaz

S (0 S ()

=7 =7

Az allitast teljes indukcidval igazoljuk. Mivel j = 1 esetén teljesiil a fenti Osszefiiggés, tegyiik fel,

S ()

i=j

hogy valamely j-re

Ekkor
k—1 . k—1 . .
2 oo ()(5) - B () () (7))
i=j+1 v J i=j+1 i J Jg—1
k—1 .
_ (’f—, 1) T (1) (k f_lfj) 1 (k—‘ 1)
J i=j+1 v J
()
J J
ahol a binomialis egyiitthatok tulajdonsagait és az indukcidés hipotézist alkalmaztuk. O

5.4. Lemma. Tetszdleges n,i € N ési >n + 1 esetén,

e (V) g

k=1

Bizonyitds. Konnyen lathato, hogy ¢ = n + 1 esetén teljesiil az allitéas, hiszen

n+1 1 n+1l—-1

1.

n () n

Teljes indukciéval bizonyitunk. Tegyiik fel, hogy az allitas igaz i-re, és vizsgaljuk az ¢ 4+ 1 esetet,

i+1—n . . i+1—n . . .
+1/i+1—n 1+ 1 1 —n 1—n

Z _q)k+tt _ Z _q)ktL

k:l( ) k+n k k:l( ) k+n k + k—1

_ifl 1 .i+1+“§”(1)k+1z‘+1 i—n
no () k+n\k—1)
n—1 k=1

felhasznalva a (}) = (";1) + (Z’j) Osszefiiggést és az indukcios hipotézist. Igy elegendd igazolni,

hogy
i+1—n

Z(_l)k+1i+1<i—n)_ 1
k=1 k+ni\k—1 (:L)’
azaz
i+1—n . . . i+1—n .
+1 ) i—n 141 k+n-—1
1= k1t _ _1)k+L .
;( ) k+n\i—n/\k—-1 ;( ) k+4+n n

Ismét teljes indukcidval bizonyitunk. Mivel ¢ = n+ 1 esetén az allitas nyilvan teljesiil, tegyiik fel,

10



hogy az allitas igaz i-re, azaz

S

L))

i
I

és vizsgaljuk az ¢ + 1 esetet,
i—HZ_n(_l)k—i-l(’i-Fl)(k-l-n—l) l_i_ZJi:n k+l( i )(k+n—1)
= kE+n n — k+n—1 n
i+1-—n _n
-1 k+1 1
(o) Z ()=

a (}) = (”;1) + (Z:}), illetve (}) (];) = (7;) (Z:;) osszefiiggéseket, és az indukcids hipotézist

felhasznalva. Igy

Z(_l)k+1i+1<i+1—n>:i+l_ U S SRS S
ktn\ & noo G) ot G G

és ezzel belattuk az allitast. O
5.5. Lemma. Tetszdleges n,i € N ési >n + 1 esetén,

z": <Z>xk n i: (_1)k<i> En:(—l)j <k - 1>x(1 4yl = zn: <n>xk

o \F k=n+1 & j=1 g1 P\

Bizonyitds. Az allitast rogzitett n esetén i-szerinti teljes indukcioval igazoljuk. Ha ¢ = n + 1,

akkor a ("F1) = (7) + (,",) Osszefiiggést és a binomialis tételt felhasznalva,
k k k—1

;: (") jé(‘””‘j N

(”Z 1) 2+ (@ — (1+2)")
(e B )
(

o

S |l

—_

I
(]

k=1 k=1

n
k n+l _ n+l Nk

Tegyiik fel, hogy az Gsszefiiggés teljesiil i-re, azaz

S (D 3 o () Soew (B et eari ”1 (1)

k=1 k=n+1 j=1

3|l

Ed
—_

11



Ekkor az (H];l) (;) + (kil) Osszefliggést, és az indukcids hipotézist felhasznélva,

S (e 3 e () e (S e

k=1 k=n+1 j=1
B L S e

Igy elegendd belatni, hogy

§ (—1)k<kil> :1(—1)]‘ (?:Dx(ux)j‘l +§xk<k‘il> — 0.

k=n+1 i

Ismét a ( jfl) = (’;j) + (l;:%) Osszefiiggést, az indukciés hipotézist, a binomialis tételt és az 5.4.

Lemmét alkalmazva,

kt;(—l)’f (:20) jﬁ;(—l)j (57 ])eta+ap
— (D)t = et - k§1<—1>k(,i) ;<— P2 )aaap
(1 +a) k_Z;I(_l)k (;) jzi;(—w (k - ;>x(1 )2
- <:l> ("1 = 21+ 2)") = (1+2)" +1 - g (2)#1 () (142" - 1)
(L) o ((0)
= (2) (@™ —2(1+ xl)") —(142)" - ki:() (;) aF 4 (14 2y
+a(l+ )" (;: 11> :(_1)“1“@'” (z ;n)

Tehat,
n . +1 . n n
1+ 1 k k 1+ 1 . k —1 i1 n k
Z( i )x + Z (—1) < & > 4 (—1)]<j_1 z(l+z) " = )T
k=1 k=n-+1 j=1 k=1
ezzel belattuk az allitast. O



5.6. Lemma. Tegyiik fel, hogy

(i) lim, 5o f, = 1,

(i) limy, o0 1 %U -0,

és legyen o, az fn generdtorfiigguényhez tartozd alakfiiggvény. Ekkor

Bizonyitds. Az f(s) fiiggvény 1-koriili Taylor sorat felhasznalva,

_ 1 1
Fl&) =1+ f(s = 1)+ /(s - )% + g/~ 1%, te (s 1)
az alakfliggvény az aldbbi modon irhato fel,

)13
+EO = 5P)

i " _1em
o) = JO=8) 14 4() 31"(1) GJ; (t

JA=s)1=f(s))  FOF =5 (1)1~

Igy az allitasban szerepls kiilonbség a kovetkezd,

f///(t)
pn(1) —n(s) _ fr(1) L= sprm (L= 9)
=7 24 7\l Em 0] 2 |
T 2P0-F) | 1- A0 s EE 1y

és a feltételek alapjan 0-hoz tart, ha n — oo.

5.2. A 3. fejezet bizonyitasai

A 8.2. Lemma bizonyitdsa. El6szor a v = 0 esetben bizonyitjuk az allitast.

A 2.1. és az 5.1. Lemmaét alkalmazva,

_ (1
fOnSDOn fOnZ%fJ;Jnl Z Jmn )
J

Jj=1 j=1 ]
n f// )
Z ’Jf 1—f)%0'

Mivel ¢gn(s) > 0, (2)-bdl kovetkezik az allitas.
Vizsgéljuk a v € (0, 00) esetet.

Egyszerii atalakitassal az (2)-ben megjelend kifejezés a kovetkezSképp irhato,

Zf] 1?5 (fin(5) ij 102 (1) = Fi1a(@i (1) = @i (fim(s)),
j=1

7j=1

13



ahol az 5.1. Lemma alapjan az elsG tagra teljesiil, hogy

1 n 1 f”()
ij 1n<pj Z 7]fj1_f]—>§'

R

A masodik tagra a kovetkezs Osszefiiggést kapjuk,

n
- f ©;i(1) — @i (fin(s))
Z fi—1n(@5(1) = @5 (fin( < Z 7] : 1 -0,
— —
7=1 J
az 5.1. és az 5.6. Lemma szerint. Igy tehat
1— 1 !
jO,n(s) — + v , amint n — oo.
fon 1—-s5 2
O
A 3.3. Tétel bizonyitdsa. A 3.2. Lemma feltételei mellett,
L= Jonls) (1 v _1,
fon 1—-s5 2
igy, ha n — oo, akkor
— 0 1— 2
E(s* X, >0) = fon(s) f’"():l— fo’"(s)—> S,, ,
1~ fon(0) 1= fon(0)  2+v1— s
ahol a hatarérték a geometriai eloszlas generatorfiiggvénye 57— +V paraméterrel. O

5.3. A 4. fejezet bizonyitasai

A 4.1. Tétel bizonyitdsa. A (3) sszefiiggés alapjan azt kell tehat megmutatni, hogy tetszéleges
€ (0,1) esetén,

= [ i (fin(s)) = fr(s).
7j=1

Legyen
n
3) = Hehj(fj,n(s))_l
J=1

A generatorfiiggvény konvexitasabol adodik, hogy f,.(s) > 1+ f,,(s — 1), igy

Fin(8) = fir1(fix1n(s)) = 14 fi1(firin(s) = 1),

és indukcioval konnyen belathato, hogy

fin() 21+ fin- fals —1) =14 f;,(s — 1) (4)

14



Mivel, ha |ag|, |bg| < 1, k =1,...n, akkor

n n
Hak—Hb < a — by, (5)
k=1 k=1
és tetszoleges u € R |u| < § esetén,
le¥ —1 —u| < |ul? (6)

Igy (4)-t, (5)-t, (6)-t ésa 0 <1 — h;(s) <mj1(1— s) Osszefiiggést felhasznalva,
|9n(s) = gn(s)] < Zle iUin D= — by (f10(9))]

Z (fin(s)) = 1) SZ

2
ahol az 5.1. Lemmat alkalmaztuk, hiszen j fl — 0 kovetkezik az lmjfl — A1 Osszefliggésbdl.
J J

Igy az eredeti 4llitas bizonyitasdhoz elég belatni, hogy

n K1 oky k—1 Ui
k z 7
> (hi(fin() —1) == : <1 og (1 +-(1-s ) > (-1 Hm —s) > .
j=1 k=1 i=1
Az 5.2. Lemma alapjan,
Kl
hi(s) =Y =2 (s = 1" + Rj k(s),
k=0
ahol |R; k(s)| < mlj(,K(l —5)K igy
n n K—-1 Mk
(hj(fin(s)) —1) = Z kj,’ (fin(s) = 1)" + Rjk (fin(s))
j=1 j=1 Lk=1
K-1 n Mk n
= Z kjf (fin(s) — 1)k + Z Rj k(fjn(s))
k=1 j=1 j=1

A (4) Osszefiiggés és az 5.1. Lemma szerint,

n

> Ry (Frn(9))] € D0 T fin(s) =1 < 30 TEEFE (1 - )
j=1

j=1 j=1

15



Tovabba (2)-t felhasznalva,

—1
I B SRR T 0!
1= fin(s) (fj,n(ls)+l§1 o )

kovetkezésképp

—k
Mk k| L s ) = a) = alfinls)
k! (=1) |:fj,n(1 —s) N _Z: ?j,l—l _Z: ?j,l—l ]

—k
" omy, 1 1 1§ ©1(1) — @i(fin(s))
:(—1)162216!(1 J_kfj)agf;- {13+ Z le—f,ag Z fi ! 1(f1 an?] ,

]:

I=j+1 1 o fl

(k)

ahol a,; az 5.1. Lemmaban definialt.

Vizsgaljuk az

n

11 1 f'(@) 9 ~ 7 2) =@l fin(s) )

_ - j770/7,_'/7 — n,l
1=s 2l:j+1fll_fl I=j+1 L= fi

Osszeget.

Az 5.1. és az 5.6. Lemma alapjan,

oi1(1) — @i fin(s))
: 1—f

Ismét az 5.1. Lemmat alkalmazva,

1 - 1
Zfﬂ;”ﬂZM=§ZmQﬂ;0
I=j+1 71 l I=j+1 I=j+1 ! l 9)

L £
Z S

- fl—fl

—1/’—>0,

ahol

v Z asgzl/ Z (fin = fi1n) =7 (1 _?j,n)'

Vezessiik be az

e RSP R D DRy
=j+

I=j+1 ! l]+1fll_fl I=j+1 !

16



jelolést. Ekkor tehat az 5.1. Lemma és az sup; ., lejn| — 0 Osszefiiggés alapjan, ha n — oo,

n

STk ) - 1 - 1Nl (1 4 0T
Jm k i\ ] g Jin
=1

° 2
7=1

<Z o

ma,k’

1 v - "
Z(1-7F. .
K1 -7 )<l—s+2( f%”)“%)

1 v — —k
—)\k<1_3+2(1—fj,n)>

Tovabba,

R NN v = * ! T
nlgn;ozan7j (1_5 + 5(1 - fjn)> = /0 | V kY,
j=1 (17_5 +5(1— y))
mivel a bal oldalon az integral Riemann-kozelité dsszege jelenik meg az {?Jn}? 1 particioé mel-

lett, hiszen az 5.1. Lemma szerint ?j’n - ?j_l’n = a( ) — 0.

Az integral kiszamithato az v = v(1 — s)(1 —y) + 2 helyettesitéssel és a binomialis tétel alkal-
mazéasaval, igy kis szamolassal az alabbi formula adédik,

- iz ((—1)}€+1 log (1 + %(1 - s)) - S <<k ; 1) (_1)k+i(1 +350 Z— 5))" — 1))

=1
— (- 1)k+12k (log( ”(1—5)) —kl(—1)i+1”i.(1—s)i>
vk 2 P 12! ’

alkalmazva az 5.3. Lemmat. Igy a kivetkezs Gsszefiiggés irhato fel, ha n — oo,

n —k
%) (12 + 50T

= ) - (10)
—ﬁ (log (1—1——(1—3)) N 1)@“%(1 3)2>
=1
Tehéat
n K-1 Qk)\k k—1 .
S s (inls) =D+ > =5 <log(1+<1—s>)— (-1 >>‘
j=1 k=1 =1
K-1 n m k k—1 »
< (Z () — 1) - 2 (1og (1+20-9)) - (0™ >)>'
k=1 \ j=1 i=1
+ 12 Riilfjn(s))| — 0,
j=1
amennyiben n — oco. O
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A 4.2. Tétel bizonyitdsa. Nyilvan az el6z8 bizonyitashoz hasonloan ismét teljesiil (7), igy elég

belatni, hogy

n 0 Sk k—1 i A
D (hi(fim(s) = 1) = = 2% (log (1 ~(1-s ) ST s),> .
j=1 k=1 i=1

Legyen s € (0,1) rogzitett. Ha g(1 —s) < 1, a logaritmus Taylor-sorat felhasznalva,

log (1 + 2(1 - 3)> - i(_l)i—&—li(l 8

4 12¢
=1

a fenti kifejezés a kovetkezs alakban irhato,

k—1 i 00 i

i1 V' i i+1 Y i
log (14 2(1=5)) = Y ()™ (1= 5)' = Y (1) (1 -9,
i=1 i=k
igy
= Zk)\k z+ll/ i = )\k - i+1 i .- )\k
kZl Z (1= 3) Skzl’“ 2;(—1> (1) Skz:lkﬁé,

a (iv) feltétel alapjan, ha [ elég nagy.
Tovabba, ha (1 —s) > 1, akkor

k—
<c+

)i+l '
E: sz —s)| <

K2k’

hiszen az (5 (1 — 5)%);en sorozat monoton né az i = | indextsl. Igy a (iv) feltétel alapjan

1- s) 1
létezik olyan [, hogy

) k—1 Z/i
H—l 7
kz_: <log(1+2(1—s> ; Z,22.(1—5)> <e
Tehat tetszoleges v € (0,00) esetén létezik olyan [, amelyre
00 ok k—1 i
28\ < v iV ;
S22 (og (1 At s)) Nyl gy <e
k )
— v 2 prt 12¢
és l
1—
(L=s)') <.
Az 5.2. Lemma szerint,
-1
Mk k
hils) = 30 TR (s — 1) o Rya(s)
k=0

18



3

IN
|

ahol [Rj(s)] < " (1— s, igy

~

l

I
—

(hj(fjn(s) = 1) =

(]

jfk (£in() = D + Rya(fin(s)

<.
i M:
I,

~ .
Ll

|
M= %
§3§

! (fj,n(s) - 1)k + Z RjJ(fj,n(s))'
j=1

e
I
—

.
Il
—

Tovabba, (4) és az 5.1. Lemma alapjan,

ZR,fM Z 2 fins —1\’<Z ity (1—s)

1—
—)( ZS))\Z-

Természetesen az el6zd bizonyitassal analog modon (10) ismét teljestil, igy

n k k-1 i '
S (i)~ 1)+ 302 <1og (1420 -9) - S0 3y>
k=1 i

j=1 i=1
-1 n M k
<1222 T Wials) =1
k=1 j=1
! y k-1 y
+y ( (1+ S0- 5)) - D )1> '
=1 i=1
00 k—1
2k )\, v v
+D - (1 (1 + 51— s)) -3 1)l+1121(1 s)%>
k=l i=1
n
+ 1D Ri(fin(9))]
7j=1
ahol az els6 tag nulldhoz tart, mig a masodik és harmadik kisebb, mint . O

A 4.8. Lemma bizonyitdsa. ElGszor vizsgaljuk az allitast a 4.1. Tétel feltételei mellett, azaz mikor

létezik olyan K € N, amelyre Ag = 0. Ekkor a

. Mmnp. K . ? b;
AK e KI(1-=7,) nLHoloZZK (K> 11—,

(n)

Osszefiiggésbdl kovetkezik, hogy lim,, o0 fj—? = 0 minden ¢ > K esetén. Tovabba,

=i == fim
AK-1 nl_g)lol;1<K_l)1_fn n1—>rgol_fn+n—>ooz;(<K >1_fn

p%)l

igy sziikségszertien a lim, 7,

hatarérték is létezik. Rekurzivan igazolhaté tehat, hogy a
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(n)
hatarérték létezése maga utan vonja a ¢; = lim, o fj—? hatéarértékek

Mn k

A = limy, oo

létezését is.
Amennyiben a 4.2. Tétel feltételei teljestiilnek, tehat > 72, )‘—k’“ < 00, a kérdést a Stieltjes-

momentum problémara vezetjiik vissza. TetszGleges véletlen valtoz6 momentumai kifejezhetGek

faktorialis momentumainak segitségével,
"k
,U'n,k p— E(Eﬁ) = Z {i}mn7i,

ahol {{:} = %Z;ZO(—l)j (;)(z — j)* a masodfaja Stirling szamot jeloli, ezért

< . p™ 1 (R mas = [k
kg n,i .
1 — = unyk:Z{_}%Z{_}z!)\i::uk.
i=1 ]-_fn 1_fn i=0 t 1_fn i=0 4
. p{™ 3} . . 1A ) .
Igy a 1_1? sorozat korlatos minden i € N-re. Tehat létezik olyan (ng)ecn részsorozat és
"/ neN

(¢i)ien nemnegativ sorozat, hogy

(ne)
L = = 4 Vi € N7

Z%ool—f

ne

ahol a (g;);en sorozat nem feltétleniil valoszintiségeloszlas. A Fatou-lemma szerint

Hng k p(nz) k - k
pr = lim —"22- >N lim " =) g (11)
l—o00 ] — f?’Lg = l—o00 ] — f”e ; ¢

Tovabba, az ny = n jeloléssel élve, legyen € > 0 és k € N tetszbleges, és K = [M] + 1. Ekkor

)

b; k+1 Z p k
— > —i" K,
i £ imre1 1= In
és igy
lim sup Z ik <eg
nooo S 1= Fa
Ezért
00 p(n) K p(n) o
= fim T St P e =3 a4
i=1 n =1 n i=1
Tehat

e.)

-k

i —€ < Zqﬂ .
=1

Mivel € > 0 tetsz6leges, igy (11) szerint adodik, hogy
(o.9)
Mk = Z gii".
i=1
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A (uk)ken sorozat egyértelmiien meghatarozza a (¢;);en sorozatot, ha a Carleman feltétel

teljestil, [10, Theorem 5.6.6.]. Mivel a mésodfaju Stirling-szam maximuma rogzitett k esetén,
k k
. ¢ =exp{klogk — kloglogk — k + O(kloglogk/logk)} < k",
2"

igy
k

> {k}m < Ck2kF2,
1

i=0
ahol felhasznaltuk, hogy a 4.2. Tétel (iv) feltétele alapjan, A; < C'i valamilyen C' > 0 szamra.

Osszegevze,
p, < CE*2,

ami éppen a sziikséges becslés. Tehét, (ug)ren valoban egyértelmiien meghatarozza (g;)ien-t.

Innen pedig egyszertien kovetkezik, hogy

()
lim —— =g,
n—oo | — fn q

minden 7 € N esetén. O

A 4.4. Tétel bizonyitdsa. A logaritmus Taylor-sorfejtését felhasznélva,

log (1 + g(l —s)) = log <1 + g) — i (2%:) s, s€(0,1),

n=1

a hatéareloszlas generatorfliggvénye egyszeri atalakitasokkal az alabbi alakra hozhato,

K-1 Qk)\k k—1
fy(s):exp{z = ( (~1) % —log (1+2)>
k=1 =1
n
K-2 [ K-1 kE—1 N K—1 v
QkAk( EARZ 2k N\, (2+u>
S e (S () e S 2 L)
n=1 k=n+1 v =n n 12t k=1 v "
n
[e%) K—-1 k 2
2 )\k <2 y)
T Z kT s"
n=K-1 k=1

Amennyiben a fenti kifejezés fy (s) = exp{u(g(s) — 1)} alakban irhato, ahol g(s) valamely
véletlen valtozo generdtorfiiggvénye, a hatareloszlas Osszetett Poisson-eloszlast kévet. Ehhez ele-
gendd igazolni, hogy a kitevében megjelend hatvanysorban s™ egyilitthatéi nemnegativak, ha
n > 1, és a konstans tag nempozitiv.

A konstans tag elGjele az fy(s) generatorfiiggvény voltabol kovetkezik, hiszen

K-1 2k)\k k—1 ‘ I/i U
P(Y =0) = fy(0) = exp { ; — (;U)”lm — log (1 + 2)) } <1,
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igy sziikségszertien
K-1

2k)\k . yi v
—1’“—,—1 (1 f) <0.

=1

Nyilvan n > K — 1 esetén s™ egyiitthatdja pozitiv, vizsgaljuk az 1 < n < K — 1 esetet, azaz a

i=n

QkAk (2+u>n

Osszeget.
A k-1 .
Z(—l)””+1 <:l> ==-(3) i, Z(z “D.i-nt)(-5)

Osszeg meghatarozhaté a geometriai sorozat részletosszegeire vonatkozo Osszefliggés segitségével,

k—1 ‘ k-1 1 (n—1) RPN
Z(z—l)...(z—n—i—l)q :(Zq ) :<q_1> ’

i=n

hiszen

és a Leibniz-szabalyt alkalmazva,

<qkql_—11>(”) = znj (n) ("1 — 1)) (q_11>(l)

il n!
kJrlfnfl n

n (k—1)! o I i
n+1 (Z 1"( n—l) (k+l—n)_ 1)!qk}+l 1@_(_1) )
( 1> qk-l—l—n—l(q _ 1)n—l _ (_1)n> .

n—l

Igy

2’“’“ _ AR G VI
k=n+1 ( ) nl((—5) —1r

>< (§<—1>’<n’i;il) (9" (5 )

K-1 n—1 _ &
— n@iy)n _z: <(_1)k+n Z(_l)l<nli ) 1_ l> V(v 4 2y Vi_n>)\k’
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ezért,

K-1

n
3 Qk/\kz Jin ui+KZ‘:12k,\k (ﬁ)
12t vk
k=n+1 k

K-1 n—1
B 71(241rV)" (Z ’/’3‘” et DL MDD (1) <n I: ) z> V'2(v + 2)"_H> .

k=1 k=n+1 1=0

(12)

(n)
Mivel a 4.3. Lemma szerint 1étezik a ¢; = lim;, 00 ﬁ—? hatéarérték, igy a
o~ (i
Ak = Z ( k:> 4
i=k
osszefliggeést felhasznalva a (12) kifejezés a kovetkezs alakban irhato,

e (S ()

i=1

ol (G S R R IH)

ahol ¢; egylitthatoja,

1 mmin) <min(ia TL)) Qk:Vn—k
n(2+4v)" — k '

Az i < n eset nyilvanvalo, vizsgaljuk a (12) kifejezést, ha i > n,
n 1

S0 5 (o Een( ) )

k=1 k=n-+1 =0

= (GC) Q) 2, (e ()i ) )
= ]:1 (Z) 2kyn—k

a 7 = n — 1 helyettesitéssel, az 5.5. Lemmat alkalmazva x = %—re. Igy s™ egyiitthatoja tetszdleges

n > 1 esetén nemnegativ, és a generatorfliiggvény a kovetkezd alakban irhato,
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