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Kivonat

A dolgozat kell6en sima hatart konvex lemezek, és az Gket kozelité rogzitett
cstcsszamu sokszogek kozotti tavolsag aszimptotikus viselkedésével foglalkozik, ha a
csicsszam tart a végtelenbe. Két konstrukciot vizsgalunk: az egyikben a legjobban
kozelits sokszoget tekintjiik —példaul a lemezbe irt (lemez koré irt) maximaélis (mi-
nimalis) teriiletd n-szoget—, a méasikban véletlen n-szogeket —beirt sokszog esetén a
csucsokat, koriilirt sokszog esetén az érintési pontokat valasztjuk valamilyen eloszlés
szerint a lemez hatarardl. Az aszimptotikus viselkedés mindkét esetben ugyanazon
a geometriai hatarértéken mulik.

A dolgozatban az eddigi lineéris-, valamint orsdkonvexitasra vonatkozd eredmé-
nyeket altalanositjuk tovabb az L-konvexitasra. Beirt kozelit6 L-sokszogek esetén
a megfelel6 geometriai hatarértékek meghatirozasanak segitségével a mar ismert
eredményekhez hasonlé aszimptotikus formulakat igazolunk a lemez és kézelitd sok-
szogének tavolsagara. Ezutan bevezetiink egy, az L-konvexitashoz kapcsolédd duali-
tasfogalmat, vizsgaljuk tulajdonsagait, majd ezek segitségével bizonyitjuk a koriilirt
esetben ad6dé aszimptotikus formulakat.



1. Bevezetés

Fejes Toth Laszlo a jol ismert [4] konyvében az affin ivhossz kapesén aszimptotikus for-
mulékat adott a legjobban kozelité poligonokra. McClure és Vitale [11] 1975-ben preciz
bizonyitast adtak ezen eredményekre, és egyben univerzalisan alkalmazhat6 analitikus
modszert dolgoztak ki a konvex halmazok legjobb approximacidinak aszimptotikus vizs-
galatara. A formulak egy konvex halmaz legjobban kozelité beirt- és koriilirt n-szogeivel
foglalkoznak, keriilet- és teriiletkiilonbségre, valamint a Hausdorff-metrikidra vonatkozo-
an. Legyen példaul K egy kellsen sima hatart konvex lemez, és legyen K4 a maximalis
teriiletti K-ba frhato, legfeljebb n csticsti sokszog. Mas szoval, a d4(K, K) = A(K) —
— A(K2) teriiletkiilénbség KZ' esetén minimalis a legfeljebb n-csticsti sokszogek kozott.
(Megjegyezziik, hogy K Altalaban nem egyértelm®.) Tébbek kozott igazoltak, hogy
limn? - 54(K, KA) = M3(K)/12, (n — 00) ahol A\(K) jeldli K affin keriiletét.

A fenti eredményeknek messzemend éltalanositasai ismertek. Az elmilt 50 évben a
legjobbak kozelit6é politopok problémaja széles korben vizsgalt témava valt, attekintésért
lasd példaul [2].

Az approximaciok egy masik forméja véletlen poligonok vizsgélatabol ered: vegyiink
n fiiggetlen, azonos eloszlasa véletlen pontot a K konvex lemez hatararél. A pontok kon-
vex burkat tekintve adédik egy K-ba irt sokszog, az ezen pontokban vett tamaszfélsikok
metszete pedig egy K koré irt sokszoget general. Schneider [16] 1988-ban aszimptotikus
formulékat igazolt K és kozelit6 véletlen sokszoge kozotti keriilet- és teriiletkiilonbségére,
valamint Hausdorff-tavolsagara. Ezen eredményeket késébb Reitzner |12] altaldnositot-
ta magasabb dimenziéra. A sztochasztikus geometridban kdzponti szerepet toltenek be
a véletlen politopok, irodalmuk széleskort. A téma részletes torténelmi attekintését lasd
[54{15].

Mind a fenti legjobb, mind a véletlen approximéciés eredmények ugyanazon geomet-
riai hatarértékektsl fiiggnek. A geometriai konstrukcié az eredeti K lemez és kozelit
sokszogének felbontésabol adodik, a beirt esetben a cstcsoknal, koriilirt esetben az érin-
tési pontoknal. Az altaldnositott eredmények bizonyitasai hasonlé felépitést kivetnek. A
legjobb és véletlen approximéciok dsszehasonlitasdhoz lasd Gruber [9).

McClure és Vitale eredményeit altalanositotta Fodor és Vigh [§] linearis konvexitasrol
az ugynevezett orsdkonvezitisra (lasd [1]). A dolgozat célja ezen eredmények, valamint
Schneider eredményeinek tovabbi altaldnositasa az un. L-konvexitdsra, egy, Langi, Naszodi
¢s Talata [10] altal elterjesztett fogalomra.

Legyen L konvex lemez. Azt mondjuk, hogy a K halmaz L-konvez, ha megegyezik L
Osszes K-t tartalmazo eltoljanak metszetével (lasd |10, 1.1. definicio]). Kénnyen lathato,
hogy ha K L-konvex, akkor linearisan is konvex.

Legyen X C R? lefedhets L valamely eltoltjaval. Ekkor [X]y jeléli az X halmaz L-
konvex burkdt, azaz L 6sszes X-et tartalmazo eltoltjanak metszetét. Azt mondjuk, hogy K
L-orsckonvez (|10, 1.2. definicid|), ha lefedhets L egy eltoltjaval, és barmely két pontjaval
egylitt tartalmazza azok L-konvex burkat is, azaz barmely =,y € K esetén [z,y|, C K.

A fenti két definiciébol azonnal adodik, hogy ha K L-konvex, akkor L-ors6konvex
is. A stkban a forditott irany is igaz, igy d = 2 dimenziéban a két fogalom ekvivalens.
Megjegyezziik, hogy magasabb (d > 3) dimenzioban a forditott implikicié nem teljesiil,
igy az ekvivalencia elveszik.



2. Jelolésrendszer és eredmények

A P lemez L-sokszdg vagy L-poligon, ha elGall L véges sok eltoltjanak metszeteként, vagy
ezzel ekvivalensen, ha elGall véges sok pont L-konvex burkaként. Ebbdl tetszdleges K
L-konvex lemez beirt L-sokszogeinek konstrukcioja rogton adodik. Koriilirt L-poligonok
szerkesztéséhez bevezetjilkk a linearis konvexitasbeli tamaszfélsik fogalmanak [L-konvex
megfelelGjét. Ha K L-konvex lemez és x € 0K, akkor létezik egy L + p eltolt, amelyre
K CL+p, z€d(L+p), valamint K és L + p tamaszfélsikja megegyezik az x pontban
(lasd |10, 4. tétel]). Ha K és L hatara differencialhato, akkor ez az eltolt egyértelmi K
barmely hatarpontjaban. Ekkor azt mondjuk, hogy L + p a K lemez tdmasz L-je az x
hatarpontban, vagy L + p tdmasztja K-t az x pontban.

A fejezet tovabbi részében bevezetjiik a konvex- és differencidlgeometria sziikséges fo-
galmait. Legyen K konvex lemez, amely hatara C? simasagi, vagyis 0K kétszer folytono-
san differencialhato. Tetszoleges u € S! esetén z (u) jeloli K egyértelmd u normalvektori
hatarpontjat, valamint kg (u) és rx(u) jelolik a gorbiiletet és gorbiileti sugarat az xx (u)
pontban. Azt mondjuk, hogy K hatara C? simasagi, ha C? simasagu, és kg (u) > 0
minden u € St esetén.

A K lemez tdmaszfigguénye a hy(u) = sup,cx(z,u) figgvény (u € S'). A tamasz-
fliggvény alapvets tulajdonsagait lasd |14, 1.7.1. szakasz|. Megjegyezziik, hogy mivel K
hatdra C? simasagu, igy hx kétszer differencidlhato, és hy(u) + b (u) = rx(u) (lasd
[13, (1.5) egyenlet]).

A tomorség érdekében wu(f)-val jeloljik a (cos, sinf)) egységvektort, valamint azt
mondjuk, hogy zx(0) = zx(u(f)), kx(0) = kx(u(d)), r(0) = rr(u(d)) és hx(0) =
= hg(u(0)). Vilagos, hogy ki, rx és hx mind 27 periodikusak #-ban.

A K, és K5 halmazok Hausdorff tdvolsdga

(5H(K1,K2):max{sup inf |z — yl, sup mf |x—y|}

reK, YEK2 yeKay ¥

vagy ezzel ekvivalensen megfogalmazva,
Sp(Ky, Ky) =inf{\ >0 | K; C Ky + A\B?, K, C K, + \B?},

ahol
K+ 2B ={z+ X\ |x€K, be B},

a K lemez )\ sugart paralleltartomanya.

Ekkor dg(-, ) metrika a konvex lemezek halmazan, amelyet Hausdorff-metrikanak ne-
veziink (tovabbiakért lasd |14} 1.8. fejezet]). Fontos kiemelniink, hogy két halmaz Hausdorf-
tavolsaga kifejezhets tamaszfiiggvényeik segitségével:

0 (K1, K2) = max |hi, (0) — hi, (0)] (1)

0€[0,27)

A dolgozat tovabbi részében K és L is C% hatara konvex lemezeket jelolnek.

Jelolje KI') KA és K2 (K(P) K(ﬁ) és K(JZ)) a K-t legjobban kozelits legfeljebb n-cstcsi
L-poligont, rendre a keriiletkiilonbség, teriiletkiilonbség, és Hausdorff tavolsidg szerint. A
fenti tavolsagokat rendre dp(-,-), da(,-) és 0y (-, -) jeloli. F6 eredményeinket a kovetkezd

négy tétel irja le.



1. tétel. A fenti jelolésekkel
3
1 ([ [rx(0) 3
: 2. Py _ ~ K (02 2
1 2 3
limn2-5A(K,Kf):—</ [ )
0

n—oo 12

r2 1/3
x(0) (re(0) — rK(e))} do

lim n? - 6y (K, K7 = © (/027r [% (ro(8) — rK(e))}m d9>2

n—oo 8

2. tétel. Legyen L centralszimmetrikus. Ekkor

21 .3 2 9 1/3 3
i w5 (K, KE,) = 214 ( / {TKw)—erw)rL(e)+27~K(9>TL(9)} de)

lim n?- 04 (K, K{(,) = L (/27r [7“%((9) - (r1(0) —rK(e))r3 dé 3

n—00 24 r1(0)
2 1/2 2
Tim n? - 8 (K KL) = ; (/0 LL((;) (r1(0) —TK<9))} de) |

Legyen p pozitiv, folytonos strtségfiiggvény K hataran, és valasszunk a hatarrol n
fliggetlen pontot a pu stirtiség szerint: X,, = [z1,...,z,]. A minta [X,|; konvex burkat R,
jeloli, igy R, egy K-ba irt L-poligon. Tovabba jeldlje R,y az X,, altal generalt K koré irt
L-sokszoget, azaz K x; pontokban vett tdmasz L-jeinek metszetét (i = 1,...,n). Végiil
legyen az m fliggvény olyan, hogy m(0) = u(xk(0))/kk(6).

3. tétel. A fenti jeldlés mellett

Jim o (0 Ro) = 1 [ T (106) = r(0) - 0)
J 5 )= [ S (00) =) 0780
fin (512)" o0 ) =g o [ 230 )=o) ™0

majdnem biztosan.

4. tétel. Legyen L kozéppontosan szimmetrikus. Ekkor

L (2 r3.(0) — 3r2(0)rL(0) + 2rg (0)r2(0)
nlggon -0p (K, Rn Z_L/ 20 -m~=(6) db
nh_}rﬁlon 04 (K, Riy)) = le i TL(H) (rL(0) — ri(8)) -m=2(9) db

n (0 _9
b ()0 0 e) = g, [ 255 2000 = 0] -0

majdnem biztosan.



Vegyiik észre, hogy a Holder-egyenlGtlenség szerint
27 % 2T % 2T 1 9
([ romoa0) - ([Tmwar) = [ o)t mie) a0
0 0 0

O ) m ) a0 > | ( [5G o -men| d9> ,

ahol egyenl6ség pontosan akkor &ll fenn, ha m ardnyos a rx(6)/r%(6) - (r(6) —r%(6))
kifejezéssel. Emiatt a stirtiségfiiggvény ilyen valasztédsa mellett kapott random approxi-
maci6 aszimptotikusan csak egy 6-os szorzoéval kiilonbozik a legjobban kozelitd esetben
adodo aszimptotikus formulatol. Ez hasonléan igaz a kertilet-és teriiletkiilonbségre mind
a beirt, mind a koriilirt esetben.

A kovetkezd szakaszokban meghatarozzuk a fenti tételek bizonyitasahoz sziikséges geo-
metriai mennyiségeket és hatarértékiiket. A beirt esetben kozvetleniil szamoljuk ki a li-
meszeket, majd definidlunk egy dualitasfogalmat, amely segitségével a koriilirt esetben
vizsgalt geometriai mennyiségek visszavezethetSk a beirtakra. Megjegyezziik, hogy ezzel
kikeriiljiik a koriilirt esetben sziikséges limeszek direkt kiszamitasat, ami bonyolultsaga
miatt koriilményesnek ttinik. Ezutan a [11] és |16] cikkekben hasznalt eszkézok segitsé-
gével igazoljuk az el6bbiekben kimondott négy tételt. Végezetiil igazoljuk, hogy az igy
kapott eredményekbdl kovetkeznek az eredeti, linearis konvexitasra vonatkozé formulak.

igy

RN
N
[
3
I
X
[l
€S

3. Beirt esetek

Legyen 6y € [0,27], és kellGen kis Af esetén legyen L + p az az eltolt, amely a zx(6)
és xi (0o + Af) pontokat is a hataran tartalmazza, valamint L + p koézéjiik es6 rovidebb
fve K-ba esik (lasd [I] dbra). Jelolje A;(6y, 00 + Af) a OK és O(L + p) gérbék x(6y)
és x(0p + Af) kozé es ivének ivhosszkiilonbségét, A4 (0, 0o + Af) a fenti ivek kozotti
teriiletet, valamint Ay (6o, 6y + Af) a Hausdorff tavolsagukat.

1. d4bra. A beirt esetben vizsgalt konstrukcio.

5. lemma. A fenti jelolésekkel

Ay(0o, 00 + AD) 1 ) 2 2
I =y — ) CH) @)

r%(0o)
. Aa(bo, 0y + AG) 1 7% (60)
Alérilo (A6)3 T 12 rp(6) (r2(B0) = ric(th)



Bizonyitds. Legyen 6 = 0y + A8, xy = xx(6p) és x = xx(0). Jelolje Ik (o, x) és I (xo, )
rendre a 0K és O(L+p) gorbék z és x pontok kozé esé rovidebb iveinek hosszat, és legyen
d = d(xg,x) az ToT szakasz hossza. Tovabba jelolje Ax (zo,x) és Ap(xo, z) az xox egyenes
altal K-bol, illetve L+ p-bdl levagott kisebb rész tertiletét. Végiil legyenek az (L + p)-hez
xo és x pontokban huzott kiils6 normalisok szogei rendre 7 és 7.

Legyen € > 0 rogzitett. Ekkor létezik > 0, amelyre:

(i) £L(00)(1+e)7" < kr(n) < kr(f)(1+¢), ha | —nl <0,

(i) (1 + &)t (zo, 2) < lx(wo, z) <lp(x0,2)(1 +€), ha lg(zg,7) < J, és

(i)

ha I (xo,z) <.

Az (i)-hez megfelels § létezése a gorbiilet folytonossagabol kovetkezik, (ii) a
I (z0, )/l (20, 2) — 1 (ha I (z,x) — 0) hatarértékbdl (lasd [8]). Végiil (iii) két pontja
a [8]-beli 1. és 2. lemmakban igazolt hatarértékekbsl adodik (lasd szintén [11]), amelyek
egyenletesek n-ban az értelmezési tartomany kompaktsaga miatt.

Vegyiik észre, hogy az u(n) és u(n') kiilsé normalisok az u(6y) és u(f) kozotti révidebb
ivre esnek (lasd . &bra), és természetes modon I (xg,7) < g (w0, 7). Igy ha az z € OK
pont valasztésa olyan, hogy lx(zo,x) < 6 és |0y — 0] < § is teljesiil, akkor (i)-(iii) minden

feltétele teljesiil. A (ii)-t alkalmazva a (I (xg, z) — d) /13 (zo, ) kifejezésre adodik
lp(@o, ) —d _ lp(xo, ) —d _ lp(xo,2) — 3
1+4+¢ S < 14+¢e)°.
e e < Mo < a0+
Ezutan (iii)(a)-bol
2 Ip(zg, ) —d _ Kki(n)
1 -4 k1, (1) < telTo, < M\ 4
(1+¢) 24 = B(we,x) — 24 (1+e),
végiil (i) miatt
2 _ 2
(1 _'_8)76 . RL(G(]) < lL(‘T()?‘T) d < KL(‘90> . (1 + 8)6.

24 B(rg,z) — 24

Vegyiik tovabbé észre, hogy A — 0 mellett lx(xg,x)/A0 — ri(6y), igy a fenti
egyenlStlenséglanchol

. lp(we,x) —d  Ki(By) 4 1 7%(6p)
1 = . 0) = — . K27
AbS0 (AG) o rl) =5 r2 ()
valamint a mér emlitett [8]-beli lemméabol
k(@) —d  kj(0o) 4 (o)
I ag — o k)=

Ebbél a A;(6y, 0o + AO) = (Ix(xo, ) —d) — (Ip(z0, x) — d) atiras segitségével mar adodik
a lemma allitasanak elsé része.



A teriiletre vonatkozo allitas hasonloan kovetkezik: (ii), (iii)(b) és (i) felhasznéalaséval

kr(6o) < Ap (g, x) < kr(6o)
12 = Bzg,z) — 12

(14+¢)7°. (1+¢),

majd a A, (6y, 0 + A0) = Ak (z0, ) — Ar(xo, ) atirassal kapjuk az allitast.

6. lemma. A szakasz elején bevezetett jelolésekkel

hm AH(00,90+A9) :1 TK(Q(])

AO—0 <A9)2 8 . T’L(eo)

. (TL(G[)) — 7’1((90))

Bizonyitds. Az altalanossag megszoritasa nélkiil feltehetd, hogy 0y = 37/2 és xg = z(0y)
az origd, igy az x-tengely az origbban K érintGje, és K a fels§ félsikba esik. Jeldlje Ck
a K lemez origdbeli simulokorét. Legyen x a 0K hatar egy tetszéleges pontja az elsé
negyedben, z pedig Cx azon pontja, amely abszcisszaja z-el megegyezd, lasd [2 abra.
Tekintsiik azt az rp(6p) sugara Cp, kort, amely tartalmazza xo-t és z-t, valamint legyen
@ az elébbi kor azon x( koriili elforgatottja, amely tartalmazza -t A Cg koriv xg és T
kozé es6 ivét jelolje cx, a Cf x¢ és x kozé es6 1vét ¢, valamint Cp, x¢ és T kozé esG 1vét
¢r. Veégil jelolje sk és s, a OK és O(L + p) gorbék zq és x kozé es6 rovidebb ivét.

2. abra. A vizsgalt lemezek Hausdorff-tavolsaganak becslése.
A Hausdorff-metrikara vonatkozo haromszog-egyenlGtlenségbhdl adodik, hogy

du(ck,cr) < dulck, Sk) + 0n(sk,sn) +6u(sw,cr) + dulcr, Cr),

valamint dy(sg, sp)-re hasonlé gondolatmenetet alkalmazva

—0m(SK,ck) +0m(ck, L) —éu(érn,cr) — dm(cr, sp) <
< 0p(sk,sr) <
< 0n(sk,cx) +0u(ck,cr) +du(Cr,cr) + dulcr,sn). (2)

10



Az alabbi hatarérték kozvetlen kovetkezménye a kapcesolodo [8]-beli eredménynek :

1

. Op(Klzg,x],c) 1
-3 ‘}—-{ — ki (10)

lim

v—=zo 12z, 1)

: (3)

ahol K|xg, z] a K hataranak = és o = xx (1) pontok kozé ess rovidebb ive, valamint
c az R sugar, xg és x végpontu rovidebb koriv. Ebbdl azonnal adoédik, hogy

. 6H(C/E,, CK) 1 1 2 1 TK(Q())
AI},IEO(A—Q)Q =3 (F&K(Go) - m) g (Bo) = 5 - 1 (60) (r2.(00) — 75 (00))-

A tovabbiakban igazoljuk, hogy a (2 becslésben szerepls tobbi Hausdorff-téavolsag 2-
el osztva nulldhoz tart x — 0 mellett, és ezzel ekvivalens modon (Af)?-el osztva nulldhoz
tart A¢ — 0 mellett. Ezen ekvivalencia abbdl adodik, hogy  — 0 mellett z/l(ckx) — 1
(lasd [8]), igy A0/x — Kk (0y) # 0.

Legyen az x pont valasztéasa olyan, hogy az s és ckx ivek elGallnak az fi, fo két-
szer differencialhato fiiggvények grafikonjaiként. A lemezek helyzetének valasztésa miatt

f1(0) = f2(0) = f1(0) = f5(0) = 0, igy [§] 3(iii) lemmé&jabol

i SnUAI0.2), Bl0.2]) _ F1(0) ~ 73(0)
z—0t 2 2 ’

oo

ahol f;[0,x] jeloli az f; fiiggvény grafikonjanak [0, x] intervallumbeli ivét (i = 1,2). Mivel
esetiinkben f'(0) = fY(0) = kk (), a fenti hatarérték 0. Jegyezziik meg tovabba, hogy
az f1, fo figgvényekre felirt Taylor-tételbsl adodik, hogy fi(x) — fo(z) = o(2?).

Allitsuk most el6 a ¢y, és ¢, gorbéket a g; és ¢» fiiggvények grafikonjaiként. A Hausdorff-
tavolsag definiciojabol vilagos, hogy 6x(g1[0, 2], g2[0,2]) < maxicoq) |91(t) — g2(t)], és
gorbék konstrukci6jabol konnyt latni, hogy a maximum a ¢t = x helyen vétetik fel. Ebbsl
adodik, hogy

Mo 91(t) = g2 ()] = g1.(2) — ga(x) = fr(z) — falz) = o(2?),

igy ekkor

- t) — go(t
0 < tim 22010 ), [0 2]) _ L maicioa |91 () — 92(B)] _
z—0 x2 z—0 1;2 z—0 1:2

Legvégiil a d(cz, sz) /1% (xo, z) kifejezés hatarértekét vizsgaljuk I (xo, z) — 0 mellett.
Legyen € > 0 rogzitett. Létezik § > 0, amelyre

(i) [kL(bo) — Kr(n)| <&, ha |6y —n| <4,

(i) (14 &) Hp(wo, 2) < g (wo,x) < lp(xo,2)(1+€), ha lg(xo, ) < 4, é8

(i)

Ee(00) = k()] _ dulseocr) _ |ke(bo) = re(n)l

1 -1
(1+¢) 8 = B(zg,x) ~ 8

(1+¢),

ha I (xo,z) <.

Az (i) és (ii)-hez létezS § az [5] lemma bizonyitasahoz hasonloan adodik, (iii) pedig
—b(’)’l, ami n-ban egyenletes.

Hasonloan az[f| lemma bizonyitasahoz, ha x € 0K valasztasa olyan, hogy I (g, z) < &
és |0y — 0| < 6, akkor minden (i)-(iii) feltétel teljestil.
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Elészor alkalmazzuk (ii)-t a dg(sg, cr) /1% (zo, ©) kifejezésre:

_9 5H<SL7 CL) 6H(3L7 CL) 5H<SL7 CL)

1 .
e ) = B(woe) = B(woa)

(1+¢)?

majd (iii)-bol

3 |relo) =Rl _ du(se,cr) _ |we(bo) — rr(n)l

1
(1+¢) 8 = B (xo,x) ~ 8

(14¢)>.

Vegiil (i)-bél

fgy
A fenti négy hatarértékbdl igy segitségével mar adodik a lemma allitasa. m

4. Egy L-konvex dualitas

Legyen L az origora szimmetrikus konvex lemez, azaz L = —L, és legyen K L-konvex
lemez. Ekkor K L-konvex dudlisa a

K*={y| K Cy+L}

halmaz, ami a szimmetriat kihasznalva elGallithato
K*=()L+x (4)

alakban is. Eszerint tovabbé a dualis L-eltoltak metszete, igy L-konvex. Az igy definiélt
dualitasfogalom altaldnositasa egy, az orsdkonvexitasban is definialt dualitasfogalomnak,
lasd |7].

A K és dualisa kozotti kapcesolat leirasahoz sziikségiink lesz a kovetkezs fogalomra. A
M K1 4+ A\ K5 Minkowski-Osszeg teriilete tetszéleges A\i, Ay > 0 esetén elGall

AMK] 4+ M Ky) = MA(K)) + 20 M A(K, Ky) + A2A(KS)

alakban, ahol A(K, K») jeloli a K és K, lemezek kevert teriiletét. A kevert térfogatok
fogalma hasonloan definialhato magasabb dimenzioban is, lasd [14].

7. lemma. A fenti jelé’lések mellett

(i) K+ (-K") =
i) h ()+hK*(—)—hL()
i) ric(u) +rg-(—u) = rr(u)
(iv) Per(K) + Per(K*) = Per(L)
) A(K*) = A(L) —2A(K, L) + A(K).

<
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3. abra. Az L-konvex dualités konstrukcioja.

Bizonyitds. Legyen u € S rogzitett, x = wx(u), és legyen 2* + L a K lemez z-beli tdmasz
L-je. Ekkor a dualis definiciojabol z* € K*, és miatt z* € z + L. Ebbdl adodik, hogy
x* hatarpontja K*-nak, méghozza z* = x+(—u) és ott a tdmasz L-je pontosan x + L.
Ebbdl (ii), és igy (i) azonnal kovetkezik, tovabba mivel hx(u) + W (u) = ri(u), (iii) is
rogton adodik.

A (iv) és (v) allitasok igazolasa az alabbi jol ismert kifejezéseken alapszik (lasd |13,
1. fejezet]):

Per(K) — /0 () do (5)
AK) = / hic(0) - (hae(0) + W (0)) 0 = / Chc@rc0) 40 (6)

AL = 3 [ 00 () + 1, 0) 0

/ T @@ 4 (7)

Felhasznalva (B])-t és (ii)-t (iv) azonnal adédik. Kihasznalva, hogy a kevert teriiletre
vonatkozo6 formulaban K és K, felcserélhetd,

ARy K) = i [ /0 " e (6)rsc,(6) 46 + /0 e (6 (0) de} |

és igy
AR =5 [ e O 6) 00 = 5 [ (06) = c(0))r1(0) = rc(8)) a0 =
1 1

-2 /0 " hu(6)r(6) d6 - y /0 " hi(0)rk(6) + hic(6)r1(8) A9 + % /0 " e (0)r e (60) 46 =
= A(L) — 2A(K, L) + A(K).

]
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5. Koriilirt esetek

Legyen L origéra szimmetrikus konvex lemez, K pedig L-konvex. Legyen 6, € [0,27],
és kellGen kis A esetén legyenek L + zfj és L + x* rendre a K lemez xy = xx(0y) és
xr = xx(0p + Af) pontjaiban vett tdmasz L-jei. Tovabba jeldlje a fenti eltoltak hatérainak
metszéspontjat y (lasd . abra), és I' az L + xf hatardnak z, és y, valamint az L + z*
hatérédnak x és y kozé es6 ivének uniojat. Végil legyen A;(0y, 0y + A0), A4(6o, 00 + AH)
és Ay (0o, 0o + AD) rendre a ' gorbe, és K hataranak z, és = pontjai kozotti ivének
ivhosszkiilonbsége, az altaluk hatarolt tartomany teriilete, valamint az ivek Hausdorff-
tavolsaga. R
Jelolje K a K és a I altal meghatarozott tartomany uniojat. Koénnyd latni, hogy K
szintén L-konvex. Tovabba vildgos az is, hogy A; és A, kifejezhets a K és K lemezek
keriiletének és teriiletének kiilonbségeként, Ay pedig K és K Hausdorff-tavolsagaként.
Tekintsiik a K és K lemezek L-konvex dualisait. A dualitas definiciojabol vilagos,
hogy a K C K relaciobol kovetkezik K* C K*. Barmely olyan v € S! esetén, amely az
u(fp) és u(f) normalisok altal meghatérozott hosszabb S'-iven fekszik, zx(v) = x5 (v),
és igy xx+(—v) = 2. (—v). Tovabba y + L hataran tartalmazza az x* és x; pontokat, igy
a K* ¢s K* kozotti viszony éppen a beirt esetben vizsgalt geometriai mennyiségeket irja
le. Emiatt a dualités segitségével a koriilirt hatarértékek kiszamitasahoz visszatérhetiink
a méar igazolt beirt formulakhoz. Ahogy azt a bevezetében emlitettiik, ezzel ki tudjuk
keriilni a koriilirt hatarértékek kozvetlen kiszamitésat, ami nem ttinik kivitelezhetének.

4. dbra. A korilirt eset dualitassal visszavezethets a beirt esetre.

8. lemma. Legyen L centrdlszimmetrikus lemez. Ekkor a fenti jelolések mellett

Ao, 00+ A0) 1 15(00) — 3rE (0o)rr(0o) + 27k (6o)r (6o)

o (AG)? T2 7% (6o)
. AA<90,90+A9) - 1 7‘%(<00)

B = gy o gy (800 )
. Ap(0o,00+A0) 1 rg(6)

A (Af)2 "8 rp(6) (re(6o) — i (6o))-



Bizonyitds. Az ivhosszra és Hausdorff-tavolsagora vonatkozo allitasok azonnal adédnak a
K-t és duélisat 6sszekots formulakbol, valamint a beirt esetekben igazolt hatarértékekbdl:

. Per(K) —Per(K) (7 temma) i, Per(i) - Per(K*)
Ab30 (AG)3 = A0 (Af)? N
5. lemma 1 T« (T + 9
2 - ) Q'H' (r2(7 + 60) — v (m + 60)) =
- L

. lemma) 1 T’L(Qo) — TK(90>

= 2 72 (6,) ri(60) - (2rr(6o) — K (60)) =
_ 7% (00) — 375 (60)r1(00) + QTK(HO)TL(QO)
2477 (00)

A[7] lemmabol azonnal adodik g (u) —h(u) = s (—u) — hK*( u), igy a Hausdorff-
tavolsag tamaszfiiggvénnyel valo kapcsolatabol (lasd . ou(K, K = oy (K™, K *), igy

oK K) (KK
lIlm — = lim ———~ =
A6—0  (AB)? A0 (AB)?
1 T+ (77' + 90)
S Sl N VA o) — 75 0,)) =
3 ety )Tl )
]_ TL(Q()) — ’I“K(eo)
= - . 0o).
8 r1(00) rxc(0)
Végezetiil a teriiletkiilonbségre vonatkozo allitassal foglalkozunk. A dualis teriiletére,
valamint a kevert teriiletre vonatkozo6 formulak felhasznalasaval

A(K) — A(K) = A(K*) — A(K*) — 2(A(K*, L) — A(K*, L)) =
=~ [ (a0 - a&) = [ e ) = 0t @] )
Az [f lemmabol rogton adodik

AR —AKY) 1 i (m+6))
lim == =
A6—0 (AB)? 12 rp(m+6)

- (rp(m 4 60p) — e ( + 6p)).

A kifejezést szemléletesen értve azt mondjuk hogy a (5 sz0g oy és i kdzdtt van pontosan
akkor, ha u(f) az u(ay) és u(as) altal meghatarozott révidebb S'-iven van. A tomorség
érdekében bevezetjitk tovabba a vy = m + 0y és v = m + 0 jeloléseket, és igy természetes
modon Av = Af. Vegyiik észre, hogy barmely olyan i esetén, amely nincs v és v kozott,
hi. (¥) — hg-(¥) = 0, igy —ben szerepld integralt elég a vy és v kozé esd intervallumon
vizsgalni, jelolje ezt i. Tovabba tetszdleges € > 0 esetén létezik olyan o > 0, hogy barmely
lvo — v| < ¢ feltételt kielegits v esetén (14 &)~ trp(vo) < rr(¥) < ri(v)(1 + ¢) teljesiil
barmely vg és v kozotti ¢ szogre. Emiatt tehéat

(1+ ) 'ra(n0) / (hie- () — hg (1)) ) <
< / (hic- () = hg ()1 () dp <
< (420 [ (hae(9) = g (9) d 9

)
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ha v kellGen kozel van vg-hoz.
A keriilet tamaszfiiggvénnyel valo kifejezésébol, valamint az 5] lemméabol adodik, hogy

ST (e () = h @) A 1 () )
Al(l,glo (AG)3 T o4 7"%(1/0) ) (TL(VO) - TK*(V0)>7

és igy (9)-bol

fozw (hK*(@/)) — h. (?/)))TL(@/)) d 1 rg«(v) ' (Tg

7(0) — T?(*(Vo))-

A (AG)3 24 r(w)

Vilagos, hogy L szimmetriajabol adodik rp(v) = rp(0), és a jelenlegi jeloléseinkkel
ri(0o) = ri(vo) — rr+ (o) a7} lemma szerint. Mindezt sszevetve

pAR) —AK) AR = ARy (e () — b () () du |
AB—0 (AG)3 MBS0 (AG)3 (AG)3
2
1 rr(w) 2 1 rp(6) — ri(bo)
=% 7o) (re(vo) = rie-(0))” = 55 2 (60) 7 (60),
igy a teriiletre vonatkozo hatarértéket is igazoltuk. O

6. Azl és [2| tételek bizonyitasa

Az |1} és 2| tételek bizonyitasahoz a McClure és Vitale |11} 4. szakasz| &ltal bemutatott
eszkozoket hasznaljuk, ennek Osszefoglalasat lasd tovabba [8, 3. szakasz.

Legyen f egy valos értéki fiiggvény az [a, b] intervallumon, és jelolje T, az [a,b] in-
tervallum egy particiojat: T,, = (to,t1,...,t,) ahol a = t9 < t; <ty < ... < t, = b.
Tekintstik az F(f,T,) funkcionalt, amely el6all az alabbi, T,-t6l fiiggs additiv alakban:

|
—

n

E(fa Tn) = e(f, tiyti+1)-

7

Il
=)

Legyen végil E, (f) = infr, E(f,T,). Az eredmények a kovetkezs harom feltevésbdl adod-
nak.

1. feltevés. Barmely olyan (a, §)-ra, amelyre a < a < f < b fennéll, e(f, o, 5) > 0.
Tovabba e(f, -, ) szubadditiv [a,b] szomszédos részintervallumain, azaz ha a < o < <
< v < b, akkor

e(f,a,B) +elf,B,7) <el(f a,v).

2. feltevés. Létezik egy, az [a, b] intervallumon értelmezett, f-t6l fiiggd J, fliggvény,
valamint egy m > 1 konstans, amelyre

(i) J; nemnegativ és szakaszonként folytonos az [a, b] intervallumon, és legfeljebb véges
sok szakadasa van, valamint
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lim e(f,a,a+h)

h—0-+ hm = Jilat),

ahol hatéarérték egyenletes abban az értelemben, hogy a |J¢(a+) —e(f, o, a+h)/h™|
kiilonbség egyenletes kicsivé tehetd, ha (a, a+h) része egy olyan zart intervallumnak,
ahol J; folytonos.

3. feltevés e(f, a, B) folytonosan fligg («, 5)-tol.

9. tétel (McClure, Vitale [11]). Ha az 1-3. feltevések teljesiinek e(f, o, B) esetén, akkor

m

n—o0

i 15,0 = ( [ b(Jf<s>>1/mds)

Alkalmazzuk most ezt a konstrukciot az[I] tétel keriiletkiilonbségre vonatkozé formu-
lajanak igazolasara. Tekintsiik a [0, 27| intervallum ©,, = (6y,61,...,6,) particidjat, és
legyen P, az xx(6y),...,xx(0,) pontok L-konvex burka. Legyen E(f,0,) = dp(K, P,),
valamint e(f, 6;,0;+1) = Ay(6;,0:41) a3 fejezetben bevezetett jelolésekkel, amibdl adodik

n

E<f7 @n) = Z e(fa 91'7 9i+1)7

=0

valamint dp(K, K') = E,(f) = infe, E(f,0,). Az 1. és 3. feltevések természetes médon
teljesiilnek e(f, -, -)-ra. A

I(0) = 57 S (130) = k()

fiiggvény folytonos [0,27|-n, igy kielégiti a 2. feltevés (i) részét. A (ii)-ben megkovetelt
hatarérték adodik az [5l lemmabol m = 3 valasztéassal, valamint egyenletes is az elvart
értelemben. Igy a @ tételbsl adodik, hogy

i e = ([Toeeas) = L ( [1E9 o] d@)3

A beirt eset teriiletkiilonbségre, valamint a koriilirt eset keriilet- és teriiletkiilonbségre
vonatkozo eredményei hasonléan igazolhatok, az [0 és[8] lemmékbol adodo hatarértékek
segitségével.

A Hausdorff-tavolsagra vonatkozo formuldk igazolasdhoz a [9 tétel egy modositott
valtozatara van sziikségiink, amelyet szintén [11]-bél idézziik.

Tekintsiik a G(f,T,,) funkcionalt, amely el6all az alabbi, T,,-t6] fiiggd alakban:

Gn(f) = max g(f,ti,tir1).

0<i<n—1

Tovabba legyen G(T,,) = infr, G(f,T,).
4. feltevés Barmely (a, f) péarra, amelyre a < a < g < b teljesiil, g(f,a,0) < 0.
Tovabba ha a < o < g < v < b, akkor

max(g(f, o B8), g(f.3,7) < g(f, a,7).
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10. tétel (McClure, Vitale |11]). Ha a 2-4. feltevések teljesiilnek g(f, o, B) esetén, akkor

b m
i 0 G(f) = ([ e mas)

Legyen most G(f,0,) = du(K,P,) és g(f,0;,0;11) = Ap(6;,0;11), igy a 3. és 4.
feltevések teljesiilnek. A [6] lemmébol nyerjiik a 3. feltevést teljesits Jy(0) fiiggvenyt
m = 2 valasztassal. Igy a u tétel alkalmazaséval kapjuk az I tételben Hausdorft-
tavolsagra vonatkoz6 formulat. A [§ lemmabol hasonloan adodik a [2 tétel kapesolodo
eredménye.

7. A[3 és[l tételek bizonyitasa

A bizonyitas Schneider [16] 6tletein alapszik.

11. lemma (Drobot [3|, Schneider [16]). Legyenek X, Xo, ..., X, a [0,1] intervallumon
egyenletes eloszldsi, figgetlen véletlen vdltozok. Minden n-re legyen X;(n) < Xa(n) <
<. < Xo(n) az X4, X, ..., X, értékek nemcsokkend sorba rendezése. Legyen Uj(n) =

i+1(n)—X;(n) (j=1,...,n), ahol X, 11(n) =1+ Xq(n). Legyen g folytonos, [O,l
értelmezett valds értékd fiigguény, és p > 1. Ekkor 1 valdsziniséggel

-n

lim 7 3 g (5] W) = To+1) [ (o) d.

j=1

Legyenek Y7, Ys, ..., Y, fiiggetlen véletlen valtozok K hatararol p stirtiség szerint va-
lasztva, és jelolje R, az Yip,...,Y, pontok konvex burkit. Legyen m olyan, hogy
m(0) = u(xk(0))/kK(0), és definidljuk a W: [0,27] — [0,1] leképezést:

0
W:Hi—)/ m(t) dt
0

és legyen X; = Woxy'oY;. Ekkor az X;-k fiiggetlen, egyenletes eloszlasti pontok [0,1]-ben.
Legyen 6;(n) € [0,27] olyan, hogy ¥(0;(n)) = X;(n) (j =1,...,n+ 1), igy ekkor

Xya(n) = X0 = [ i) a.
0
Az m figgvény egyenletes folytonossagabol kovetkezik, hogy

X m(0;(n)) (0j41(n) — 0;(n)) (1 + o(1)), (10)

41— (n

ahol o(1) — 0 ha |(9]+1( ) —6;(n
Ekkor (5P<K R Al
. felhasznalasaval ) p( Rn

)=
(n )\ —> 0, egyenletesen 0;(n)-ben.

( J 041(n )), igy az lemmabeli hatarértékbdél, majd
) klfeJezheto mint

> 5 G (6 ) = (6500 - (Bya(m) = 0500)) 1+ o(1) =

<
=0 i e i) (
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Mivel 6;(n) = ¥~ X;(n)), igy a

re(PHX)) (VX)) = ri (PTH(X)
HX)) m3(UH(X))

helyettesitéssel adodik

0p(K, Ry) = ) g(X;(n))U(n)(1 + o(1)),

1

ahol o(1) — 0 ha max; U;(n) — 0. Igy a . lemma feltételei teljesiilnek, és

1

lim n?-0p(K, R,) = I'(4) / g(X)dX.

n—oo 0

A fiiggvények definicioibol ¥' = m, igy a X = W(0) helyettesitéssel kapjuk a [3} tétel

els6 formulajat. A beirt esetben teriiletkiilonbségre, valamint koriilirt esetben kertilet- és

tertiletkiilonbségre vonatkozo eredmények hasonléan kovetkeznek az[p] és[8 lemmakbol.
Attériink a Hausdorff-tavolsagra vonatkozé eredmények igazolasara.

12. lemma. Legyen Xi,...,X,, X;(n), U;j(n) és g vdlasztdsa olyan, mint a. lemmdban,
és legyen g(0) = g(1). Ekkor

. n
50 B 0PI = o)

“ e,

A Hausdorfl-tavolsag definiciojabol vilagos, hogy a [3| szakaszbeli jelolések mellett
ou(K, R,) = max; Ay (0;(n),0;11(n)). A @ lemma segitségével igy

(1. o) = s - P (r16,(0) = (65 () - (0 (n) = 6,00) (1 + (1),

ahol o(1) — 0, ha max; [0;11(n) — 6;(n)| — 0. Ebbdl és —b()’l an/lnn - (5115,/2(K, R,)
kifejezés felirhato, mint

(OGN e
o () a0, = rlty(m)

Inn

Uj(n) 0
(o, L D)
Mivel 0;(n) = ¥~1(X;(n)),

1/2
9(X) =

<K<‘P_<X>>) Y (0HX) — e (W)
8r.(T-1(X)) m(¥H X))

valasztéassal, és a[I2 lemma felhasznaldsaval

lim — - 5}{/2(K, R,) = lim Lmaxg(Xj(n))Uj(n)(l +0(1)) = max g(x),

n—oo INnN n—oo INN  j x€[0,1]

amibdl f-ra valo visszatérés, majd négyzetre emelés utan adodik a Hausdorff-formulara
vonatkozo allitas. A 4] tételbeli kapcsolodé eredmény hasonléan igazolhato.
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8. Kapcsolat a korabbi eredményekkel

A kdvetkezékben igazoljuk, hogy a[3] tételbeli, teriiletre vonatkozé allitasbol L = rB? vé-
lasztéssal, r — oo mellett kovetkezik a kapcsolodo, linedrisan konvex véletlen sokszogekre
vonatkozo eredmény. Az érvelés szorosan koveti a 6] 3. szakaszédban szerepld bizonyitast.

Legyen L = rB% Ekkor az L-konvexitas megfelel az orsokonvexitasnak, és a bizo-
nyitasban ennek megfelelen az orsokonvexitas fogalmait hasznaljuk: L-poligon helyett
r-kérpoligont mondunk, L-konvex burok helyett r-konvex burkot, amelyet [X], jelol.

Legyen R] egy véletlen r-korpoligon, P, pedig a vele megegyez§ csticsokkal rendelkezd
n-szog. Legyen tovabba

d(n) = (A(K) = A(R))) -n* 5 d(n) = (A(K) — A(F,)) - n*;
"= 1/0 (@((9) - TKT@) m2(0)do ;= 1/0 r2.(0) - m~2(0) do.

Legyen € > 0 rogzitett. Termeészetes modon létezik olyan Ry (e), hogy 1—e < I"/I < 1
minden r > R;(e) esetén. Elemi szamitasok mutatjak, hogy létezik olyan, csak K-tol és
e-t0l fliggs Ra(e) > 19, amelyre minden r > Ry(e) esetén

A(lp, ql+)
A([p, q]m) - A([p, Q]T)

<e, (12)

barmely p,q € K esetén.
Legyen D], egy m-cstcsu r-korpoligon, P, pedig az ugyanezen csicsokkal rendelkezd

m-szdg. Ha 1 > Ry(e), akkor (12))-bol
_dn) | AR~ AP
dr(n) A(K) — A(Ry)
A(Dy) = A(Pn)

1 1 .
U R D) —ADy,) S TE
2<m<n
Osszefoglalva, ha R > max(R;(¢), Ry(¢)), akkor
d®(n) d(n) d(n) df(n) If E(n)
1—¢)- — : < (1 :
(1—&) T ~amm 17T 0t T

amibdl a [3 tétel teriiletre vonatkozo formulajaval egyiitt kovetkezik, hogy n — oo mel-
lett d,, — I majdnem biztosan. A keriiletre és Hausdorff-tavolsagra vonatkozo formulak
hasonloképpen kovetkeznek.

9. Zarb6 megjegyzések

Nyitott problémaként maradt a koriilirt esetek bizonyitasa, ha L nem centralisan szim-
metrikus. A dolgozatban bemutatott modszer ekkor nem miikodik, a sziikséges limeszek
direkt kiszamolésa pedig - ahogy tobbszor is emlitettiik - meglehetdsen nehéznek tiinik.

Természetesen meriil fel a probléma magasabb dimenzios vizsgalata is. A hasznalt ana-
litikus és sztochasztikus technikak 1ényegében nem terjednek ki magasabb dimenziora, és
a sziikséges geometriai fogalmak kidolgozottséga is hidnyos, ezért ezen kérdések hosszabb
tavia célként fogalmazhatok meg.

Végiil megemlitjiik, hogy a hasznélt dualitdsfogalommal kapcsolatban, [7]-hez hason-
l6an, tobb, énmagaban is érdekes nyitott kérdés van, a dolgozatban csak a bizonyitédshoz
sziikséges eszkozoket gytjtottiik Gssze.
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Koszonetnyilvanitas

A dolgozat az Innovacios és Technolégiai Minisztérium UNKP-21-1 kodszami Uj Nemzeti
Kivalosag Programjanak a Nemzeti Kutatasi, Fejlesztési és Innovéacios Alapbol finanszi-
rozott szakmai tamogatasaval késziilt.
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