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1. Bevezetés és célkitiizés

Az altaldnos relativitdselmélet fontos szerepet jatszik a modern fizikdban és a csillagiszatban. Joslatai
segitségével pontosan ki tudjuk szamolni az égitestek mozgéasat és nyomon tudjuk kdévetni az Univerzum
fejlédését. Az elmélet megjosolta a fekete lyukak és a gravitdciés hulldmok létezését is [1]. A Fizikai
Nobel dijat 2020-ban Andea Ghez és Reinhard Genzel érdemelte ki a galaxisunk kozéppontjiban 1év6
szupernagy tomegl fekete lyuk (Sagittarius A*) feltérképezéséért [6]. Az MS87 galaxis kézéppontjiban
taldlhaté M87* nevii, szupernagy tomegii fekete lyukrdl pedig az Event Horizon Teleszkoép kollaboracid
készitett rddidhullamok interferencidjan alapuld képet. A gravitaciés hulldmok kimutatasaért Rainer

Weiss, Barry C. Barish és Kip S. Thorne 2017-ben kapott Fizikai Nobel-dijat [2][3][4].

A gravitaciés hullamok a térid6 gorbiiletének hullimszeriien terjedé zavarai. Forrdsaiként olyan
rendszerek szolgélnak, melyekben a témeg-kvadrupélmomentum maéasodik és harmadik derivaltjai nem
tlinnek el. Ilyenek a fekete lyukak vagy neutroncsillagok kettOs rendszerei. A gravitaciés hullamok
kimutatasa el6szor 2015-ben tortént az interferometrikus elven miik6dé LIGO két detektora altal. A
GWTC-3 katalégus 90-et tart szdmon (ebbdl 87 vagy 86 fekete lyuk kettds rendszer 2 vagy 3 fekete
lyuk-neutroncsillag kettds, illetve egy neutroncsillag kettds) [5]. Albert Einstein 1937-ben megmutatta,
hogy a gravitacids hulldimok gyenge térben fénysebességgel terjednek [1]. Ez az eredmény igazoldsra
keriilt 2017-ben (GW170817) a neutroncsillagok dsszeolvadédsa dltal létrehozott gravitdciés hullimok és

az 6ket kisér6 elektromagneses sugarzas megfigyelése soran.

Felmeriil a kérdés, hogy erds gravitaciés térben, példaul a fekete lyukak kozvetlen kozelében vagy a korai
univerzumban hogyan viselkednek a gravitaciés hullamok. Ezt a kérdést Richard A. Isaacson jarta koriil
1968-ban [6]. Azt a feltevést alkalmazta munkdjaban, hogy a gravitdciés hullimok hulldmhossza elha-
nyagolhaté a térid6 gorbiileti sugardhoz képest. Ezt geometriai optikai vagy nagyfrekvencias kozelitésnek
nevezik. Gyenge gravitdcioban ez a feltevés mindig teljesiil, ugyanis a térid6 sik, melynek gorbiileti su-
gara végtelen. Erés gravitacioban azonban csak adott energianal nagyobb energiaju zavarok nevezhetok
gravitacios hullimnak. A perturbaciok nulladik rendje a hattér-téridére vonatkoz6 Einstein-egyenleteket
adja. Isaacson belatta, hogy er0s gravitacios térben szintén a perturbéciék elsé rendje hullaimegyenlethez
vezet, azonban a szokéasos d’Alembert operator helyét az in. Lichnerowicz-féle d’Alembert operator veszi
at. A hulldimokat WKB-kozelitésben targyalta. Azt is beldtta, hogy a perturbdcidk mésodik rendje a
gravitaciés hullamok hattérre vald visszahatasat adja meg. TDK dolgozatomban reprodukaltam Isaacson
szamolasainak altala meg nem adott rendkiviil munkaigényes részleteit. Belattam, hogy a Lichnerowicz-
féle d’Alembert operatort tartalmazoé hullimegyenlet szerint fejlédé gravitaciés hullamok akarcsak a fény,
null geodetikusokat kovetnek. Vagyis erds gravitacios tér jelenlétében is fénysebességgel terjednek a gravi-
taciés hullamok. A gravitdcids hullamok polarizaciéjanak vizsgalatat Isaacson elemzésénél részletesebben

végeztem el. Beldttam, hogy a polarizaciés tenzor ugyanigy két polarizaciét tartalmaz (a + és x polari-
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zaciokat) erds gravitdcids térben is, mint sik hdttéren. Annak bizonyitdsa, hogy a hattérgorbiilet linedris

rendben nem general Gj polarizacidkat, 1j eredmény.
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2. Gravitaciés hullamok gyengetér-kozelitése

2.1. Bevezetd

A gravitaciés hullamok pongyolédn fogalmazva a téridé gorbiiletének hepe-hupéi. Ezt a hullimot az
amplitidéja és a hullimhossza jellemzi. Altaldnosan fogalmazva gravitdciés hullamrél beszélink, ha a

hulldmhossza sokkal kisebb, mint a gorbiileti sugar.

Az n= % << 1, ahol X a gravitaciés hullam hulldmhossza, mig R a gorbiileti sugar.

2.2. A gravitacios hullamok analégiaja az elektromagneses hullamokkal

Elektromagneses hullaimok esetén a Maxwell-egyenletek keriilnek felhasznalasra, melyek a kovetkezdek

lesznek:

Inhomogén Maxwell-egyenlet: 9, F = 0,
Homogén Maxwell-egyenlet: Or.Fup1 = 0.

A Maxwell-egyenletekben a téridé tenzor F@ = 9, A, — 0y Ap. Azonban utébbiak nem egyértelmiiek, igy
alkalmazhat6 az

AY = AP 4 5,0 (1)

tn. mértéktranszformécié. Itt ®-re teljesiilnek azok az egyenletek, amelyek megoldésait képezik A’-nek.

Az inhomogén Maxwell-egyenleteket felirva négyespotencidllal.
foj® = 0,0 Ab — QP A = 9%(9, A) — DA (2)
Lorenz-mértéket vilasztva (0, A% = 0) a kovetkezdre egyszeriisodik az egyenlet:
UA® = —poj* (3)

Ez egy forrasos hullamegyenlet, aminek altaldnos megoldasat a homogén és a retardalt megoldas képezi:

Aa = Aget. + A;lwm.' (4)
A retardalt megoldas
o (Mo [ JUE—|T—Z],T)
Al (t,x) = d
ret.( 739) A / € |§j . .i‘/ ) (5)

ami beldthaté a megfeleléen megvélasztott Green-fliiggvény segitségével. A homogén megoldédsok a sik

elektroméagneses hullamok

A = Egeikbxb + E_'ge_ikbxb. (6)
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Itt E§ a polarizaciés vektor, mig E$ ennek komplex konjugéltja. Most behelyettesitjiik a sikhullam
megoldast eldszor a forrdasmentes Maxwell-egyenletbe, majd a Lorenz-mértékfeltételbe, hogy lassuk a
kovetkezményeket,.

o Forrasmentes Maxwell egyenlet: [(JA* = 0],

DA(Z = ndcadacAa
0. A® = ik Egel*a®®) ik Egel~tkar®)
ad8¢:14a = _ikckdE‘Ole(ikaxa) + _E_ge(—ik:awa)

n%040.A" = —kqk? A%, (7)

csak akkor 0, ha k%kq = 0.
Ebbdl az a kovetkeztetés vonhatd le, hogy a kg négyes hullamvektor nullvektor, igy a fénykiapon
terjed.

o Lorenz-mértékfeltétel: [0,A% = 0],

. . a . —a _; a
O, A® :zkaEge”“” — ko Ey e thaz®

Ebbdl a feltételbdl pedig latszik, hogy csak akkor lehet 0, ha: k, E* = 0. Ebbdl pedig az kovetkezik,
hogy E' és E? egymdstél fiiggetlenek. Ekkor [9] a mésik két komponensre adédik, hogy: E3 =
E° vagy E? = —E°. Az E3 lenulldzhaté, mert a Lorenz invariancia nem egyértelmiien rogziti a
négyespotencialt. Igy az E9 és az E3 komponensek lenullizhatéak, de az E' és az E? nem, mert

fliggetlenek a mérték megvilasztasatél. Legyen a polarizacios vektor

0
£}
I

0

Ef =

igy nincs temporalis és longitudinalis polarizdcié sem. A meglévé polarizaciok a terjedési irdnyra
merdlegesek (transzverzélisak). Beldthato, hogy a z-tengely koriili (x-y)-sikbeli forgatdsok invaridnsan

hagyjak a polarizacios négyesvektort. Egy ilyen forgatas matrixa

1 0 0 0
0 cosf sinf O
R, =
0 —sinf cosf O
0 0 0 1
melyre a polarizacidk irdnya megérzddik.
Legyenek
Ei = E1 F iEg, (8)
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adott komplex polarizaciés mennyiségek, melyek a forgatds végrehajtdsa utan

E, = FE, (9)

alakiiak. Az ilyen foton helicitdsa 1, mivel 6 egyiitthatdja 1. (A helicitds nem ugyanaz, mint a spin, mert
a spin tomeggel rendelkezd testekre jellemz8, mig a helicitds tomeg nélkiiliekre.)
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2.3. A gyengetér-kozelités

Ez az alfejezet a gravitaciés hullimok néhany tulajdonsagarol fog szolni. Elsésorban felhasznéalasra kertil,
hogy gyengetér-kozelitésben a metrika csak egy kis mértékben tér el a Minkowskitdl [9], ezért egy kis hqp
perturbéciot véve kapjuk, hogy:

Jab = Nab + hab; |hab| << 17
|6chab| << la
|81,8ahab| << 1.

Ezeket felhasznalva a I'}, a kévetkezoképpen néz ki:

1 . .
8 = 5(17‘“ + h¥) [0 (Mic + hic) + Oc (it + hiv) — O3 (Mbe + hie)]- (10)

Ha h®-vel szorzunk, az mar masodik rend, viszont minket csak els6 rendig érdekel, tovabba a
Minkowski metrika szignatirdja (-1,1,1,1), igy tehat ezek derivédltjai zérusok. Ezeket felhasznélva
tovabb egyszertisodik a kovetkezore az egyenlet:

1
gc = 5(8bhic + Ochyp + 8ihbc) + O'(hQ). (11)

Az Einstein-egyenlet meghatarozasahoz azonban a Ricci-tenzorra van sziikség, amit a fentebb talalhato
Christoffel szimbélummal szamolunk ki. A Riemann-tenzorbdl megkapjuk spirképzéssel a Ricci-tenzort,
amit a kovetkezdképpen ismertetiink:

bea = 0cLhy — 04Lg, + T84T}, — T4 T, (12)

Ebben az egyenletben az els6 két tag o(h)-rend{, mig a masodik tag o(h?)-rendfi, ezért az utébbit
elhanyagolhatjuk. Mivel a vakuum Einstein-egyenlet a kovetkezo alaki: Ry, = 0, ezért felhasznaljuk a
Riemann-tenzorbdl képezhetd Ricci tenzort:

Ryg = Ri,q = 0al}y — 0aly, + 0 (1) = 51 (0a(Ophia + Oahiv — Dihwa) — Oa(Dphip + Ophia — Dihap))
= 109%(0a0phiq — 0a0ihpa — Badbhiq + 04Oihap).

A kovetkezékben alkalmazzuk, hogy [l = 0,0%, ezédltal az egyenlet alakja:

1, .. Uh
Rpq = 5(77m(aaabhid — 0aOhia + 0alihab) — de~ (13)

Ezen a ponton keriil szdmitdsba a (31)-es képlet, tehat ezt a konkrét esetet fogjuk kiszdmolni a
harmonikus koordinatak segitségével:

0 =g°T¢, = (% + h®) 50 (0a(niv + hiv) + O (Nia + hia) — Oi(Nab + hab))-

Itt is elhanyagolhatéak az o(h?) rendii tagok.

0 = 310 (dahib + Obhia — Oihap) = 37 (Dahd + Oph? — 8;h%) = L(9uh® + 0,h™ — O°hY).
Az utolsé egyenlOséget atrendezve:

O,h%¢ = %8%2. (14)
A (14)-es Osszfiiggést beirva a (13)-as Osszefiiggésbe, a Ricci-tenzorra a kovetkezd formula adddik:
Riqg = 3(—Ohap 4+ 0%0phaa + 0*0ahap — 0a0ph?) = $(—Ohap + 0% (phad + Odhav) — 5040,h% — $0,04h%).
Tovabbéa
Ryq = 3(=Ohap + 0“(Ophaq + 0*0ahap) — 0*(Ophaa + Oahas)) = 0.
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Végiil pedig a Ricci-tenzor végsé alakja:
1
Rab = *iuhalr (15)

Einstein-egyenletet haszndlva

Rop — %gabR = 8nGTyp.
R —2R =8nGT
Rab = —87TG(Tab — %gabT)~
Sab = Tab - %gabTa

tovabbé beirva a (15)-6s egyenletet adddik:
1
5 Ohay = 167G S, (16)

az Einstein-egyenlet gyengetér kozelitése. Az Einstein-tenzornak ebben a kozelitésben 6 komponense van,
hogyha hgp-vel irjuk fel a hullamegyenletet. Azonban, hogyha helyette, a spar invertalt ¥, = hqp— %nabh—
t hasznéljuk, akkor az Einstein-tenzor alakja gyengetér-kozelitésben 2 komponenssel kevesebb lesz, igy
csak 3 tag fogja alkotni. A hulldmegyenletet ezért érdemes felirni a kovetkezd alakban:

100, = —167G S,

Ezt a harmonikus koordindta valasztas teszi lehetové. Mar az el6bbi alfejezetben targyaltuk, hogy a
gravitaciés hullaim analég az elektromagneses hullimmal, igy annak megoldasa a kévetkezOképpen néz ki:

W = W 4 (7)
Ennek sikhulldim megoldasas: _ _
Uap = pape' ™) + poye~ ™). (18)

Itt az egyenletben p,, az Gn. polarizacios tenzor. Most megvizsgaljuk, hogy mit tudunk mondani az
egyenletbdl pay-16l és k;-r6l.

D\Ilab = nd?adachab_a )
ac\I}ab = Z’kcpabe(iij]) - Z.kcpabe(__ikjw])7 )
aalac\llab = _kckdpabe(ikjmj) + kckdpabe(_iij3)7
N4V ap = —kak* Wy

A W16l tudom, hogy nem nulla, igy csak akkor nulla, ha —kqk? = 0. Ebb6l kovetkezik, hogy kg
nullvektor, a fényktp mentén terjed, igy levonhaté a kovetkeztetés, hogy a gravitaciés hullam fényszert.
Ugy vélasztjuk meg, hogy a terjedés z-iranyi legyen, azaz k% = (k,0,0,k).

Most masodik 1épésként hasznaljuk a harmonikus koordinata feltételt, vagyis:

0,08 = =309 — [ikapeese) — ikopiel™s)] = §[—ikepielhse’) 4 ik pgelifse)]
(kap = ghepl)e™™) = (—kap? + Fhepg)e "),

Az els6 tagban szereplk koziil tudjuk, hogy az exponencidlis sose 0, igy csak akkor lehet nulla, ha a
zaréjelen beliili tag nulla, vagyis:

1
kapz = ikcpg' (19)

A polarizaciés komponensek megvalasztdasanal a (19)-es egyenlettel ekvivalens
kg = Skepg

atirast fogjuk alkalmazni. Az egyenlOségjel masik oldalaval most nem foglalkozunk.

Mar emlitésre keriilt, hogy z-irdnyban terjed6 gravitacids hullamot vettiink, ezt felhaszndlva valasszuk
most a (19)-es egyenletben szerepld tagok esetén "a" indexet 0-nak vagy 3-nak. Ekkor a kévetkez6 alakot
nyerjiik:
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k(p§ +p§) = Skps,

ahol p? = (p§ + pt + p3 + p3) = (—poo + p11 + P22 + p33). Az egyenletek a lehetséges c értékekkel
meghatarozhatoak a kévetkezd alakokban:

c=0:

k(P +p3) = £(0d + pl + p3 + 1),
c=1:
k(p + p3) =0,
c=2:

k(p§ +p3) =0
c=3:

k(pg +p3) = £(0) + pl + p3 +p3).

A fels6 indexek lehtzéasa utan az egyenletek

c=0:
k(poo + pos) = —%5(pg + pi + p3 + p3),
c=1:
k(po1 + p13) =0,
C = 4:
k(po2 + p23) =0,
c=3:

k(pos + p33) = £(p3 + pt + p3 + p3).

A ¢ =1 ésc = 2 feltételekbdl trividlisan kovetkezik az alabbi formulak:

P31 = —Po1
P32 = —Po2-

A ¢ =0 és ac =3 feltételek pedig az alabbi egyenletet eredményezik:

—Poo — Po3 = P33 + Poz = 3D
—2poo — 2po3 = 2p33 + 2po3 = —poo + P11 + P22 + P33.

Mindkét egyenlGséghdl kifejezve pgs-at:

2po3 = —poo — P11 — P22 — P33
2po3 = —poo + P11 + P22 — P33.

Osszeadva, a két egyenletet py; és pap komponensek kikiiszobolhetek, ami a
2po3 = —Poo — P33
egyenlethez vezet. Most kivonva a pgs-ra felirt két egyenletet egymasbdl adodik a
Pp22 = —P11
formula, amit visszahelyettesitve a pgs-ra kapott barmelyik egyenletbe kivetkezik az alabbi egyenlGség:
Po3 = %l[poo + pas]

Osszefoglalva a feltételeket, amiket c kifrdsdval kaptunk:

Po1 = —P31
Po2 = —P32
Po3 = _71(1000 +p33) |
P11 = —Pp22
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Ezek tehét a polarizaciés vektor komponensek, amelyek szimmetrikusak. A harmonikus koordindtava-
lasztds nem egyértelmdi. Az ilyen koordindta rendszerek kozotti transzformdécidk felhasznédléséval [9]
a p11,P12, P21, P22 koordindtdkat kivéve minden més komponens nullavad teheté. Felhasznélva, hogy

P11 = —p22 és hogy p12 = p21 a polarizaciés vektorra a kovetkezd adodik:
0 0 0 0
Pap = 0 pu pi2 O
¢ 0 pr2 —pun O
0 0 0 0

Altaldban a p1; komponens a +, mig p1, komponens a x polarizacié. A teljes pqs tenzor igy felbonthaté
a kovetkezo alaktra:

00 0 O 0 0 0O
01 0 O 0 0 1 0
Pab=DP11" | o o _1 of P2 log 1 0 o
0 0 0 O 0 00O

Ha z-tengely koriili térbeli forgatast hajtunk végre, akkor a matrix ezen szerkezete nem véltozik meg,
tekintsiik most ezt a transzforméciot. Ehhez bevezetjiik a

P+ = p11 Fip12 (20)
mennyiségeket, majd a forgasmatrixra ezek a komponensek
py = e py (21)

alakdava valnak. Ebbdl 1l4thato, hogy a gravitaciés hulldmok (perturbécié) helicitdsa 2 [9]. Ez azért van,
mert egy szimmetrikus kétindexes tenzor irja le. Arra jutottunk tehat, hogy létezik hulldm megoldas,
még pedig ezen gravitiacids perturbacio fénysebességgel szinuszosan terjed. A gravitaciés hullam alakja
pedig

Wop = Pabe(ikjwj) + szbe(fik’wjx (22)

2.4. Harmonikus koordinatak

A gravitaciés hullamok egyenleténél felhaszndltam a harmonikus koordinata feltételt a hullaimegyenlet
kialakitasdban. Ezt a feltételt szeretném ismertetni részletesen. Legyen (M,g) egy n-dimenzids
Riemann-sokasdg. Az M nyitott U részhalmazan definialt (x!, ..., 2™) koordindta harmonikus, ha
minden egyes 2 koordinitafiiggvény egy harmonikus fiiggvény U-n. Vagyis megkéveteljiik, hogy

Oz' =0, (23)

ahol: O = 9,0% (gyenge térben, egyébként V,V?®) d’Alembert operdtor. A harmonikus koordinatik egy
mésik, a (23)-as egyenlettel ekvivalens formuléja:

V=g0z" = du(9""v/=9). (24)

Ennek bizonyitasdhoz el6szor a Leibniz-szabélyt alkalmazzuk:

9a(9""V=9) = V=90a(9"") + " 0uv/~g (25)

Az egyenlet két tag kiszamoldsa kiilon-kiilon térgyalandé. El6bbinél az inverz metrikaval dolgozunk (ezt
valasztottuk), ezért a metrika és a determinanséanak derivéltjat is meg kell adni 9,9 fiiggvényeként.

9aig? = 6] (26)

10
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A (26)-o0s 0sszefiiggés varidldsabodl (Leibniz-szabdly):
90i9cg” + 9" Degai = 0.
Ebbél kontrahélassal (gy;), majd dtrendezéssel kapjuk a kovetkezd Osszefiiggést:
DeGab = —GaiGhjOcg”. (27)

A (25) 0s egyenlet masodik tagjénak levezetéséhez felhasznélj uk a determinénsok szorzéstételét a metrika

........

Ou/—9 = — “g @&Jng
Oqlng = dln(detgay) = In(det(gap + dgap)) — ln(det(gab)) = ln% = In(det(g?®)(det(gap + 6gap))

In(det(g%) (ghe + 6gue)) = In(det(6¢ + g**0gap)) = In(1 + Tr(9**6gsc)) = 9**Sgas,

azaz:

‘9F—7“bagb

Felhasznélva az (28)-as egyenletet, a kovetkezd Gsszefliggést kapjuk:

Oa F = - rgabaag (28)

A (25)-6s egyenlet végsd alakjéhoz a (27),(28)-as egyenletek behelyettesitésével jutunk el.(A szabad in-
dexek dtnevezésével.) Igy adodik:

0a(v/=99%) = V=90a9"* + 9°*0ar/=9 = —v/=09" 9" Dagi; + 9°* V52§ Dugea
= — Y5929 g% 9,9 — g°g°0ug°Y)/ (a — j)
_ _@(QQijgabajgm N gabgcdaagcd)
_ _gab@(zgijajgia _ gcdaagcd) _ _gab@( i, gm + gijajgia _ gcdaagcd)/(ij - cd)
— _gab\/%( cdadgac + gcdadgac _ cda gcd) gabgcd F(adgac + adg(w _ aagcd)
= g™ g 152 (Deg ™ + Bag™ — Dag®) = —g“'V/=gI",

Tehét a kovetkezo fontos egyenlséghez jutottunk:
0a(V=99"") = —9°'V=glta- (29)

Az 4j eredmény segitségével a harmonikus koordinatdk harmadik, a gravitaciés hullamok gyengetér koze-
litésénél targyalt alakjdhoz el tudunk konnyedén jutni a (23)-as egyenlet ekvivalens dtirdsa segitségével.
Ezt a kovetkez6képpen tehetjiik meg:

Oz’ = gV, V2’ = g*°(9, V' - ngvcx")l = g% (9,0p2" - ¢, d.2%) = g% 0,0px" — g, 02
= 90040, — g"'T500 = 0 — g™T5,0; = —g*'Tg,.
Oa’ = —g*Tl,. (30)

A (30)-as eredménybdl a (23)-as definicié felhaszndldsaval 14that6, hogy a harmonikus koordindtdknak a
harmadik, harmonikus koordinata feltételként hasznalt alakja el6all:

9" =0 (31)

forméban.
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12 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

3. Nagyfrekvencias gravitacios hullamok gorbiilt téridoben

3.1. Bevezeto

Nagyfrekvencids gravitdciés hullimokrél beszéliink, ha a hulldm (\) hulldmhossza sokkal kisebb, mint a
térid6 gorbiileti sugara (L) (% << 1), amit geometriai optikai kozelitésnek neveziink. A nagyfrekven-
cids gravitaciés hullamok elsé rendben null geodetikuson terjednek, mig masod rendben megmutathato,
hogyan hat vissza a hulldm a téridére [11]. Tekintsiink egy nagyfrekvencids, kis amplitiddju gravitdcids
hulldmot, ami végigfut a térid6 geometridjan. A perturbalt metrika

Jab = Jab + €hap (32)

alakd, amelyben g,, a hattérmetrika, h,, a hattérmetrikatél vald kis eltérést jelenti, tovabba e egy kis
paraméter, ami biztositja, hogy a geometrlanak fluktudcioi legyenek. A hattérmetrika véltozdsa dg « &

illetve a perturbéaci6 valtozasa Oh X? valamint € = %

3.2. A perturbaciot okozé h,, metrika inverze

Ebben az alfejezetben bemutatjuk, hogy a h,p inverze nem egyenld az alsé indexes index felhtizottjaval.
Az alfejezetben kapott eredményeket csak az Einstein—Hilbert hatdsndl fogjuk alkalmazni. A (32)-es
egyenletbdl kiindulva:

gab = gab + 6h(zba
gab _ gab + Ehab.

Behelyettesitve a 6¢ = §q,3%° Gsszefiiggésbe:

05 = 3" = (gab + €hap) (g™ + €h*)
= gap9%¢ + €(gaph® + g*hap) + €2haph®®
— 52 + f(gabhbc + gbchab) + 52habhbc
0= gabhbC + gbchab + 6habth~

A h® korrekcié kifejezése els6rendig hqp-vel:

q® g bhbc: bc adh ab

5dhbc — bc adh ab
h(dlc) _ gbcgadh be
A h® korrekcié kifejezése masodrendig hp-vel:

(gab + 6hab)hfbc = _gbchab
gabhbc = _gbchab
7 G = =59  hay
5dhbc — ad bch ab
hdc — ~adgbch b
hdc — 7(g + Ehad) bchab
h?QC) — _gadgbchab _ Ghadgbchab.
A miésodik tagba, mivel elsérendi, elég a h®® vezet$ rendii jarulékat helyettesiteni, azaz:
d de
hde h(f) + eh(g),
h‘{°) = —9"9"hav,
h((iQC) = h((ll)g “hap = gzag]b bchabhzj
Tehat:

Jab = Gab + €hap

gab _ gab + eh(l) + €2hz(z£7)

12



13 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

3.3. Perturbalt Ricci-tenzor

Tovabbiakban sziikségiink lesz, hogy bevezessiik a perturbélt téridén a kovaridns derivaldst [12], melyet
a kovetkezoképpen fogunk definidlni:

Vaf = Vaf, (33)

V VP =V, VPl ve, (34)

Vawy = Vawp — Chwy, (35)

Va2t = Vel + ) C Tl =Y Clae To i (36)
i j

ahol mgbc =0,Vagpe =0, Vb egy tetszbleges vektor, wy egy tetszdleges 1-forma és Cf.. alsé indexeiben
szimmetrikus tenzor, melyet

1 ~ci ~ a a
<, = 39 [VaGbi + VoGai — ViGas] (37)

moédon definidlunk.
Bizonyitas:
Legyen g, a metrika, ekkor létezik olyan V, derivalé operator, mely kielégiti a V,gp. = 0 egyenlOséget.
Ekkor:
0=Vagpe = ?agbc — C% gae — CL. g4
0= ngca = vggca - Cgagdc - Cl(;jcgda
0=—Vedab = —Vegab + Chgan + C% gaq.

Osszeadva az egyenleteket, majd 4trendezve adédik, hogy:

?agbc + @bgca - @Cgab = 2C'gbgoic
Ogb = %gdc(va‘gbc + ngca - vcgab)

atalakitas:

Coy = 5(9° + €h™)[Valgei + €hi) + Vi(Gai + €hai) = Vi(gap + €hap)]
= 597 + €h*)[Vagsi + Valehsi) + Vogai + V(€hai) — Vigar — Vi(ehap)]
= 3((9° + €h™)[Valehni) + Vo(ehai) = Vi(eha)] ,

ahol |hap| << 1, [Vehap| << 1, [V Vaha| << 1.
Amennyiben V = 0 akkor a Cj, = I'}, Christoffel-szimbélummal lenne egyenld. Altalanos relativitésel-
méletben mar megmutattak, hogy a Riemann-tenzor a kovarians derivalas nem kommutélasanak mértéke.
Ezért a perturbédlt Riemann-tenzort is igy fogjuk definidlni. Tekintsiik a [V, V4]V* kommutétort, ahogy
egy tetszOleges V' vektorra hat. A (34) illetve (36)-os egyenletek felhasznalasaval [12] a kovetkezd alakot
kapjuk a perturbalt Riemann-tenzorra:
VeVaVe =V (ViV®) — CL(V V) + CL(VaVE)
=V .(VaVe+C5Ve) - CL(V IV + C’ngf) +CL(VaVe + Cngf)
=V .VgVe+V.CLVe+ OV VE-CGVVE — C’(de’ngf +CLVV*+ CgeCstf
VaVeVe = Vy(V V) = C5.(V V) + 04 (V.VeE)
= Va(VeVe+CoVe) = C5(V Ve 4+ CHVT) + Ch (Ve Ve + CoVT)
= ViV Ve 4+ ViCLVE + CoVaVe = CG .V Ve — Cq 0LV + CLV Ve + Cq,C5 VI
(VeVa—VaVe)Ve
=V ViV*+V.C5 Ve +CqV Ve = CyV Ve = CoCHVT + CoV Ve + CoLC5 VT

- VgV Ve =VaCeVve —CevVaVe+C5 .V Ve + C;CCngf —CoLV V- C’geCffo.
Felhasznalva az alsé indexes szimmetriat és az egyszertiisitéseket elvégezve

(VeVa = VaVe)Ve = (VeVa = VaVe) Ve + (V.Cf, — VaCEIVE + (Co.Cf — C5.C) VI
= Rgcdve = Rgcdve + ZV[CCc(lL]eVe + 2CY[GZ|)”C(|J;]6‘/(i

13



14 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

adodik. Ebbdl nyert Riemann-tenzor:
Ry = Riwq+2VcClj. + 200 ;Cl. (38)

Altaldnos relativitdselméletbél ismert, hogy a Ricci-tenzor el6allithaté a Riemann-tenzorbél spirképzés-
sel. (Rea = R%,4)-

Req = Rea +2V(uC§, +2Cf, ;Cl, (39)

Ebben a szdmoldsban (1), 0(€), o(€2) a rendeket fogja jeldlni e-ban.
El6szor a Cng'g;e algebrai tagjait kibontjuk:

4C’3fC’£e = (g%* + eh™)[Voehysr + V pehar — Viehay] - (¢7™ + €hd™) [V aehem + Veeham — Vimehae
262(gak + hak)[vfhak: + Vahfk: - thaf] . (gfm + hfm)[vdhem + Vehdrn - thde]
2629akgfm[vfhak + Vahfk - thaf} . [them + vehd’m - v'rnhde]-

Felirva a harmadrendii jarulékokat:

4Cgf056(03) = 63{gakhfm[vahfk + thak — thaf][vdhem + Veham — thde] + gfmh“’“[vahfk
+vfhak - vkhaf][vdhem + vehdm - vmhde]}
= ES{hfm[Vah?E + th — Vahaf} [them + Vehgm — thde]

+ W[ ohsr + V thar — Vihafl[Vahi + Vehd — Vi hge]}
Felirva e-ban nullad-,els6 illetve masodrendii tagokat:
402,C,o(1) =0
4Cng’£ea(e) =0
403f0£e‘7(62) = €2gakgfm[vfhak + vahfk - vkhaf] : [vdhem + vehdm - vmhde]~

A Cng[]:d algebrai alakja:

4ng0({d = (gak -+ Ehak)[vethk -+ vfﬁhek — vahef] . (gfm -+ Ehfm)[VGGhdm + Vaehagm — Vmehad]
:62(gak + hak)[vehfk + thek - vkhef] . (gfm + hfm)[vahdm + vdharn - vmhad]
:€2gakgfm[vehfk + vfhek - vkhef] . [Vahdm + tham - vmhad]-

Felirva a harmadrendii jarulékot:

4Cng¢{d(O-3> = {g"*hI"[Vehpr + V phek — Vihes][Vaham + Vaham — Vinhaa] + g7 ™ h** [V eh g
+vfhek - vkhef][vdham + vahdrn - vmhda]}
= 63{hfm [Veh? + thg - Vahef][vdham + Viham — vmhda]

+ WV ohgr, + YV pher, — Vihef[Vahi + Vah} =V hga)}
e-t tartalmazo6 tagok masodik rendig:
102,C110(1) =0
4CngL{dO'(E) =0
402,.C1 0 (e2) = g™ gI ™ [V ehyy + V pher — Vichey] - [Vaham + Vaham — Vinhad)-
Osszevonva a masodrendii tagokat:
C(lzlchJiceJ(GQ) - Cgfcz{da(EQ)
= %[gakgfm[[vfhak + vahfk - vkhaf] . [vdhem + vehdm - vmhde[_[vehfk + thek - vkhef] :
[vahdm, + vdhown - thad]]
= %[[th—&- Vahaf —V%har]- [th£ +Veh£ — thde} — [Veh;%- +Vhe —Vhey]- [Vahj; + thf; — thad]]
= %[th(vdhef + Vehfd — thde) + QVahg(Vahfd — thda) — th“fvehaf].

14



15 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

Osszevonva a harmadrendii tagokat:
CeCh.(0%) = C2;Cl4(0%)
= WMV ehd + Vb — Vohas][Vahem + Veham — Vinhael
+1h Vb + Vihak — Vihas][Vahi + Vel — VY hge] = LhI™M[Vehs + YV the — Vohes][Vaham
+Vaham — Vinhaa) - 2h*[Vehpr, + YV pher — Vihes][Vahi + Vah) — V/ haa

=1hI ™[V h4+V th=Vhag][V ahem+V cham—Vimhae] = [V eh%+V 1h2 =V he ][V aham+V aham —Vimhaa)
PRIV hp A4V phak — Vihas) [Vahi +Vehd =V hae] = [Veh pi+V phe,— Vihes) [Vahi +V o bl — V7 haa)
= %hfm[v[ahrfvd\he]m + v[ahrf‘ve] ham — v[ah?fvmhdk] + %vfhvdhem + %vfhvehdm - %vfhvmhde
=3 ViV aham = 5V shgVaham + 5V 1NV mhaa =V hia) sV apheim = Vol Ve ham + YV hja) s Vo]
+5h MV ahy 15V i)+ V@) g1y Ve g = Viahy 1197 e+ phiapp Vbl +V shiaps Ve =V shia) 9 haye

—VihiasValhl) = Vihia 1 Vb + Vihia) V7 hage]
Tekintem most a V-t tartalmazé tagokat:

2V, CS, = Va{(9° + €h®)[Va(ges + €hef) + Ve(gar + €har) — Vi (gae + €hae)]}
= eVag“f + eh“f)[thef + Vehdf — vfhde]}
= ezva{h“f[vdhef + Vehdf — thde}} + e(g“f + eh“f)Va{[thef + Vehdf — thde]}.

Felirva e-t masodik rendig:

2V.C5.0(1) =0
2V, C§.0(e) = eg“f[Vanhef + VoVehgr — Vo Vihae]
QVQCgeO'(eQ) =¢ [h“fVa{[thef + Vehdf — thde}} + Va{haf [thef + Vehdf — thde]]}.
Kifejtve a V4-t tartalmazo tagokat:

QVnge = Vd{(gaf + ehaf)[va(gef + €hef) + Ve(.gaf + 6haf) - vf(gae + 5hae>]}
= €Vd{(gaf + ehﬂf)[Vahef + Vehaf — thae]}
= eZth“f[Vahef + Vehaf — vfhae]} + E(gaf + eh“f)Vd{[Vahef + Vehaf — thae]}-

Kifejtve e-t masodik rendig:
2V4C%0(1) =0
QVngeCT(G) = eg“f[Vd{Vahef + VdVehaf — Vdehae}]
2Van€U(e2) =2 [h“de{[Vahef + Vehar — Vihgel} + Vd{h“f[vahef + Vehar — Vihee]}.
Els6 rendek kiilonbsége a V,, V-t tartalmazoé tagoknak:
vﬂcgea(e) - Vngea(e) = %gaf(vavehdf + Vavdhef - vanhde - VdVehaf).
Masodik rendek kiilénbsége a V,, V-t tartalmazé tagoknak:

V.C4.0(e?) — VaCo,0(€?)
= S VgV thae — BTV Vahes — h VgV o hos + Vah™ Y fhoe — Vah™ Vohe s — Vah™ Vb, s
-h“fVanhde + h“fVanhef + h“fVaVehdf + Vahafvdhef + Vahafvehdf — Vahafohde]
= % (R (VaV thae +VaVehags —VaVehar — VoV thae) =V ah® NV eha s +Voh (Vghes +Vehas — V thae)).

A perturbélt Ricci-tenzor végsé alakja:

R{) = Req
RY) = ¢ g/ (Vo Vehar + VaVahes — VoV rhae — VaVehay)
2
RZ) = S [L(V4h V hap) + VO (Vahag — YV fhag) + (3 B = Voh® ) (Vahes + Veha — V phae)
+haf(vdvfhae + Vavehdf - vdvehaf - vavfhde)}
G
ed
[hfm[v[ahffvd‘he]m +Vihts Verham = Viah Vinhaje + iV hV ghem + 3V thV cham — 2V thV o hae

15



16 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

—%thgvdham — %thgvahdm + %thgvmhda - V“h[a|fvd|he]m — Vah[au‘ve]hdm + V“h[a|fvmhd|e]]]
) . .
+ S Va5 Va bl + Y (aby i Ve =V (ah) 69 haje) +V hiaiVai i)+ shiaji Ve =V shiaj ¥ haye
—VihialsValhl) = Vichia s Ve + Vihia) V7 hap]

Altaldnos relativitaselméletbél ismert Ricci-tenzor a kévetkezé alaki:

Rye = RS, = 8,18, — 9,I'%, + To,T} — T

bac ci ab*
Itt a vezetd rend 0,I'f, alaki. I'f, definicié szerint:

Fgc = %gai(abgai + aagbi - aigab)~
Ebbdl adédéan a Ricci-tenzor vezetd rendje g~ 10%g alakt lesz. Felhasznélva a fentebb talalhato kozelitést,
2
melyet Og-re feltettiink, a kovetkezd nagysigrendet kapjuk 02g « % = 1z = o(1). A magasabb rendii
tagokat tablazatban rogzitem, kiszamoldsuk a fentebb emlitettek alapjan torténik. A 63R$l+)—s tagok
o(€) nagysdgrendfiek.

H Kifejezés  Szimbolikus formula Nagysagrend H
Ry, g~'0% 1 =5 =0(1)
1 — €
R, g~ (ch) 3w =00)
2R ehg=20?(eh) £2=00)
63RS1+) €2h?g=30%(eh) 1z =0()

A téablazatbdl kiolvashatd, hogy a hattér gorbiiletének valtozédsa lassabb, mint a perturbéacié altal okozott
valtozasok, emiatt a Ricci-tenzor sorfejtésében rendcstszas torténik.
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17 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

3.4. Perturbalt Riemann-tenzor

Akarcsak a Ricci-tenzor, a Riemann-tenzor is felirhat6 a kévetkez6 perturbalt alakban:
RS, 4(gi + €hij) = R, + eRe.,M) + €Re,, @ + ER2,
A Riemann-tenzor elsérendig:
ch(O) = Rgcd (ng)
) 4Rgcd(1) = vCCc%e - Vdcge
vccge = vc%(gm + Eh(“)[vd(gei + ehei) + ve(gdi + 6hdi) - vi(ged + Ehed)}

= Vc%(eg“ + th“)[thei + Vehai — vih/ed]
= Ve3eg”[Vahei + Vehai — Vihea) = Vi (Vahe + Vehd — Vehe).

Hasonl6 szdmolassal adédik V4C¢, -re:
VaCl, = Vab(Vehe + Vehe — Vohe,).
Képezve V.C§, — V4C¢, kiilonbséget:
v.C§, — VdCa = ((V Vi —=VaVe)he + Ve Vehg —VaVehe +VaVehee — Ve Vehae)
=1(V.V, h — ViVehe +ViVehee — V Vg — RE AL + RL_ hT).
Osszefoglalva a teljes Riemann-tenzort

R@ 0) _ = R@

ecd ecd

Re (M = L(VeVehy = VaVeh? + VaVhee — Ve VPhge — R hE + R h$)

adodik. A vezetd rend itt is az els6 rend lesz, melynek 0(%) a nagysigrendje. A Riemann-tenzor masod
rendje (1), mig a magasabb tagok o(e) nagysigrendiiek. Tovdbba az els6 rendek lesznek mértékinvari-
dnsak a nagyfrekvencids kozelitésben. Hulldmok hidnydban (h.q = 0) a Riemann-tenzor Rgcd(o) értéket
vesz fel. Ha graviticiés hulldimok vannak jelen, a téridé teljes gorbiilete 6ridsi mértékben megné a do-
minans eR? (V) kifejezésig. R,,(*) ugyanazokat a szimmetridkat elégiti ki, mint eR? ,(). Az elsrendii
Riemann-tenzor kielégiti a kovetkezd tulajdonsagokat:

Rgcd(l) = 7Rgdc(1)

Re, (1) +Ra 1) +Ra (1) = ()
\v4 Rg;ae(l) +V, Rf (€] +v Rf S = e

A =-el jeldlt azonossagot Bianchi-azonossiagnak nevezziik.
Bizonyitas:

Rfdbc] =0
tovabbé, ha
@alﬁcw{t? _Riab@iwtt_ B_fiab@cfu_ia B
= va(_Rldbcwi) = _wiv@Rzlbc - R&bcvawi’

akkor
. . . A[abc]d - B[abc] _ . _
_Rfcab]viwd - ‘Rld[abv | Wi :~ v a|Rd|bC] R;[bcva]wi’
0= _wzv[a\Rd\bc]
v[a\Rd\bc] =0.
Tudjuk, hogy
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18 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

Rfdb?](()) =0,
V[G|Rfi\bc(0) =0,
fgy
A[abc]d = B[abc]d
. . _ A[abc]d - B[fzbc]d :9 ~ ' '
_(R,fcab} © + 6Rfcab](l))viwd - (Rj‘i[ab(O) + eR;[ab(l))YC]wd + wiv[a(Rz”bc](O) + 6Rfi|bc](1))
e W Ry Ve
= _"Rfcab} ((j) viwd - de[ab(oivc]wi + w'iv[a‘Riﬂbc] © + Rzil[bc(O) v~(l] wi
—€Rl .y VViwa — Rl DV gwi + wi Vg eRly, W + Rl Vo,

%

B [cab](l)viwd + wiv[a\Rfﬂbc](l)

6Rfcab](1) = Riab(l‘) + szbc(l)‘_k Rli)ca(l)‘_ szcb(l)._ Rzac(l) - Riba(l)
3REcab](1) = Rzab(l) + Rtlzbc(l) + cha(l)
SRy = SR RO 4 0,90 9,9 7,2 9,9

SR = RGP+ Vih + Ve Vah) — Vi Vahl) — Vi)
_%(R(O) h(l)l _ R(O)

blca'"i ilcahl(;l)l + vCVihl(nll) + vaVth) N vabhEi) - vﬂvlhg‘))
i _ap0) (11 (0] o (1)l
_GR[cab](l) - 3R[c|l|ab] hl - 3Ril[bcha]

H(VoVe = VoV)AY 4 (VoV, = Vo VoY + (V,V, — YV, Vo)l

= —om Y RO R R RO O T R0,
[0] (1) [0] 5 (1) (0) (1)1
=3Riphe + 3Rphe — Rygpe M
ebbdl kévetkezik, hogy
S (1) _
V[G\Rd\bc] =0.

Ezzel a bizonyitassal belattuk, hogy nincs nullad-,elsé rendje a baloldali kifejezésnek, a mésod rend

pontos értékérél nem esik sz6, de a késébbi tanulmanyaim sordn meg szeretnék bizonyosodni a mésod
rend szamszer( értékérdl.
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3.5. Mértéktranszformacid és invariancia

Most végteleniil kicsi koordinata transzformdciokat, valamint az altaluk kivaltott mérték transzformaéci-
Okat fogjuk vizsgalni annak érdekében, hogy kifejezziik a teljes Riemann, illetve Ricci-tenzorok invarian-
cidjat. Legyen az infinitezimalis koordinata transzforméaci6

¢ = 2% 4 €9,

ahol ¢ a transzformdcié generatorfiiggvénye. Ebben a koordindta rendszerben elhanyagoljuk az o(€?)
rendii tagokat.

gab = Gab + eigfhab B
Jab = Jab + 6(hab —Va&p — vbga)
gab = Gab + G(hab - vagb - vbfa) + 0(62)‘

Az 1j koordindta rendszerben a perturbacio

hab = hab - Vaé-b - vbga

alaki lesz. Akar kozvetlen szamitdsbol vagy a Lie-derivdlt meghatdrozasabdl azt 1latjuk, hogy a mérték-
transzformaciéndl a Ricci és a Riemann tenzorok a kovetkezd alakiak lesznek:

n(l) _ p(1) (0)
Red - Red - £ERed ’

R() = RG] = Vo (RE))E™ = Vo(€)RE) = Va(€T) R, (40)
Rgcd(l) = Rgcd(l) - ‘£§Rgcd(0)7
ch(l) - @URgcd(O)ga + Rgcd(O)?agU - Rgcd(O) 6660 - Rgad(O) 6050 - RZCU(O)?dgo-' (41)
Ha &% egy 1étez6 infinitezimalis koordinata transzformécié generatorfiiggvénye akkor kielégiti a
" =0(1),Vy§" = 0o(1) (42)

egyenletet, ez a formula generdl magas és alacsony frekvencids koordinata hulldmot. Ha a (32),(42)-es
valamint a

€ << 1agab = U(l)ahab = 0(1) (43)
1
vcgab = 0(]—)a vchab = U(E) (44)
1
vdvz:gab = 0(1)7 vdvch‘ab = U(?) (45)

(43), (44), (45)-6s egyenleteket behelyettesitjiik a (40),(41)-es egyenletekbe, egyértelmiien adédik az

Ry =
RZde D — R(clde(l) =é%

Nagy frekvencids hatarban ¢ — 0, latszik, hogy a Riemann- és a Ricci-tenzorok perturbacidja mértékin-
varians és jol kozelitheté valodi fizikai mérésekkel. Az egyszerii oka ennek hogy A rendii tavolsig skalan
a térido lokalisan sik. Amig X kisebb mint L, a perturbacidk nem tartalmaznak nagy hulldimhosszi kom-
ponenseket. Ez a lokalis viselkedés a hatteret ugy gorbiti, hogy az globalis mértékinvarians legyen. A
tagulds mérték invariancidja nagyon fontos, kiilénben nem lennének koordinéta fliggetlenek a fizikailag
mérheto effektusok. Végiil, még inkabb ki kell hangsilyozni, hogy a kapott mérték invariancia csak a
magas frekvencids kozelités feltevésébdl szarmazik [11].
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20 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

3.6. Linearis kozelités, hullamegyenlet

Tovabbiakban a spin 2-mezés leirdst fogjuk alkalmazni. Koztudott, hogy egy ilyen mezét valodi szim-
metrikus tenzor mezé U7 ir le, mely eleget tesz a kovetkezd egyenleteknek [11]:

VaVawaed = o, (46)
V0 =0, (47)
U =7 U =0, (48)

ahol 7, = diag(—1,1,1,1). A (47)-es és a (48)-as egyenletek biztositjik, hogy az energia pozitiv definit
és a mezd tiszta spin-2. (Spin-1 és spin-0 nélkiili). A ¥ tenzor mezé szabadsagi fokainak szdma 6trol
kettére csokken, mert az (46)-(48) tulajdonsidgok a mértéktranszformaci6 altal nem valtoznak.

\Ifab — \I/ab _ \I,ab 7va§b o vbga
ahol €% egy olyan vektor mezd, melyre teljesiilnek a kovetkezé egyenletek:
VaViet =0,
Vil = 0.
A graviticié gyengetér-kozelitésére igazak a (46)-(48)-ig megfogalmazott egyenletek infinitezimalisan kicsi
koordinata transzforméciék esetén, melyek alakja:
b — 70 =2t 4 ¢

Természetesen ezekre a £¥ vektor mezdkre is igazak a fentebb emlitett tulajdonsdgok. A V.Vl = 0
tulajdonsdgnak koszonhetéen a (48)-as egyenlet mellett a kovetkezd koordindta szabadsdg is érvényes
lesz: Wy; = 0. Tekintsiik a Ricci-tenzort és a vakuum Einstein-egyenletbe helyettesités utan latszik, hogy
a vezeto rend W
1
R, =0, (49)
majd a kévetkez6 rendben
RY = _R®. (50)

A (49)-es egyenletet Lanczos Kornél 1ldtta be eldszor [13] 1925-ben. A kovetkezd 1épés a hulldmegyenlet
levezetése lesz gy, hogy W-t tartalmazé tagok lesznek benne. Legyen tehat:

\Ijab = hab - %gabha
\I} = ged\:[/t?dv

ahol h = ¢°lh.y. Azért célszerti a spur invertélt alakjit hasznalni a h-nak, mert igy az Einstein-
egyenletben szerepld tagok szamat csokkenteni lehet. Ezt most e-ban elsé rendben meg is fogom mutatni.

SET = 1) 1RO
%T(;) —

%[vaahbf + vabhaf — vafhab — vaah] - %gab[vaahbf + vabhaf — vafhab — vaah]gab
81G ) = LIVIV yhyy + VI Vohas — ViV hay — Vi Vah] — 229/ VP hyr — 2V 1V Blgas

16c7£GTz§;) = [vaahb.f + vabhaf - vafhab - vaah/] - gab[vabhbf — vafh}.

Ezen a ponton behelyettesitem a Wy, = hep — % Japh Osszefiiggést.

liiﬁGTéi) = [VIVa(Wos + 3905h) + VIV (Was + $gash) — ViV (Wap + $gash) — VoV (¥ — 20h)] —
9ab[VIVO (W + Tgpph) — V VI (U — 2h)]

0=2R%) = g (VaValWus + 3gbrh] + VaV[Uas + 3garh] — VaV 1 [Whe + Lgbah] — VoVa[Uas + Sgarh])
=VIVahps + VIV Uap — VIV U = ViVo U + g7 L[V aVa(gorh) + VaVi(garh) — VaV ¢ (gbah)
- ViV, (gdfh)]
= VIVt + VIV U5 — VIV U, — ViV 0 + LV Voh + 1V, Vih — 1V (goah) — 2V Vo h.
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21 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

Képezve U, szimmetrikus tenzor mez6 spurjat adodik, hogy ¥ = —h

0= VIVahpy+VIVyUar — VIV U, + 2V, VU — 1V, VU + IV Vg, U
0=VIVaothys + VIVyUop — VIV Uy, + 2VIV gV — 2(V, V), — V V)T

(—1)-el val6 beszorzas utén:

0=VIViUh, — L VIV U - VIVhyr — VIV, + 2(VV, — ViV, )0,
0=VIViUp, — 30, VIVU — VIV — VIV, Uy + 3V,0 T — $V,0,0
0=VIViUy, — 300, VIVU — VIV — VIV, Uop + 20,000 — T2, 0,1 — %abaa\p + 1,0,V
0=VIViUh, — 100 VIVU — VIV, — VIV, T,

0= VIV U, — L0 VIVU = VoVt — VW0, + 2RO wfk 4 ROGE 4 ROk,
f 2 f f f kabf bk ak *b

Tehét a végs6 alakja az egyenletnek:

1
0= VIV W — 500V VU = VaV iy — V0 W + 2R\, IR ROVWE + ROwE. (51)

21



22 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

3.7. HullAmegyenlet megoldasa vezet6 rendben

Ha az imént levezetett képletet Gsszehasonlitjuk a (46)-(48) egyenletekkel, akkor rakényszerithetiink W-re
két tulajdonsagot
VWt =0, (52)

U =0, (53)

viszont ha ezt megtessziik, akkor elveszitjiik a dinamikai egyenletek szigori mértékinvarianciajat. Ugyanis
az (51) hullimegyenlet vezet8 rendje O(1) [11].Ha végrehajtjuk a kordbban targyalt (40) mértéktransz-
forméciét a (51) hullimegyenleten, akkor a hullimegyenlet alakja megvaltozik és elvesziti szigori mér-
tékinvarincajit. A megvaltozas vezetd rendje azonban O(1), ami elhanyagolhat6 a vezetd rendhez képest.
Tehat 6sszeségében, ha rakényszeritjik ezt a két tulajdonsidgot a hullamegyenletre, akkor a szigort mér-
tékinvariancia megsziinik, de a megvaltozas kicsi és ha elhanyagoljuk a valtozas rendjét a hullaimegyenlet
vezet6 rendjéhez képest, akkor hasznalhato ez a két tulajdonsdg. Most pedig ezt fogjuk tenni. Infinitezi-
malisan kicsi koordindta transzformaciénal

x® = x° = 2%+ €£°,

és
\I/ab — \i,ab7
tovabba
VoW — VU, = VU, — VOV, E, + ROEC, (54)
U=U="42V,E% (55)

Ha £°-t vélasztjuk az inhomogén egyenlet megoldasanak, akkor

VoVel, — RO e = vew,,,
VeV, = —1v

az latszik, hogy az (52)-es és az (53)-as egyenletek megmaradnak az 1j koordindtarendszerben. A Lie-
derivéltak elhagydsa &ltal kapott 1j koordindta rendszerben az (51)-es egyenlet

— AU, = VIV, + 2R W + ROWs + ROwe — 0. (56)

A A operator pontosan a d’Alembert, amelyet Lichnerowicz vezetett be szimmetrikus tenzorok szamaéra.
Ha VeV,¥ = 0 lathatd, hogy az (56)-os egyenlet 6sszhangban van az (53)-assal. Az (56)-os egyenlet
kovarians derivaltjat képezve

VE(~AWeq) = VVIV U, + ROUY + 0¢/ (V2RO — V.R)) = & (57)

adddik. Osszeségében a nagy frekvencids gravitdciés hulldmok tgy kozelitenek az alacsonyabb rendekhez,
mint a gérbiilt-tér hullimegyenlete (56) az (52), (53)-as egyenletekhez. Ezek véltozatlanok maradnak a
tovabbi mértéktranszformacié altal generalt &,-re, mely kielégiti a

Vavage - Rgaga =0
Vel =0

egyenleteket. Most az (56)-os hullimegyenlet megolddsat keressiik a kévetkezd alakban:
\I/ed = Aedeikjwj + A:de_ikjwja

ahol A.q egy 4x4-es szimmetrikus matrix, a polarizacié matrixa, mig k; a hullimszam vektor. Az A.q
matrixra a fentebb targyalt infinitezimalis koordinata transzformacié hatasira igazak lesznek a kovetke-
z0k:
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23 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

B Acd = Aed — £eAed
A=Acq —Vo(£7)Aca — Vel(§7)Ava — Va(£7) Age
Aeg = 0(1),VeAey = (1), kb = O'(%), Vpkt = a(%).

Az (56)-os egyenletbe torténd behelyettesitéshez sziikséges rész szdmolés a kovetkezd:

VVWei = g VaVeWed
Vbqled — Vb(Aedelij] + A:de—zkjg.oj) _ |
Vi(Aea)e™ 4 Acaikye™™ + Vy(AL)eh5w — ALjikye=hsw |
vavb\Iled - Vavb(Aed)eikjwj +Z‘kavb(Aed)eikjm] +ikbva (Aed)giijj +iva(kb)Aedei?ij *kakbAedeiij:7 +
Vavb(A:d)e*ikﬂ?] — ikavb(A:d)e*ikJm] — ikbva(A:d)e*ikﬂ] — iva(kb)A:de*ikﬂ] + kak‘bA:de*ikij
L o gaVaVeWed = L L
VoV (Aca)e™ ™ 4 iky VP (Acq)e™™ + iky VP (Aeq)e™™ +iVP (ky) Acac™ ™ — kyk® Acqe™ ™ +
vab(z‘ljd)e_ikf‘”J — ikbvb(Azd)e_iijJ — ik‘bvb(A:d)e_ikij — Z'Vb(k‘b)A:de_iijj + k‘bkbAjde_ikﬂJ.

Az (56)-o0s egyenletbe visszahelyettesitve, majd rendekre bontva nyerjiik a kovetkezé formulat:
[—kyk® Acge™i® + kP A e=®%'] 4 i[2k, VO (Aeq)e™i® + VP (ky) Acae™ ™ — 2k, VO (AL e~ v —
vb(kb)Ajde—ikaj] + [Vbe(Aed)eikf””j _ vbvb(Ajd)e—ikjwj +2R£(e)2ib(Acbeikaj + A-i-cbe—ikjwj) +
Rgg)(Age““i””j + A+§e—iijj) + Rgi) (A(éeikja:j + A"rge—ikjivj )] = 0.
Vezet6 rendben a hulldmegyenlet:
—kpk? Age® ™ 4 kykb AT e~ kim’ = 0,

Mivel sem az exponencidlis tagok, sem pedig az A.q tenzor nem lehet nulla, igy ez az egyenléség csak
akkor teljesiil, ha
kyk? = 0. (58)

Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy a gravitéciés hullim null geodetikusan terjed, fényszeri. Ugy vé-
lasztjuk meg, hogy a terjedés z-irdnyt legyen, azaz k* = (k,0,0,k). Kovetkezs rendben a hulldmegyenlet
alakja:

2k, V0 (Aeq) + VP (kp) Acale™ ™ = [2k, VO (AL,) + VP (ky) A Jem kv
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3.8. Harmonikus koordinata feltétel geometriai optikai kozelitésben, a polari-
zaciés tenzor

A maésodrend részletes vizsgalatdhoz a harmonikus koordindta feltétel hasznédlatéra lesz sziikség, melynek
alakja hasonlé a (23)-as egyenlethez:
0=0z = g‘;b@a@bxi.
Az egyenletet részletes kiirdsa a kovetkezo:
gV, Vyzt = gab(vavai — 06 Vet =0zt — g*C,.

Ez a feltétel nagyon hasonlit a (23)-as egyenletre azzal a kiilonbséggel, hogy megjelent egy §°°-vel kontra-
hélt szimmetrikus tenzor. Az (23)-as egyenlet a harmonikus koordinéta feltétel definiciéja miatt 0, ezért
a

gabcéb =0

e sz

g*Cly = 3519 (Vagip + Vedja — Vidar)] = 53%°19"7 (Valgjs + €hjp) + Vi(gja + €hja) — V(gab + €hav))].

Mivel Vog,, = 0(1), (jelenleg a(%) rend{i tagokat vizsgdlunk) ezért elhanyagolhaté korrekcidként jelenik
meg a vizsgalt rendhez képest.

0= Legtg™ (Vahjo + Vohja — Viha)
= egabg” (Va.hﬂ’ — %4thab)
= (Vb ~ V)
(VU] + V).
Tehét nagyfrekvencias kozelitésben a harmonikus koordinata feltétel alakja a kovetkezo alakra egyszeri-
sodik: L
Vbl = —gvi\pg. (59)
Most helyettesitsiik be a hulldmegyenletet az (59)-es egyenletbe.
T = P Afe 1 AT ) |
_ ,L‘kbAZeika] 4 vb(A;,’))eikj:r] _ ’L'kbA+z€7ikjw'] 4 vb(A+é)€7ikfo
R e I
—2(ik Abethi™ 4+ Vi (AD)ethi® — kT Athem Rt 4 i(AtD)em ki),
A VA rendje o(1), ezért a vezetérend o (1) mellett elhanyagolhato.
ikbAéeikj“"j - ikbA+ée’ikaj = f%(ikiAgeikﬂj — ikiAJrll;e*ikj“’j)
(KPAi + %kiAg)eikaJ = (ik? AT + %kiAZ)e*““J’””J.

Az els6 tagban szereplk koziil tudjuk, hogy az exponencidlis sose 0, igy csak akkor lehet nulla, ha a
zaréjelen beliili tag nulla, vagyis:

[ 1 7
kb A; = —5k A (60)

Az egyenlOségjel masik oldalaval most nem foglalkozunk. Mar emlitésre keriilt, hogy z-irdnyban terjed6
gravitdcids hulldmot vettiink, ezt felhasznélva vélasszuk most a (60)-as egyenletben szerepld tagok esetén
"b" indexet 0-nak vagy 3-nak. Ekkor a kovetkezo alakot nyerjiik:

k(A) + AY) = —1K1AD
ahol A} = (A + Al + A3 + A3) = (—Aoo + A11 + Aoz + Az3). Az egyenletek a lehetséges i értékekkel

meghatdak a kovetkez6 alakokban:
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25 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

i =0:
k(AD + A3) = — 5 (A + Af + A3 + A3),
.= 1:
k(A§ + Ad) =0,
1= 2:
k(A3 + A3) =0,
i =3:

k(A3 + A3) = —5(A5 + A} + A3 + A3).

A fels6 indexek lehtzéasa utan az egyenletek

1=0:
k(Ao + Aos) = 5(AD + Al + A3 + A3),
7 =1:
k(Ao + Ai3) =0,
=2
k(Ao2 + A23) =0,
1= 3:

k(Ao + Asz) = —E (A + Al + A% + 43).
Az i =1 ési= 2 feltételekbdl trividlisan kovetkezik az aldbbi formulék:

Az = —An
A3y = —Aopa.

Az i =0 ésazi= 3 feltételek pedig az alabbi egyenletet eredményezik:

— Ao — Aoz = Agz + Agg = —1 A¢
—2A00 — 2A03 = 2433 + 2403 = +Ag0 — A11 — Azz — Ass.

Mindkét egyenlséghél kifejezve Ags-at:

2403 = —3Agp + A11 + Asa + Ass
2403 = Aoo — A11 — Aga — 3Ass.

Osszeadva, a két egyenletet A1y és Ags komponensek kikiiszobolhetSek, ami a
2A03 = —Ago — Ass
egyenlethez vezet. Most kivonva az Ags-ra felirt két egyenletet egyméasbdl adédik a
Agg + A11 = 2A00 + 2A33
formula, amit visszahelyettesitve a Aps-ra kapott barmelyik egyenletbe kivetkezik az alabbi egyenlGség:
Agz = _71[1400 + Ass]

Osszefoglalva a feltételeket, amiket i kifraséval kaptunk:

Ag1 = — Az

Agz = — Az

Apz = %I(Aoo +
Ass) '
A+ Az =200+

Ezek tehat a polarizacios vektor komponensek, amelyek szimmetrikusak. A harmonikus koordinatava-
lasztds nem egyértelm@i. Az ilyen koordindta rendszerek kozotti transzformécidk felhasznédlasaval [9]
az A11, A1, Aoy, Ago koordindtdkat kivéve minden mds komponens nulldvé tehetd. Igy el8all, hogy
Ayy = —Ags. Ezt a feltételt, valamint az Ajo = As; egyenléség miatt a polarizacids vektorra a ko-
vetkez6 adodik:
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0 O 0 0

A, = 0 A A 0
@10 Ap —A; 0
0 0 0 0

Altaldban az A1, komponens a +, mig A, komponens a x polarizacié. A teljes Aqp tenzor igy felbonthatéd
a kovetkez6 alakura:

00 0 0 000 0
01 0 0 001 0
Aw=An-1 45 g 3 o[t42 g 1 ¢ o
00 0 0 000 0

Ha z-tengely koriili térbeli forgatast hajtunk végre, akkor a métrix ezen szerkezete nem valtozik meg,
tekintsiik most ezt a transzforméciét. Ehhez bevezetjiik a

Ai = All F iAlg (61)

mennyiségeket, majd a forgasmatrixra ezek a komponensek

Ay =eF20 4, (62)

alakiva vilnak. Ebbdl lathatd, hogy a gravitdcids hulldmok (perturbécid) helicitdsa 2 [9]. Ez azért van,
mert egy szimmetrikus kétindexes tenzor irja le. Arra jutottunk tehat, hogy létezik hulldm megoldas,
még pedig ezen gravitaciés perturbdcié fénysebességgel szinuszosan terjed. A gravitdciés hullam alakja
pedig _ _

oy = Apgeli®’) 4 A:de(_ikij). (63)

Lathatd, hogy ugyanazt a kétindexes szimmetrikus tenzort kaptuk nagyfrekvencias-kozelitésben, mint a
gyengetér-kozelités esetén. Levonhatd tehat az a kovetkezmény, hogy a gorbiilet nem véltoztatja meg a
polariziciés tenzor komponenseket linearis rendben és nem hoz be 11j komponenseket sem.
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4. Gravitaciés hullAimok visszahatasa a térid6 geometridjara

4.1. Bevezetd

Az el6z6 fejezetben a nagyfrekvencids kozelitéssel sikeriilt linedris rendben a gravitdcids hullaimokrol le-
vonni azt a kovetkeztetést, hogy null geodetikuson terjednek, tehat fényszertiek, valamint nem véaltoztatja
meg a gorbiilet a polarizaciés tenzor komponenseket. Ezek a fontos eredmények az e-ban vezet6 rendil
Einstein egyenlet (49)-bdl szdrmaztathaté hulldmegyenlet (51) kovetkezményei abban az esetben, ha az
(52),(53)-as egyenletek teljesiilnek. Ebben a fejezetben a gravitdcids hulldmok visszahatasat fogjuk vizs-
galni a téridé geometridjara.

4.2. Energia-impulzus tenzor

A kordbban térgyalt perturbélt Ricci-tenzorok segitségével fogjuk megvizsgdlni a masodrendii (50) Einstein-
egyenletet. A masodrendii Ricci-tenzor a megfelel6 indexek segitségével a kovetkez6képpen adhaté meg:

R®) = LIL (VWY ohug) + VRS (Vihyy — Vihi) + (3V h = Vi) (Vyhas + Vahe — V ihsa)
+hlf(Vbehla + ViVaohyr — VeVohis — Vlthba)}.

Az Einstein-egyenlet vezetd rendben:
1 _
R,/ =0.
Masodik rendben:
WY = )

Az (50)-es egyenlet megmutatja, hogyan miikodik a hulldm a gorbiilet forrdsaként. Figyeljiik meg, hogy a
(49)-es és (50)-es egyenletek nem teljestilnek egyidejlileg, viszont ha feltessziik, hogy € << 1 nagysdgrend
teljesiil, akkor a (64) és a (65)-6s Einstein mez6egyenletek egyszerre megoldhatoak.

R) =0, (64)
1
R~ it = STl &
ahol az effektiv energia-impulzus tenzor a kovetkezéképpen fejezhet6 ki nagyfrekvencias kozelitésben:
2 1 62
_qeff — C p® _ 2 2y - = _ Ly,
ab - (Rgp 5 Jablt ) o (Qab — ViSap)
A feladat Qg és Séb meghatarozasa.
16
Qub — ViSe, = _?;T;z{f = 2R} — guR®

1 1
— _§vbhlfvahlf + V'R (Vihyy — Vi) + <2th - Vlhlf) (Vohat + Vahoy — Vihpa)

+ B (vabhla + ViVahys — VpVohis — Vszhba)
1 3. ; 1 .
- §gab[—§vzhlfvihlf — V'RV phy + <2th ~ Vlhlf> (2V'hip — V¢h)

+ W (VVihg + ViVihip — ViV — ViV sh)).
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Teljes divergencidkat képezve:

WV Vyhie = Vi (R9V4hi) — Vb Vihy,
+hV Vohey = V(WY ohyp) — ViRV ol
—WINVahy = =W (6]Vabiy) = =V (SR Vabug ) + Voh Fabug
—hNV Vb = =V (WY phye) + VihH Yty
—%gabhlfvaihu = —%gab [V, (R hy;) — Vh Vi Ry
—%gabhlfvlvihif = —%gab [V; (WY hig) — VihH Vihy]
+%gabhlfvivihlf = +%gab [V, (VIhiy) — ViRV k]
+%gabhlfvlvfh = %gab [V; (WY ;h) — ViV sh] .
Osszeségében tehit:
Quy = %vbhlfvahlf + VAL (Vihyp — Vihi) + %th (Vohas + Vahos — Vihsa)
- %gab %vihlfvihlf —Vlhfivfhli—kévfh (2V'hip — Vsh) |,
Sgb = —hMVhe — WV hyy + 5Zhlfvahlf + hIIV thpg

+59ab (20N iy — NI by — WITV 4h)

Q egy négyzetes tenzor dh-ban, mig S alakja hoh. Lathat6, hogy S-nek a divergencidja szerepel csak az
egyenletben. A (65)-0s egyenlet alapjin azt taldljuk, hogy a nagyfrekvencids kozelités lecsatolja a gravi-
tacids sugarzasi mezéket a forrasuktol [15].A kovetkezd 1épésben egy téridd atlagolasi eljardst szeretnék
ismertetni, amelyet Brill és Hartle irt el6. Ennek oka az, hogy az effektiv energia-impulzus tenzor jobban
kezelheto és a késébbiekben meg tudjam mutatni azt, hogy amint végigsopor a hattéren egy gravitacios
hulldm a térid6bdl Vaidya-téridét hoz létre [15]. A kozelités oka az, hogy tul nagy hulldmhossztarto-
manyt foglal magaba a vizsgalt régié. A tartomény sziikitése érdekében azt csinaljuk, hogy vesziink egy
olyan régiét, amely mérete kicsi ahhoz a skdldhoz képest, amelyen a héttér valtozik, de fuggetlen o (1)
nagysagrendtol és ezért a sugarzas hullimhosszahoz képest nagy a hattér. Ez a térid6 atlag az alabbi
alakira modositja az energia-impulzus tenzort:

2
AT = T {(Qur = ViSk)). (66)

A (66)-o0s egyenletben a (.) jeloli a Brill-Hartle féle téridé atlagot. Az egyenlet tovabbi felhaszndlésa,
valamint a dolgozat folytatdsa az 0szi félévben folytatddik.
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29 5. FUGGELEK 5. fejezet

5. Fiiggelék

5.1. Einstein—Hilbert hatas

Ebben a részben be fogom mutatni azt a szamolast, amire szitkkség van a a dolgozat fejlédése érdekében,
de jelenleg nem jarul hozzé 4j informéciéval a fentebb leirtakhoz. Az Einstein-egyenletet generélja els®
rendben a kozelités.

Az Einstein—Hilbert-hatas:

a=/ d*z\/—G3 Ry, = [ d*a/=G(g® + eh® + 2h ) (Rap + €Rap + €2 Rap).
A /—g sorfejtése:

VA= v
5y/=g = Y52 g6 g, = Y59 geh,y, = Yo Ieh
P €
V=9=+v—-9(1+ §h) (67)

Tehat

Spu = [d*az/=g(1 + $h)(g°° + eh® + e2had)( ab + €Rap + € Rap)
Ser©) + €Spa1) + €SpH(2)-

Siem) =
f d4x /_g(gabRab +59abRab+€2gabRab +6hadRab +62 hadRab+€3hadRab —|—62 hadRab+€3hadRab+€4hadRab
2 3 2 3 4 3
+ 5hg"*Rap + Shg® Rap + %hg“bl?ab + %hh“dé%ab + ShhRay + Shh* Ry + Shh® Ry
+%hh“dRab + 65hh“dl~2ab).

Levalasztva e2-nél magasabb rendfi tagokat, majd csoportositva Sket

Seu) = [ d*zy/=gR,
Swn = [ d'ay/=g(hi}) R + 9" Byy) + 5 R),
Sene = [ d*oy/=g(h{ Ray, + hi RY) + g RE) + Bhi? Ra, + Bg ™ RL)).

Behelyettesitve h(1) és h‘(IQd) szamolt kifejezéseit:
Swrq) = [ d*ey=g(~hi; R + g R) + 4 R),
SEH(Z) _ fd4l‘ /7( lzhklh”RkJ _ gazg]bh”R((lb) 4 gabR((j)) _ %hUR” + %gabR(%»

.....

g h
OSkm() = / d*a[5(—v/=ghi;R7) +6(V=gg" Ry)) +6(V=g5 R)]

I NSO
g“bRgb) variacidja:

%5[ga?gij(vjvahib +V;iVohia — V;jVihay — VeVahy]
301(VjVag® 9" hiv + V V49" g7 hia — Vi Vig* g hay, — VsV ag® 9" hij).

Felhasznaljuk, hogy
3ViVag* g hin = 3V(9°°Vaghin) + 5V;(99Vag"hiv) — 5V9°°Vag hiv — 5V ;97 Vag®hiy.
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30 5. FUGGELEK 5. fejezet

.....

négyesdivergencia (¢%°V,9% hy,) = V7. Felhasznaljuk a kovetkezd segéddsszefiiggést:

i L 5 =i

Bizonyitas:
VVi = 0;Vi +T9,VE = 0,V + (3¢7'(0 911 + Ongji — Digjn]) V"
Itt g/! szimmetrikus (jl)-ben, viszont 9;gr — Og;% (jl)-ben antiszimmetrikus.
= VI + A=V g0V = 9,V + S0,/ =gV = —=0;(v=gV").
Szédmolas folytatasa:
Jy d*2v/=gV;(g**Vaghi)
= [, d*20;(\/=99""Vag” ha).
Gauss-tételt alkalmazva:
= [y Ban;(v=99*°Vaghip) =0,

ahol n; a normalis. Ha a hatdron nincs transzport, akkor ennek értéke zérus. Tehat a varidcié a ko-
vetkez6 lesz, felhasznalva d,/—g fentebb levezetett eredményét, valamint, hogy dR,; a hataron eltin
négyesdivergencia:

&S 3
spn = [ d'e/=g(Rijh — §9:;R).
Mivel ‘Ss(gi?j“) =0, ezért:
1
0= Rl’j - igin. (69)

.....

adja végeredményképpen, viszont a masodrendii variaciét ebben a szemeszterben fogom elvégezni, errél
a dolgozatban nem esik szd.
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31 6. OSSZEGZES, KITEKINTES 6. fejezet

6. Osszegzés, kitekintés

TDK dolgozatomban a gravitaciés hullamokkal és azok sajatossagaival foglalkoztam. A dolgozat
fejezeteit aszerint alakitottam ki, hogy melyek azok a legfontosabb szamitasi feladatok, melyek logikai
sorrendben pontos leirdst adnak a graviticiés hulldmokrol és kapcsolatukrél a téridé geometridjaval. A
dolgozat logikai felépitését kovetve az elsé részben bevezetdként az elektromagneses hullamokrél volt
sz0, a téman beliil az a lényegi rész lett hangsilyozva, miszerint az elektromagneses hullamok
polarizdciés négyesvektora invaridns egy z-tengely koriili, (x-y) sikbeli forgatdsra. A forgatas elvégzése
utédn az ilyen invaridns elektromdgneses hulldimok (fotonok) helicitdsa 1. A helicitds hasonlé mennyiség,
mint a spin annyi kiilénbséggel, hogy az el6bbi tomeg nélkiili részecskék esetén értends. Hasonld
kovetkeztetést lehet levonni gravitaciés hullaimokra is. Ennek bemutatésara szolgalt a
gyengetér-kozelités. A Minkowski metrikétol vald pici eltérés (hgp perturbécid) segitségével sikertilt egy
olyan hulldmegyenletet megadni, ami hasonlé megoldassal szolgal, mint az elektromégneses
hulldmegyenlet, emiatt lehet koztiik analogiat feldllitani.A hulldimegyenlet megoldasara azonban
alkalmazni kellett a harmonikus koordinata feltételt a polarizaciés tenzor komponenseinek megadasara.
A feltétel harom kiilonboz6 alakjanak bemutatdsit kiilon alfejezetben részleteztem. A polarizéciés
tenzor végso alakjat az indexek lehetséges kiirasa segitségével értem el. Hasonléan az elektromagneses
hulldmokndl alkalmazott z-tengely koriili forgatds hatdsara beladttam, hogy a hulldmegyenletet kielégit6
graviticiés hullamok helicitdsa 2. Ez azért van, mert egy szimmetrikus kétindexes tenzor irja le.
Végezetil arra jutottam, hogy hulldm megoldés egy szinuszosan terjed6 gravitaciés perturbécio.

A misodik fejezetben a hangstuly a nagyfrekvencias kézelitésen volt, melyben egy perturbalt metrika
segitségével hosszadalmas szamoldsok utdn eléalltak a Ricci-tenozorok. Ezutén e-ban (kicsi paraméter,
ami biztositja, hogy a geometridnak fluktudcidi legyenek) a perturbdlt tenzorok tablazatba lettek
foglalva, amibél lathatd, hogy a hattér gorbiiletének valtozasa lassabb, mint a perturbéacié altal okozott
valtozasok, emiatt a Ricci-tenzor sorfejtésében rendcsiszas torténik. Emiatt az elsé rend Ricci-tenzor
generalja a gravitacios hullimokat, mig a mésodrend megmutatja hogyan hat vissza a hullam a térid6
geometridjara. Hasonld idGigényes szamolas utan eléalltak geometriai optikai kozelitésben a
Riemann-tenzorok is. A tovabbhaladéds sordan megvizsgaltam hogyan hat egy infinitezimalis koordinata
transzformécié a metrikara, valamint a mértékinvariancidt. Ennek eredménye az lett, hogy a Riemann-
és a Ricci-tenzorok elsérendii perturbaciéja mértékinvarians. Ez azért fontos, mert az els6 rend felel6s a
gravitacios hullaimokért, tovabbé az elsérendii perturbélt Ricci-tenzornak a hulldmegyenlet miatt kell
mértékinvariansnak lennie. A Riemann-tenzor pedig a gravitaciét fejezi ki. Ha van gravitacids hullam,
akkor a Riemann-tenzor nagy, ha nincsen, akkor kicsi. Folytatdsként a hullamegyenlet el6allitasa
tortént meg, amihez a spurinvertdlt tenzormezét alkalmaztam. Az igy alkotott hullimegyenletbdl az
latszik, hogy az utolsé harom tagja felel a hattér gorbiiletéért. Ha a téridé6 Minkowski, akkor az utolsé 3
tag nulla, valamint a kovarians derivaltak helyett parcialis derivaltak szerepelnek. A maradék négy
tagbdl az utols6 harom eltiintetheté a harmonikus koordinata feltétel segitségével, valamint az els6 a
d’Alembert operator. A fejezet a hullimegyenlet részletes vizsgilataval ért véget. Ehhez felhasznaltam,
hogy a spurinvertalt tenzormez6 divergenciamentes és spurmentes, igy eléallt a Lichnerowitz-féle
d’Alembert operator. Végezetiil rendekre bontva kerestem meg a hulldmegyenlet hulldm megoldésait a
3.7. fejezetben. A megoldas eredményeként a vezetd rend kifejezi, hogy a gravitaciés hullim null
geodetikusan terjed, fényszerii. Kévetkez6 rendben pedig lathaté, hogy ugyanazt a kétindexes
szimmetrikus tenzort kaptuk nagyfrekvencids-kozelitésben, mint a gyengetér-kozelités esetén.
Levonhato tehat az a kdvetkezmény, hogy a gorbiilet nem valtoztatja meg a polarizcios tenzor
komponenseket linearis rendben és nem hoz be j komponenseket sem.

A harmadik fejezet a TDK dolgozatom jelenlegi dllasa szerint nem teljes, de a jelenleg is tarté félév soran
befejezésre keriil. Ennek ellenére sikertilt megvizsgédlni a masodrendii Einstein-egyenletet nagyfrekvencids
kozelitésben, melynek jobb oldala hasonlit az energia-impulzus tenzorra. Alakja a tenzornak két részbdl
tevédik Ossze, magabol a mezObdl és annak forrasabdl. A forras lecsatolédott a mezérol, melynek oka
az, hogy csak a divergencidja szerepel az egyenletekben. A dolgozat a Brill-Hartle dtlagoldsi eljardssal
fog folytatédni, hiszen ennek a médszernek a segitségével lehet megmutatni, hogyha végigsopor egy

gravitacios hulldm a téridé geometridjan, akkor abbdl Vaidya-téridét hoz létre.
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32 6. OSSZEGZES, KITEKINTES 6. fejezet

Célom, hogy megvizsgaljam a hengerszimmetrikus gravitaciés hullaimokat is, hasonléan a
gombszimmetrikus esethez, a témat szeretném a lehetd legkoriiltekint6bb mdédon koriiljarni, a kapott 14j
eredményeket szakcikk formajaban kozzé tenni. Fontos még megemliteni, hogy a Birkhoff-tétel miatt
nem létezhet gombszimmetrikus gravitaciés hullam, de ebben a kozelitésben arrél van szo, hogy sok
gravitacios hullaimot egy pontba gytjtiink Ossze, melyek kiilon-kiilon nem, de egyiitt Osszességében
gombszimmetrikusak. A hulldmok egy pontba "soprését" egy bivektor vagy pedig egy konnexid
segitségével fogom megvaldsitani majd ezt kovetéen végzem el a téridd atlagolasi eljarast a kordbban
kiszamolt (66)-os egyenletben is szerepld energia-impulzus tenzornak a forrast tartalmazé részére.
Tovabbi hosszadalmas szdmolasok segitségével pedig sikeriilhet a Vaydia-téridot eléallitani.
Hengerszimmetrikus gravitacios hullamok hatésat pedig az Oszi félév soran fogom megvizsgalni hogyan
fognak visszahatni a téridé geometridjara. Bizok benne, hogy ebben a félévben sikeriil minden korabban
emlitett célkitlizést teljesitenem és mélyebb betekintést nyernem az altaldnos relativitdselmélet
gravitacios hullamokkal foglalkoz6 részébe.
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