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2 1. BEVEZETES ES CELKITUZES 1. fejezet

1. Bevezetés és célkitiizés

Az altaldnos relativitdselmélet fontos szerepet jatszik a modern fizikdban és a csillagiszatban. Joslatai
segitségével pontosan ki tudjuk szamolni az égitestek mozgéasat és nyomon tudjuk kdévetni az Univerzum
fejlédését. Az elmélet megjosolta a fekete lyukak és a gravitdciés hulldmok létezését is [1]. A Fizikai
Nobel dijat 2020-ban Andea Ghez és Reinhard Genzel érdemelte ki a galaxisunk kozéppontjiban 1év6
szupernagy tomegl fekete lyuk (Sagittarius A*) feltérképezéséért [6]. Az MS87 galaxis kézéppontjiban
taldlhaté M87* nevii, szupernagy tomegii fekete lyukrdl pedig az Event Horizon Teleszkoép kollaboracid
készitett rddidhullamok interferencidjan alapuld képet. A gravitaciés hulldmok kimutatasaért Rainer
Weiss, Barry C. Barish és Kip S. Thorne 2017-ben kapott Fizikai Nobel-dijat [2][3][4].

A gravitaciés hullamok a téridé gorbiiletének hulldmszeriien terjed zavarai. Forrdsaiként olyan rend-
szerek szolgalnak, melyekben a tomeg-kvadrupdlmomentum méasodik és harmadik derivaltjai nem t{innek
el. Ilyenek a fekete lyukak vagy neutroncsillagok kettds rendszerei. A gravitaciés hullaimok kimutatasa
el6szor 2015-ben tortént az interferometrikus elven miikodé LIGO két detektora altal. A GWTC-3 kata-
légus 90-et tart szamon (ebbdl 87 vagy 86 fekete lyuk kettds rendszer 2 vagy 3 fekete lyuk-neutroncsillag
kettds, illetve egy neutroncsillag kettés) [5]. Albert Einstein 1937-ben megmutatta, hogy a gravitaci-
6s hulldmok gyenge térben fénysebességgel terjednek [1]. Ez az eredmény igazolasra keriilt 2017-ben
(GW170817) a neutroncsillagok Osszeolvadasa &ltal létrehozott gravitdciés hullamok és az Sket kisérd
elektromagneses sugarzas megfigyelése soran.

Felmeriil a kérdés, hogy er0s gravitaciés térben, példaul a fekete lyukak kozvetlen kozelében vagy a
korai univerzumban hogyan viselkednek a gravitaciés hulldmok. Ezt a kérdést Richard A. Isaacson jarta
kortil 1968-ban [6]. Azt a feltevést alkalmazta munkéjéban, hogy a gravitdciés hulldmok hulldmhossza
elhanyagolhat6 a térid6 gorbiileti sugarahoz képest. Ezt geometriai optikai vagy nagyfrekvencias kozeli-
tésnek nevezik. Gyenge gravitacioban ez a feltevés mindig teljesiil, ugyanis a téridé sik, melynek gorbiileti
sugara végtelen. Er0s gravitaciéban azonban csak adott energianal nagyobb energidju zavarok nevezheték
gravitacios hullamnak. A perturbaciok nulladik rendje a hattér-téridére vonatkozo Einstein-egyenleteket
adja. Isaacson belatta, hogy erds gravitaciés térben szintén a perturbaciok els6 rendje hullimegyenlethez
vezet, azonban a szokédsos d’Alembert operator helyét az in. Lichnerowicz-féle d’Alembert operator veszi
at. A hullamokat WKB-kozelitésben targyalta. Azt is beldtta, hogy a perturbaciék mésodik rendje a
gravitacios hullamok hattérre valo visszahatdsat adja meg. Dolgozatomban reprodukaltam Isaacson sza-
molasainak altala meg nem adott rendkiviill munkaigényes részleteit. Belattam, hogy a Lichnerowicz-féle
d’Alembert operatort tartalmazé hullamegyenlet szerint fejlédé gravitaciés hullamok akarcsak a fény, null
geodetikusokat kovetnek. Vagyis er6s gravitaciés tér jelenlétében is fénysebességgel terjednek a gravita-
ciés hullamok. A gravitaciés hullamok polarizacidjanak vizsgdlatat Isaacson elemzésénél részletesebben
végeztem el. Beldttam, hogy a polarizdciés tenzor ugyanigy két polarizciét tartalmaz (a + és x po-

larizacidkat) erds gravitaciés térben is, mint sik héttéren. Annak bizonyitdsa, hogy a hattérgorbiilet
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linedris rendben nem general 4j polarizdcidkat, 0ij eredmény. A dolgozat mésodik felében a hangsily a
méasodrendli Einstein-egyenlet megoldasan volt, amihez ki kellett szimolni az energia-impulzus tenzort.
Legcélravezetébb megoldas az volt, hogy levalasszuk a forrast a mez6rol, majd az ujonnan kapott tagok
szamat a Brill-Hartle-atlagolasi eljaras segitségével lecsokkentettem. Ennek az atlagolasi eljarasnak a
lényege, hogy a gravitaciés hullam hullaimhosszahoz képest nagy, de a térid6 gorbiileti sugarahoz képest
kicsi intervallumon beliili végezziik el a hullamok Gsszegzését. A dolgozat utolsé részében pedig Isaacson
nyoman megmutattam a perturbaciérdl, hogyha a polarizaciékkal fejezziik ki, akkor megkapjuk azt az
eredményt, hogy ha egy Brill-Hartle értelemben vett gémbszimmetrikus gravitaciés hulllam végighalad
a Minkowski-téridon, akkor abbdl Vaidya-téridét hoz létre. Masodik 6nallé eredményként pedig bebizo-
nyitotta a témavezetom altal javasolt polarizacios tenzorok segitségével hogyha egy hengerszimmetrikus
gravitdciés hulldm sopor végig a Minkowski-téridén, akkor az pedig sugirzé Levi-Civita (Rao) téridét

hoz létre.
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2. Gravitaciés hullamok gyengetér-kozelitése

2.1. Bevezetd

A gravitaciés hullamok pongyolédn fogalmazva a téridé gorbiiletének hepe-hupéi. Ezt a hullimot az
amplitidéja és a hullimhossza jellemzi. Altaldnosan fogalmazva gravitdciés hullamrél beszélink, ha a

hulldmhossza sokkal kisebb, mint a gorbiileti sugar.

Az n= % << 1, ahol X a gravitaciés hullam hulldmhossza, mig R a gorbiileti sugar.

2.2. A gravitacios hullamok analégiaja az elektromagneses hullamokkal

Elektromagneses hullaimok esetén a Maxwell-egyenletek keriilnek felhasznalasra, melyek a kovetkezdek

lesznek:

Inhomogén Maxwell-egyenlet: 9, F = 0,
Homogén Maxwell-egyenlet: Or.Fup1 = 0.

A Maxwell-egyenletekben a téridé tenzor F@ = 9, A, — 0y Ap. Azonban utébbiak nem egyértelmiiek, igy
alkalmazhat6 az

AY = AP 4 5,0 (1)

tn. mértéktranszformécié. Itt ®-re teljesiilnek azok az egyenletek, amelyek megoldésait képezik A’-nek.

Az inhomogén Maxwell-egyenleteket felirva négyespotencidllal.
foj® = 0,0 Ab — QP A = 9%(9, A) — DA (2)
Lorenz-mértéket vilasztva (0, A% = 0) a kovetkezdre egyszeriisodik az egyenlet:
UA® = —poj* (3)

Ez egy forrasos hullamegyenlet, aminek altaldnos megoldasat a homogén és a retardalt megoldas képezi:

Aa = Aget. + A;lwm.' (4)
A retardalt megoldas
o (Mo [ JUE—|T—Z],T)
Al (t,x) = d
ret.( 739) A / € |§j . .i‘/ ) (5)

ami beldthaté a megfeleléen megvélasztott Green-fliiggvény segitségével. A homogén megoldédsok a sik

elektroméagneses hullamok

A = Egeikbxb + E_'ge_ikbxb. (6)
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Itt E§ a polarizaciés vektor, mig E$ ennek komplex konjugéltja. Most behelyettesitjiik a sikhullam
megoldast eldszor a forrdasmentes Maxwell-egyenletbe, majd a Lorenz-mértékfeltételbe, hogy lassuk a
kovetkezményeket,.

o Forrasmentes Maxwell egyenlet: [(JA* = 0],

OA® = ndcadacAa
DA = ik Egel*ar") — ik Egel(~thar")
0a0. A% = —ikokgEge(her) 4 Pae(—ikaz?)

N 040, A* = —kgk?A®, (7)

csak akkor 0, ha k%ky = 0.
Ebbdl az a kovetkeztetés vonhatd le, hogy a kg négyes hullamvektor nullvektor, igy a fénykapon
terjed.

o Lorenz-mértékfeltétel: [9,A% = 0],

. . a . = a _; a
0, A® :zkaEgezkax — ik, Ey e tham"

Ebbdl a feltételbol pedig latszik, hogy csak akkor lehet 0, ha: k, E® = 0. Ebbdl pedig az kovetkezik,
hogy E'! és E? egymastél fiiggetlenek. Ekkor [7] a méasik két komponensre adédik, hogy: E® =
E° vagy E? = —E°. Az E3 lenullazhaté, mert a Lorenz invariancia nem egyértelmiien rogziti a
négyespotencialt. Igy az E° és az F° komponensek lenullizhatéak, de az E' és az E? nem, mert

fliggetlenek a mérték megvilasztasatél. Legyen a polarizacios vektor

0
B}
B}

0

Eg =

igy nincs temporalis és longitudindlis polarizacié sem. A meglévé polarizacidk a terjedési irdnyra
merdlegesek (transzverzalisak). Beldthat6, hogy a z-tengely korili (x-y)-sikbeli forgatdsok

invaridnsan hagyjdk a polarizéciés négyesvektort. Egy ilyen forgatds matrixa

1 0 0 0
0 cosf® sinf O
R, =

0 —sinf cosf O

0 0 0 1
melyre a polarizacidk irdnya megoérzédik.
Legyenek

Ei =FE FiF,, (8)
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adott komplex polarizaciés mennyiségek, melyek a forgatds végrehajtdsa utan

E, =e*E, (9)

alakdak. Az ilyen foton helicitasa 1, mivel 8 egyttthatéja 1. (A helicitds nem ugyanaz, mint a spin, mert

a spin tomeggel rendelkezd testekre jellemz8, mig a helicitds tomeg nélkiiliekre.)
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2.3. A gyengetér-kozelités

Ez az alfejezet a gravitaciés hullaimok néhany tulajdonsagarol fog szolni. Elsésorban felhasznéalasra kertil,
hogy gyengetér-kozelitésben a metrika csak egy kis mértékben tér el a Minkowskitol [7][8], ezért egy kis
hap perturbéciot véve kapjuk, hogy:

dab = TNab + hab7 |hab| << 17
|0chas] << 1,
|8b6ahab| << 1.

Ezeket felhasznalva a I'}, a kévetkezoképpen néz ki:

1. ,
be = 5(77(“ + h*) [0 (Mic + hic) + 0c(niv + hiv) — O3 (Mbe + hie)]- (10)

Ha h%-vel szorzunk, az mar mésodik rend, viszont minket csak elsé rendig érdekel, tovibba a
Minkowski metrika szignatiraja (-1,1,1,1), igy tehat ezek derivédltjai zérusok. Ezeket felhasznélva

tovabb egyszeriisodik a kévetkezére az egyenlet:

1
Iy = 5(8bhic + Ochip + Oihpe) + o (h?). (11)

Az FEinstein-egyenlet meghatarozdsahoz azonban a Ricci-tenzorra van sziikség, amit a fentebb talalhaté
Christoffel szimbélummal szamolunk ki. A Riemann-tenzorbdl megkapjuk spirképzéssel a Ricci-tenzort,

amit a kovetkezOképpen ismertetiink:

Rp.g = 0Ly — 0alf. + T4,T}, — T4,Th.. (12)

Ebben az egyenletben az els6 két tag o(h)-rendll, mig a masodik tag o(h?)-rendfi, ezért az utébbit
elhanyagolhatjuk. Mivel a vakuum Einstein-egyenlet a kovetkezo alaki: R,y = 0, ezért felhasznaljuk a

Riemann-tenzorbdl képezhetd Ricci tenzort:

Ryq = Ry = 018y — 04T, + 0(h?) = 30 (94(0phia + Dahiv — Oihva) — 0a(Ophiy, + Ophia — Oihay))

= 20" (040phia — 0a0ihpa — Oadbhia + 0aOihap).

A kovetkezSkben alkalmazzuk, hogy [l = 0,0%, ezédltal az egyenlet alakja:

1, .. Oh
Rpg = 5(77“’(3&(%}11'(1 — 8adphiq + 0adihap) — —522. (13)

2

Ezen a ponton keriil szdmitdsba a (31)-es képlet, tehat ezt a konkrét esetet fogjuk kiszdmolni a

harmonikus koordinatak segitségével:

0= gabrgb = (77“” + hab)%nd(aa(mb + hiv) + O (Mia + hia) — Oi(Nab + hap))-
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Itt is elhanyagolhatbak az o(h?) rendii tagok.

0 = 1n°®n°(duhip + Ophia — Oihap) = 0 (8ah$ + Ophl — O;h%) = F(Dah® + Oyh — O°h).
Az utolsé egyenlOséget atrendezve:

O h¢ = %8%2. (14)
A (14)-es Osszfliggést beirva a (13)-as Osszefiiggésbe, a Ricci-tenzorra a kévetkezd formula adddik:
Riqg = 3(—Ohap + 0%0phaa + 0*0ahap — 0a0ph?) = 3(—Ohap + 0% (phad + Odhay) — 5040,hs — 0,04h%).
Tovabbé
Ryq = 32(=Ohap + 0“(Ophaq + 0*0ghap) — 0*(Ophaa + Oahas)) = 0.

Végiil pedig a Ricci-tenzor végsé alakja:
Ray = —=0hgp. (15)

Einstein-egyenletet hasznalva

Rap — 2gapR = 8GTy.
R — 2R = 8nGT
Rap = —87G(Ty — LgaT).
Sab = Tup — 59asT,

tovabbé beirva a (15)-0s egyenletet adddik:
1
5 Ohay = 167G S, (16)

az Einstein-egyenlet gyengetér kozelitése. Az Einstein-tenzornak ebben a kozelitésben 6 komponense van,
hogyha hgp-vel irjuk fel a hulldmegyenletet. Azonban, hogyha helyette, a sptr invertalt W,;, = hqp— %nabh—
t hasznaljuk, akkor az Einstein-tenzor alakja gyengetér-kozelitésben 2 komponenssel kevesebb lesz, igy

csak 3 tag fogja alkotni. A hullaimegyenletet ezért érdemes felirni a koévetkezé alakban:
%D\I/ab = —167GSup,

Ezt a harmonikus koordindta valasztas teszi lehetové. Mar az el6bbi alfejezetben targyaltuk, hogy a

gravitaciés hullaim analég az elektromagneses hulliammal, igy annak megoldasa a kévetkezOképpen néz ki:

Wy = UM 4 whom, (17)

Ennek sikhulldm megoldésa:

Wop = pabe(ik"wj) + Pgbe(fik"zjx (18)
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Itt az egyenletben p,, az Gn. polarizacidés tenzor. Most megvizsgaljuk, hogy mit tudunk mondani az

egyenletbdl pap-16l és kj;-r6l.

D\I/ab = ndcadachabv
OcVap = ikcpabe(iijj) — ik‘cp;be(—ikﬂj)v
040,V oy = —kekapape %) + k kprbe(—ikie!),
ndCadaC\I/ab = —kgkdU ;.

A W16l tudom, hogy nem nulla, igy csak akkor nulla, ha —kqk? = 0. Ebb6l kovetkezik, hogy kg
nullvektor, a fénykup mentén terjed, igy levonhat6 a kovetkeztetés, hogy a gravitaciés hullam fényszert.
Ugy vélasztjuk meg, hogy a terjedés z-irdnyt legyen, azaz k% = (k,0,0,k).

Most mésodik 1épésként hasznaljuk a harmonikus koordinata feltételt, vagyis:
DU = —10,W2 — [ikyple™i™) — ik, prei)] = L[ —ikopoei®’) 4 ik paelitiz))]
(kap — Shep)e 5" = (—haplt + 3hep)e).
Az elsé tagban szereplok koziil tudjuk, hogy az exponencidlis sose 0, igy csak akkor lehet nulla, ha a

zardjelen belilli tag nulla, vagyis:

1
kape = 5kcPa- (19)

A polariziciés komponensek megvalasztasanal a (19)-es egyenlettel ekvivalens
kg = Shepg

atirast fogjuk alkalmazni. Az egyenlOségjel masik oldalaval most nem foglalkozunk.
Mar emlitésre keriilt, hogy z-irdnyban terjed6 gravitacids hullamot vettiink, ezt felhaszndlva valasszuk
most a (19)-es egyenletben szerepld tagok esetén "a" indexet 0-nak vagy 3-nak. Ekkor a kévetkez6 alakot

nyerjiik:
k(p§ + p§) = 3k°p,

ahol p? = (p§ + pt + p3 + p3) = (—poo + p11 + P22 + p33). Az egyenletek a lehetséges c értékekkel

meghatarozhatdak a kévetkezd alakokban:

c=0:
k(pd + 1) = (0§ + pi + 03 + 13),
c=1:
k(py +p3) =0,
c=2:
k(p§ +p3) =0,
c=3:

k(pg +p3) = £(0) + pl + p3 + p3).
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A fels6 indexek lehtizdsa utdn az egyenletek

c=0:
k(poo + po3) = —5(p) + pi +p3 + ),
c=1:
k(po1 + p13) = 0,
c=2:
k(po2 + p23) = 0,
c=3:
k(pos + paa) = 5 (03 + pi +p3 + p).

A c =1 és c = 2 feltételekbdl trividlisan kovetkezik az aldbbi formuldk:

P31 = —Po1
P32 = —Po2-

A ¢ =0 és ac = 3 feltételek pedig az alabbi egyenletet eredményezik:

—Poo — Po3 = P33 + Po3 = 5P
—2poo — 2po3 = 2p33 + 2po3 = —poo + P11 + P22 + P33-

Mindkét egyenlGséghdl kifejezve pgs-at:

2po3 = —poo — P11 — P22 — P33
2po3 = —poo + P11 + P22 — P33.

Osszeadva, a két egyenletet py; és pao komponensek kikiiszobolhetSek, ami a

2po3 = —Poo — P33

egyenlethez vezet. Most kivonva a pgz-ra felirt két egyenletet egymdasbdél adodik a

P22 = —Pp11

formula, amit visszahelyettesitve a pgs-ra kapott barmelyik egyenletbe kivetkezik az alabbi egyenl6ség:

Do3 = _71[1000 + p33]

Osszefoglalva a feltételeket, amiket c kifrdsdval kaptunk:

Po1 = —P31
Po2 = —P32
Po3 = ?(poo + p33)
P11 = —p22

10
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Ezek tehét a polarizaciés vektor komponensek, amelyek szimmetrikusak. A harmonikus koordindtava-
lasztds nem egyértelmii. Az ilyen koordindta rendszerek kozotti transzformdécidk felhasznédldséval [8]

a p11,P12, P21, P22 koordindtdkat kivéve minden més komponens nullavd teheté. Felhasznélva, hogy

P11 = —p22 €s hogy p12 = po1 a polarizacios vektorra a kévetkezd adodik:
0 0 0 0
0 pn pi2 O
Pab =
0 pi2 —pun1 O
0 O 0 0

Altaldban a p1; komponens a +, mig pi» komponens a x polarizacié. A teljes pqy tenzor igy felbonthatéd

a kovetkez6 alakura:

+ D12 -

0
0
Pab = P11 -
0
0

o
o o o o
o o o o

0
0
1
0

oS O = O
S o o O

0

1

0 -1
0

Ha z-tengely koriili térbeli forgatast hajtunk végre, akkor a matrix ezen szerkezete nem valtozik meg,
tekintsiik most ezt a transzformaciét. Ehhez bevezetjiik a

P+ = p11 Fip12 (20)

mennyiségeket, majd a forgasmatrixra ezek a komponensek

p/j: — e(iQi@)pi (21)

alakiva valnak. Ebbdl 1lathatd, hogy a gravitdcids hulldmok (perturbécid) helicitdsa 2 [7]. Ez azért van,
mert egy szimmetrikus kétindexes tenzor irja le. Arra jutottunk tehat, hogy létezik hulldm megoldas,
még pedig ezen gravitaciés perturbacié fénysebességgel szinuszosan terjed. A gravitdcidés hullam alakja

pedig
Wap = papel®57") + poyel—thie!), (22)

2.4. Harmonikus koordinatak

A gravitdciés hullamok egyenleténél felhaszndltam a harmonikus koordinata feltételt a hullimegyenlet
kialakitdsdban. Ezt a feltételt szeretném ismertetni részletesen. Legyen (M,g) egy n-dimenzids

Riemann-sokasag. Az M nyitott U részhalmazan definidlt (z?, ..., 2™) koordindta harmonikus, ha

11
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minden egyes z koordinitafiiggvény egy harmonikus fiiggvény U-n. Vagyis megkoveteljiik, hogy
Oz' = 0, (23)

ahol: O = 9,0% (gyenge térben, egyébként V,V?®) d’Alembert operdtor. A harmonikus koordinatdk egy

masik, a (23)-as egyenlettel ekvivalens formuldja [9]:
V=90’ = 8.(9""V/=9), (24)
Ennek bizonyitasdhoz el6szor a Leibniz-szabélyt alkalmazzuk:
3a(9""V=9) = V=98a(9"") + 9" 0ur/~g (25)

Az egyenlet két tag kiszamoldsa kiilon-kiilon térgyalandé. El6bbinél az inverz metrikaval dolgozunk (ezt

valasztottuk), ezért a metrika és a determinansanak derivéaltjat is meg kell adni 9,g% fiiggvényeként.
9aig"” =5, (26)
A (26)-0s Osszefliggés varidlasabdl (Leibniz-szabély ):
90i9cg” + 9" Degai = 0.
Ebbdl kontrahaldssal (gy;), majd dtrendezéssel kapjuk a kovetkezd Gsszefiiggést:
Degab = —Gaignj 09" (27)

A (25)-6s egyenlet masodik tagjadnak levezetéséhez felhasznaljuk a determindnsok szorzdstételét, a metrika

........

Oav/=g = —5ps = Y3 0ulng

Oalng = Oln(detgqp) = In(det(gap + 0gap)) — In(det(gap)) = ln% = In(det(g?®)(det(gap + 6gap))

In(det(g?) (goe + 6gue)) = In(det(6¢ + g**0gap)) = In(1 + Tr(g**6gsc)) = 96 gas,

azaz:

Oar/—9 = @gabaagab

Felhaszndlva az (28)-as egyenletet, a kovetkezd Osszefliggést kapjuk:

a(JL\/ -9 = _%ggabaagab~ (28)

12



13 2. GRAVITACIOS HULLAMOK GYENGETER-KOZELITESE 2. fejezet

A (25)-0s egyenlet végss alakjahoz a (27),(28)-as egyenletek behelyettesitésével jutunk el.(A szabad in-

dexek atnevezésével.) Igy adédik:

8a(v/=99) = /=90a9"" + g*0ur/—0 = /=99 9" Bagi; + 9 Y52 g D0gea
= —Y39(29% gb0,9% — g g°Dag°®)/ (a — j)
_ _@(QQijgabajgia - gabgcdaagcd)
= —g™¥59(2918; g — g9,9°0) = —g" YL (g9 0;9' + 909" — g°10ag®®)/(if — cd)
_ _gab@(gcdadgac + gcdadgac . gcdaagcd) _ _gabgcd@(adgac + g — aagcd)
_ _gabgcd\/T?g(acgad + D4g% — aagcd) _ _gcd\/jgrgd.

Tehét a kovetkezo fontos egyenlséghez jutottunk:
0a(V=99"") = —9°'V=glta- (29)

Az 1j eredmény segitségével a harmonikus koordinatdk harmadik, a gravitaciés hullamok gyengetér koze-
litésénél targyalt alakjihoz el tudunk konnyedén jutni a (23)-as egyenlet ekvivalens dtirdsa segitségével.

Ezt a kovetkezéképpen tehetjiik meg:

Ozt = g2V, V2! = g®(9,Vpa! — T, Vea?) = g9 (0,0pa’ — T¢,0.2°) = g*°0,0pz’ — 92T, 2t
= g"a0}, — g*'T5,0; = 0 — g*'T5, 00 = —g“'Ty,,

Ozt = —g®T,. (30)

A (30)-as eredménybdl a (23)-as definicié felhasznédlasaval lathat6, hogy a harmonikus koordindtdknak a

harmadik, harmonikus koordinata feltételként hasznalt alakja el6all:
gabrib =0 (31)

forméaban.

13



14 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

3. Nagyfrekvencias gravitacios hullamok gorbiilt téridoben

3.1. Bevezetd

Nagyfrekvencids gravitdciés hullimokrél beszéliink, ha a hulldm (\) hulldmhossza sokkal kisebb, mint a
térid6 gorbiileti sugara (L) (% << 1), amit geometriai optikai kozelitésnek neveziink. A nagyfrekven-
cids gravitacios hullamok elsé rendben null geodetikuson terjednek, mig masod rendben megmutathato,
hogyan hat vissza a hulldm a téridére [11]. Tekintsiink egy nagyfrekvencids, kis amplitiddju gravitdcios

hulldmot, ami végigfut a téridé geometridjan. A perturbalt metrika

Jab = Gab + €hap (32)

alakd [12][13], amelyben g, a hattérmetrika, hqp a hattérmetrikatdl valo kis eltérést jelenti, tovabbd e
egy kis paraméter, ami biztositja, hogy a geometrianak fluktuécioi legyenek. A hattérmetrika valtozasa
A

dg « £, illetve a perturbécié valtozasa Oh %, valamint € = 7.

3.2. A perturbaciét okozé h,, metrika inverze

Ebben az alfejezetben bemutatjuk, hogy a hgp inverze nem egyenld az alsé indexes index felhtizottjaval.
Az alfejezetben kapott eredményeket csak az Einstein—Hilbert hatdsnal fogjuk alkalmazni. A (32)-es
egyenletbdl kiindulva:

gab = Gab + 6haba
gab — gab + €hab'

Behelyettesitve a 6¢ = §q5g°¢ Ssszefiiggésbe:

05 = Gab3" = (gab + €hap)(g"° + €h’®)
= guvg" + €(gaph”® + §"hap) + Ehaph?®
= 0% 4 €(gaph” + g"°hap) + €2 haph
0 = gaph?® + g"hap + €haph.

A h® korrekcié kifejezése els6rendig hqp-vel:

9 gaph®® = —g"g* hap
6Zlhbc — _gbcgadhab
hity = —9" 9" has.

A h? korrekcié kifejezése masodrendig hgp-vel:

(gab + 6hab)hbC = _gbchab
gabhbC = 7gbchab

14



15 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

gadgabhbc — _gadgbchab
6ghbc — 7§adgbchab
hdc — _gadgbchab
hdc — _(gad + Ghad)gbchab

h?QC) — *gadgbchab o Ehadgbchab.

A mésodik tagba, mivel elsérendd, elég a h®? vezetd rendii jarulékét helyettesiteni, azaz:
de _ pdc dc
he¢ = h(1) + eh(Q),

hity = —9"9"hay,

his) = =h{ 9" hay = 9" g7 9" havhi;.
Tehét:

gab = Gab + ehab

g% =g + eh‘(lf) + ezh‘(lé’).

15



16 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

3.3. Perturbalt Ricci-tenzor

Tovabbiakban sziikségiink lesz, hogy bevezessiik a perturbalt téridén a kovaridns derivdldst [14], melyet

a kovetkezoképpen fogunk definidlni:

Vaf =Vaf, (33)

V VP =V, VPl v, (34)

Vawp = Vawp — C’gbwd, (35)

2 O AR e N GLY ZC%CJTQ;;_ : (36)
[

ahol Vagpe = 0, Vagre = 0, V? egy tetszbleges vektor, wy, egy tetszbleges 1-forma és Cy. als6 indexeiben
szimmetrikus tenzor, melyet

1 ~ci ~ A a
ab = 29 [Vadvi + Vodai — Vigas) (37)

médon definidlunk.

Bizonyitas:

Legyen g, a metrika, ekkor létezik olyan V, derivalé operator, mely kielégiti a V,gp. = 0 egyenlOséget.
Ekkor:

0= vagbc = @agbc - Cgbgdc - Cgcgdb
0= vbgca = @bgca - C}()iagdc - Cglcgda
0=—Vegab = —Vegap + CLgar + C% gaa.

Osszeadva az egyenleteket, majd 4trendezve adodik, hogy:

@agbc + @bgca - @Cgab = 2Cgbgdc
Cgb = %gdc(ﬁagbc + vbgca - vcgab)

atalakitas:

CS, = (g% + €h)[Valgpi + €hni) + Vi(9ai + €hai) — Vi(gap + €hap)]
= 2(9° + €h)[Vagsi + Va(ehyi) + Vigai + Vi(€hai) — Vigar — Vi(ehap)]
= 3((9° + eh))[Va(ehyi) + Vi(ehai) — Vi(ehap)] ,

ahol |hap| << 1, [Vehap| << 1, |V Vaha| << 1.

Amennyiben V = 0 akkor a Cf, = I'f, Christoffel-szimbdélummal lenne egyenld. Altaldnos relativitésel-
méletben mar megmutattak, hogy a Riemann-tenzor a kovaridns derivalds nem kommutélasdnak mértéke.
Ezért a perturbalt Riemann-tenzort is igy fogjuk definidlni. Tekintsiik a [V, V4]V* kommutétort, ahogy
egy tetszbleges V* vektorra hat. A (34) illetve (36)-o0s egyenletek felhaszndldsdaval [14] a kovetkezé alakot

kapjuk a perturbalt Riemann-tenzorra:

16



17 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

Ve VaVe =V (VaV) — O (V V) + CL(V4VO)
= Ve(VaV@ 4+ C5Ve) = Cy(V Ve + C4VI) + CoL(VaV e + CLVT)
=V . ViV* 4+ V.C5 Ve +CGV Ve = CyV Ve = CoCHVT + CLV Ve + CoLC5 VT
VaVeVe = Vg(V V) = C5(V V) + C4 (V. V)
= Va(V Ve +CoVe) = C5(V Ve 4+ CLVI) 4+ C4, (Ve Ve 4 CLVT)
= VaV Ve + VyCoLVe + CoLV Ve — C5V Ve — C5.CLVI + Ca vV + Cq VT
(VeVa — VgV )Ve
= VeVaVe+ VO Ve + 4.V Ve = CE VLV = CCLVE + CLV Ve + CLly VY
- VaVeVe = VCoLVe = CaVaVe + C5V Ve + C5.CoVI - Cav. Ve — 5.5V

Felhasznalva az alsé indexes szimmetriat és az egyszertisitéseket elvégezve

(@c@d - ﬁdﬁc)‘/a = (vad - VdVC)Va + (Vccfile - Vdcge)ve + (Cgecsf - Cgngf)vf
= R,V = Re, V¢ + 2V .C4 Ve + 208, ,Cfy Ve

adodik. Ebbdl nyert Riemann-tenzor:
R¢.y=Rey+ 2V Cae + 20[?;|fc|iqe- (38)

Altaldnos relativitaselméletbdl ismert, hogy a Ricci-tenzor el8allithaté a Riemann-tenzorbdl spirképzés-

sel. (Red = Rgad)'

D, _ a a f
Rea = Req + 2V (. Cgje + 207 ,Cly, (39)
Ebben a szdmoldsban (1), 0(€), o(€2) a rendeket fogja jeldlni e-ban.

El6szor a C’ng'C];e algebrai tagjait kibontjuk:

4Cng£e = (9% + eh™)[Vueh i + V pehar — Viehayr] - (/™ + eh/™)[Va€hem + Veeham — Vinehae)
162(gak -+ hak)[thak + Vahfk — vkhaf] . (gfm + hfm)[vdhem + Veham — thde]
:€2gakgfm[vfhak + Vahfk - thaf} . [vdhem + vehfdm - vmhde]~

Felirva a harmadrendii jarulékokat:

4cgfcdfe(a3) = {g* W™V aht + V thak — Vihaf][Vahem + Veham — Vinhae] + g/™h* [V b,
+thak: - thaf][vdhem + vehd’m - thde]}
= 53{hfm[Vah‘} + th — Vahaf} [them + Vehdm — thde]
+ W[ Vohik + Vhar — Vihafl[Vahi + Vbl =V ha]}

Felirva e-ban nullad-,els6 illetve masodrendii tagokat:

402,C.o(1) =0

17



18 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

4C2,C.0(e) =0
4Cgfcc{ed(€2) = €2gakgfm[thak + Vahfk — vkhaf] . [them + Veham — thde]-

A Cngfd algebrai alakja:

4Cgfctjzcd = (gak + Ehak)[v(iehfk + VfEhek - VkGhef] : (gfm + Ehfm)[vaehdm + vdeham - vahad]
262(gak + hak)[vehfk + thek - thfef] . (gfm + hfm)[vahdm + Vaham — vmhad]
:EQQakgfm[vehfk + vfhek - vkhef] : [vahdm + vclham - v1nhad]-

Felirva a harmadrendii jarulékot:

402,.C1 1 (0%) = E{g* W™ [V ehpi + V phek — Vihes][Vaham + Vaham — Vihaa] + g7 h [V eh gy
+Vther — Vihes][Vaham + Vaham — Vinhaa}
= {hI™[Vohs + V hd — Vohes][Vaham + Vaham — Vinhaa)
+ W[V ohpp + YV pher — Viches][Vahi + Vahi — VI haa]}

e-t tartalmazo6 tagok masodik rendig:

402,CY0(1) =0
402,CL o () = 0
4C’ng’({da(62) = Gankgfm[vehfk + vfhek — vkhef] . [vahdm + Vaham — thad].

Osszevonva a méasodrendii tagokat:

C’ng'f;eU(eQ) - Cng’gdo(ez)
= %[gakgfm“vfhak + Vahsi — Vichag] - [Vahem + Veham — Vinhae[—[Vehsi + Viher — Vihey] -
[(Vaham + Vaham — Vimhadl]
= % ([Vih+Vah§ —Vhay] - [Vahi + Vel =V hge) - [Veh§ 4V he —Vheg]- [Voh! +Vahi =V hag)]
— SV R(Vahes + Vehsa — Vhae) + 2V°hi (Vahga — V fhaa) — Vah™ Vohay).

Osszevonva a harmadrendii tagokat:

gfcéte(gs) - 3fc({d(03)
= WMV ehd + Vb — Vohag][Vahem + Veham — Vinhael
+ 10K [V ohpk + YV phag — Vihas][Vahi + Veh) — V] — h Ve + Vihe = Vhes][Vaham
+Vaham — Vinhaa] - Yh*[Vehpi + Vihe, — Viches[Vahi + Vol — V7 haa]
=1hI ™ [V h+V th=Vha][V ahem+V cham—Vimhae] = [V eh%+V 1h2 =V he ][V aham+V aham —Vimhaa)
FLRF IV hp 4V thak — Vichas) [Vahi +Vehd =V hae] = [V el pi +V phe,— Vihes) [Vahi +V o bl =V haa)
= %hfm[v[ahffvd‘he]m + Viahfy Vaham — Viah{s Vinhaj + iV hVahem + 2V thV cham — 2V AV 1, he
— 3V heV dham — 5V hV aham + 5V theV mhaa — Vhia Vahepm — Vhia £V e ham + Vhia  Vinha o]
+ 30 [V ahy 1V a b + YV iahy iy Ve =V (ah 11V B +V phia Vah] +V phiag Ve b =V oV hag
~VihialsVahl) = Vihial Vel + Vichia V7 ha]

€]
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19 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

Tekintem most a V-t tartalmazé tagokat:

2V, 04, = Vo {(9% + €h)[Va(ges + €he f) + Ve(gar + €hag) — V(gae + €hae)]}
= eVaog™ + eh)[Vahes + Vehar — Vihael}
= 2V {h¥ [Vahes + Vehar — Vihae} + €(g¥ + €h® )V o{[Vahes + Vehar — V phael}

Felirva e-t masodik rendig:

QVGCSEO'(I) =0
2vaneO'(€) = eg“f[Vanhef + Vavchdf — Vanhd@}
2Vanea(52) =¢? [h“fva{[thef + Vehdf — thde]} + Va{haf[vdhef + Vehdf — thde]]}.

Kifejtve a V4-t tartalmazé tagokat:

2V4C. = Va{(9* + eh™)[Va(ges + €hes) + Ve(gas + €hag) = Vi(gae + €hae)]}
= evd{(gaf + ehaf)[vahef + vehaf - vfhae]}
= Vih [Vohes + Vehas — Vihael} + €(g% + eV a{[Vaher + Vehas — Vihael}-

Kifejtve e-t masodik rendig:

2V4C% 0(1) =0
QVdOgeU(e) = eg“f[Vd{Vahef + VdVehaf — Vdehae}]
2V,C% 0(e?) = 2[RV y{[Vahes + Vehar — Vihael} + Va{h® [Voher + Vehar — Vphael]}

Elsé rendek kiilonbsége a V,, V-t tartalmazoé tagoknak:
VaCi.0(e) = VaCi.o(€) = ggaf(vavehdf + VoVaher = VoVihge — ViVehay).
Masodik rendek kilénbsége a V,, V-t tartalmazé tagoknak:

VoC4 0(e?) — VaCl 0o (e?)
= S VgV thae — BTV Vaher — WV gV oy + Vah™ Y hoe — Vah™ Vohep — Vah™ Y oh,
-hN oV thae + WV o Vaher + RV Vehgr + Voh¥ Vahes + Voh¥ Vehag — Voh* 'V phae)
= % [haf (Vdehae +VaVehdf — VdVehaf — Vanhde) — th“fvehaf _;’_Vahaf (thef +V6hdf — thde)].

A perturbalt Ricci-tenzor végsé alakja:

R = Req
RS} = £ 9 (VoVehas + VoVahes — VoV hae — ViVehay)
R®) = S1L(Vah™ Vohag) + Vohi(Vahas — V thag) + (3 h = Voh® ) (Vahes + Vehay — V phae)
1 (VaV thae + VaVehas — VaVehar — VoV rhae)].
RE)
SV bV b + Viahts Ve ham = Viahs Vinhaie + 3V iV dhem + 3V phV cham — 5V 1AV hae
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20 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

— 2V hEV dham — 3V rhEV aham + 3V thEV e — VOhia 1V g heim — Vhia 11V e ham + Vhia) t Vinhaye]]]
+ S hRV (ohy ik Vahl + Vb iy Ve = Vb eV e+ hia Va4V phial Ve b =V phia V7 hage
—Vihialf Vahl) = Vihia) Vel + Vihia V7 hae)]]

Altaldnos relativitdselméletbél ismert Ricci-tenzor a kovetkezé alaki:

Rpe = R, = 9,T%, — ,0% + T2} —ToT"

bac a a ct— ab*
Itt a vezetd rend 9,1j, alaka. I'f, definicié szerint:

cm = %gai(abgai + 8119171' - 8igab)-

Ebbél adédéan a Ricci-tenzor vezetd rendje g~ '0%g alaki lesz. Felhasznalva a fentebb talalhaté kozelitést,
melyet Og-re feltettiink, a kovetkezd nagysigrendet kapjuk 92g « % = ;—22 = o(1). A magasabb rendii
tagokat tablazatban rogzitem, kiszamoldsuk a fentebb emlitettek alapjan torténik. A 63RS’1+)—S tagok

o(€) nagysdgrendfiek.

Kifejezés  Szimbolikus formula Nagysagrend
2
RY) g '0% =5 =00
eR') g 192 (eh) 5 =0(1)
ezRfji) ehg=20%(eh) ;—; =0(1)
63RS1+) €2h?g=30%(eh) ;\—z = O(e)

A tablazatbdl kiolvashatd, hogy a hattér gorbiiletének valtozasa lassabb, mint a perturbécié altal okozott

valtozasok, emiatt a Ricci-tenzor sorfejtésében rendcsiszas torténik.
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21 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

3.4. Perturbalt Riemann-tenzor

Akarcsak a Ricci-tenzor, a Riemann-tenzor is felirhat6 a kévetkez6 perturbalt alakban:
Ro(gij + ehis) = Rigq® + Ry + @ REy® + E R,

A Riemann-tenzor elsérendig:

RZ,© = RZ,(9:5)
¢qt = VO, - VaCe,
VeC8 = V:3(g% + €h®)[Va(gei + €hei) + Ve(gai + €hai) — Vi(gea + €heq)]
= V.3(eg® + h*)[Vahei + Vehai — Vihed]

= Ve3€9” Vahei + Vehai — Vihed) = Veg(Vahe + Vehi — Vheq).
Hasonlé szamolassal adédik V4CE -re:
VaCl = Vai(Vehe + Ve = Vohe,).
Képezve V.C§, — V4C¢, kiilonbséget:

VeC8 — VaC8 = L(VoVy = VaV)he + VeVehs — VaVehe + VVhe — VeVhae)
—L(VeVeh — VaVehe + VaVhe — Vo Vha, — R%hi + Rl ,h2).

Osszefoglalva a teljes Riemann-tenzort

Rgcd(O) = RZ('d
R? ) = %(chehg - VdVehg + Vdvahce - chahde - R?thé + Rl htll)

ecd ecd

adodik. A vezetd rend itt is az els6 rend lesz, melynek 0(%) a nagysigrendje. A Riemann-tenzor masod
rendje (1), mig a magasabb tagok o(e) nagysigrendiiek. Tovdbba az els6 rendek lesznek mértékinvari-
dnsak a nagyfrekvencids kozelitésben. Hulldmok hidnydban (h.q = 0) a Riemann-tenzor Rgcd(o) értéket

vesz fel. Ha graviticiés hullamok vannak jelen, a téridd teljes gorbiilete 6ridsi mértékben megné a do-

a (1

o d ) kifejezésig. R® (9 ugyanazokat a szimmetridkat elégiti ki, mint eRgcd(l). Az elsérendii

minans eR o

Riemann-tenzor kielégiti a kovetkez6 tulajdonsagokat:

Rgcd(l) = _Rgdc(1)7
Rgcd(l) = _Rgae(l)’

Rgcd(l) + Rgde(l) + Rgec(l) = 0’
VCRgae(l) + vejo;ca(l) + VaRgec(l) = 62‘
A =-el jeldlt azonossagot Bianchi-azonossiagnak nevezziik.

Bizonyitas:

Rfdbc] =0
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22 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

tovabba, ha

Agped = (6(161) - 6b@a)ﬁcwd = _Riabﬁiwd - Réabﬁcwia
Bapead = @a(ﬁb@c - @c@b) = @a(_R(ijbcwi) = _wi@aRilbc - Rfibc@awia
akkor

A[abc]d = B[abc]d
_Rfcab] @iwd - Ré[ab?dwi = _wi?[ﬂéabc] - Rzl[bc@a]w“
0= _wiv[a\RZ\bcp
V[a\Rzubc] = 0.
Tudjuk, hogy

fdbc](o) =0,
v[alRfi\bc(o) =0,
fgy

A[abc]d = B[abc]d

A[abc]d - B[abc]d =0
_(Rfcab

](O) + 6‘Rfcab](l))@io‘}d - (Rfi[ab(()) + 6‘Rg[ab(l))@c]wd + wlﬁ[ (Rld|bc}(0) + 6‘Rg|bc](1))
+( Ry © 4 Ry, WYV i

_Ri (0)
R[cab]

= Viwd — Ry, O Vewi +wiVig Ry @ + Ry Vawi
—eRfcab](l)@iwd — eRﬁi[ab(l)@C]wi + wi@[a\GRfiwc](l) + eRé[bc(l)@a]wi

= _Rfcab](l)ﬁiwd + wi@[a‘Riﬂbc](l)

ORf )V = ey + Ry + Ry = Ry = Ry, W - R
3RV = Ry + Ry + Ry,

3Ry = 5RO, AV = RO + Y Vi) + 0, Veh - v Vehl) — v vintd)
LRGN - RY) BV 4 ViRl + Vo VLY — VY — V.vinly)

~5 (B = R Y+ VVibl) + V. VihG) — VeV~ VaVihy))

R () —3p® (L _gplol (1
6RY,,, 1V = 3R bV = 3R, h

1

cba

il[bc’ “a]
H(VpVe = VV)AY + (VoV, — VoV + (Vo V, — V, Vo)A
_ 0] (1) (0) 5 (1) (0) 2 (1)1 (0) 5 (1)1 (0) o (1)1 (0) 5 (1) (0) (1)1
- 73R£l[]bcha] - Rlabchi - Rlibcha - Rlbcahi - Rlicahb - Rlcabhi - ]%liabh§ )
(0] , (1) [0] 5 (1) (0) (1)1
=3By 3Ryl — By i
= O’
ebbdl kévetkezik, hogy
S i(1) _
V[a\Rdwc] =0.
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23 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

Ezzel a bizonyitassal belattuk, hogy nincs nullad-,els6 rendje a baloldali kifejezésnek, a masod rend
pontos értékérdl nem esik szd, de a késébbi tanulmanyaim soran meg szeretnék bizonyosodni a masod

rend szamszerQ értékérol.
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24 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

3.5. Mértéktranszformacid és invariancia

Most végteleniil kicsi koordinata transzformaciékat, valamint az altaluk kivaltott mérték transzformaéci-
Okat fogjuk vizsgalni annak érdekében, hogy kifejezziik a teljes Riemann, illetve Ricci-tenzorok invarian-

cidjat. Legyen az infinitezimalis koordinata transzformaéaci6
',:f:a — xa + eé‘a’

ahol ¢ a transzformdcié generatorfiiggvénye. Ebben a koordindta rendszerben elhanyagoljuk az o(€?)

rendii tagokat.

Jab = Gab + €Lchap
gab = Ggab + €(hab - @agb - ?bfa)
Gab = gab + €(hay — Va&y — Vp&a) + O(€?).

Az 1j koordindta rendszerben a perturbacio

hab = hab - Vaé-b - vbga

alak lesz. Akar kozvetlen szamitasbdl vagy a Lie-derivalt meghatarozasabdl azt latjuk, hogy a mérték-

transzformaciénal a Ricci és a Riemann tenzorok a kévetkezd alakuak lesznek:
Ry = Ry — £cR(),
RY) = RG) = Vo (RIS = Ve(€)RY) = Val€) RS, (40)
Rgcd(l) = Rgcd(l) - ‘£§Rgcd(0)’

Rch(l) - @URng(O)ga + Rng(O)@ago_ - Rgcd(O) 6660 - Rgo'd(O) @Cgo - Rgco(O)ﬁdfo' (41)

Ha &% egy létez6 infinitezimdlis koordinata transzformécié generatorfiiggvénye akkor kielégiti a
& =0(1),VpE* =0o(1) (42)

egyenletet, ez a formula generdl magas és alacsony frekvencids koordindta hulldmot. Ha a (32),(42)-es

valamint a
€ << lvgab = 0—(1)3 hab = 0(1) (43)
1
vcgab = 0'(1), Vehay = U(E) (44)
1
Vclvcgab = 0(1)7 vdvchab = a(?) (45)

(43), (44), (45)-6s egyenleteket behelyettesitjiik a (40),(41)-es egyenletekbe, egyértelmiien adédik az
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25 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

Ry R 2

Rgde(l) - Rgde(l) = 62'

Nagy frekvencias hatarban ¢ — 0, latszik, hogy a Riemann- és a Ricci-tenzorok perturbécidja mértékin-
varians és jol kozelithet6 valédi fizikai mérésekkel. Az egyszerli oka ennek hogy A rendi tavolsag skalan
a téridé lokalisan sik. Amig A kisebb mint L, a perturbaciék nem tartalmaznak nagy hulldmhosszi kom-
ponenseket. Ez a lokalis viselkedés a hatteret igy gorbiti, hogy az globdlis mértékinvarians legyen. A
tagulds mérték invariancidja nagyon fontos, kiilénben nem lennének koordindta fliggetlenek a fizikailag
mérheto effektusok. Végiil, még inkabb ki kell hangsilyozni, hogy a kapott mérték invariancia csak a

magas frekvencids kozelités feltevésébél szarmazik [11].

3.6. Linearis kozelités, hullamegyenlet

Tovabbiakban a spin 2-mezés leirdst fogjuk alkalmazni. Koéztudott, hogy egy ilyen mezét valodi szim-

metrikus tenzor mezdé WA ir le, mely eleget tesz a kovetkezd egyenleteknek [11]:

VaVawe = o, (46)
V0 =0, (47)
U = 1,0 =0, (48)

ahol 1y, = diag(—1,1,1,1). A (47)-es és a (48)-as egyenletek biztositjdk, hogy az energia pozitiv definit
és a mez6 tiszta spin-2. (Spin-1 és spin-0 nélkiili). A W tenzor mezd szabadsagi fokainak szdma 6trdl

kettdre csokken, mert az (46)-(48) tulajdonsdgok a mértéktranszformécié altal nem valtoznak.
\I/ab N \I,ab —_ \I/ab 7va§b o vbga
K )
ahol £° egy olyan vektor mez8, melyre teljesiilnek a kovetkezd egyenletek:

Vvt =0,
Vaé? = 0.

A gravitécié gyengetér-kozelitésére igazak a (46)-(48)-ig megfogalmazott egyenletek infinitezimalisan kicsi

koordinata transzformdciok esetén, melyek alakja:
b — 70 =2t 4 ¢

Természetesen ezekre a &¥ vektor mezdkre is igazak a fentebb emlitett tulajdonsdgok. A V,.Ve¢b =
tulajdonsdgnak koszonhetéen a (48)-as egyenlet mellett a kovetkezd koordindta szabadsig is érvényes

lesz: Wy = 0. Tekintsiik a Ricci-tenzort és a vakuum Einstein-egyenletbe helyettesités utan latszik, hogy
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a vezetd rend

R =0, (49)

majd a kévetkez6 rendben

RY = —&R®). (50)

A (49)-es egyenletet Lanczos Kornél latta be el6szor [15] 1925-ben. A kévetkezé 1épés a hullimegyenlet

levezetése lesz ugy, hogy W-t tartalmazé tagok lesznek benne. Legyen tehat:

\Ijab = hab - %gabha
\I} = gEd\I}thv

ahol h = ¢°lh.y. Azért célszerti a spur invertélt alakjit hasznalni a h-nak, mert igy az Einstein-
egyenletben szerepld tagok szaméat csokkenteni lehet. Ezt most e-ban elsé rendben meg is fogom mutatni.
SﬂGTéb) _ R(l) %R(l)gab
zs;rTGT(l) —
VIV + VIV has — ViV hay — ViVoh] — 29[V Vb + VIVhar — ViV hay — Vi Vah]gas
S”GTé; = 1[VIVahos + VIVihayr — ViV hgy — Vi Voh] — 2[2VINVhyp — 2V VI B gas
161G 70) — (VI hys + VI Vihas — ViV by — VyVah] — gup [V Vohyy — V5V /R,

Ezen a ponton behelyettesitem a Wy, = hep — % Japh Osszefiiggést.

161G ) = [VIVo(Uyp + Sgurh) + VIV (Tag + 2garh) — ViV (Wap + Sgavh) — Vo Vo (¥ — 2h)] -
9ab[VIVO (W + gpph) — V VI (U — 2h)]

0= 2R$)) =97 (VaVa[Wss + 3900 + VaVe[Vas + 2garh] — VaV i [Whe + 396ah] — ViVa[War + 94rh])
=VIVathps + VIV U, p — VIV Uy — Vi VU + g¥ L[V V o (g05h) + VaVi(gasrh) — VaV s (gpah)
- VuVa(garh)]
= VIVathoy + VIV Wy — VIViU,, — ViV U + 2V Voh + 2V Vioh — VIV (goeh) — 2V, VA

Képezve VU, szimmetrikus tenzor mez6 spurjat adédik, hogy ¥ = —h.

0=VIVathps + VIV Wop = VIV Wy, + 3V VoW = §V VW + 5V Vg, ¥
0= VIV + VIV, p — VIV Uy, + 1VIV,g,, 0 — 1(V,V, — V,V,) ¥
(—1)-el val6 beszorzéas utan:
0=VIViW, — 300aVIV O — VIVthyy — VIV 0op + 3(VoVy — ViV, U
0=VIV;Th, — 10 VIV ¥ — VIV iy — VIV 0oy + 1V, 0,0 — 1V,0,0
0=VIVi¥ — 30aVIVU = VIV by — VIV U, p + 20,000 — T80, ¥ — 50,0,V + T}, 0,0
0= VIV, — 300 VIV ¥ — VIV — VIV, T,
0= VIV — Lgsa VIV 0 — VoV thyp — ViV Wap + 2R\, WFE 4 ROVWE + R WE.
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27 3. NAGYFREKVENCIAS GRAVITACIOS HULLAMOK GORBULT TERIDOBEN 3. fejezet

Tehét a végso alakja az egyenletnek:
1
0= VIV iU — 30V V ¥ = V¥ iy = ViV Wy + 2R\, UIF 4 ROVWE + RO W, (51)

3.7. HullAmegyenlet megoldasa vezet6 rendben

Ha az imént levezetett képletet osszehasonlitjuk a (46)-(48) egyenletekkel, akkor rdkényszerithetiink W-re
két tulajdonsagot
V0 =0, (52)

U =0, (53)

viszont ha ezt megtessziik, akkor elveszitjiik a dinamikai egyenletek szigori mértékinvarianciajat. Ugyanis
az (51) hullimegyenlet vezet8 rendje O(%) [11].Ha végrehajtjuk a kordbban targyalt (40) mértéktransz-
forméciét a (51) hullimegyenleten, akkor a hullimegyenlet alakja megvaltozik és elvesziti szigorti mér-
tékinvarincajat. A megvaltozas vezetd rendje azonban O(1), ami elhanyagolhat6 a vezet rendhez képest.
Tehét 6sszeségében, ha rakényszeritjiik ezt a két tulajdonsagot a hullamegyenletre, akkor a szigori mér-
tékinvariancia megszlinik, de a megvaltozas kicsi és ha elhanyagoljuk a valtozas rendjét a hullamegyenlet
vezet6 rendjéhez képest, akkor hasznalhato ez a két tulajdonsag. Most pedig ezt fogjuk tenni. Infinitezi-

malisan kicsi koordindta transzformaciénél

x® — x° = 2% + €£°,

és
‘l/ab N \i,ab7
tovabbéa
VoW, = VU, = VU, — VeV, + RO¢cC, (54)
U ="U=1"U42V,% (55)

Ha £%-t valasztjuk az inhomogén egyenlet megoldasanak, akkor

VeV.£, — RWee = vew,,,
VeV, = — 10

az latszik, hogy az (52)-es és az (53)-as egyenletek megmaradnak az 1j koordindtarendszerben. A Lie-

derivaltak elhagydsa altal kapott 1j koordindta rendszerben az (51)-es egyenlet

— AUy, = VIV, + 2RO 0?4 ROWE 4 ROwe = 0. (56)
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A A operétor pontosan a d’Alembert, amelyet Lichnerowicz vezetett be szimmetrikus tenzorok szamara.
Ha VeV,¥ = 0 lathatd, hogy az (56)-os egyenlet 6sszhangban van az (53)-assal. Az (56)-os egyenlet

kovaridns derivaltjat képezve
e e e e 0 .
VE(~AVeq) = VVIV W, + ROUY + 0¢/ (V2RO — V.R()) = & (57)

adédik. Osszeségében a nagy frekvencids gravitdciés hulldimok tgy kozelitenek az alacsonyabb rendekhez,
mint a gorbiilt-tér hulldmegyenlete (56) az (52), (53)-as egyenletekhez. Ezek véltozatlanok maradnak a

tovabbi mértéktranszformacié altal generalt &,-re, mely kielégiti a

vavafe - Rgafa =0
Vel =0

egyenleteket. Most az (56)-os hullimegyenlet megoldasat keressiik a kovetkezd alakban:
\I/ed = Aedeikjlj + A:de_ikjwja

ahol A.q egy 4x4-es szimmetrikus matrix, a polarizdcié matrixa, mig k; a hullimszdm vektor. Az A.q
matrixra a fentebb targyalt infinitezimélis koordinata transzformécié hatasara igazak lesznek a kovetke-
z6k:

Aeqg = Aeqd — £eAea
A = Aed - Va(ga)Aed - ve(ga)AJd - vd(ga)Ao'e
Acg =0(1),VeAcqg = 0(1), k" = (1), Vikt = o(1).

€
Az (56)-0s egyenletbe torténd behelyettesitéshez sziikséges rész szdmolds a kovetkezd:

VViWed = gabVaVyPed
VoUed = Vi(Aeae®i™ + A¥ emihin’) =
Vb(Aed)eikjmj + Aggikpetti®’ 4+ Vb(Ajd)e_ikﬂj — Ajdikbe_ikﬂj
VaViPed = VaVi(Aed) €% +ikoVy(Aeq)e™™ +iky Vo (Aeq)e®™ +iV o (k) Aeqe™ ™ —kokyAcqe™i™ +
Vo V(AL e 57 — ik, Vi (AT )e % — ik, Vo (AF)e him — iV, (ky) At e % 4 ko AT emikie’
9abVaVoWed =
Vi VP (Aea)e™i® 4 iky VO (Aeq)e™i® +iky VO (Acq)e™ ™ + iV (ky) Acae™ ™ — kpk® Agqei® +
VuVP (AL e it — ik VP (AL e it — ik V(AL )em %" — iVP(ky) A e #i% 4 kykP Al e hiv.

Az (56)-os egyenletbe visszahelyettesitve, majd rendekre bontva nyerjiik a kévetkez6 formuldt:

[—kok® Acae™i® + kP A e 5% ] 4 i[2k, VO (Acq)e™ ™ + VO (ky) Aeqe™® — 2k, V(AT ek —
vb(kb)Ajdefikjmj] + [vbvb(Aed)eikjwj _ vbvb(A:d)efikjmj +2R£221b(Acbeikjmj +A+cbeﬂ'kﬂi) +
RE) (Age™s® + AtGem i) 4 RYD (Ace™se” 4 Atgemihie’)] = 0,
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Vezet6 rendben a hullamegyenlet:
—kpkb Aqe™s ™ 4 kykP AT e~ = 0.

Mivel sem az exponencidlis tagok, sem pedig az A.q tenzor nem lehet nulla, igy ez az egyenléség csak
akkor teljesiil, ha
kyk? = 0. (58)

Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy a gravitdciés hulldm null geodetikusan terjed, fényszerti. Ugy va-
lasztjuk meg, hogy a terjedés z-iranyt legyen, azaz k* = (k,0,0,k). Kovetkezs rendben a hulldimegyenlet
alakja:

2k (Aea) + VP (ko) Acale™ ™ = 20V (A%,) + VP (k) Afyle 5%,
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3.8. A polarizaciés tenzor geometriai optikai kozelitésben

A maésodrend részletes vizsgalatdhoz a harmonikus koordinata feltétel hasznédlatéra lesz sziikség, melynek

alakja hasonlé a (23)-as egyenlethez:
0 =0zt = gV, V,a'.
Az egyenletet részletes kiirdsa a kovetkezo:

gab@a@bxi = gab(VaVbxi — 04V, at) =0zt — gobCy,.

a

Ez a feltétel nagyon hasonlit a (23)-as egyenletre azzal a kiilonbséggel, hogy megjelent egy §*°-vel kont-
rahdlt szimmetrikus tenzor. A (23)-as egyenlet a harmonikus koordinéta feltétel definiciéja miatt 0, ezért
a

7C =0

s sz

GoCl, = 1G9 (Vb + Vodja — Vjidas)] = 33%°[99 (Va(gjo + €hjp) + Vo (gja + €hja) — Vi(gab + €hap)))-

Mivel Vg, = o(1), (jelenleg o(2) rendfi tagokat vizsgélunk) ezért elhanyagolhaté korrekcidként jelenik

meg a vizsgalt rendhez képest.
0=1eg™¢" (Vohjo + Viohja — Viha)
= €g™g" (Vahjp — 2V hap)
= G(Vbhg — %Vih)
(VU] + V).
Ugyanerre az egyenletre jutunk, ha nem hasznaljuk a harmonikus kozelitést (Azért sem lesz ra sziikség,

mert a kés6bb targyalandé gémbi koordinatarendszerhez tartozd 6 és ¢ koordindtdk nem teljesitik a

harmonikus koordinata feltételt.), hanem csak az (52)-es és az (53)-as egyenleteket. Igy tehat
byt L Gigb
Vi, = -V, (59)

Most helyettesitsiik be a hulldmegyenletet az (59)-es egyenletbe.

V”\I/f) — Vb(Aéeiijj + A+ée—ikjwj)
_ Z'kbAéeikjmj + vb(AZ)emjmﬂ' _ Z-kbAJrée—iijf + vb(AJri)e—ik_,mf
_%vi\l,lb) _ _%vi(AZeikjmj + A+Il;efiijj)
_%(ikiAgeiwi + vi(Ag)eiwf _ Z'kiA-‘rge—ikjw] + Vi(AJrlg)e—ikaj)_

A VP A} rendje o(1), ezért a vezetérend o(1) mellett elhanyagolhato.
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N B ik i Abikemd  c1i ik
ikb Ajethi® — kP Atiem kit = —L(jkiAbetki® — kI AT e RieT)

(KP AL + Lk AD)eki®” = (kP ATE 4 LkP AD)e~hs®’

Az els6 tagban szereplk koziil tudjuk, hogy az exponencidlis sose 0, igy csak akkor lehet nulla, ha a
zaréjelen beliili tag nulla, vagyis:

[ 1 T
kb A} = —5k A (60)

Az egyenl6ségjel masik oldalaval most nem foglalkozunk. Kiilonitsiik el az amplitidé viselkedését a gra-
vitacids sugdrzas polarizaciéjatél. A tér minden pontjan ahol sugarzds van, e,p-vel ardnyos polarizacios
tenzormez6t definidlunk, ahol Ag, nagységat az eqpe® = 1 normaldsi tényezével normaljuk. Igy tehat
Cap = mzﬁlab-kén’c definialhat6 a polarizacids tenzor, valamint az amplitidé A = \/m formu-
laval irhat6 le. Utébbi egy pozitiv skalar, a sugarzds intenzitdsanak mértéke, amely csak akkor tinik
el, ha nincs sugarzas. Igy tehat a tovabbiakban az Ag, = Ae,, képletet fogjuk hasznélni a polarizaiok
lefrasdra [11]. Méar emlitésre keriilt, hogy z-irdnyban terjedd gravitdciés hullimot vettiink, ezt felhasz-

nélva valasszuk most a (60)-as egyenletben szerepld tagok esetén 'b" indexet 0-nak vagy 3-nak. Ekkor a

kovetkezo alakot nyerjiik:
h(eh +¢5) = —3k'e}

ahol ¢} = () + el +e¢3 +e3) = (—epo + €11 + e22 +e33). Az egyenletek a lehetséges i értékekkel meghatéak

a kovetkez6 alakokban:

1 =0:
k(ed +e9) = —5(ed + ef + 3 +¢3),
i =1:
k(ed +¢3) =0,
L= 2:
k(ed +¢2) =0,
=3

k(e +e3) = —5(ed + e +¢3 +ed).
A fels6 indexek lehtzéasa utan az egyenletek

1 =0:
k(eoo + e03) = E(ef + ef + €3 + ¢3),
i =1:
k(eo1 + e13) =0,
1 =2
k(eo2 + e23) = 0,
i =3
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k(eos + e33) = —5(ed + el + e3 + ¢3).
Az i =1 ési= 2 feltételekbdl trividlisan kovetkezik az aldbbi formulédk:

€31 = —¢o1

€32 = —€02-
Az i =0 ésazi= 3 feltételek pedig az alabbi egyenletet eredményezik:

1
—ego — €03 = €33 + €03 = —5¢q

—2e0p — 2¢03 = 2e33 + 2e03 = +ego — €11 — €22 — €33.
Mindkét egyenlséghél kifejezve egs-at:

2¢03 = —3egp + €11 + €22 + €33

2e03 = ego — €11 — €22 — 3e33.
Osszeadva, a két egyenletet ¢1; és ex komponensek kikiiszobolhetéek, ami a
2e03 = —ego — €33
egyenlethez vezet. Most kivonva az eps-ra felirt két egyenletet egymésbél adédik a
e22 + €11 = 2eqo + 2e33
formula, amit visszahelyettesitve a ¢gs-ra kapott barmelyik egyenletbe kovetkezik az alabbi egyenl6ség:
eo3 = _71[?00 + ea3]

Osszefoglalva a feltételeket, amiket i kifrasaval kaptunk:

€01 = —€31
€p2 = —e€32
-1
¢03 = 5 (eoo + e33)

e11 + €22 = 2eqp +

2933

Ezek tehét a polarizaciés vektor komponensek, amelyek szimmetrikusak. A harmonikus koordindtava-
lasztas nem egyértelmi. Az ilyen koordindta rendszerek kozotti transzforméciok felhasznédlasaval [7][8] az
11, €12, €21, ¢2o koordindtakat kivéve minden més komponens nullava teheto. fgy eldall, hogy e11 = —eao.

Ezt a feltételt, valamint az e1o = ¢21 egyenlGség miatt a polarizdcids vektorra a kovetkezé adodik:

0 0 0 0

0 A A 0
A, — 11 12

0 A —-Aun O

0 0 0 0
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Altaldban az eq; komponens a +, mig ¢15 komponens a x polarizacié. A teljes A,y tenzor igy felbonthatd

a kovetkez6 alakura:

0
1
Cab = €11 -
0
0

o o o o

0 O
0 0
+ ¢12 -
-1 0
0 0

o o o o

0
0
1
0

0
1
0
0

o O O O

Ha z-tengely koriili térbeli forgatast hajtunk végre, akkor a matrix ezen szerkezete nem véltozik meg,

tekintsiik most ezt a transzforméciét. Ehhez bevezetjiik a

e4 = e11 Fie12

mennyiségeket, majd a forgasmatrixra ezek a komponensek

’ .
L= e(i219)ei

(62)

alakava valnak. Ebbdl 1l4thato, hogy a gravitaciés hulldmok (perturbécié) helicitdsa 2 [8]. Ez azért van,

mert egy szimmetrikus kétindexes tenzor irja le. Arra jutottunk tehat, hogy létezik hulldm megoldas,

még pedig ezen graviticidés perturbdcié fénysebességgel szinuszosan terjed. A gravitdciés hullam alakja

pedig

\I/ed = Aede(ikjmj) + Ajde(_ikjwj).

(63)

Lathato, hogy ugyanazt a kétindexes szimmetrikus tenzort kaptuk nagyfrekvencids-kozelitésben, mint a

gyengetér-kozelités esetén. Levonhaté tehat az a kovetkezmény, hogy a gorbiilet nem véltoztatja meg a

polarizaciés tenzor komponenseket linearis rendben és nem hoz be j komponenseket sem.
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4. Gravitaciés hullAimok visszahatasa a térid6 geometridjara

4.1. Bevezetd

Az el6z6 fejezetben a nagyfrekvencids kozelitéssel sikeriilt linedris rendben a gravitaciés hulldmokrol le-
vonni azt a kovetkeztetést, hogy null geodetikuson terjednek, tehat fényszertiek, valamint nem valtoztatja
meg a gorbiilet a polariziciés tenzor komponenseket. Ezek a fontos eredmények az e-ban vezet6é rendi
Einstein egyenlet (49)-bdl szdrmaztathaté hulldmegyenlet (51) kévetkezményei abban az esetben, ha az
(52),(53)-as egyenletek teljesiilnek. Ebben a fejezetben a graviticiés hullimok visszahatésat fogjuk vizs-
galni a térid6 geometridjara.

4.2. Energia-impulzus tenzor

A kordbban targyalt perturbalt Ricci-tenzorok segitségével fogjuk megvizsgalni a masodrendii (50) Einstein-

egyenletet. A masodrendii Ricci-tenzor a megfeleld indexek segitségével a kovetkez6képpen adhaté meg:

R®) = LV Y ohyg) + VR (Vihyy — Y hi) + (AV b — Vb ) (Vohar + Vahys — V thia)
+hlf(vabhla + ViVahyy — VpVahiy — VZthba)}.

Az Einstein-egyenlet vezetd rendben:
1
RrRY) =o0.
Masodik rendben:
RO = -en)

Az (50)-es egyenlet megmutatja, hogyan miikodik a hulldm a gorbiilet forrdsaként. Figyeljiik meg, hogy a
(49)-es és (50)-es egyenletek nem teljestilnek egyidejlileg, viszont ha feltessziik, hogy € << 1 nagysdgrend

teljesiil, akkor a (64) és a (65)-0s Einstein mezdegyenletek egyszerre megoldhatoak.
R =0, (64)

0 1
Ry — 59:R” = 8T, (65)
ahol az effektiv energia-impulzus tenzor a kovetkezdképpen fejezhet6 ki nagyfrekvencids kozelitésben:

eff e e 1 (2) e 1
T = g(Rab - igabR ) = E(Qab —ViSa)-
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A feladat Qg és S!, meghatdrozésa.

167, .
Qab - VZS(llb _GTTIJ:I‘)ff = 2R((Ji) - gabR(Q)

1 1
= —§Vbhlfvah1f + Vlh£ (Vlhbf — thlb) + <2th - lef) (Vbhaf + Vahbf — thba)

+ B (V4 Vihia + ViVahos — VoVahip — ViV i)
1 : . 1 .
- §gab[—gv1hlfvihlf — V'R phyy + (2th - Vlhlf> (2V'hip — Vh)

+ W (Vi + Vi Vi — ViVl — VYV sh)).

Teljes divergencidkat képezve:

WV Vyhie = Vi (R9Vyhi) — Vb Vihy,
+hV Vahoy = Vi (WIVahop) — ViRV ol
IV ol = =R (8 Vahig) = =V (68 Vahig) + Vb Vol
—hN Vb = =V (WY phye) + VihH Yt
—%gabhlf ViVih = —%gab [V; (W9Vihy;) — Vi hH Y Ry,
—%gabhlfvlvihif = _%gab [V, (V' hig) = Vb V' hi]
00TV = +sgw [V (Vi) — VY i)
%gabhlfvzvfh = +%gab [V; (WVh) — ViRV sh) .
Osszeségében tehat:
Qb = %Vbhlfvahlf + V'R (Vihyp — YV phay) + %th (Vohas + Vahpy — Vihy,)
- %gab %vihlfv,»hlf — V'RV phy; + %th (2Vihi — Vh) |,
S, = —hVyh — W ahyp + SR Gy + BTVt

-&-%gab (20N iy — BN by — WITV 4h)
Q egy négyzetes tenzor Oh-ban, mig S alakja hoh. Lathatd, hogy S-nek a divergencidja szerepel csak az
egyenletben. A (65)-0s egyenlet alapjin azt taldljuk, hogy a nagyfrekvencids kozelités lecsatolja a gravi-
tacids sugarzasi mezéket a forrasuktol [16].A kovetkezd 1épésben egy téridd atlagoldsi eljarast szeretnék
ismertetni, amelyet Brill és Hartle irt el6. Ennek oka az, hogy az effektiv energia-impulzus tenzor jobban
kezelheto és a kés6bbiekben meg tudjam mutatni azt, hogy amint végigsépor a hattéren egy gravitacids
hulldm a térid6bdl Vaidya-téridét hoz létre [16]. A kozelités oka az, hogy til nagy hullimhossztartoményt

foglal magaba a vizsgalt régié. A tartoméany sziikitése érdekében azt hasznéljuk ki, hogy valaszthato egy
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olyan régiét, amely mérete kicsi ahhoz a skdldhoz képest, amelyen a héttér valtozik, de fuggetlen o (1)
nagysagrendtol és ezért a sugarzas hullimhosszahoz képest nagy a hattér. Ez a térid6 atlag az alabbi

alakira modositja az energia-impulzus tenzort:
BH e l
I = Qar — ViSy))- 66

A (66)-0s egyenletben a (.) jeloli a Brill-Hartle féle téridé atlagot.
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4.3. Brill-Hartle-féle atlagolasi eljaras

Az effektiv energia-impulzus tenzort meghatarozé Q (mez6) és S (forrds) pontos meghatirozdsa nehéz-
kes, de a Brill-Hartle eljaras jobban kezelhetOvé teszi. Az atlag egy gyorsan oszcillalé tenzormezé atlaga,
amit a teljes téridére vett integrallal tudunk kiszdmitani. A vizsgdlt tenzorok nem feltétlentil vannak egy
térben, ami az Osszeaddsukat ellehetetleniti, ezért valaszthat6 két bivektor [17], ami elvégzi a kozos tér-
be helyezését a tenzoroknak (geodetikus parhuzamos eltolds). Ezeket jeloljiik rendre g2 (z, x/), gf (z, m/).
Ezek vektorként transzformalodnak, ha koordinata transzformaciét hajtunk rajtuk végre x-ben vagy z-
ben, valamint feltételezve, hogy x és 7 kelléen kdzel vannak egymashoz, hogy biztositva legyen kozottik a
Jap geodetikus létezése, hogy attérhessiink x-bol 2 koordinita rendszerbe és forditva parhuzamos eltolas-
sal. (A, = gglAﬁ/, ahol Ay vektor 2 koordindta rendszerben és A, vektor x koordinéta rendszerben).
Feltételezziik, hogy a T,, tenzornak csak A\ hullAimhosszisagi nagyfrekvencids komponensei vannak és
a gqp hattérmetrika csak alacsony frekvenciat tartalmaz A < L hulldimhosszii komponensekkel, akkor
definidlhaté az atlagolési eljards [16]:

Th= [ g g (@) T (@) (o e (67

teljestérids

ahol f (a:,a:/) in. simit6 fiiggvény, melynek fontos tulajdonsiga, hogy mindenhol 0, ahol A\ <« d < L,

valamint

/ flz,2))d'e = 1. (68)
teljestérids

f valtozdsara pedig igaz, hogy: Of ~ g = O(1) Az eljaras hasznélata el6tt 3 tulajdonsidgot még felhasz-
nalunk, amelyek egyszeriibbé teszik az energia-impulzus tenzort:

1. A teljes divergencidk ( maga a forrds) eldobhatok. Ehhez észre kell venni, hogy a g% a héttér
tenzor véltozésa A skalén mérheté, azaz 0T ~ L = O(1). Igy a forras divergencidjénak atlaga kifrassal
megmutathatd, hogy eltiinik.

(V,SL,) = Sietjestorias 9a (@@ Yo (x,2) -V, S(ll,ﬁ, () f(z,x )d*x
= fteljestéridé[vl/ (gg (Z,I )95 (va )S(ll’ﬂ’ (‘I )f(.Z‘,I )) - (vl'g((: (I,SC ))95 ('T7I )S(ll’ﬂ’ (SC )f({E,I )
—g3 (2,2)(Vy gy (z,2)S!, 5 (@) f(@,2)) = g3 (2,2))g) (2,2))SL, 5 () (Vy f(x,2)))d e

A négy tag koziil az els feliileti integralla alakithato, valamint az utolsé 3 tag esetében pedig L skalan
mérhetd valtozasokrol esett szd, de a T, esetén A skdlan mérjiik a valtozast, mert a lokalis viselkedését
vizsgaljuk az energia-impulzus tenzornak. A Qp-ra is megfogalmazunk 2 tovabbi feltételt.

2. (Vlhgvfhla> = —(V‘f(Vlh{f)hla) Ez a tulajdonsig a taggonkénti integraldsnak koszonheto.

3. Kovaridns derivaltak kommutalnak nagyfrekvencids kézelitésben: Vi shap = %Rng)l shy + %ngg)l sha-

Ezekre a tulajdonsagokra azért volt sziikség, hogy a A skalan tudjuk vizsgalni az energia-impulzus tenzort,
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tehét levalasszuk a skalén lassan és gyorsan véltozé komponenseit. Igy tehat az atlagolds elStt felirva a

tenzor alakjat:
€2

TBH _
ab 327

(Veh'V ohip) + O(e) (69)

Ha b értékét O-nak rogzitjiik, akkor ho, = 0, azaz kovetkezik a rogzitésbol, hogy Tog pizitiv definit.
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4.4. WKB analizis

A hulldmegyenlet megolddsdt a pertirbacié spurinvertdlt alakja segitségével sikeriilt felirni. A (46)-
os egyenletet felhasznalva eléallitottunk egy olyan megoldast, ami hataresetben a Minkowski téridét
eredményezi. Az eléallitdshoz elegendd lett volna a perturbéciot olyan alakban keresni, amely egyetlen

Fourier komponenset tartalmaz. Ez a komponens h segitségével felirva:
hap = Agpeti® . (70)

A vizsgalt tavolsdgi skdldn (L-el Osszemérhetd skalan) keressiik a megolddsat az (56)-os egyenletnek,
viszont ezen a skaldn A és k lassan valtozé fizikai mennyiségek, melyeket mar az el6z6 fejezetben targyal-

tunk. Ennek oka a lassan véltozé geometria. Igy az egyenlet megoldasat a kovetkezd alakban keressiik:
hab = Aabeiq)a (71)

ahol @ egy valés értékl fiiggvény, melynek nagysdgrendje megegyezik a lassan valtozd k-val. Ezt a
fliggvényt a szamitasok egyszerlisdése érdekében vezettilk be, altaldban ezt az egyszeriisitést a kvan-
tummechanikdban szoktdk alkalmazni, mert a (71)-es egyenlet kozonséges differencidlegyenlethez vezet
[18] és WKB kozelitésnek hivjdk. Vezessiink be allandé @ fazis melletti, feliiletekkel normadlis irdnyd

vektorokat. Ekkor igaz a kovetkezd Osszefiiggés:
Vo = k,. (72)

Most pedig becsiiljiikk meg a derivaltakat, amelyek a WKB analizisben hasznalatosak lesznek az energia-

impulzus tenzor végsd alakjdnak el6allitdsa céljabdl. Az (58)-as egyenletbdl kovetkeztetni lehet arra,

hogy
ko ~ O(2). (73)
€

Ahhoz, hogy becsiilni tudjunk, fel kell haszndlni a (60)-as egyenletet, valamint kihaszndlni a WKB ana-
lizis alapotletét, hogy az amplitidd lassabban valtozik, mint a fazis, igy a lassan véaltoz6é amplitidd

levdlaszthato a polarizdcits tenzorokrdl és a fazisrdl is. Igy tehdt élhetiink azzal a becsléssel, hogy
VA% ~ O(1), (74)

Irjuk 4t most a (60)-as egyenletet a WKB analizisnek megfelel6en.
(V AES + %AVCkC)eab + AV ek = 0.

Kontrahilva e®t-vel
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Vellog(A)ke + 2V k¢ = 0.
Ez az egyenlet pedig konnyen atirhaté mar kézonséges differencialegyenletté

d 1
Slog A= —-V ke
7 108 5 Ve (75)

ami megmutatja, hogyan valtozik a sugarzas a sugarak szétvalasztasaval. Felhasznalva a korabbi egyen-

leteket, belathatd, hogy
Vceabkc = %eab =0.

Ebbdl az egyenletbdl mér 1lathaté, hogy a polarizacios tenzorok parhuzamosak a nullgeodetikusok mentén.

Igy tehat megadhaté 2 peremfeltétele egy fixen vélasztott ponton végig [11].
eabk“ = 0, (76)

eabgab =0. (77)

A fejezetben térgyalt korabbi egyenlet (75) pedig dtirhaté a kovetkezd alakra:
V.(A%k%) = 0. (78)

A WKB analizis segitségével tehat konnyen analégiat allithatunk fel a gravitacids hullamok és a fény

terjedése kozott [19].
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4.5. WKB hullam altal generalt energia-impulzus tenzor

A WKB és a BH 4ltal generalt eredményeket egy egyszerti pédan keresztiil fogjuk felhasznalni. Ahhoz,
hogy mindkét formalizmus egyszerre miikodjon, nagyon szimmetrikus helyzetnek kell eléallnia. Ezért
szitkséges, hogy egy m tomegi test gomb alakd sugarzasat vizsgdljuk. Ez értelmezhet6 csillagként, vagy
er0s gravitacios térrel rendelkezé objektumként. Fontos megemliteni, hogy a Birkhoff-tétel tiltja a gdmb-
szimmetriat, viszont ebben a kozelitésben a gombszimmetria gy értendd, hogy nagyon sok kis gravitacios
sugdrzas forrasaként miikodd pontot egy térbe gylijtiink (erre szolgal a BH atlagoldsi eljards), ami mér
lehet ilyen értelemben gémbszimmetrikus. Ennek tudatdban most méar csak el kell végezni az atlago-
last ahhoz, hogy az energia-impulzus tenzor eléalljon. Fontos kihangstlyozni, hogy az energia-impulzus
tenzort elBallité formalizmushoz elengedhetetlenek az (58),(71),(72),(76)-(78)-as egyenletek, valamint a
polarizaciés tenzorokra hasznalt normélasi tényez6. Térjiink at a klasszikus Descartes-koordinata rend-
szerrdl kimend Vaidya-téridére (¢,z,y,2) — (u,7,0,¢), valamint ®(u) null koordindtakat vilasszunk a
szamitasok egyszerlisége végett, ugyanis a (72)-es egyenlet szerint a hulldmvektor: k, = (V,9,0,0,0)

alaki lesz. A kimend Vaidya téridé metrikdja az (u,r, 6, ¢) Eddington-Finkelstein t{pust koordindtdkban

oM
Gy = - (1 - r(“)> Sudy — 048y — 6464 + 12 (3507 + sin® 05757)
- (1 - M) 1 0 0
-1 0 0 0
_ 7 (79)
0 0 7 0
0 0 0 r%sin®0
inverze
a 2M ('U,) a a a — a P a
g = (1_ . )5T5£—5u553—5r<53+r % (0505 +sin "2 06%57)
0 ~1 0 0
1 (12 g 0
_ (1-25) (50)
0 0 r—2 0
0 0 0 r~2sin"20

4.5.1. A x polarizacié atlagolasa

A metrikus perturbdcié x polarizacidjanak kovarians derivalja

V2V.hY, = V. [F(u,r)sinfcos¢(u) (6267 +5257)]
= 0. [F (u,r)sinfcos ¢ (u)] (6257 + 0267)
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ahol felhasznaltuk, hogy V. (6567 + 6£67) = 0. A (kovaridns) metrikus perturbécié kontravarians alakja

e sz

ab
hX

2

cos ¢ (u)

V2rt sin 6
5308 + 6265
= —F (u,r)sinfcos¢ (u) M

ai bj F U, ) a
g7'g sy = T et o ()

= F(u,r) (650 + 6%05)

r4sin? 6

- \ﬁF (u,7)sin @ cos ¢ (u) (¢*°g** + g*?g"?) . (81)

ng—\
[N}

Kovarians derivaltja
V2V he? = 04 [F (u,r)sinf cos ¢ (u)] (9°°g" + g*?g") . (82)

Elleno6rzésképpen ebbdl az indexek lehizasaval is eléallithatjuk a kovaridns metrikus perturbéaciot:

V2Vah) = V2giaVah¥gs
- [_ (1 et (“)) BUOY — 62407 — OL6% + 17 (0067 + sin? 95355;9)]

X Og [F (u,r)sin 6 cos ¢ (u)] (g‘“ggb“’ + ga“’gbe)

2M (U) u su u ST T SU 3
x [— (1 - >5b 5% — 6487 — 03.6% + 17 (650 + sin® 95;,95;?)]

= 04[F (u,r)sinfcos ¢ (u)] (676% +6757) . (83)
Ezekbdl kiszamolhato az atlagolando kifejezés:
VehXVah® = %9220, [F (u,r)sin 0 cos ¢ (u)] 8y [F (u,r)sin b cos ¢ (u)] . (84)

4.5.2. Legegyszeriibb eset
Legyen a metrikus perturbacié WKB alakt: hqp = Aeqp cos ¢ (u) Ligy F (u,r) = Ar?. Ekkor

A2

V.h) Vah? = mac [r?sin 6 cos ¢ (u)] D4 [r? sin 6 cos ¢ (u)]
$?sin® ¢ (u) %qﬁ sin ¢ (u) cos ¢ (u) <0 dsin ¢ (u) cosd (u) 0
g %(ﬁ sin ¢ (u) cos ¢ (u) ;% cos? ¢ (u) %% cos? ¢ (u) 0 (85)
v ¢sin ¢ (u) cos ¢ (u) 2058 ¢os? ¢ (u) g‘frfj 8 cos? ¢ (u) 0
0 0 0 0
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Ha ¢ = O (¢7!), akkor a domindns tag

¢*sin®¢(u) 0 0 0
0 0 O
Vb Vahtt — A2 = A%k kgsin® ¢ (u) |
0 0 0 O
0 0 0 O
mivel k, = ($,0,0,0), igy
¢ 0 0 0
0 0 0 0
koky =
0 0 0 0
0 0 0 0
Atlagoléskor (sin? ¢ (u)) = 1/2 ezért
A2
(Vehay Vahi’) = - keka -

Affin paraméterezett geodetikus-e a k% integralgérbéje?

kavakb _ gacéagva (gbdd)(;}f) — gaugbuq'saaq's _ ga“gb“gz%;fqﬁ _ guugbu¢¢ =0 ,
vagyis affin paraméterezett geodetikus. Ez viszont azt jelenti, hogy a

52

A2
XN 7 X ab\ __ 2
<Ta > 167 <v0habvdhx > =€ 397 kcka

(87)

(83)

(89)

energia-impulzus tenzor ugyan null por alaki, de az energiastirtiség allandé. Vaidya térid6 esetén azonban

ez )
1 (-M)
A 2

4.5.3. Vaidya eset

Ahhoz, hogy a Vaidya téridét generald forrast kapjuk,

F (u,r) =rAyx (u)
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valasztassal éliink. Ekkor

Veh Vb = r7*sin™2 00, [rAx (u)sindcos ¢ (u)] Oq [rAx (u)sin cos ¢ (u)] (92)
52 Lscos ¢ (u) cotfscos¢p(u) 0
A2 (u) 1scos o (u) % cos? ¢ (u) Lcotfcos? ¢ (u) 0

B r? cotfscos ¢ (u) +cotfcos? ¢ (u) cot?dcos® ¢ (u) 0 (58)
0 0 0 0

ahol s = [% cos ¢ (u) — sin ¢ (u) ¢| Mivel ¢ = O (¢71), akkor a domindns tag

2 12
A i) 0 0 0

0 0 0 O A2
Veh$Vah® = 0 000 | sz(U) sin® ¢ () kekq (94)
0 0 0 O
igy 2 42
TS = e A () sin? ¢ (u) kokp (95)

3272
A ¢ (u) gyorsan valtozé fazis, mig A, (u) a lassan valtozé amplitidé. Igy sin® ¢ (u) az (sin? ¢ (u)>BH =

1/2. Vagyis

e? A% (u)
©= (96)
gy 2 42
M = —5172(”) <0. (97)
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4.5.4. A + polarizacié atlagolasa

A metrikus perturbéacié + polarizacidjanak kovarians derivalja

V2V.hY, = V. [F(u,r)cos¢(u) (625) —sin®6 6£57)]

= 0. [F (u,r)cos ¢ (u)] (6507 — sin® 0 6267) — F (u,r)sin20 cos ¢ (u) 6£655 . (98)

A (kovaridns) metrikus perturbédcié kontravaridns alakja (ez nem egyezik meg a kontravaridns metrika

s sz

. F
= - Tt
— F(ur) cos ¢ (u) (0565 — sin =20 620%)

V2rd

1 (6465 —sin™260 6205
— F PP
5 ()05 () .
= %F (u,r) cos ¢ (u) (g“egbe — sin? Qg‘wgbw) . (99)

Kovarians derivaltja

VEVH = Vi [F () cos 6 (u) (670" — sin? 092 g"#)]

= 04 [F (u,r)cos ¢ (u)] (g“egbe —sin® 0g*?¢*?) — F (u,r) cos ¢ (u) sin 209%¢ g# 59 . (100)

Ez a ([@f)) indexeinek felhtizasaval is eléall.

Igy kiszdmolhat6 az atlagolandé kifejezés:

2V 0}, Vahi? = {0, [F (u,r) cos ¢ (u)] (056) — sin® 0 6267) — F (u,r)sin 26 cos ¢ (u) 625767}
x {04 [F (u,r) cos ¢ (u)] (g“egbe — sin? Gg““"gb“”) — F (u,r)cos ¢ (u) sin 20g“‘/’gb%§}
= (9"°9"" + sin* 0979 9%%) 0. [F (u, ) cos ¢ (u)] Dy [F (u, ) cos ¢ (u)]
+29%% 9% sin 20 sin” 050,0, [F (u,7) cos ¢ (u)] F (u, ) cos ¢ (u)

+92%g%?5%60 sin? 20 F2 (u, ) cos® ¢ (u) . (101)
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4.5.5. Vaidya eset

Legyen a metrikus perturbicié WKB alakd: hg, = A (u) eqp cos ¢ (u) gy F (u,r) = A4 (u) r. Ekkor

2V 01, Vahs? = (9%99%% + sin® 0992 g#%) 0. [r A (u) cos ¢ (u)] Oa [r Ay (u) cos ¢ (u)]

+2r2g#% g#% sin 20 sin? 00, [r A (u) cos ¢ (u)] cos ¢ (u) + 1r2g?? g¥? sin? 20 cos? ¢ (u) A, (u)

= 2740, [r Ay (u) cos ¢ (u)] Da [ Ay (u) cos ()] (102)

+4r~2 cot 05&80) [rAy (u) cos ¢ (u)] cos ¢ (u) + 4r= 25959 cot? 6 cos® ¢ (u) Ay (u) (103)
52 —2scos¢(u)  —2cotfscose(u) 0

_, A (u) —2scos ¢ (u) 2 cos® ¢ (u) dcotfcos® p(u) 0 (104)
r2 —2cotfscos ¢ (u) 2cotfcos?¢(u) 2cot?fcos?p(u) 0
0 0 0 0

ahol s; = %cos ¢ (u) — sin ¢ (u) (b} Mivel ¢ = O (e71), akkor a domindns tag

A& G2 p () 0 0 0
0 0 0 O A?
Voh Vaht = = 2+ 2(“) sin ¢ (u) koka (105)
0 0 0 O r
0 0 0 O
igy 242 (u)
+_E AW L2
Tab = W S ¢ (U) kakb (106)
A ¢ (u) gyorsan valtozé fazis, mig A, (u) a lassan valtozé amplitidé. Igy sin? ¢ (u) az (sin? ¢ (u)>BH =
1/2. Vagyis ) o
e? A% (u)
= oim? (107
igy 242 ()
. € u
M=-—"*""<0. 108
6 - (108)
Ezzel belattuk, hogy sikeriilt
R® = ¢®kaky (109)

alaktra hozni a masodrendii Einstein-egyenletet a targyalt formalizmus segitségével, ahol

242
2 _ A (u)
q_ 87“2

Levonhat6 tehat a kovetkeztetés, hogy ha végigsopor egy gravitacios hullam a Minkowski-téridén, akkor

Vaidya-téridét hoz létre visszahatdsként [16].
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5. Hengerszimmetrikus gravitaciés hullamok

A hengerszimmetrikus térid6 polarizdcigjanak, valamint energia-impulzus tenzordnak meghatdrozasara
is alkalmas a WKB formalizmus. Ehhez el0szor attériink a klasszikus Descartes-koordinata rendszerrol
sugérzé Levi-Civita-téridére (t, x, y, z) — (u, p, ®, z), valamint ® null koordindtdkat vdlasszunk a
szémitdsok egyszerlisége végett, ugyanis a (72)-es egyenlet szerint a hullimvektor: k, = (V,®,0,0,0)

alak lesz. A metrikus egytitthatok:

Y = (1-¢)lna— In p,
exp2y = —2(1=¢) )=
2
= 1—2¢)lna+ In p,
g ( ) T_of ™’
y—1 = clha+ 5 Inp,
_ C)
2c
exp2(y—¢) = a*pli=o7. (110)
A Rao-féle ivelemnégyzet:
ds? = —a?*p-o7 5 exp 2M (u) (du2 + 2dudp) + az(l_c),ol%cd(p2 + a_Q(I_C)p_l%ccdz2 (111)

a sugarzé Levi-Civita téridét jellemzi. A Levi-Civita vakuum téridét az (M =0,a=1, c= %) ha-
taresetként tartalmazza, a Minkowski-térid6 pedig (M =0, a = 1, ¢ = 0) paraméterekre 4ll els.

A Rao-metrika [20]:

gab = fachﬂiiiﬂ exp 2M (u) (820} + 3287 + 48%) + a®(1=9) pToe 567 + a~2(179) p~ 7 5257
Zepa- ot exp 2M (u) Zept- ate? exp 2M (u) 0 0
a2 pTo? exp2M (u 0 0 0
_ p p (u) . (112)
0 0 a?1=9) p1=2 0
0 0 0 a=2(1=¢) p= %
és inverze:
g = a2y W07 exp [~2M (u)] (968 — 320 — 6958 + 2079 p e gash 4 o21-0) prie 5ot
0 —a_%p_(li)z exp [—2M (u)] 0 0
———2c —_2c _
—a=%p =92 exp[-2M (u)] a=2p -92 exp[—2M (u)] 0 0
B 0 0 a2 1% 0
0 0 0 a2 piee
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48 5. HENGERSZIMMETRIKUS GRAVITACIOS HULLAMOK 5. fejezet

A X polarizacié:

0 00 O
H* H* 0 0 0 O
e, = 20 (525p 4 gegy) = 20 113)
V2 V2 100 01
0 010
és kontravaridns alakja:
0 00O
1> (p) H*(p)| 00 00
ab a ¢b ash
V2p V202 [ 0 0 0 1
0 0 1 0
eleget tesz
0 0 0 O
1P| 00 00
=l (115)
0 0 0 1
feltételnek. Tehdt e, e’¢ = 1 normalasbdl H* (p) = p kovetkezik, vagyis
00 0 O
00 0 O
e = (5267 +6°57) = L , (116)
b \ﬁ a“b a®b \/5 00 0 1
0 010
0 00O
1 1 0 00O
ab a ¢b ash
¢y = —— (020 +020)) = — . (117)
g \/ip( 7 ) V2o 0 0 0 1
0 010
A + polarizaci6 pedig
H* (p atl—c) 4
eaer = \/é ) ( 5 050y —p Te 5a6b>
0 0 0 0
_ Ht ()| 0 0 0 0 (118)
V2 oo 22 o ’
P
0 0 0 —p Te
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49 5. HENGERSZIMMETRIKUS GRAVITACIOS HULLAMOK 5. fejezet

kontravarians alakja:

ab H* (p) 7ﬁ5a5b . a’4(170) 5a5b
2+ 1% %) 2 zYz
V2p? p
0 0 0 0
o+ 0 0 0 0
_ (p) ) (119)
V2 |0 0 pre 0
ai—e)
0 0 0 -
Eleget tesznek
0 0 0 0
2 —C
+ be_ [HT (p)] a1 0 0 0 0
Cap®t = B) 12—
pTe 0 01 0
0 0 0 1
feltételnek, igy az el e’ = 1 normalasbol H (p) = a=2(179) pQ% kovetkezik. Azaz,
+ 1 [ l1—c 2 @ sP 2 l—c +— 2 Z Sz
Cab = ﬁ (Cl pr F) 6a5b - p (CL pt r) 5(1611
0 0 0 0
1 0 0 0 0 (120)
= > , 120
V21 0 0 (al=cpTe 0
—2
0 0 0 p? (al’cpﬁ)
10 2 1
= (a'p7) 5;53—?(&*%1%) 5;52}
0 0 0 0
1 0 0 0 0
- ) . 121
V2| 0 o0 (a1_°p1 ) 0 (121)
2
0 0 0 —p~2 (al’cpﬁ)

Bizonyitsuk be, hogy a Rao-féle hengerszimmetrikus null por téridé el6all a

F (u, p)

P
hab = ———¢qp cos @ (u)
p1/2

WKB-kozelitésben felirt gravitaciés hullam visszahatasabol.
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50 5. HENGERSZIMMETRIKUS GRAVITACIOS HULLAMOK 5. fejezet

5.0.1. A x polarizacié atlagolasa

A metrikus perturbacié x polarizacidéjanak kovarians derivéilja

V2V = V. [F (u, p) p? cos ¢ (u) (8267 + 5;”65)}

= 0. [F (u,p) p? cos o (u))| (5307 +0507)

ahol felhasznaltuk, hogy V. (6707 + 0267) = 0. A (kovaridns) metrikus perturbécié kontravarians alakja

s sz

. F
et = grigins = ELP b s s ()
p2
1
= —=F(u,p)p* cosp (u) (9" g"% + g*¢¢"%) . (122)
V2
Kovarians derivaltja
V2V 4h$ = 04 [F (u, p) p* cos ¢ (U)} (979" + 9"¢9") . (123)
Ezekbol kiszamolhat6 az atlagolandé kifejezés:
VS Vahs = 99720, |F (u,p) p cos 6 (u)| 0 | F (. p) ¥ cos o (u)|
= 720 [F (u,p) pt cos 6 (w)] 0u | F (u,p) pi cos ()] . (124)
Ebbél
Vuh,Vuhs = p~ 0y [F (u, p) cos ¢ (u)] u [F (u, p) cos ¢ (u)] . (125)

5.0.2. Sugéarzé Levi-Civita (Rao) eset

Ahhoz, hogy a sugarz6 Levi-Civita térid6t general6 forrast kapjuk,
F(u,p) = Ax (u) , (126)

azaz

A
hoy = ;U(;L)eab cos ¢ (u)
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51 5. HENGERSZIMMETRIKUS GRAVITACIOS HULLAMOK 5. fejezet

valasztassal éliink. Ekkor

VGV = 720 [As () pt cosd (u)] 0 [ A (u) p cos 6 (w)]

s2 732—; cosdp(u) 0 0
2 _sx 1 o2
_ A 5, COs¢ (u) pmcosi@(u) 0 0 (127)
p 0 0 0 0
0 0 0 0

ahol sy = [ﬁ—i cos ¢ (u) — sin ¢ (u) d)} Mivel ¢ = O (6*1), akkor sy & —sin ¢ (u)d) és a dominéns tag

2 12
L% 02 () 0 0 0
0 00 0 | _ A2
0 000 p
0 000

Veh) Vahe = sin? ¢ (u) kekq (128)

ahol k. = ((b, 0, 0,0) null vektor, mivel g*°k,ky = 0.

2 A% ()

i 2
32 sin® ¢ (u) kqkyp (129)

ab =

A ¢ (u) gyorsan valtozé fazis, mig e Ay (u) a lassan valtozé amplitidé. Igy sin? ¢ (u) az (sin? ¢ (u)>BH =

1/2. Vagyis a perturbdci6 visszahatdsa egy effektiv null por

M 242 (u
q:—:7X() (130)
4dmp 64mp
energiasiirtiséggel. Innen a tomegfiggvény u-derivaltja
. 2A2
M= —617%(“) <0. (131)
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52 5. HENGERSZIMMETRIKUS GRAVITACIOS HULLAMOK 5. fejezet

5.0.3. A + polarizacié atlagolasa

A metrikus perturbéacié + polarizacioja

F , B 1 2 _ 1 —2
vang, = S (aepme) ozap g2 (atepre) 6 coso ) (132)

ennek kovarians derivélja

F , _ 1 2 B 1 -2
vavig, = v EED (o) agsg - 2 (ateprte) T ai coso

F u, p —c L 2 F u, p e 1 -2 2oz
Ve { ;51/2 ) (al plfc) 0507 COS¢(U)} - Ve [ ;1/2 )/72 (al p“c) 0207 cosd)(u)]

FU, 70#2 Fu, 75L72 zZ sz
= 0, |: p(1/2p) (al p1—6> COS¢(U):| (Sf(sgj — 0, |: [El/gp)pZ (al pl—c) Cosdy(u):l 6(161)

Kontravarians alakja

F u, —c L 2 a F u, —c 1 —2 az _az
\@thib—ad{ p(wp) (a1 pl—c) COS(b(U)} g “"gb“"—ad{ p(l/gp)pQ (al pl—c) COS¢(U)} 9*%g
(133)

Azt kapjuk, hogy

F u, e L 2 F u, e 1 2
Vchjbvdhib e 8C|: p(1/2p) (al p17C) COS¢(U):| ad |: p(l/Qp) <a1 p]—c) COS¢(U):| g‘P‘Pgﬁmﬂ

F (u, e 1 —2 F (u, —c -2 2z 2%
1, |: /El/ZP) P2 <a1 pl—c) cos(j)(u):| 04 [ ;1/2p)p2 (al plfc) COS¢(U)] g**g

2

VehiVah = om0, |[F (up) o778 cos o (u)| 0 [F (u, p) p(77 %) cos 6 (u)]

er%ac {F (u, p) p(fﬁ+%) cosqﬁ(u)} Oy {F (u, p) p(*ﬁ+%) cosqﬁ(u)} . (134)
Mivel

Vuh';bvuhj_b = pflau [F (u, p)cos ¢ (w)] Oy [F (u, p) cos ¢ (u))

+p710u [F (u, p) cos ¢ ()] Dy [F (u, p) cos & (u)] (135)

kifejezésben a kivanatos p~!-fiiggés megjelent, kovetkezik, hogy F (u,p) = A, (u) vilasztds vezet a vart

eredményhez. Vagyis

u
hl, = ;1/2)%1, cos ¢ (u) , (136)
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igy

Vbt Vet = gm0, Ay () o758 cos d (u)| D [ () (T8 cos g (u)

53 =t cos ¢ (u) 00
8 5| 1 2
_ A%r (u) =t cos ¢ (u) [(c 0 + 25+ 5} o7 oS (u) 0 0 7 (137)
p 0 0 0 0
0 0 0 0
ahol s; = ﬁ—: cos ¢ (u) —sin ¢ (u) ¢|.
Nagyfrekvencids kozelitésben s; ~ —¢sin ¢ (u)=0 (5_1) a domindns jarulék, igy
LW B2 gu) 0 0 0
0 0 0 0 A?
Vohi,V.ht = A e ) bk (138)
0 0 0 0 p
0 0 0 0
Tehat
+ ab Ai (u)
<Vchachh+ > = chkd y
p
2 242
€ ay ECAL (u)
Tea = 35— (Vch1 Vehy = 1, Keka -
Innen az energiastiriiség
M e2A% (u)
I 139
¢ 4dmp 64mp (139)
és a tomegfiiggvény u-derivaltja
: g2 A2 (u)
M=-—"*""<0. 140
Ezzel belattuk, hogy a masodrendii Einstein-egyenlet hengerszimmetrikus alakja a kovetkezo:
R = gk, ks, (141)
ahol
62 2

Megallapithaté tehat, hogy ha Minkowski-téridén végigsopor egy hengerszimmetrikus gravitaciés hullam,

akkor visszahatdsként sugdrzé Levi-Civita (Rao) téridét hoz létre.
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6. Fiiggelék

6.1. Einstein—Hilbert hatas variacidja linearis rendben

Ebben a részben be fogom mutatni azt a szamolast, amire sziikség van a a dolgozat fejlédése érdekében,
de jelenleg nem jarul hozza 4j informéciéval a fentebb leirtakhoz. Az Einstein-egyenletet generélja els®
rendben a kozelités.

Az Einstein-Hilbert-hatas:
Spu = [d*a/=§G"Rap = [ d*z/=5(g% + €h® + 2h ) (Rap + €Rap + €2 Rap).
A /—g sorfejtése:
g = det(Gap) = det(gap + €hap)
N N BN
0y/—g = Y52g%0ga = Y52 g%ehay, = Y3 ¢h.

V=3 =v=g(1+ %h). (142)

Tehat
Spn = [d*z/=g(1 + $h)(g°° + €h® + 2h®)(Rap + €Rap + €2 Rap)

Sen©0) T €SEHQ) Tt €2SEH(2)-

Siepn) =
f d4£8 /*g(gabRab +egabRab+€29abRab +6hadRab +62 hadRab+€3hadRab +62 hadRab+€3hadRab+€4hadRab
+ §hg*Rap + Shg™ Rap + S hg™ Rap + S hh Ry + Shh Ray + S hh* Ry + Shh@ Ry,
+Shh Ry, + S hhR,y).

Levalasztva e2-nél magasabb rendfi tagokat, majd csoportositva Sket

Sem) = [ d*z/=gR,
Spr) = [ d*ey/=g(hth Ray + "R + 4R),
Serey = [ d*oy=g(h® Ry + Wi RY) + g°*RE) + Bhi? Ray + B9 RL)).

Behelyettesitve h‘(lld) és h‘(IQd) szamolt kifejezéseit:

Senqy = [ d*sy=g(—hi;R7 + g"R}) + LR),
Sen() = [ d'ey/=g(g" hahi; R¥ = g@igithi; Ry + g R — Bhiy RY + Bg ™ RY)).

.....

.....
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%5[gabgij(vj‘vahib + Vjvbhm — V]Vihab — vaahij]
30[(V;Vag™g 7 hiv + V V9" g7 hia — Vi Vig* g hap — Vs Vag® 9" hij).

Felhasznaljuk, hogy

%Vjvag“bgijhib = %VJ (gabvagijhib) + %Vj (gijvag“bhib) — %ng“bvagijhib — %ngijvagabhib.

.....

Mivel fentebb belattuk, hogy ngab = 0, ezért ezek variici6ja is 0 lesz. A maradék két tag pedig

négyesdivergencia (g*°V,g%h;) = V7. Felhasznéljuk a kovetkezd segédosszefiiggést:

i X g ey
Vv,V _\/jga](ﬂv. (143)

Bizonyitas:
VVi = 0,VI + T4, VE = 0,V7 + (3971091 + Okgji — Ougir])V*.
Itt ¢! szimmetrikus (jl)-ben, viszont 9;gx — 01;x (j1)-ben antiszimmetrikus.
= VI + A=V g0V = 9,V + S0,/ =gV = —=0;(v=gV").
Szamolés folytatasa:
Jy 2 /=gV i(9**Vag" hip)
= [y d*20;(v/ =99V ug" hip).
Gauss-tételt alkalmazva:
= Jov @2n;(V=99"Vag"hip) = 0,

ahol n; a normdlis. Ha a hataron nincs transzport, akkor ennek értéke zérus. Tehat a variacié a ko-
vetkezd lesz, felhasznélva §,/—g fentebb levezetett eredményét, valamint, hogy JR,, a hataron eltiné

négyesdivergencia:

65
fa = [ d'ey/=g(Rijh - 3gi; R).

. 6SEH(1) _ I .
Mivel g1 = 0, ezért:

1
0= Rij — §gin. (144)

.....

adja végeredményképpen, viszont a masodrendil variaciét ebben a szemeszterben fogom elvégezni, errél

a dolgozatban nem esik szd.
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7. Osszegzés, kitekintés

Dolgozatomban a gravitaciés hullimokkal és azok sajatossdgaival foglalkoztam. A dolgozat fejezeteit
aszerint alakitottam ki, hogy melyek azok a legfontosabb szamitasi feladatok, melyek logikai sorrendben
pontos leirdst adnak a gravitaciés hullamokrdl és kapcsolatukrél a téridé geometridjaval. A dolgozat
logikai felépitését kovetve az elsé részben bevezetoként az elektroméagneses hullamokrdl volt sz6, a téman
beliil az a lényegi rész lett hangsilyozva, miszerint az elektromagneses hullaimok polarizaciés négyesvek-
tora invaridns egy z-tengely koriili, (x-y) sikbeli forgatdsra. A forgatas elvégzése utdn az ilyen invaridns
elektromdgneses hullamok (fotonok) helicitdsa 1. A helicitds hasonlé mennyiség, mint a spin annyi kii-
lonbséggel, hogy az el6bbi témeg nélkiili részecskék esetén értendd. Hasonld kovetkeztetést lehet levonni
gravitdcios hullaimokra is. Ennek bemutatdsira szolgdlt a gyengetér-kozelités. A Minkowski metrikatol
valé pici eltérés (hqp, perturbécié) segitségével sikeriilt egy olyan hullimegyenletet megadni, ami hasonld
megoldassal szolgal, mint az elektromdagneses hullamegyenlet, emiatt lehet koztiik analégiat felallitani. A
hulldmegyenlet megoldasara azonban alkalmazni kellett a harmonikus koordinata feltételt a polarizaciés
tenzor komponenseinek megadasara. A feltétel harom kiilonb6z6 alakjanak bemutatasit kiillon alfejezet-
ben részleteztem. A polarizdciés tenzor végs6 alakjat az indexek lehetséges kiirdsa segitségével értem
el. Hasonlbéan az elektromagneses hullamoknal alkalmazott z-tengely koriili forgatas hatasara belattam,
hogy a hullamegyenletet kielégité gravitdcidos hullamok helicitdsa 2. Ez azért van, mert egy szimmetri-
kus kétindexes tenzor irja le. Végezetiil arra jutottam, hogy hulldim megoldas egy szinuszosan terjedd
gravitacios perturbacio.

A misodik fejezetben a hangsily a nagyfrekvencias kozelitésen volt, melyben egy perturbalt metrika
segitségével hosszadalmas szamoldsok utdn eldélltak a Ricci-tenozorok. Ezutdn e-ban (kicsi paraméter,
ami biztositja, hogy a geometridnak fluktudciéi legyenek) a perturbalt tenzorok tabldzatba lettek foglalva,
amibél lathatd, hogy a hattér gorbiiletének viltozasa lassabb, mint a perturbéci6 altal okozott valtozasok,
emiatt a Ricci-tenzor sorfejtésében rendcsiszéas torténik. Emiatt az elsé rendl Ricci-tenzor generalja a
gravitaciés hullaimokat, mig a masodrend megmutatja hogyan hat vissza a hullaim a térid6 geometriajara.
Hasonlé id6igényes szamolas utén el6alltak geometriai optikai kozelitésben a Riemann-tenzorok is. A to-
vabbhaladas soran megvizsgaltam hogyan hat egy infinitezimalis koordindta transzformacié a metrikara,
valamint a mértékinvarianciat. Ennek eredménye az lett, hogy a Riemann- és a Ricci-tenzorok elsérendii
perturbécidja mértékinvaridns. Ez azért fontos, mert az els rend felel6s a gravitdciés hulldmokért, to-
vabbé az els6rendli perturbalt Ricci-tenzornak a hullaimegyenlet miatt kell mértékinvariansnak lennie. A
Riemann-tenzor pedig a gravitaciét fejezi ki. Ha van gravitaciés hullam, akkor a Riemann-tenzor nagy,
ha nincsen, akkor kicsi. Folytatasként a hullamegyenlet eléallitasa tortént meg, amihez a spurinvertéalt
tenzormez6t alkalmaztam. Az igy alkotott hullamegyenletbdl az latszik, hogy az utolsé hidrom tagja
felel a hattér gorbiiletéért. Ha a téridé Minkowski, akkor az utolsé 3 tag nulla, valamint a kovaridns

derivaltak helyett parcidlis derivaltak szerepelnek. A maradék négy tagbdl az utolsé harom eltiintethe-
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t6 a harmonikus koordinata feltétel segitségével, valamint az elsé a d’Alembert operdtor. A fejezet a
hullamegyenlet részletes vizsgalataval ért véget. Ehhez felhasznaltam, hogy a spurinvertalt tenzormezé
divergenciamentes és spurmentes, igy el6allt a Lichnerowitz-féle d’Alembert operator. Végezetiil rendekre
bontva kerestem meg a hullaimegyenlet hullaim megoldasait a 3.7. fejezetben. A megoldas eredményeként
a vezeto rend kifejezi, hogy a gravitaciés hullam null geodetikusan terjed, fényszert. Kovetkezd rendben
pedig lathaté, hogy ugyanazt a kétindexes szimmetrikus tenzort kaptuk nagyfrekvencias-kozelitésben,
mint a gyengetér-kozelités esetén. Levonhatd tehat az a kdvetkezmény, hogy a gorbiilet nem valtoztatja
meg a polarizacids tenzor komponenseket linearis rendben és nem hoz be Gj komponenseket sem.

A harmadik fejezetben a hangsily a gombszimmetrikus gravitaciés hulldimokon volt, ami elsé latasra
gyanus lehet, hiszen a Birkhoff-tétel tiltja ezt a szimmetriat. Ezt gy sikeriilt a dolgozatban megkeriilni,
hogy alkalmazva lett az in. Brill-Hartle-féle atlagolasi eljards, mely soran a téridé gorbileti sugara-
hoz képest kicsi, de a gravitaciés hullamok hullamhosszahoz képest nagy skalan Osszegezésre keriiltek a
vizsgalt mennyiségek (ezek a gravitdciés hullimok egyenként nem lehetnek gombszimmetrikusak). Az
atlagolas hozott létre egy gombszimmetrikus allapotot, amit méar nem zar ki a Birkhoff-tétel. Az &tla-
golasi eljaras mellett alkalmazva lett a WKB-approximécié, miszerint a vizsgélt tartomanyon a hullam
fazisa gyorsabban valtozik, mint az amplitiddja, igy tehat kényelmesen szeparalni lehetett az amplitidot
és a polarizaciés tenzorokat. A szétvilasztas lehetévé tette, hogy olyan a perturbéaciét a polarizacidval
definidljuk. Ezzel a két mdédszerrel sikeriilt bizonyitani Isaacson nyomén, hogy masodrendben az atlagolds
utdni gémbszimmetrikus gravitdcidos hullam tgy hat vissza a Minkowski-térdiore, hogy gémbszimmetri-
kus Vaidya-térid6t hoz létre. A negyedik fejezetben hasonléan a harmadikhoz nehézkes és faradtsigos
szamolasok utan sikeriilt sajat munkaként megmutatni a témavezetém altal javasolt polarizacids tenzo-
rok segitségével (akinek a segitségét meg szeretném koszonni), hogy ha Minkowski-téridén végigsopor
egy hengerszimmetrikus gravitdciés hullim, akkor visszahatdsként sugdrzé Levi-Civita (Rao) térid6t hoz
létre.

Osszegzésként sikeriilt a rovid tévra kitiizott célt teljesiteni a dolgozatban. A jovében jobban bele
szeretném &sni magam a relativitaselmélet rejtelmeibe és jobban megismerni az altala hasznalt formaliz-
musokat. A targyalt hengerszimmetriat részletesebben szeretném vizsgalni, valamint a nyitott kérdésekre

valaszolni a téméval kapcsolatban.
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