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3 1 BEVEZETES ES CELKITUZES 1. fejezet

1. Bevezetés és célkitiizés

Az altalanos relativitaselmélet a gravitacié geometriai elmélete, amely azt téridG-gorbiilet-
ként kezeli. A gravitaci6 forrdsa minden anyag és energiaforma, melyek energia-impulzus
tenzora az Einstein-egyenleten keresztiil hatarozza meg a gravitaciot. A pontos kapcsolat
az Einstein-egyenletek segitségével adhaté meg, amelyek mésodrendd, csatolt, nemline-
aris parcialis differencidlegyenletek rendszere. Nagyban egyszertsiti ezek targyalasat a
gombszimmetria feltevése.

Az egyik legegyszeriibb energia-impulzus tenzor a nagyfrekvencias vagy geometriai
optikai kozelitésben sugarzast leird null-por. Ebben a kozelitésben a sugarzas hullamhossza
joval kisebb a téridé gorbiileti sugaranél, igy a sugarzasi mezé belsé fejlédése nincs hatassal
a gravitacio dinamikajara. A null-por emiatt tekinthetd fénysebességgel terjedd tetszéleges
kozelitésben modellez elektroméagneses vagy gravitacios hullamokat [I], illetve neutrind
sugarzast fénysebességi kozelitésben. [2].

A null-por altal generalt gémbszimmetrikus téridét Prahalad Chunnilal Vaidya talalta
1943-ban [3]. Alakja emlékeztet az Eddington-Finkelstein koordinatédkban felirt Schwarz-
schild-téridére, viszont mig a Schwarzschild-téridében a tomeg allando, addig itt egy
advanzsalt vagy retardalt id6 fiiggvénye. ElGbbi esetben a tomegfiiggvény monoton no-
vekszik, amit befele halad6é sugérzas okoz. Utdbbi esetben a tomegfiiggvény csokkend, a
sugarzas kifelé halad, ez egy sugarzo égitest kiilsé tartoményét irja le.

A Vaidya-téridg esetén a sugérzas kovetkeztében a tomeg dinamikusan valtozik, ezért
a térids alkalmas gravitacios osszeomlasok [4] és a méar kialakult fekete lyukak horizontja-
inak vizsgalatara [5]. A téridét Vigar Husain olymodon éltalanositotta [6], hogy energia-
impulzus tenzora a null-por mellett egy I-es tipusi anizotrép folyadékot is tartalmazzon.
Ennek egyik hataresete a Bonnor-Vaidya-térids 7], amely a toltéssel rendelkezs besugér-
zott és kisugarzo égitesteket modellezi.

Egyes esetekben még a gravitacié is null-porként viselkedik. Price megmutatta, hogy
a kozel gombszimmetrikus 6sszeomlo égitestek kisugarozzak minden kezdeti karakteriszti-
kajukat a tomegiik, a perdiiletiik és a toltésiik kivételével [8], [9]. A kiléps sugérzas a tér
gorbiiletével kolecsonhatva részlegesen visszaszorodik. Mind a kilépd, mind a visszaszort
sugarzas modellezhetd null-porként [I0]. Az ilyen, két null-port tartalmazé térids egzakt
alakja tobbek kozott polarkoordinatakban ismert [11]

Mig a Schwarzschild-térid6 egyarant felirhat6 id6- és térkoordinéta, null- (fényszerd-)
és térkoordinata vagy két null koordinata segitségével, a Vaidya-téridé dupla null koordi-
natas alakja csak specialis (linearis vagy exponencialis) tomegfiiggvény esetén ismert [12]
[13]. A dupla null alak fontossaga a téridé kauzalis szerkezetének vizsgalataban fontos,
ugyanis ebben az esetben a a fénypalydk 45°-os egyenesekként jelennek meg a téridé ab-
razolasa soran, igy a fénykup alakja az egész térid6ben véltozatlan marad, nem torzul.
Emellett a Schwarzschild-téridé maximalis kiterjesztése [14], 8.4 fejezet| dupla null koor-
dinatak segitségével valosithatd meg, ezért felmeriil a kérdés, hogy més téridék esetén is
ez a koordindtazas vezet-e a téridé maximalis kiterjesztéséhez.

Tudoméanyos Didkkori Konferencia dolgozatomban reprodukéltam a Vaidya-téridé dup-
la null koordinatakba transzformaldsdnak menetét, melynek részletei nem talalhatok meg
a szakirodalomban. Ennek célja kettGs volt. Egyrészt szeretném megvizsgalni, hogy vannak-
e méas tomegfiiggvények is, melyek esetén lehetséges a transzformacio. Masrészt szeretnék
olyan tomegfliggvényt taldlni, aminél a transzforméaci6é végrehajthato a Vaidya-téridé leg-
egyszeriibb altalanositasaban, az elektromosan tolt6tt Vaidya-téridében. Ezek a vizsgala-
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tok folyamatban vannak.
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2. Az Einstein-egyenletek vakuummegoldasa dupla null
koordinatakban

Schwarzschild-téridé esetén, mivel az egy vakuum megoldésa az Einstein-egyenleteknek,
T, energia-impulzus tenzor minden komponense 0 értéket vesz fel. Az egzakt megoldas
elgallitasahoz a Einstein-tenzor felhasznalédsaval kapott 4 egyenletbdl allo csatolt
differencidlegyenletrendszert kell megoldanunk:

; (T,uff,u . T,uu) _ 0’ (21&)
2 r,vf,v o
; ( f — Tﬂ)v) =0 s (21b)
§ f,Uf,U 2 , UV
% ( f - f,uv) - r;. = Oa (210)

f+2 (rr,uv + 7"7u7°,,,)
r2
ami 2 fliggd és 2 fiiggetlen valtozot tartalmaz. Az egyenletrendszer megoldasa sorédn a

“ e,

=0, (2.1d)

riisitése érdekében elGszor az (2.1a)) egyenletet fogjuk atalakitani, majd u szerint integrélni:

f,u o T uu
VT
24(0)ru =1, (2.2)

ahol A(v) egy tetszdleges fiiggvénye v-nek.

Hasonl6 médon (2.1b))-bél
2B(u)r, = f (2.3)

egyenlet all els, ahol B(u) egy tetsz6leges fliggvénye u-nak.
Felhasznélva az (2.1a) egyenlet atrendezett alakjat
Ty f U
r uu T )
’ f

a (|2.1c¢) egyenlet u valtozo szerinti derivaljaban, majd azt integralva u-val a kdvetkezd
Osszefiiggést kapjuk:

21
f

ahol u(v) tetszoleges fiiggvénye v-nek
A ([2.1b)) egyenlet hasonloan atrendezett alakjat felhasznélva (2.1¢c|) differencialegyenlet

v valtozo szerinti derivaltjabol a kovetkezd Osszefiiggést kapjuk:

+ pu(v) =0, (2.4)

2

T?”+mm:m (2.5)
ahol n(u) tetszoleges fliggvénye u-nak. A (2.4)) és (2.5)) egyenletek Osszevetésébdl
n(u) = p(v) = p (2.6)

5
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Osszefiiggést kapjuk, tehat m és n integracios fiiggvények konstansok.

A (2.4) egyenletbe behelyettesitve (2.2)) és (2.1d|) egyenletet

2
r, = —A@) (1 — —M) (2.7)
r
Osszefiiggést kapjuk, amit (2.3) egyenletbe behelyettesitve f(u,v) fiiggvény
2
f:—ZMme)O—nﬂ) (2.8)
r

alakot veszi fel. Ahhoz, hogy egzakt eredményt kapjunk, A(v) és B(u) értékét kell meg-
valasztanunk, amit tobb kiilonb6z6 médon meg lehet tenni.

2.1. Schwarzschild-téridé Kruskal-Szekeres koordinataban

A kovetkezd esethez elGszor helyettesitsiik be (2.5)) egyenletbe (2.3)) és (2.1d)) egyenle-
tet.
2

r

A (2.7) és (2.9) egyenlet szétvalaszthato valtozoju differencidlegyenletek, amelyeket for-

maélisan megoldva
dr
/1_%:—/AMM+C@,

/1fr2_u = —/B(U)dU+D(v),

r

ahol C(u) és D(v) tetszbleges fiiggvénye u-nak illetve v-nek. Eszrevehetjiik, hogy az egyen-
letek r(u,v)-t tartalmazo oldala megegyezik. Emiatt a kovetkezd Gsszefiiggés irhato fel
rajuk:

- /A(v)dv +C(u) = —/B(u)du + D(v) (2.10)
amibdl kovetkezik, hogy C,, = —B(u) ¢s D, = —A(v), tehat az integral a kovetkezd
alakban irhato fel:

dr
T A(v)dv — [ B(u)du + K, (2.11)

ahol K egy integracios konstans. K = 0 esetet tekintve A(v) és B(u) valtozokaz a kovetkezd
modon valasztottak meg:

24

AV) = -2E,
v y (2.12)

B(U) = 7"

Ezekkel a fiigvényekkel (2.11)) integralast elvégezre UV > 0, r < 2u valasztasokkal UV
szorzatra a kovetkez$ Osszefliggést kapjuk:

(1 - i) % =UV. (2.13)

6
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A (2.13)) Osszefiiggést visszahelyettesitve (2.8) egyenletbe f(u,v) fiiggvényre

3
f — 16M e_i
r
osszefiiggés adodik, ami alapjan az ivelemnégyzet
32u® -
ds? = 22 e s quay + r2d02 (2.14)
r

lesz, ami megegyezik Schwarzschild-téridé Kruskal-Szekeres koordindtakban elgallo (A.12))
alakjaval, ha y = M tomeg, U és V pedig Kruskal-Szekeres fényszert koordinatak.

2.2. Schwarzschild-téridé dupla null koordinataban

A legegyszertibb esetben mindkét fliggvényt konstansnak valasztjuk a kovetkezs mo-
don:

1 1
Alv)=-=. B = ——. 2.1
()=, Blw=—j (215)
Ekkor a metrika a kovetkezd moédon irhato fel
2
ds? = — (1 — T’M) dudv + r*d); (2.16)

ami megegyezik a Schwarzschild-térid6 ismert egyenletben leirt dupla null koordi-
natas alakjaval, ha u = M tomeg.

Tehét ebben a fejezetben a — Einstein-egyenletekbdl meghatiroztam egy
osszefiiggeést f(u,v) fiiggvényre, amiben volt egy-egy u-t6l és v-t6l fliggs valtozo (A(v), B(u)).
Ezeket a valtozoknak tobbféleképpen meg lehet valasztani az értékét ugy, hogy azok egy
helyes, két fényszert koordinatat tartalmazo metrikat adjanak. A metrikdk dupla null
koordinatai kiilonbozdek lesznek attol fliggden, hogy hogy valasztjuk meg ezeket a fiigg-
vényeket.

A egyenletben bejovs p integracios valtozot mindkét esetben interpretalhattuk M
tomegnek. Ez felveti a kérdést, hogy Einstein-tenzorral és egy, a vakuumtol kiilon-
b6z6 energia-impulzus tenzorral rendelkezé Einstein-egyenletbdl, amiben az az egyenlet
hasonlé alakban létrejon, interpretalhato-e p tomegnek, és ha nem, akkor milyen maésik
valtozoval tehetd ez meg.
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3. Vaidya-térid6é dupla null koordinataban

3.1. A null-por kettds fényszeri koordinatakban

A szamolésok soran a v irdnyba terjeds sugarzés esetében fogom vizsgalni a Vaidya-
térid6t. A v irdnyd sugéarzas esetén az energia impulzus tenzor a kovetkezs alakban irhaté

fel: h(u,v)
U, V) < oo
Tab == 8—77'5(156’ (31)

ahol h(u,v) az energiastiriiség.

Az FEinstein-egyenletek alakja energia-impulzus tenzor esetén a —2.1d
Schwarzschild-téridében kapott egyenletrendszerhez hasonlé, azt csak a egyenlet-
ben kell moédositani a kévetkezore:

% (T’vff’v — r,vv) = h(u,v) (3.2)

3.2. Einstein-egyenletek egyszertisitése

Az egyenletrendszer megoldasa sordn néhany részeredmény megegyezik a vakuum-
megoldasban targyalt részeredményekkel. egyenletbdl levezethetd egyenlet, a
tovabbiakban hasznalt u(v) fliggvény megegyezik az ott definialt fiiggvénnyel. A
egyenletet v szerint differencialva

LT 20T un 72T anf Tu (Twfw
- ’ + LA ’ ; ’ — 2= ) =
r f f f f f

osszefiiggést kapjuk, ahol (3.2]) és a (2.4]) egyenletet felhasznélva

2007w
(V)7

osszefiiggeést kapjuk. A (2.4) egyenletbe behelyettesitve (2.2)) és (2.1d]) egyenletet:

ry = —A) (1 - 2“(“>> (3.4)

r

h

a (2.7) egyenlethez hasonld egyenletet kapunk, annyi kiilonbséggel, hogy itt u(v) a v
tetsz6leges fliggvénye, ellentétben a vakuum esettel. A (3.4) egyenlet u szerinti derivaltjat

Tuw _2A(v)
rup(v) 2
behelyettesitve (3.3) egyenletbe
4A(V)

Osszefiiggést kapjuk. Igy a (2.1a)), (2.1c), (2.1d) és Einstein-egyenleteket at tudtuk
alakitani , , alakra. Ezek elsérendd nemlinearis parcialis differencidlegyen-
letek, amelyek segitségével kozelebb keriiliink f(u,v) fiiggvény egzakt alakjanak megha-
tarozéasahoz.
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A gyenge energiafeltétel [15] miatt az energiastirtiség nem vehet fel negativ értéket:
h > 0.

Emiatt (3.5) egyenletbdl adodik A(v) és p(v) valtozokra egy egyenlGtlenségi feltétel:

A(v)p, 0. (3.6)

Mivel a tovabbi szamolasokhoz A(v) és u(v) fiiggvények értékét meg kell valasztanunk, az
egyszeriiség kedvéért tekintsiik A(v)-t egy el6jel konvencionak a kovetkez6 modon

Alv) = —Q(jj = —5 Ho 0, (3.7)

ahol e =1, ha p, > 0, illetve ¢ = —1, ha p, < 0. Ezzel a (2.2)), (3.4), (3.5 egyenletek a
kovetkezd alakra egyszertisodnek:

—er,=f, (3.8a)
£ 2p1(v)
L= (12 3.8b
=3 (1-2) (3.80)
2ey,
h = = (3.8¢)

Tehat a (2.1a)), (2.1c), (2.1d)) és (3.2) Einstein-egyenleteket leegyszertisitettiik (3.8al),
(13.8b)) és (3.8c) elsérendd nemlineéris parcialis differencidlegyenletekre.

3.3. Az Einstein-egyenletek egzakt megoldasai
AT, = %(53(55 energia-impulzus tenzor segitségével a

ds® = —=2f (u,v) dudv + r* (u,v) dQ?

metrika Einstein-egyenleteit leegyszertsitettiik a (3.8al), (3.8b]) és (3.8¢)) elss rendi
nemlinearis parcialis differencidlegyenletekre. A egyenlet v valtozo szerinti integ-
ralasaval r(u,v) fiiggvény értéke meghatarozhato. Ezt u szerint derivalva egyenlet
alapjan megadhato f(u,v) fliggvény. f(u,v) ismeretében a gdmbszimmetrikus téridék al-
talanos két fényszerd koordinatat tartalmazo ivelemnégyzetének felhasznalasaval
megadhato a térid6 egzakt alakja. A egyenletnek a Lindquist, Schwartz és Misner
nem [16], Hiscock, Williams és Eardley [12], valamint Waugh és Lake [13] pedig csak
specidlis esetben talaltak analitikus megoldasat. A egyenlet v szerinti integraljaban
megjelend integracios fliggvény, amely u fiiggvénye megvalaszthato gy, hogy ha u(v) line-
aris [12] [I3] vagy exponencialis [13] fiiggvényként valasztjuk meg, akkor f(u,v) fliggvény
nem lesz szingularis.

Mivel a vakuummegoldas esetén p(v) tomegként lett interpretalva, tekintsiik ebben az
esetben azt tomegfiiggvénynek. Ez a megvalasztas a két térid6 kozotti kiillonbség alapjan is
célszert, ugyanis mig Schwarzschild téridében a tomeg allando, addig Vaidya-téridé esetén
a tomeg egy null koordinata fiiggvénye. A kovetkezs fejezetekben az p(v) tomegfiiggvény
kiilénboz6 eseteit fogjuk megvizsgalni.
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3.3.1. Linearis tomegfiiggvény

Elgszor tekintsiik p(v) fiiggvényt linearisnak. [12] [13]

= Aev (3.9)

ahol A egy > 0 konstans és € elGjel konvencié.
A (3.9) felhasznalasaval (3.8b)) egyenlet mindkét felirhaté a kévetkezd modon:

1or _r _ = (1_ ””) _r (3.10)

vov 1?2 2o r v?’

ami tovabb alakithat6 a kovetkezé moédon:

1 2rv 0 {r}

= — | = 3.11
v =2r2 4+ rev — 20200 |v ( )

Ezt formalisan integralva v szerint

/ 2y H — Iz + D(u) (3.12)

—25 + e —2) |v

egyenlethez jutunk, ahol D(u) egy tetszbleges fiiggvénye u-nak. Mivel a formélis integ-
rédlasban az integrandusban a valtozok csak olyan formaban taladlhatéak meg, mint az
integralasi valtozoban, ezért elvégezhetd rajta az u szerinti derivalas

r? — %T&U + \v?
. .
Ezt (3.8a]) egyenletbe visszahelyettesitve f(u,v) fiiggvényre

=D,

r? — fevr + Ao

f = _5D,u (313)

r

osszefliggést kapjuk. Ezt kovetSen csak D(u) fiiggvényt kell kivalasztani ugy, hogy f(u,v)
mindenhol nullatol kiilonbozs értéket vegyen fel. D(u) megvalasztasa emellett (3.12)
egyenleten keresztiil definialja r(u, v)-t fliggvényt is.

A Osszefiiggés vizsgalatat tobb részre kell felbontanunk, ugyanis az egyenletben
szerepld r? — %5@7“ + Mv? tagnak \ értéketsl fiiggden 0, 1 vagy 2 zérushelye lehet, amely
valtoztat a megoldés alakjan.

Ivelemnégyzet \ > 1—16 konstans tag esetén

Ha A > L

76> f(u,v) nemnulla minden esetben, igy

D = —cu (3.14)
valasztassal f(u,v) fiiggvényre a kovetkezs Osszefiiggeést kapjuk:

r? — Levr + \v?

r

f =
Elvégezve a ([3.12) egyenletben 1évS integralast

/ 2% d r 1 | n r? r n 1 . 4r — cv
—l==Inla4+ — — — — arctan
—2;—2 +Ie—92) |v 2 2?2 2cv ) dcv

v
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egyenletet kapjuk (0 = +/16A—1), ha A > %. Emiatt a (]3.12[) és (]3.14[) egyenletek
felhasznalasaval

1 9 9 1 4r — ev
—fu= - — - ) 1
U= g In (2X\0* 4 2r* — rev) + 5 arctan ( Seu ) (3.16)

egyenletet kapjuk. r(u,v) fiiggvényt ez az implicit relacio adja meg.
Tehat linearis tomegfiiggvény esetén, ahol A > % a térido a kovetkez ivelemnégyzettel
irhato fel:
r? — feur + Av?
r

ahol r(u,v) fiiggvényt (3.16]) implicit relacié adja meg.

ds* = —2 dudv + r*d? (3.17)

Ivelemnégyzet \ = 1—16 konstans tag esetén

A = < esetén 72— 1evr+Av? masodfokiu egyenlet diszkriminansa 0 lesz, igy 1 zérushelye

adodik, ami miatt f(u,v) kovetkezs alaku lesz

eD,, (4r — ev)?

— 3.18
f = (318
ahol (3.12))-bél
/ 2 {r} cv r 1 ‘
2 1 —| = nj—-—--
25 +Le—35 [V cv —4r co 4
felhasznéalasaval
D(u) €V 41 4r — ev (3.19)
u) = n .
cv —4r 4

D(u) = ¢ (1 - u) (3.20)

_ Ur—ev) (é + 1) . (3.21)

A (3.19) és (3.20) egyenletek felhasznalasaval

1 EV
el——u| = +In
U ev —4r
egyenletet kapjuk. r(u,v) fliggvényt ez az implicit relacié adja meg.
A (3.21) megoldast viszont a jelenlegi formajaban nem tudjuk értelmezni a 4r =
ev > 0,u = 0 pontban, ugyanis f(u,v) fliggvény v-t tartalmazo része 0-hoz, mig u-t
tartalmazd része oo-hez tart. A koztiikk 1év6 kapcsolat meghatarozasahoz elGszor irjuk
fel (3.21) egyenletet gy is, hogy u-t csak D(u) fiiggvényben tartalmazzon a kovetkezd
modon:

(3.22)

f= %va) <D2(u) + 4+ c¢D(u) (D2(u) + 4)

N

11



12 3 VAIDYA-TERIDO DUPLA NULL KOORDINATABAN 3. fejezet

Itt ha D(u) helyére annak (3.19)) egyenletben leirt alakjat helyettesitjiik, f(u, v)-re kapunk
egy olyan Osszefliggést, amiben csak v fiiggés van. Mivel

i 4r —ev
4rlinw (4r —ev)In 1 =0,
tgyhogy f(u,v) hatarértéke adott pontban
eV
= = 3.23
r=* (3.23)

egyenletre egyszertisodik.
Tehéat linearis tomegfiiggvény esetén, ahol A =
irhato fel:

1

16 a téridd a kovetkez fvelemnégyzettel

dr —ev)? (1
ds* = _Ur—eo <— + 1) dudv + r*dQ? (3.24)

8r u?

ahol r(u,v) fiiggvényt (3.22)) implicit relacio adja meg,.

Ivelemnégyzet \ < %6 konstans tag esetén

A X < 1= esetben 2 zérushelye lesz f(u,v) szamlalojaban 16v6 fiiggvénynek, igy az a
kovetkezd alakban irhato fel:

ev(1+ﬁm)) (r B ev(l_im))

e
.f = _€D7u 5
r

ami A =1 —16\, 1y =cv (1 —A) és rg = cv (1 4+ A) jelolésekkel

P Gl o A Gl ¥, (3.25)

r

alakra egyszertisodik.
Elvégezve a (3.12) egyenletben 1év6 integralast A < 1—16 esetben

/ 27 alr rO1+A\E (7 1-A\®
— = |n - -
_22_§+£5_2)\ v €V 4 €V 4

egyenletet kapjuk, igy a (3.12]) egyenlet a kdvezkezs alakot veszi fel:

S& S5
D(u) =In (7’ - %) (7’ - %) : (3.26)

Mivel most f(u,v) két pontban is felvesz 0 értéket, D(u) megvalasztasat kétféleképpen
tesszilk meg, hogy azok a téridé mas-mas tartoméanyara adjanak nekiink hasznos infor-
maciot.

Els6 esetben D(u)-t a kovetkezd fiiggvénnyel hatarozzuk meg:

C1+A

D(u) SA

In |eu]. (3.27)

12



13 3 VAIDYA-TERIDO DUPLA NULL KOORDINATABAN 3. fejezet

Ekkor (3.27)) és (3.26)) kozott felirhato a kovetkezs Osszefiiggés:

w=c¢ (% - r) (r - %) = . (3.28)

Ez meghatarozza r(u,v) fliggvényt implicit modon. A (3.27)) egyenletet u szerit derivalva
majd behelyettesitve

T
>

I
D

. 1+A T2 -1 T1
Du=em1~ (Z‘T) (T‘z

egyenletet kapjuk D ,-ra, igy f(u,v) figgvényre (3.25)) egyenlet alapjan a kovetkezst kap-

juk:
1 =+ A T1 1+4
_ _ 1 ) 3.29
I=5A (r 4 ) (3.29)

Tehat (3.27) vélasztas r > 7 téridd tartomany esetén megfelels valasztés.
Hasonl6 moédon A1
D(u) = ——— In|eu 3.30
(1) = = Ineul (3.30)
valasztés is célravezetd, ekkor eu > 0 és 2L > r feltételek valasztéasaval u-ra a kovetkezd

1
Osszefiiggés all el

wme (=) (220, a1

ami r(u,v) fliggvényt is definialja implicit moédon. A (3.30) egyenletet u szerint derivalva
majd (3.31]) Osszefiiggést behelyettesitve

D _A—l T2 (177) (&1 -1
w= A S\ 1"

egyenletet kapjuk D ,-ra, igy f(u,v) figgvényre (3.25)) egyenlet alapjan a kévetkezd Gssze-

fiiggést kapjuk:
2
1—-A T2 1-a
= — — . .32
1= Sar (4 T) (3:32)

Tehat véalasztas r < 7 térid6 tartomany esetén megfelels valasztas.

Tehat linearis tomegfiiggvény esetén, ahol A < 1—16 a térid6t két modon irtuk fel, hogy
a térids kiilonbo6z6 részeire adjunk lefrast.

Ha a r > 7 térid6 tartomanyt szeretnénk vizsgélni az fvelemnégyzet a kovetkezds
alakot veszi fel:

ds? = —

4
ahol r(u,v) fiiggvényt (3.28|) implicit relacio adja meg,.

1+ A A
Z (r - ﬂ) dudv + r*d? (3.33)
,

13



14 3 VAIDYA-TERIDO DUPLA NULL KOORDINATABAN 3. fejezet

Ha a r < 7 térid6 tartomanyt szeretnénk vizsgdlni az fvelemnégyzet a koévetkezd
alakot veszi fel:

2
— 1-A
ds® = — ! ArA (% — 7") dudv + r*dQ? (3.34)
ahol r(u,v) fiiggvényt implicit relacié adja meg.

Ebben a fejezetben tehat meghataroztuk a Vaidya-téridé dupla null koordinatéas alak-
jat abban az esetben, ha az Einstein-egyenletek (3.8al), (3.8b]) (3.8¢) egyszertisitett alakja-
ban szerepld p(v) tomegfiiggvény a v koordinatanak linearis fiiggvénye. Ezeket az eredmé-
nyeket Waugh és Lake [I3], illetve Hiscock, Williams és Eardley [12] érte el, de a hozzajuk
vezetS szamolasokat sehol nem prezentaltédk részletesen. Nekem sikeriilt azokat elérnem,
igy a szamolasokat reprodukalnom.

3.3.2. Linearis tomegfiiggvénynél hasznilt moédszer alkalmazasa altalanos to6-
megfiiggvényre

Az el6z6 szamolasokban egy v szerinti formalis integréal létrehozasara torekedtiink,
ahol az integrandus valtozoi megegyeztek alakban az integralasi valtozoval, hogy utana
derivalni tudjuk ezt az integralt w szerint. Ekkor (3.8b|) egyenletet a kovetkezd alakra

hozhatjuk:
1 or r on € 1_2,u(v) 1 0On
T n (v)2 8v

n(w)ov n(v)Q% -~ 2n(v)
igy a teljes derivélt T helyett dltalanosabb = alakt lesz, ahol n (v) a v tetszleges fiiggvénye:

(3.35)

5 | oy (3.36)

on
9, {r} _ 6rn—2,un—2r2%'
n

Ekkor a formalis integralast elvégezve, az integrandusban kialakitva az integralési valtozot

a kovetkezot kapjuk:
2z 1
/ TR L / ~dv. (3.37)
. U

A (3.37)) egyenlet alapjan n-re és p-re az alabbi feltételeknek kell teljesiilnie, hogy u szerint
derivalhassuk az egyenletet:

w(v) on
=1, —= .
n(v) T v (3:38)
ahol X konstans. Ekkor a tomegfiiggvényre a kévetkezot kapjuk:
w(v) =n) =+ K, (3.39)

ahol K integracios allando, amit K = 0-nak véve megkapjuk a fent targyalt esetet. Az
Osszes tobbi K-ra fenallo esetet megkapjuk egy idGeltolassal.

Tehat az el6bb leirt modszerrel csak a linearis tomegfiiggvény esetét lehet megoldani,
més tomegfiiggvényekhez méas modszert kell talélni.

3.3.3. Exponencialis tomegfiiggvény

p(v) tomegfiiggvényt exponencialisnak tekintjiik a kovetkezéképp [13]
1 Bev
= 3 <ae 2 4+ 1) : (3.40)

14



15 3 VAIDYA-TERIDO DUPLA NULL KOORDINATABAN 3. fejezet

ahol o, 8 > 0 konstansok, ¢ elGjel konvencié és —oo < v < co. A tomegfliggvényt v szerint
derivalva ca

lathato, hogy felirhato egy Osszefliggés ami kapcesolatot teremt u(v) és annak derivaltja
kozott

po = 5B —1]. (3.42)

Célunk ennek az 6sszefliggésnek a hasznalataval egy r-ben nulladrendt osszefiiggés kiala-
kitasa. Els6 lépésként szorozzuk meg mindkét oldalt % [ + x]-el:

2 2u,r x r
fo— +—— =clpf =1z +elps —1] 7,
575 [ ] 5 [ ] 5
ahol bevezetjiik
dr  Ap 2
T = r2———|——> 3.43
-5+ (3:49)
osszefiiggést. Az egyenlethez mindkét oldalon hozzdadva 5 x+5 (7’2 — w> tagot, majd

atrendezve azt

o€ 20 € 21 2re 20 2rp, 20, re € € o
—(1-— —(1—-— ———(1-— ’ —r = —T — — -
7“2( r>+r2< )x ( + E —l—ﬁx 2x Bm—i—Qx

2
ami megegyezik (3.8b)) egyenlet jobb oldalaval, igy be tudjuk hozni r -t az Osszefiiggésbe.
Ez azért hasznos, mert a segitségével atalakithato az Osszefiiggés olyan alakra, amit v
szerint integralva az Osszes elsérendd tag eltiinik az Osszefiiggésbdl.

alakot hozhatjuk ki, ami kedvez& nekiink, ugyanis tobbszor el6fordul benne £ (1 — 27“> tag,

2 (r — ) 20 re € €
2 U U ,U 2
Ty T LT — T + T=—F%— ZT+ T
’ g 5 2 g2
Az egyenlethez hozzaadva és kivonva 2;;” x—l—% <rr,v — M) tagot, majd (7" — % + x) %
taggal valo osztéassal
1,.-1 )
ﬁl 1 4 (r,v — M,v) N 2T’U Tt (2”’” s > pe 0
—T rr, — ————% Y
2 ’ 6] r— % +x 2
alaki lesz, ami egyértelmtien integralhato v szerint
2 efv
Bx +21n T—E—i—x —%:P(u), (3.44)
ahol P(u) egy tetszéleges fliggvénye u-nak. Ezt kovetSen u szerint derivalva az egyenletet:
To+ Ty
6$,u + 272—7 = P,u )
r— E +z

majd felhasznalva

Ty =1 1 (r — z)
U ,U ﬁ

15



16 4 A TOMEGFUGGVENY INTERPRETACIOJA 4. fejezet

Osszefiiggést, r ,-ra

P,
w=— 3.45
ra=" (3.45)

osszefiiggést kapjuk. Ezt visszahelyettesitve (3.8a)) egyenletbe kapjuk az f(u,v) fliggvényre
jelenleg érvényes Osszefliggést, ami

cxP,

= 3.46
r--= (3.46)

Ekkor P(u) fiiggvényre egy egyszert valasztassal élhetiink,
P(u) = —cu (3.47)

ami segitségével f(u,v)
x

N 3.48
= (3.48)

alakra egyszertisodik.

A (3.47) és (3.44]) egyenletek segitségével

_&v = —cu (3.49)

2+
r——+ux
2

B
osszefiiggést kapjuk. Ez meghatéarozza r(u,v) fliggvényt implicit moédon.

Tehat exponencialis tomegfliggvény esetén a téridd a kovetkezs ivelemnégyzettel irhato
fel:

Bxr + 21In

2
ds? = —ﬁ—$dudv +r2d0? (3.50)
T

ahol r(u,v) fiiggvényt (3.49) implicit relacio adja meg.

Ezeket az eredményeket Waugh és Lake érte el [13], de a hozzajuk vezetd szamolasokat
sehol nem prezentéltédk, de nekem sikeriilt azokat elérnem, igy a szamolasokat reprodu-
kélnom.

4. A tomegfiggvény interpretacioja

Ebben a fejezetben p(v) tomegfiiggvény fizikai interpretéaciojat vizsgaljuk meg az el6z8
fejezetben, Vaidya-térid6ben kapott metrikak esetén. Ezt tgy fogjuk elvégezni, hogy a dup-
la null koordinatdkban kapott metrikdkat attranszformaljuk a Vaidya-téridé Eddington—
Finkelstein koordinatakat tartalmazo alakjaba.

4.1. Koordinata transzformacio

Az (u,v) koordinatakat tartalmazo (A.15) metrikat szeretnénk attranszformalni az
(r,v") koordinatékkal rendelkezs

2M
ds®* = — (1 - #) dv” + 2edv’dr + r*d);

metrikara. Ezek kozott a kovetkezd kapcsolatnak kell fennallnia, hogy egyenléek legyenek
egymaéssal:

2M
2fdudv = [(1 — T) dv' — 2€dr] dv'. (4.1)

16



17 4 A TOMEGFUGGVENY INTERPRETACIOJA 4. fejezet

(du, dv) és (dr,dv") kozott (4.1]) egyenlet alapjan felirhatjuk a transzformécié matrixat:

€ 1 2M
dv 0 1 dv’

Ez alapjan meg kell hatdroznunk az adott koordinatdk szerinti derivalasok kozotti
transzforméciot. Ezeket a transzforméaciokat felirhatjuk altalanos alakban

000
ou _aﬁr o'’ (4.3)
99 o '
81}7787* o'’

ahol a, B, és § értékét kell meghataroznunk. Ezekhez a koordinatak és az azok szerinti
derivaltak bels6 szorzatainak kévetkezs Osszefiiggéseit hasznaljuk:

0 0
<du,%>:1, <dv,%>:0,

0 0
<du,%>:0, <dv,%>:1.

Ezekbe behelyettesitve a (4.2) és (4.3]) transzformaciok sziikséges részeit, a kovetkezd
Osszefiiggéseket kapjuk:

a=—f, - B=0,
€
= —(1-== 0=1.
=5 (-2,
Igy a parcialis derivaltak a kovetkez modon transzformalodnak:
w| o0 [w (4.4)
o) € M 0 ’ )
B s(1=20) 1) \a
A (4.2) matrix du-ra felirhato egyenletébdl dr-re felirhato
1 2M
dr = 3 (1 — —) dv — fdu (4.5)
r

teljes differencial. Ez az egyenlet akkor lesz teljes differenciél, ha létezik olyan F' fliggvény,
amire

oF 1 (1 B %) OF (4.6)

z =5

=% 3

ami a vegyesszorzatok egyenlGsége esetén teljesiil:

2p=2 E (1- ﬂ)] . (47)

Ahol elvégezve a transzforméaciokat a derivaltakon

(-2 enagl(-2)] e

17
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18 4 A TOMEGFUGGVENY INTERPRETACIOJA 4. fejezet

Osszefiiggést kapjuk.

Tehat csak akkor létezik transzformécio (u,v) és (r,v') koordinaték kézott, ha a met-
rikdk teljesitik Osszefiiggést. Osszefliggés vizsgalataval megallapithato, hogy
milyen kapcsolat van a p(v) tomegfiiggvény és a Vaidya-téridé Eddington—Finkelstein ko-
ordinatékat tartalmazo alakjaban szerepls M (v) tomegfiiggvény kozott, ezzel igazolhatod
annak a helyessége, hogy u(v) fiiggvényt tomegfiiggvénynek interpretaltuk.

4.2. Linearis tomegfiiggvény

Amikor p(v) tdmegfiiggvényt linedrisnak valasztottuk [u(v) = elv] 3 kiilénbozs esetet
vizsgaltunk aszerint, hogy az u(v) fiiggvényben szereplé A paraméter mekkora.

Linearis tomegfiiggvény \ > % konstans tag esetén

A > 1—16 valasztas esetén f(u,v) fliggvény ‘} alaki lesz, ami miatt 1} Osszefiiggés

e (4 2M r? — sevr + Ao N 2r — fev —ser + 2\
2 r r2 r r

2 — Ytevr + N2 M
= —¢ 2 (4.9)

T 72

alakot vesz fel, ami (3.9)) felhasznélasaval
u(v) = M(v) (4.10)

alakra egyszertisodik.

Linearis tomegfiiggvény \ = 1—16 konstans tag esetén

A = - valasztas esetén f(u,v) fiiggvény (3.21) alaku lesz, ami miatt (4.8) dsszefiigges

€ oM 1672 — 8rev +v?  32r — 8cv 1
~S(1- = + — 41
2 r 1672 167 u?

e+ 20\ [ 1 M16r2 — 8 2 /1
—(ﬂ)( +1>:—5— roSrev v (—+1) (4.11)

167 u 72 161

alaki lesz, ami (3.9) felhasznalasaval az el6z6 esethez hasonloan

Osszefliggésre egyszertisodik.

Linearis tomegfiiggvény \ < % konstans tag esetén

A< 1—16 paraméter esetén 2 kiilonbo6z6 metrika lett megadva, attol fiiggGen, hogy a
térid6 melyik tartoméanyat figyeljiik. Az els6 esetben, ahol » > =L, f(u,v) fiiggvény (3.29)

18



19 4 A TOMEGFUGGVENY INTERPRETACIOJA 4. fejezet

alaki lesz, ami miatt (4.8) Osszefliggés

£ 2M 1+ A r\ T 1 r\ e
2 r 2A7r? 4 Ar 4

<

1 P\ (e(1-A) (4.12)
+ Ar(r 4) ( 4
_ 1+A _7”1 %M
- 62Ar 4 4 r2

LMy 2 0 o mT
Tlira\l g
-1
T e(I-A)\|
+ 1+A<T 4) ( 4 )_O‘

Az egyenletben tobbszor elGfordul HLA (7’ — %)_1, amit 1} felhasznalasaval a kovetke-
z6képp tudjuk atalakitani:

Segitségével az egyenletiink a

Osszefiiggésre egyszertisodik.
A masodik esetben r < 22 téridé tartomanyon vizsgaljuk a téridét, ahol f(u,v) fligg-
vény (13.32)) alaku lesz, ami miatt (4.8)) Osszefliggés

e, M| _1=A(r ﬁ_l—A 2 (ry a1
2 r oAz \ 4 oAr 1—A\1 "

fi=a 2 o NTEe40) (4.13)
2AT 1—A \ 4 4

. 1—A T2 17A]\4-
T Ar \1 T 2

alakt lesz. Fz




20 4 A TOMEGFUGGVENY INTERPRETACIOJA 4. fejezet

Osszefliggésre egyszertisithetd. Az egyenletben tobbszor elGfordul ﬁ (%2 — 7‘)71, amit a
kovetkez6képp tudunk atalakitani (3.9) felhasznéalasaval:

2 (e N2
1-A\1 ") Tym-ra-ay

Ezt visszahelyettesitve az egyenletiink

Osszefliggésre egyszertisodik.

Az, hogy p(v) Gsszes esetben megegyezett a Vaidya-téridé Eddington—Finkelstein ko-
ordinatdkban vett tomegfliggvényével azt jelenti, hogy u(v) fiiggvényt interpretalhatjuk
tomegfiiggvényként, ha a tomegfiiggvény linearis.

4.3. Exponencialis tomegfiiggvény

A linearis esethez hasonlé modon p(v) exponencialis fiiggvényként valdé megvélasztasa
esetén is igazolni kell, hogy az adott két fényszerd koordinatat tartalmazo koordinéta-
rendszerbdl a metrika attranszformalhaté-e az ismert Eddington—Finkelstein koordinéta-
kat tartalmazo metrikaba. Ehhez itt is teljesiilnie kell Osszefiiggésben felirt
vegyes derivaltak egyenlGségének. Segitségével megallapithatjuk, hogy p(v) tomegfiige-
vényként vald interpretalasa helyes volt-e ebben az esetben is.

Exponencialis tomegfiiggvény esetén f(u,v) fliggvényt és egyenlettel de-
finialjuk. Ebben az esetben egyenlet

1 1
4r 4 2 4r 4 2
Cefyamy | (PoE) a(Posed) T
2 r b2 2 Or 16
1 1 (4.14)
4r 4 T2 4r 4 2
(P Eey) T _€<7’2—ﬁ+7“) M
2 br I5; Br r2

o PO Y ML _2) (21
2[7" 5+57‘ <7“ ﬁ) +6T(r 5) (5)

Itt felhasznaljuk (3.42)) Osszefliggést, ami kapcsolatot teremt p(v) fiiggvény és v szerinti
derivaltja kozott. Ekkor az egyenletiink

alakra egyszertisodik,

Az, hogy p(v) Osszes esetben megegyezett a Vaidya-téridé Eddington—Finkelstein ko-
ordinatakban vett tomegfiiggvényével azt jelenti, hogy u(v) fiiggvényt interpretalhatjuk
tomegfiiggvényként mind linearis, mind exponencialis null koordinata fiiggés esetén.

Ez megegyezik a vakuummegoldasban talalhato felvetéssel. Ott a Schwarzschild-téridé
két fényszerid koordinatat tartalmazé alakjanak keresése soran egy integracios véltozorol
deriilt ki, hogy interpretalhatd tomegként. Vaidya-téridé esetén szintén megjelent ez az
integralassal keletkezd valtozo és ebben az esetben is interpretalhato volt tomegként.
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21 5 ELEKTROMOSAN TOLTOTT VAIDYA-TERIDO 5. fejezet

5. Elektromosan toltott Vaidya-térid6

A Vaidya-térids segitségével nem irhato le olyan sugarzo égitest, amely elektromos
toltéssel rendelkezik. Ennek a modellezéséhez a Vaidya-térids egyik legegyszertibb altala-
nositasat, a Bonnor—Vaidya-téridst [7] alkalmazzak. A téridé ivelemnégyzete

2M(w) | Q(w)’

r 72

dw?® + 2edwdr + r*dS2; (5.1)

annyiban kiilonbozik a Vaidya-téridé6 Eddington-Finkelstein koordindtdkban megadott
A.31)) alakjatol, hogy az ivelemnégyzet dw? koordinatajaban megjelenik egy ?—; tag, ahol
Q) (w) toltésparaméter a null koordinata fiiggvénye [17] [7].

A szédmolasok egyszertisitése érdekében vizsgéaljuk azt az esetet, ahol a toltés allan-
do (Q (w) = Q), majd vegylik a Vaidya-térid6hoz hasonlé moédon a v irdnyba terjedd
sugarzast, igy az ivelemnégyzet

dv? + 2dvdr + r*dQ; (5.2)

r 72

ds? = — [1 — —2M(U) + @

alaka.
A (5.2) esetben az Einstein-egyenletek alakja a kovetkezo lesz [17]:

2 (M _ T,uu> =0 (5.3a)

r\ f
2 (rufa 2M,
: (r, ff, B T) -2 (5.3b)
2 wJ,v 2 uv ?
f+2 (TT,:;) + ) _ ?_42 (5.3d)

Ennek az egyenletrendszernek nem sikeriilt megoldasat talalnom, annak bonyolultsaga
miatt.

Kozelité megoldas kereséséhez tekintsiik ?—; << % esetet. Bz kis mértékben tér csak
el a ) = 0 esetben talalt megoldésoktol. Ekkor definidlhaté egy n mennyiség, amely
nagysagrendje megegyezik @ nagysagrendjével:

n=0 <?—22> (5.4)

Az n segitségével f és r fiiggvény Vaidya-téridében meghatarozott egzakt megoldasa-
ibol kialakithatoak a perturbacios fliggvények a kévetkezd modon:

.f:fV+TIF7 f:TV‘i‘T?R; (55)
ahol fy, és ry a Vaidya-téridében talalt metrikik komponensei, nF' és nR pedig pertur-
béciok. .

Fontos figyelembe venni, hogy a % << % feltétel r-t6l fiigg és origdhoz kozelitve a

QQ*-et tartalmazd tag nagyobb iitemben névekszik, ezért a kozelits osszefiiggés csak egy
kivalasztott 0

r >>M (5.6)
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22 5 ELEKTROMOSAN TOLTOTT VAIDYA-TERIDO 5. fejezet

értéknél nagyobb r értékek esetén alkalmazhato.
A (5.7a])-(5.7d]) egyenleteket atrendezhetjiik a kovetkezd modon

Tufuw = fTuw =0 (5.7a)

o fw = J1700 = My (5.7b)

P fufw =1 fuw = 277 40 = f2Q (5.7¢)
P f 200 + 20y = Q° (5.7d)

hogy az r és f fiiggvények ne legyenek a nevezében, ugyanis ez megneheziti a kozelité
megoldas keresését.

A (5.5)) kozelitést felhasznalva a ((5.7a)-(5.7d)) egyenletekben, a linearis rendnél nagyobb
tagokat elhagyva a kovetkezs egyenletrendszert kapjuk:

7aV,us,u + rV,un-F,u + fV,u/’?R,u
(5.8a)
_fVTV,uu - fVT]R,uu - TV,uunF =0
vy fve + TvNR L fue + NRrvy fre
+ryryvonEy — furvrves — furvnBRa, (5.8b)
_anRTV,vv - nFTVTV,m; = fVM,v + T]FM,’U

rifv fve + 4nRfv fue + ry funF

+1rvnF fvw — 10 v fvuw — 459 RIv fra

—yNE fyaw — 10 fvnFuw — 250V
—AfynFriryu — 6 forinRrva, — 2f0rynRau = fiQ° + 3finFQ?

(5.8¢)

12 fv + 2rvnRfy + 120F 4 271y
+6r2N Ry + 275N R i + 2757y 0TV (5.8d)
+rynRry,rv., + QT%/UR,JV,U + QT‘Q/Tv,uﬁRﬂ, = Q2

Az fy és ry fliggvényekrdl ismert, megvalasztasuk miatt, hogy teljesitik (2.1al), (3.2),
és egyenletekbdl allo egyenletrendszert. Igy a w—w egyenletrendszer
olyan tagjai, amelyek nem tartalmaznak perturbaciot, kiemelhet6k és az egyenletek a
kovetkezs alakra egyszertisithetGek:
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23 5 ELEKTROMOSAN TOLTOTT VAIDYA-TERIDO 5. fejezet
TV,unEu + fV,unR,u - anR,uu - TV,uunF =0 (59&)
rvNRy fve + MRy fve + rvryvenF, (5.9b)

—fyrvnR .y — fynRry.e, — nEryryg, = nF M, '

4T\3/anVfV,U + T%/fVTIF‘,’U + T%/anV,v
_4T€)/anVfV,uv - T%/anV,uv - r;l/anEuv (590)
_4fV77FT%/TV7uv - 6f\2/r\2/77RTV,uv - Qfar%/nR,uv = f\S/QQ + 3f\2/77FQ2

+2rynRfyv + r%/nF + 67"2/T]R7’V,uv + ZT%/nRﬂw (5.94)

drynRry,rv., + 27“‘2/77R,urv7v + 27“‘2/7“‘/7“771%7@ = Q2

Ez tehat az elektromosan toltott Vaidya-téridé perturbacios egyenletrendszerének az
alakja két fénykoordinatat tartalmazo koordinata rendszerben. Sajnos ez az egyenlet-

rendszer nem lett egyszertibb, mint a (5.7al)-(5.7d]) egyenletrendszer. Az egyenletrendszer

megoldasa folyamatban van.
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6. @sszegzés

Dolgozatomban a gémbszimmetrikus téridék két fényszerii koordinatat tartalmazo
alakjaival foglalkoztam. LegelGszor a fiiggelékben meghatérozott altalanos gémbszimmet-
rikus téridének az Einstein-tenzor komponensei segitségével vakuum esetén felirtam az
Einstein-egyenleteket, és Waugh és Lake [13] szamoléasaival analog modon eljarva meg-
adtam a metrika alakjat két kiillonboz6 modon. A kiilonbséget az integracios fiiggvények
kiilonb6z6 megvalasztasa jelentette. Mindkét eset ugyanazt a térid6t irja le, de a null
koordinatak kiilonbozéek.

Az ezt kovets fejezetben Waugh és Lake [13] eredményeit reprodukaltam a szakiro-
dalomban meg nem talalhato részletességgel. Null por energia impulzus tenzor esetén
felirtam az Einstein-egyenleteket, majd ezeket leegyszertisitettem 3 elsérendii nemlinearis
parcialis differencidlegyenletre. Ezen egyenletekben az egyik integralasi fiiggvényt tomeg-
fliggvényként definidltam. A tomegfliggvény linearis és exponencialis alakja esetén [13]
megadtam a metrika egzakt alakjat és az eléréséhez sziikséges szamolasokat részleteztem.

A tomegfiigvény definidlasanak helyességét azzal ellenériztem, hogy felirtam a transz-
formaciot a két fényszert koordinatat tartalmazé koordinaték és az Eddington—Finkelstein
koordinatak kozott. Itt r(u, v)-re felirtam egy teljes differencialt. Ennek a teljes differen-
cidlnak a létezésére felirtam egy egyenlGséget, amit megvizsgaltam az Gsszes kordbban
megadott dupla null koordinatas metrika esetén. Azt kaptam, hogy az Gsszes esetben a
definialt tomegfiiggvény megegyezik a Vaidya téridé Eddington—Finkelstein koordinatak-
ban ismert alakjaban szereplé tomegfiiggvénnyel, tehat a fiiggvény tomegfiiggvényként
definidlasa helyes volt.

Ezt kovetGen felirtam a Vaidya-térids legegyszertibb altalanositasara, az elektromosan
toltott Vaidya-téridére az Einstein-egyenleteket, majd ennek a perturbacios egyenletét
lineéris rendben.

A téma mélységét, terjedelmét és a szakirodalmi hattér nagysagat figyelembe véve nem
torekedhettem teljes, kimerit§ targyalasra. A kivalasztott targy tulmutat jelen dolgozat
keretein, azonban teret nyit tovabbi kutatdsok szaméra.

A kutatomunka egy kovetkezd fazisdban szeretném megvizsgéalni, hogy vannak-e mas
tomegfiiggvények is, amelyekre lehetséges a transzformécié. Tovabbi vizsgilhatd irany
a teriileten az elektromosan toltott Vaidya-téridé esetén a perturbativ egyenletrendszer
megoldasa, valamint annak vizsgalata, hogy ebben az esetben milyen tomegfiiggvény ese-
tén lehetséges a transzformacio.

A tomegfiiggvények vizsgéilata soréan egy esetleges kiindulést jelenthet a tomegfiigg-
vény kritériumok vizsgélata, mint példaul annak monotonitasa, emellett olyan fliggvények
vizsgalata, amelyek nem folytonos besugarzast modelleznek.

Ezen témakor kutatasa hasznos a feketelyukak vizsgalatban, ugyanis altalanosabb ké-
pet alakithatunk ki azok miikodésével kapcsolatban.
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25 A FUGGELEK A. fejezet

A. Figgelék

A.1. Fényszeri koordinatakat tartalmazé koordinatarendszerek

Az Einstein-egyenletek megoldasaiban a téridé négy dimenzios differencidlhato soka-
sagként szemléltethets, amely leirdsa a metrikus tenzorral (g) torténik. A metrikus ten-
zor segitségével megadhato két infinitezimalisan kozeli pont ,tavolsdga”, az ivelemnégyzet
(ds? = gupdz®dx®), amit szemléletessége miatt gyakran (t,7, ¢, 6) gombi koordinatakban
szoktak megadni, ahol ¢ az id6-, r a radialis-, ¢ és 0 pedig a két szogkoordinata.

Ezen koordinatakkal azonban kialakulhatnak koordinata-szingularitasok. Schwarzschild-
térids esetén az ivelemnégyzet a

2 2 -1
ds® = —c? (1 — Gm) dt® + (1 — Gm) dr® + r?dQ3 (A.1)

cr cr

alakban all el [17], ahol dQ2 = df? + sin® 0dp? az egységsugart gémb fvelemnégyzete, GG
a gravitacios allando, ¢ a fénysebesség, m pedig a tomegpont tomege. Ebben az esetben
szingularitas alakul ki » = 0 pontban, r = 2?{” = rg Schwarzschild-sugérnal valamint

0 = 0,7 helyeken. A Kretschmann-skalar

48 M*

K = RabcdRabcd —
76

(A.2)
szingularis az origoban (M = Ci—gm hossziisag dimenzioju tomeg). Mivel a skalarok érté-
ke koordindtarendszer fliggetlen, emiatt » = 0 pontban taldlhato szingularitas valodi.
Schwarzschild-sugarnal viszont a Kretschmann-skalar és a tobbi Riemann-tenzorbol keé-
pezhetd skalar is reguléris, ott csak koordinata-szingularitas talalhato. A 6 = 0,7 helye-
ken talalhato szingularitasok a gémbi koordinatak hasznéalata miatt jelennek meg, azok
Descartes-koordinatak hasznalataval eltiintetheték. A Schwarzschild-sugér altal meghata-
rozott gomb a Schwarzschild-téridé eseményhorizontja. Az itt taldlhato koordinédta szin-
gularitas megsziintetéséhez j koordinatakészletet vezettek be.

A.1.1. Eddington—Finkelstein koordinatak

Az 10j koordinatakészlet bevezetéséhez els6 1épésként szokas bevezetni egy 1j radialis
koordinatat, a teknéc-koordinatat (r.), amit a teljes differencialis alakjaval definialnak
[17]:

dr

Ennek a differencidlegyenletnek a megoldasa elgall
2G'm cAr
.« = 1 -1 A4
T 2 2Gm (A4)

alakban. Segitségével bevezethetSk u = ct — r, retardalt id6 és v = ct + r, advanzsalt id6
null koordinatdk. A null koordindtakat tartalmazo koordinata rendszer esetén, két olyan
pont kozott, amik csak egy null koordinataban kiilonbéznek a metrika hossznégyzete nulla,
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26 A FUGGELEK A. fejezet

emiatt fényszert koordinatanak is nevezik dket. Az ivelemnégyzet (¢, r) koordinatait atirva
(u,v) koordinataba

2M
ds* = — (1 - —) dudv + 1r*dQ3 (A.5)
r
ivelemnégyzetet kapjuk [I7], ami (¢, ) koordinatakhoz hasonloan csak a kiilon-kiilon tudja

lefedni a Schwarzschild-sugarnal kisebb és nagyobb tartoményokat, ugyanis a metrikija-
nak az inverze

2 (1 - 27 0 0 0
0 (1-20)~" 9 0
ab _ 7" A6
I 0 0 2 0 (A.5)
0 0 0 r~2sin?40

szinguléris az eseményhorizonton.

Ha csak az egyik fényszerd koordinatat hasznaljuk fel, akkor megsziintethets ez a
szingularitas. Az ivelemnégyzet (¢,7) koordinatait atirva (u,r) vagy (v,r) koordinatékra
kapjuk a térids alakjat Eddington—Finkelstein koordinatakban [18] [19]. A két eset egyiitt
targyalhato a

2 2M 2 2 102
ds® = — <1 - T) dw* + 2edwdr + r=d€; (A.7)
alakban, ahol ¢ = 1, ha w = v és ¢ = —1, ha w = u. Megvizsgalva a radidlisan mozgo
(d6 = 0 = dp) fotonok (ds? = 0) mozgasegyenletét [17]

0= [25dr - (1 - %> dw] dw (A.8)

r

a fotonpélyakra azt kapjuk, hogy

dr € 2M
= konst.,, —=—-|1—— A.
w onst., T 2( . ) (A.9)

Advanzsalt Eddington—Finkelstein koordinatak hasznalata esetén a befele mend foto-

nok a v =alland6 hiperfeliileten haladnak a centrum felé, nehézség nélkiil 1épik at a

Schwarzschild-sugarat. A kifele meng fénysugarak radialis koordinatai Schwarzschild-sugar-

nal azonban nem valtoznak az advanzsalt id6 telésével (Z—Z = 0), a foton nem halad kifele.

A Schwarzschild-sugaron beliil pedig az erds térid-gorbiilet hatasara a radialisan kifelé
igyekvs fotonok is befelé haladnak. Ez a koordinatavalasztéas leirja a teljes fekete lyuk
téridst.

Retardalt Eddington—Finkelstein koordinatak hasznalata esetén a kifele halad6 foto-
nok az u =alland6 hiperfeliileten haladnak, azok akadaly nélkiil jutnak &t az esemény-
horizonton. A befele halad6 fotonok radialis koordinataja viszont az eseményhorizonthoz
kozelitve egyre kisebb mértékben valtozik a retardalt idé telésével, nem képes attorni az
eseményhorizonton. Ez a koordinatavalasztés leirja a teljes fehér lyuk téridét. A fehér lyuk
egy idében megforditott fekete lyuk.
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27 A FUGGELEK A. fejezet

A.1.2. Kruskal-Szekeres koordinatak

A Schwarzschild-térids eredeti (¢, 7) koordinatékat tartalmazo alakja kétféleképpen is
kiterjeszthets a horizonton keresztiil (advanzsalt Eddington—Finkelstein koordinatak ese-
tén fekete lyukka, retardalt Eddington—Finkelstein koordinatak esetén pedig fehér lyukka).
Kruskal [20] és Szekeres [21] 1960-ban fiiggetleniil publikalt olyan koordinatakat, amelyek-
kel ezek a kiterjesztések egyszerre elvégezhetGek.

Az (U, V) Kruskal-Szekeres koordinatak a kovetkezd modon definidlhatoak:

r r
UV = (1 - —) e,
oM
(A.10)

V . 1 r ZL

— =sign|1—— )

T oM ) €
A definici6 segitségével U és V' koordinaték kifejezhetGek az advanzsalt és retardalt id6
koordinaték segitségével

U==4e 1, V=dtein (A.11)

Ezek az advanzsélt és retardalt id6hoz hasonléan null koordinatéak. Mig (u, v) koordinaték
egyszerre csak az eseményhorizont egyik oldalan talalhatd téridé-tartoményt fedik le,
addig az (U, V') Kruskal-Szekeres koordinatak képesek a teljes térids lefedésére. Ez azért
lehetséges, mert minden (u,v) parhoz négyféle (U, V) par tartozik. A kilonbozs elGjel-
kombinaciok adjak meg a Schwarzschild-megoldas maximalis kiterjesztését.

Az tvelemnégyzet Kruskal-Szekeres koordinatakban

3203
N r

ds?

e~ dUAV + r2dS2 (A.12)

alak.

Az allando r hiperfeliileteket ([A.10)) els6 egyenletébdl az UV = éllando hiperboloidok
adjak. Emiatt az r = 0 szingularitdst UV = 1 végtelen hossza hiperbolék jelképezik. Hogy
a szingularitas ne legyen végtelen hosszuként jelolve, bevezethetGek j null koordinatak

U = arctanU, V = arctanV/ (A.13)

alakban, ami esetén az ivelemnégyzet

oM 2
cosU cosV

(A.14)
ds? = —8Mez dUdV + (

r

2
2]\/[> cos? U cos? Vd§22

forméaban frhato fel, ahol ds? a Schwarzschild-metrikaval konformis kapcsolatban 4ll6 tér-
id6 ivelemnégyzete [17]. Mivel az 0j fényszerti koordinatak értelmezési tartomanya vé-
ges U,V € (—g, %), igy a térids teljes egészében abrazolhatd egy véges helyen. Ez a
Schwarzschild-térids Penrose diagramja [14], 8.4 fejezet].

Tehat a két fényszert koordinata bevezetése azért hasznos a téridé szerkezetének vizs-
galatahoz, mert valaszthatoak olyan fényszerd koordinatak, ami esetén a téridé teljes egé-
szében a fénysugarak 45°-ban futnak, igy a fénykap [22] alakja minden pontban azonos.
Ez hasznos a térid6 kauzalis szerkezetének vizsgalatdhoz. A Schwarzschild téridé dupla
null koordinatak segitségével terjesztheté ki maximalisan, igy mas térid6k maximaélis ki-
terjesztésének keresésekor is érdemes a szamolasok soran figyelembe venni a két fényszeri
koordinatat tartalmazo koordinatarendszerek vizsgélata.
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28 A FUGGELEK A. fejezet

A.2. Gombszimmetrikus téridék Einstein-tenzora

Ebben a fejezetben a gombszimmetrikus téridék egy altalanos alakjanak szamoljuk ki
a fontos mennyiségeit, amelyeken keresztiil az Einstein-tenzorhoz juthatunk. Az Einstein-
tenzor segitségével, ha egy térids energia-impulzus tenzora adott meghatarozhaté az adott
térid6 metrikdjanak alakja dupla null koordinatakkal.

Gombszimmetrikus térid6 két fényszerd koordinatat tartalmazé metrikdajaban az ive-
lemnégyzet a kovetkezd alakot veszi fel [13]:

ds® = —=2f (u,v) dudv + r* (u,v) dQ? (A.15)

ahol f(u,v) és r(u,v) az u és v null koordinatak fiiggvénye. Az ivelemnégyzetbsl leolvas-
hat6 a metrika (u,v, 0, ¢) koordinatakban érvényes alakja

0 —f 0 0

—f 0 0 0
ab — 5 A.16
Jab 0 0 2 0 (A.16)

0 0 0 r%sin®6d

melynek inverze:

1
0 — 0 0
-0 0 0
=1 J A7
g .
0 0 r2 0 ( )
0 0 0 7r2%sin260
A metrikabol és inverzébdl képezhetd
a 1 ai
be = 59 (OvGic + Ocgiv — Oigbe) (A.18)

Christoffel-szimbo6lum, amelyek adott metrika esetén a kévetkezs alakot veszik fel:

fu

r+« = 0 _ 10 _ Tu
uu f ’ Fu@ - F9u - 7 )
rr r
U ,U 0 0 U
00 — f ) Fvazl—‘@v:??
T, . 0
ry, = " sin% 0, I, = —sinfcost,
f e e T (A.19)
o T
VU ) ,r.
/ re, =T%, =2,
v 7‘7’7u r
06 — ) cos
f [, =05 =—,
v T™w . 9 sin 6
Lo, = 7 sin“ 6,

ahol a vessz6t kovetd index derivalé indexet jeldl (o= 9, = =2 ).
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29 A FUGGELEK A. fejezet

A Riemann-tenzort a

R peq = 0T, — 9,T% + T, — ToT? (A.20)

C T

Osszefiiggéssel képezziik. Ennek a nemeltiing komponensei:

1 T,ufu
Reuu@ - _ReuGU = R¢uu<p - _Rwuwu :; (T,uu - f ) )
1 T,vf,v
Revv@ = _Revﬁv = Rw’ump = _R(pfu@v :; (T,U’U - ¥ ) )
U U U =2 U =2 r vafﬂl
R v — — 00y — R e Sin 0 = _R PPV S1n 0 - (T,U’U - ) 5
f f
RUGuG = _Rv99u = Rvgpucp Sin_2 0= _vapcpu sin_2 0 :Z (r,uu - r’uf’u) )
f f
T uv
Rguv@ = Revu@ = _Reuev = _RGUOu = ’7, )
RS — _R¢ RS — _pv T (A.21)
wp - TVupv T vup TV oupu T r
U u v v T vy
R, = —R%up = R, = =R = — o
U o [ _ v _ v o T’r,’l}u 22
Rwu——R wuso_va =—R <PU<P__TS1H 0,
. . 2r o7y
Reww sin™?0 = —Rowe sin? 0 = —R%, = R%_, = <1 + 7 ) ,
Ruuvu = _Ruuuv = Ryvuv = _vavu :fﬂ“) - f7u.§7v )
f f
Az ebbdl képzett Ricci-tenzor komponensek
2
Ruu = - (r’u‘f’u - Tuu> ’
r f ’
2 v/,
va = - (T, f’ _rvv) )
r f ’
2(7r7 gy + 74T A.22
R99:R¢¢Sin729: ( : 7 . ’)—I—l, ( )
1 ulw 27 o
Ru1):-Rvu:_<f7 f’ _f,uv) - £ 5
AN r
ahol a Ricci-tenzort a kovetkezs alakban szamoltuk ki:
Rab = RC ach- (A23)
A metrika gorbiileti skalarja pedig
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Osszefiiggés alapjan a kovetkezsként all elé:

2 fufo 2 (2(2r7 e +1ur)
R=—|fw——> — : — 1]. A.25
= (r f)+7“2< [ (42)
Mindezek alapjan a
R
Gab = Rab - Egab <A26)

Einstein-tenzor konponensei

(T,uf,u . )
f ,UU )

(nd 1)
roo) (A.27)

2
2
G@Q = G‘P‘P Sin_2 0 = r_ (f,uf,v o fﬂ“}) . 747"711,1}

P\ f
f+2 (TT’,uv + r,ur7v)

Gvu = Guv

lesznek.
Ezek tehét egy tetszéleges gombszimmetrikus téridé Einstein-tenzor komponensei.

A.3. Vaidya-térido

A csillagok felszinéhez kozeli térid6 nem irhato le a Schwarzschild-téridével, ugyan-
is mig a Schwarzschild-térid6 egy vakuum megoldas, addig az adott teriileten sugarzasi
mez6 figyelheté meg. Ennek a modellezésére talalt metrikat Vaidya 1943-ban [3], amely
altalanositja a Schwarzschild-megoldéast. Vaidya el&szor

M2 oM\
ds® = —f—g’tdt2 + <1 — T) dr? + r? (d@2 + sin? 0dg02) (A.28)

forméban talalta meg a metrikat, ahol M = M(r,t) és

M) = M, (1 - ﬂ)

r

Ennek a téridének az energia-impulzus tenzora nem nulla és a kdvetkezd alakot veszi

fel:

h (u,v)
8m

ahol k% sugariranytu nullvektor, h(u,v) pedig az energiastriség. Ez egy nagyfrekvenci-
as, null-por kozelitése a sugarzasnak. Ez azt jelenti, hogy a sugérzas hullamhosszat joval
kisebbnek tekintjiik a térid6 gorbiileti sugaranal, igy a sugarzasban nem lépnek fel hullam-
optikai jelenségek (pl. interferecia vagy diffrakcio), a sugarzéasi mezs belss fejlsdése nincs
hatéassal a gravitacio dinamikajara. A sugariranyt megvalaszthatjuk v iranyba haladonak
(ekkor k* = O\u = dY¥) vagy u irdnyba haladénak (ekkor k* = 0y\v = 67), ahol A affin

paraméter.

Ty = kaky (A.29)
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Hogy az ([A.29) energia impulzus tenzort Osszekapcsoljuk az Einstein-egyenleten ke-
resztiil egy metrikaval, a metrikat érdemes olyan alakban megvéalasztani, ami tartalmaz
null koordinatat. A kifejezhetd ilyen alakban egy w null koordinita bevezetésével
[14, 9.5 fejezet], ahol

1 1 dr 1 M,
dw = ngM = €m (M,Tdr -+ M’tdt) = 81 _ % +51 _ % Mmd’l" (A30)
Ez az Osszefiiggés a Vaidya-téridg
2M
ds® = — <1 - (w)) dw? + 2edwdr + r*d)? (A.31)
r

alakjahoz vezet [23], ahol e = 1, ha w = v és ¢ = —1, ha w = u. A egyenlet
hasonlit a Schwarzschild-téridé Eddington—Finkelstein koordinatakban megadott
alakjara. Annyi koztiik a kiilonbség, hogy itt M (w) tomegfiiggvény egy null koordinéta
fiiggvénye. € = 1 esetben bejovs vagy implodalé Vaidya-téridérsl beszéliink, ahol M (v)
tomegfiiggvény a v advanzséalt id6 monoton novs fiiggvénye, mig ¢ = —1 esetben kime-
né vagy explodalé Vaidya-téridorsl beszéliink, ahol M (u) tomegfiiggvény u retardalt idé
monoton csokkend fiiggvénye.
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