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3 1 BEVEZETÉS ÉS CÉLKITŰZÉS 1. fejezet

1. Bevezetés és célkitűzés

Az általános relativitáselmélet a gravitáció geometriai elmélete, amely azt téridő-görbület-
ként kezeli. A gravitáció forrása minden anyag és energiaforma, melyek energia-impulzus
tenzora az Einstein-egyenleten keresztül határozza meg a gravitációt. A pontos kapcsolat
az Einstein-egyenletek segítségével adható meg, amelyek másodrendű, csatolt, nemline-
áris parciális differenciálegyenletek rendszere. Nagyban egyszerűsíti ezek tárgyalását a
gömbszimmetria feltevése.

Az egyik legegyszerűbb energia-impulzus tenzor a nagyfrekvenciás vagy geometriai
optikai közelítésben sugárzást leíró null-por. Ebben a közelítésben a sugárzás hullámhossza
jóval kisebb a téridő görbületi sugaránál, így a sugárzási mező belső fejlődése nincs hatással
a gravitáció dinamikájára. A null-por emiatt tekinthető fénysebességgel terjedő tetszőleges
polarizációjú, egyirányú hullámok inkoherens szuperpoziciójának. Ez geometriai optikai
közelítésben modellez elektromágneses vagy gravitációs hullámokat [1], illetve neutrinó
sugárzást fénysebességű közelítésben. [2].

A null-por által generált gömbszimmetrikus téridőt Prahalad Chunnilal Vaidya találta
1943-ban [3]. Alakja emlékeztet az Eddington–Finkelstein koordinátákban felírt Schwarz-
schild-téridőre, viszont míg a Schwarzschild-téridőben a tömeg állandó, addig itt egy
advanzsált vagy retardált idő függvénye. Előbbi esetben a tömegfüggvény monoton nö-
vekszik, amit befele haladó sugárzás okoz. Utóbbi esetben a tömegfüggvény csökkenő, a
sugárzás kifelé halad, ez egy sugárzó égitest külső tartományát írja le.

A Vaidya-téridő esetén a sugárzás következtében a tömeg dinamikusan változik, ezért
a téridő alkalmas gravitációs összeomlások [4] és a már kialakult fekete lyukak horizontja-
inak vizsgálatára [5]. A téridőt Viqar Husain olymódon általánosította [6], hogy energia-
impulzus tenzora a null-por mellett egy I-es típusú anizotróp folyadékot is tartalmazzon.
Ennek egyik határesete a Bonnor-Vaidya-téridő [7], amely a töltéssel rendelkező besugár-
zott és kisugárzó égitesteket modellezi.

Egyes esetekben még a gravitáció is null-porként viselkedik. Price megmutatta, hogy
a közel gömbszimmetrikus összeomló égitestek kisugározzák minden kezdeti karakteriszti-
kájukat a tömegük, a perdületük és a töltésük kivételével [8], [9]. A kilépő sugárzás a tér
görbületével kölcsönhatva részlegesen visszaszóródik. Mind a kilépő, mind a visszaszórt
sugárzás modellezhető null-porként [10]. Az ilyen, két null-port tartalmazó téridő egzakt
alakja többek között polárkoordinátákban ismert [11]

Míg a Schwarzschild-téridő egyaránt felírható idő- és térkoordináta, null- (fényszerű-)
és térkoordináta vagy két null koordináta segítségével, a Vaidya-téridő dupla null koordi-
nátás alakja csak speciális (lineáris vagy exponenciális) tömegfüggvény esetén ismert [12]
[13]. A dupla null alak fontossága a téridő kauzális szerkezetének vizsgálatában fontos,
ugyanis ebben az esetben a a fénypályák 45◦-os egyenesekként jelennek meg a téridő áb-
rázolása során, így a fénykúp alakja az egész téridőben változatlan marad, nem torzul.
Emellett a Schwarzschild-téridő maximális kiterjesztése [14, 8.4 fejezet] dupla null koor-
dináták segítségével valósítható meg, ezért felmerül a kérdés, hogy más téridők esetén is
ez a koordinátázás vezet-e a téridő maximális kiterjesztéséhez.

Tudományos Diákköri Konferencia dolgozatomban reprodukáltam a Vaidya-téridő dup-
la null koordinátákba transzformálásának menetét, melynek részletei nem találhatók meg
a szakirodalomban. Ennek célja kettős volt. Egyrészt szeretném megvizsgálni, hogy vannak-
e más tömegfüggvények is, melyek esetén lehetséges a transzformáció. Másrészt szeretnék
olyan tömegfüggvényt találni, aminél a transzformáció végrehajtható a Vaidya-téridő leg-
egyszerűbb általánosításában, az elektromosan töltött Vaidya-téridőben. Ezek a vizsgála-
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tok folyamatban vannak.
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2 AZ EINSTEIN-EGYENLETEK VÁKUUMMEGOLDÁSA DUPLA NULL

KOORDINÁTÁKBAN 2. fejezet

2. Az Einstein-egyenletek vákuummegoldása dupla null
koordinátákban

Schwarzschild-téridő esetén, mivel az egy vákuum megoldása az Einstein-egyenleteknek,
Tab energia-impulzus tenzor minden komponense 0 értéket vesz fel. Az egzakt megoldás
előállításához a (A.27) Einstein-tenzor felhasználásával kapott 4 egyenletből álló csatolt
differenciálegyenletrendszert kell megoldanunk:

2

r

(
r,uf,u
f

− r,uu

)
= 0 , (2.1a)

2

r

(
r,vf,v
f

− r,vv

)
= 0 , (2.1b)

r2

f 2

(
f,uf,v
f

− f,uv

)
− 2rr,uv

f
= 0 , (2.1c)

f + 2
(
rr,uv + r,ur,v

)
r2

= 0 , (2.1d)

ami 2 függő és 2 független változót tartalmaz. Az egyenletrendszer megoldása során a
Waugh és Lake által leírt megoldás [13] analógiáját követjük. Az egyenletrendszer egysze-
rűsítése érdekében először az (2.1a) egyenletet fogjuk átalakítani, majd u szerint integrálni:

f,u
f

=
r,uu
r,u

,

2A(v)r,u = f , (2.2)

ahol A(v) egy tetszőleges függvénye v-nek.
Hasonló módon (2.1b)-ből

2B(u)r,v = f (2.3)

egyenlet áll elő, ahol B(u) egy tetszőleges függvénye u-nak.
Felhasználva az (2.1a) egyenlet átrendezett alakját

r,uu =
r,uf,u
f

,

a (2.1c) egyenlet u változó szerinti deriváljában, majd azt integrálva u-val a következő
összefüggést kapjuk:

r2r,uv
f

+ µ(v) = 0, (2.4)

ahol µ(v) tetszőleges függvénye v-nek
A (2.1b) egyenlet hasonlóan átrendezett alakját felhasználva (2.1c) differenciálegyenlet

v változó szerinti deriváltjából a következő összefüggést kapjuk:

r2r,uv
f

+ n(u) = 0, (2.5)

ahol n(u) tetszőleges függvénye u-nak. A (2.4) és (2.5) egyenletek összevetéséből

n(u) = µ(v) = µ (2.6)
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összefüggést kapjuk, tehát m és n integrációs függvények konstansok.
A (2.4) egyenletbe behelyettesítve (2.2) és (2.1d) egyenletet

r,v = −A(v)

(
1− 2µ

r

)
(2.7)

összefüggést kapjuk, amit (2.3) egyenletbe behelyettesítve f(u, v) függvény

f = −2A(v)B(u)

(
1− 2µ

r

)
(2.8)

alakot veszi fel. Ahhoz, hogy egzakt eredményt kapjunk, A(v) és B(u) értékét kell meg-
választanunk, amit több különböző módon meg lehet tenni.

2.1. Schwarzschild-téridő Kruskal-Szekeres koordinátában

A következő esethez először helyettesítsük be (2.5) egyenletbe (2.3) és (2.1d) egyenle-
tet.

r,u = −B(u)

(
1− 2µ

r

)
(2.9)

A (2.7) és (2.9) egyenlet szétválasztható változójú differenciálegyenletek, amelyeket for-
málisan megoldva ∫

dr

1− 2µ
r

= −
∫

A(v)dv + C(u) ,∫
dr

1− 2µ
r

= −
∫

B(u)du+D(v) ,

ahol C(u) és D(v) tetszőleges függvénye u-nak illetve v-nek. Észrevehetjük, hogy az egyen-
letek r(u, v)-t tartalmazó oldala megegyezik. Emiatt a következő összefüggés írható fel
rájuk:

−
∫

A(v)dv + C(u) = −
∫

B(u)du+D(v) (2.10)

amiből következik, hogy C,u = −B(u) és D,v = −A(v), tehát az integrál a következő
alakban írható fel: ∫

dr

1− 2µ
r

= −
∫

A(v)dv −
∫

B(u)du+K, (2.11)

ahol K egy integrációs konstans. K = 0 esetet tekintve A(v) és B(u) változókaz a következő
módon választották meg:

A(V ) = −2µ

V
,

B(U) =
2µ

U
.

(2.12)

Ezekkel a fügvényekkel (2.11) integrálást elvégezre UV > 0, r < 2µ választásokkal UV
szorzatra a következő összefüggést kapjuk:(

1− r

2µ

)
e

r
2µ = UV. (2.13)
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A (2.13) összefüggést visszahelyettesítve (2.8) egyenletbe f(u, v) függvényre

f =
16µ3

r
e−

r
2µ

összefüggés adódik, ami alapján az ívelemnégyzet

ds2 =
32µ3

r
e−

r
2µdUdV + r2dΩ2

2 (2.14)

lesz, ami megegyezik Schwarzschild-téridő Kruskal–Szekeres koordinátákban előálló (A.12)
alakjával, ha µ ≡ M tömeg, U és V pedig Kruskal–Szekeres fényszerű koordináták.

2.2. Schwarzschild-téridő dupla null koordinátában

A legegyszerűbb esetben mindkét függvényt konstansnak választjuk a következő mó-
don:

A(v) =
1

2
, B(u) = −1

2
. (2.15)

Ekkor a metrika a következő módon írható fel

ds2 = −
(
1− 2µ

r

)
dudv + r2dΩ2

2 (2.16)

ami megegyezik a Schwarzschild-téridő ismert (A.5) egyenletben leírt dupla null koordi-
nátás alakjával, ha µ ≡ M tömeg.

Tehát ebben a fejezetben a (2.1a)-(2.1d) Einstein-egyenletekből meghatároztam egy
összefüggést f(u, v) függvényre, amiben volt egy-egy u-tól és v-től függő változó (A(v), B(u)).
Ezeket a változóknak többféleképpen meg lehet választani az értékét úgy, hogy azok egy
helyes, két fényszerű koordinátát tartalmazó metrikát adjanak. A metrikák dupla null
koordinátái különbözőek lesznek attól függően, hogy hogy választjuk meg ezeket a függ-
vényeket.

A (2.4) egyenletben bejövő µ integrációs változót mindkét esetben interpretálhattuk M
tömegnek. Ez felveti a kérdést, hogy (A.27) Einstein-tenzorral és egy, a vákuumtól külön-
böző energia-impulzus tenzorral rendelkező Einstein-egyenletből, amiben az az egyenlet
hasonló alakban létrejön, interpretálható-e µ tömegnek, és ha nem, akkor milyen másik
változóval tehető ez meg.
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8 3 VAIDYA-TÉRIDŐ DUPLA NULL KOORDINÁTÁBAN 3. fejezet

3. Vaidya-téridő dupla null koordinátában

3.1. A null-por kettős fényszerű koordinátákban

A számolások során a v irányba terjedő sugárzás esetében fogom vizsgálni a Vaidya-
téridőt. A v irányú sugárzás esetén az energia impulzus tenzor a következő alakban írható
fel:

Tab =
h (u, v)

8π
δvaδ

v
b , (3.1)

ahol h(u, v) az energiasűrűség.
Az Einstein-egyenletek alakja (3.1) energia-impulzus tenzor esetén a (2.1a)-(2.1d)

Schwarzschild-téridőben kapott egyenletrendszerhez hasonló, azt csak a (2.1b) egyenlet-
ben kell módosítani a következőre:

2

r

(
r,vf,v
f

− r,vv

)
= h(u, v) (3.2)

3.2. Einstein-egyenletek egyszerűsítése

Az egyenletrendszer megoldása során néhány részeredmény megegyezik a vákuum-
megoldásban tárgyalt részeredményekkel. (2.1c) egyenletből levezethető (2.4) egyenlet, a
továbbiakban használt µ(v) függvény megegyezik az ott definiált függvénnyel. A (2.1c)
egyenletet v szerint differenciálva

1

r

(
r2r,uvv

f
+

2rr,vr,uv
f

− r2r,uvf,v
f 2

)
− r,u

f

(
r,vf,v
f

− r,vv

)
= 0

összefüggést kapjuk, ahol (3.2) és a (2.4) egyenletet felhasználva

h =
2µ,vr,uv
µ(v)r,u

(3.3)

összefüggést kapjuk. A (2.4) egyenletbe behelyettesítve (2.2) és (2.1d) egyenletet:

r,v = −A(v)

(
1− 2µ(v)

r

)
(3.4)

a (2.7) egyenlethez hasonló egyenletet kapunk, annyi különbséggel, hogy itt µ(v) a v
tetszőleges függvénye, ellentétben a vákuum esettel. A (3.4) egyenlet u szerinti deriváltját

r,uv
r,uµ(v)

= −2A(v)

r2

behelyettesítve (3.3) egyenletbe

h = −4A(v)µ,v

r2
(3.5)

összefüggést kapjuk. Így a (2.1a), (2.1c), (2.1d) és (3.2) Einstein-egyenleteket át tudtuk
alakítani (2.2), (3.4), (3.5) alakra. Ezek elsőrendű nemlineáris parciális differenciálegyen-
letek, amelyek segítségével közelebb kerülünk f(u, v) függvény egzakt alakjának megha-
tározásához.
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9 3 VAIDYA-TÉRIDŐ DUPLA NULL KOORDINÁTÁBAN 3. fejezet

A gyenge energiafeltétel [15] miatt az energiasűrűség nem vehet fel negatív értéket:

h ≥ 0.

Emiatt (3.5) egyenletből adódik A(v) és µ(v) változókra egy egyenlőtlenségi feltétel:

A(v)µv ≤ 0. (3.6)

Mivel a további számolásokhoz A(v) és µ(v) függvények értékét meg kell választanunk, az
egyszerűség kedvéért tekintsük A(v)-t egy előjel konvenciónak a következő módon

A(v) = − µ,v

2
∣∣µ,v

∣∣ = −ε

2
, µ,v ̸= 0, (3.7)

ahol ε = 1, ha µ,v > 0, illetve ε = −1, ha µ,v < 0. Ezzel a (2.2), (3.4), (3.5) egyenletek a
következő alakra egyszerűsödnek:

− εr,u = f , (3.8a)

r,v =
ε

2

(
1− 2µ(v)

r

)
, (3.8b)

h =
2εµ,v

r2
. (3.8c)

Tehát a (2.1a), (2.1c), (2.1d) és (3.2) Einstein-egyenleteket leegyszerűsítettük (3.8a),
(3.8b) és (3.8c) elsőrendű nemlineáris parciális differenciálegyenletekre.

3.3. Az Einstein-egyenletek egzakt megoldásai

A Tab =
h(u,v)
8π

δvaδ
v
b energia-impulzus tenzor segítségével a

ds2 = −2f (u, v) dudv + r2 (u, v) dΩ2

metrika (A.27) Einstein-egyenleteit leegyszerűsítettük a (3.8a), (3.8b) és (3.8c) első rendű
nemlineáris parciális differenciálegyenletekre. A (3.8b) egyenlet v változó szerinti integ-
rálásával r(u, v) függvény értéke meghatározható. Ezt u szerint deriválva (3.8a) egyenlet
alapján megadható f(u, v) függvény. f(u, v) ismeretében a gömbszimmetrikus téridők ál-
talános két fényszerű koordinátát tartalmazó (A.15) ívelemnégyzetének felhasználásával
megadható a téridő egzakt alakja. A (3.8b) egyenletnek a Lindquist, Schwartz és Misner
nem [16], Hiscock, Williams és Eardley [12], valamint Waugh és Lake [13] pedig csak
speciális esetben találták analitikus megoldását. A (3.8b) egyenlet v szerinti integráljában
megjelenő integrációs függvény, amely u függvénye megválasztható úgy, hogy ha µ(v) line-
áris [12] [13] vagy exponenciális [13] függvényként választjuk meg, akkor f(u, v) függvény
nem lesz szinguláris.

Mivel a vákuummegoldás esetén µ(v) tömegként lett interpretálva, tekintsük ebben az
esetben azt tömegfüggvénynek. Ez a megválasztás a két téridő közötti különbség alapján is
célszerű, ugyanis míg Schwarzschild téridőben a tömeg állandó, addig Vaidya-téridő esetén
a tömeg egy null koordináta függvénye. A következő fejezetekben az µ(v) tömegfüggvény
különböző eseteit fogjuk megvizsgálni.
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10 3 VAIDYA-TÉRIDŐ DUPLA NULL KOORDINÁTÁBAN 3. fejezet

3.3.1. Lineáris tömegfüggvény

Először tekintsük µ(v) függvényt lineárisnak. [12] [13]

µ = λεv (3.9)

ahol λ egy > 0 konstans és ε előjel konvenció.
A (3.9) felhasználásával (3.8b) egyenlet mindkét felírható a következő módon:

1

v

∂r

∂v
− r

v2
=

ε

2v

(
1− 2λεv

r

)
− r

v2
, (3.10)

ami tovább alakítható a következő módon:

1

v
=

2rv

−2r2 + rεv − λ2v2
∂

∂v

[
r

v

]
(3.11)

Ezt formálisan integrálva v szerint∫
2 r
v

−2 r2

v2
+ r

v
ε− 2λ

d

[
r

v

]
= ln εv +D(u) (3.12)

egyenlethez jutunk, ahol D(u) egy tetszőleges függvénye u-nak. Mivel a formális integ-
rálásban az integrandusban a változók csak olyan formában találhatóak meg, mint az
integrálási változóban, ezért elvégezhető rajta az u szerinti deriválás

r,u = D,u

r2 − 1
2
rεv + λv2

r
.

Ezt (3.8a) egyenletbe visszahelyettesítve f(u, v) függvényre

f = −εD,u

r2 − 1
2
εvr + λv2

r
(3.13)

összefüggést kapjuk. Ezt követően csak D(u) függvényt kell kiválasztani úgy, hogy f(u, v)
mindenhol nullától különböző értéket vegyen fel. D(u) megválasztása emellett (3.12)
egyenleten keresztül definiálja r(u, v)-t függvényt is.

A (3.13) összefüggés vizsgálatát több részre kell felbontanunk, ugyanis az egyenletben
szereplő r2 − 1

2
εvr + λv2 tagnak λ értékétől függően 0, 1 vagy 2 zérushelye lehet, amely

változtat a megoldás alakján.

Ívelemnégyzet λ > 1
16

konstans tag esetén

Ha λ > 1
16

, f(u, v) nemnulla minden esetben, így

D = −εu (3.14)

választással f(u, v) függvényre a következő összefüggést kapjuk:

f =
r2 − 1

2
εvr + λv2

r
(3.15)

Elvégezve a (3.12) egyenletben lévő integrálást∫
2 r
v

−2 r2

v2
+ r

v
ε− 2λ

d

[
r

v

]
=

1

2
ln

(
α +

r2

c2v2
− r

2cv

)
+

1

δ
arctan

(
4r − cv

δcv

)
10



11 3 VAIDYA-TÉRIDŐ DUPLA NULL KOORDINÁTÁBAN 3. fejezet

egyenletet kapjuk (δ ≡
√
16λ− 1), ha λ > 1

16
. Emiatt a (3.12) és (3.14) egyenletek

felhasználásával

− εu =
1

2
ln
(
2λv2 + 2r2 − rεv

)
+

1

δ
arctan

(
4r − εv

δεv

)
. (3.16)

egyenletet kapjuk. r(u, v) függvényt ez az implicit reláció adja meg.
Tehát lineáris tömegfüggvény esetén, ahol λ > 1

16
a téridő a következő ívelemnégyzettel

írható fel:

ds2 = −2
r2 − 1

2
εvr + λv2

r
dudv + r2dΩ2 (3.17)

ahol r(u, v) függvényt (3.16) implicit reláció adja meg.

Ívelemnégyzet λ = 1
16

konstans tag esetén

λ = 1
16

esetén r2− 1
2
εvr+λv2 másodfokú egyenlet diszkriminánsa 0 lesz, így 1 zérushelye

adódik, ami miatt f(u, v) következő alakú lesz

f = −εD,u (4r − εv)2

16r
, (3.18)

ahol (3.12)-ből ∫
2 r
v

−2 r2

v2
+ r

v
ε− 1

8

d

[
r

v

]
=

cv

cv − 4r
+ ln

∣∣∣∣ rcv − 1

4

∣∣∣∣
felhasználásával

D(u) =
εv

εv − 4r
+ ln

∣∣∣∣4r − εv

4

∣∣∣∣ (3.19)

egyenlet adódik. D(u) függvényt

D(u) = ε

(
1

u
− u

)
(3.20)

alakban választva azt találjuk, hogy

f =
(4r − εv)2

16r

(
1

u2
+ 1

)
. (3.21)

A (3.19) és (3.20) egyenletek felhasználásával

ε

(
1

u
− u

)
=

εv

εv − 4r
+ ln

∣∣∣∣4r − εv

4

∣∣∣∣ (3.22)

egyenletet kapjuk. r(u, v) függvényt ez az implicit reláció adja meg.
A (3.21) megoldást viszont a jelenlegi formájában nem tudjuk értelmezni a 4r =

εv > 0, u = 0 pontban, ugyanis f(u, v) függvény v-t tartalmazó része 0-hoz, míg u-t
tartalmazó része ∞-hez tart. A köztük lévő kapcsolat meghatározásához először írjuk
fel (3.21) egyenletet úgy is, hogy u-t csak D(u) függvényben tartalmazzon a következő
módon:

f =
(4r − εv)2

32r

(
D2(u) + 4 + cD(u)

(
D2(u) + 4

) 1
2

)
.

11



12 3 VAIDYA-TÉRIDŐ DUPLA NULL KOORDINÁTÁBAN 3. fejezet

Itt ha D(u) helyére annak (3.19) egyenletben leírt alakját helyettesítjük, f(u, v)-re kapunk
egy olyan összefüggést, amiben csak v függés van. Mivel

lim
4r−→εv

(4r − εv) ln

∣∣∣∣4r − εv

4

∣∣∣∣ = 0 ,

úgyhogy f(u, v) határértéke adott pontban

f =
εv

4
(3.23)

egyenletre egyszerűsödik.
Tehát lineáris tömegfüggvény esetén, ahol λ = 1

16
a téridő a következő ívelemnégyzettel

írható fel:

ds2 = −(4r − εv)2

8r

(
1

u2
+ 1

)
dudv + r2dΩ2 , (3.24)

ahol r(u, v) függvényt (3.22) implicit reláció adja meg.

Ívelemnégyzet λ < 1
16

konstans tag esetén

A λ < 1
16

esetben 2 zérushelye lesz f(u, v) számlálójában lévő függvénynek, így az a
következő alakban írható fel:

f = −εD,u

(
r − εv(1+

√
1−16λ)
4

)(
r − εv(1−

√
1−16λ)
4

)
r

,

ami ∆ ≡
√
1− 16λ, r1 ≡ εv (1−∆) és r2 ≡ εv (1 + ∆) jelölésekkel

f = −εD,u

(
r − r1

4

) (
r − r2

4

)
r

(3.25)

alakra egyszerűsödik.
Elvégezve a (3.12) egyenletben lévő integrálást λ < 1

16
esetben

∫
2 r
v

−2 r2

v2
+ r

v
ε− 2λ

d

[
r

v

]
= ln

∣∣∣∣∣∣
(

r

εv
− 1 + ∆

4

)∆+1
2∆
(

r

εv
− 1−∆

4

)∆−1
2∆

∣∣∣∣∣∣
egyenletet kapjuk, így a (3.12) egyenlet a kövezkező alakot veszi fel:

D(u) = ln

∣∣∣∣∣∣
(
r − r2

4

)∆+1
2∆
(
r − r1

4

)∆−1
2∆

∣∣∣∣∣∣. (3.26)

Mivel most f(u, v) két pontban is felvesz 0 értéket, D(u) megválasztását kétféleképpen
tesszük meg, hogy azok a téridő más-más tartományára adjanak nekünk hasznos infor-
mációt.

Első esetben D(u)-t a következő függvénnyel határozzuk meg:

D(u) =
1 + ∆

2∆
ln |εu| . (3.27)

12



13 3 VAIDYA-TÉRIDŐ DUPLA NULL KOORDINÁTÁBAN 3. fejezet

Ekkor (3.27) és (3.26) között felírható a következő összefüggés:

|εu| =

∣∣∣∣∣∣
(
r − r2

4

)(
r − r1

4

)∆−1
1+∆

∣∣∣∣∣∣ .
Amiből εu > 0, r2

4
> r feltételek választásával u-ra a következő összefüggést kapjuk:

u = ε

(
r2
4
− r

)(
r − r1

4

)∆−1
1+∆

. (3.28)

Ez meghatározza r(u, v) függvényt implicit módon. A (3.27) egyenletet u szerit deriválva
majd behelyettesítve

D,u = ε
1 + ∆

2∆

(
r2
4
− r

)−1(
r − r1

4

) 1−∆
1+∆

egyenletet kapjuk D,u-ra, így f(u, v) függvényre (3.25) egyenlet alapján a következőt kap-
juk:

f =
1 +∆

2∆r

(
r − r1

4

) 2
1+∆

. (3.29)

Tehát (3.27) választás r > r1
4

téridő tartomány esetén megfelelő választás.
Hasonló módon

D(u) =
∆− 1

2∆
ln |εu| (3.30)

választás is célravezető, ekkor εu > 0 és r1
4
> r feltételek választásával u-ra a következő

összefüggés áll elő

u = ε

(
r − r2

4

)(∆+1
∆−1)(r1

4
− r

)
, (3.31)

ami r(u, v) függvényt is definiálja implicit módon. A (3.30) egyenletet u szerint deriválva
majd (3.31) összefüggést behelyettesítve

D,u =
∆− 1

2∆
ε

(
r − r2

4

)(∆+1
1−∆)(r1

4
− r

)−1

egyenletet kapjuk D,u-ra, így f(u, v) függvényre (3.25) egyenlet alapján a következő össze-
függést kapjuk:

f =
1−∆

2∆r

(
r2
4
− r

) 2
1−∆

. (3.32)

Tehát (3.30) választás r < r2
4

téridő tartomány esetén megfelelő választás.
Tehát lineáris tömegfüggvény esetén, ahol λ < 1

16
a téridőt két módon írtuk fel, hogy

a téridő különböző részeire adjunk leírást.
Ha a r > r1

4
téridő tartományt szeretnénk vizsgálni az ívelemnégyzet a következő

alakot veszi fel:

ds2 = −1 + ∆

∆r

(
r − r1

4

) 2
1+∆

dudv + r2dΩ2 (3.33)

ahol r(u, v) függvényt (3.28) implicit reláció adja meg.

13



14 3 VAIDYA-TÉRIDŐ DUPLA NULL KOORDINÁTÁBAN 3. fejezet

Ha a r < r2
4

téridő tartományt szeretnénk vizsgálni az ívelemnégyzet a következő
alakot veszi fel:

ds2 = −1−∆

∆r

(
r2
4
− r

) 2
1−∆

dudv + r2dΩ2 (3.34)

ahol r(u, v) függvényt (3.31) implicit reláció adja meg.
Ebben a fejezetben tehát meghatároztuk a Vaidya-téridő dupla null koordinátás alak-

ját abban az esetben, ha az Einstein-egyenletek (3.8a), (3.8b) (3.8c) egyszerűsített alakjá-
ban szereplő µ(v) tömegfüggvény a v koordinátának lineáris függvénye. Ezeket az eredmé-
nyeket Waugh és Lake [13], illetve Hiscock, Williams és Eardley [12] érte el, de a hozzájuk
vezető számolásokat sehol nem prezentálták részletesen. Nekem sikerült azokat elérnem,
így a számolásokat reprodukálnom.

3.3.2. Lineáris tömegfüggvénynél használt módszer alkalmazása általános tö-
megfüggvényre

Az előző számolásokban egy v szerinti formális integrál létrehozására törekedtünk,
ahol az integrandus változói megegyeztek alakban az integrálási változóval, hogy utána
deriválni tudjuk ezt az integrált u szerint. Ekkor (3.8b) egyenletet a következő alakra
hozhatjuk:

1

n (v)

∂r

∂v
− r

n (v)2
∂n

∂v
=

ε

2n (v)

(
1− 2µ (v)

r

)
− r

n (v)2
∂n

∂v
(3.35)

így a teljes derivált r
v

helyett általánosabb r
n

alakú lesz, ahol n (v) a v tetszőleges függvénye:

∂

∂v

[
r

n

]
=

εrn− 2µn− 2r2 ∂n
∂v

2n2r
. (3.36)

Ekkor a formális integrálást elvégezve, az integrandusban kialakítva az integrálási változót
a következőt kapjuk: ∫

2 r
n

ε r
n
− 2µ

n
− 2 r2

n2
∂n
∂v

[
r

n

]
=

∫
1

n
dv. (3.37)

A (3.37) egyenlet alapján n-re és µ-re az alábbi feltételeknek kell teljesülnie, hogy u szerint
deriválhassuk az egyenletet:

µ (v)

n (v)
= 1,

∂n

∂v
= λ (3.38)

ahol λ konstans. Ekkor a tömegfüggvényre a következőt kapjuk:

µ (v) = n (v) = λv +K, (3.39)

ahol K integrációs állandó, amit K = 0-nak véve megkapjuk a fent tárgyalt esetet. Az
összes többi K-ra fenálló esetet megkapjuk egy időeltolással.

Tehát az előbb leírt módszerrel csak a lineáris tömegfüggvény esetét lehet megoldani,
más tömegfüggvényekhez más módszert kell találni.

3.3.3. Exponenciális tömegfüggvény

µ(v) tömegfüggvényt exponenciálisnak tekintjük a következőképp [13]

µ =
1

β

(
αe

βεv
2 + 1

)
, (3.40)

14



15 3 VAIDYA-TÉRIDŐ DUPLA NULL KOORDINÁTÁBAN 3. fejezet

ahol α, β > 0 konstansok, ε előjel konvenció és −∞ < v < ∞. A tömegfüggvényt v szerint
deriválva

µ,v =
εα

2
e

εβv
2 (3.41)

látható, hogy felírható egy összefüggés ami kapcsolatot teremt µ(v) és annak deriváltja
között

µ,v =
ε

2
[µβ − 1] . (3.42)

Célunk ennek az összefüggésnek a használatával egy r-ben nulladrendű összefüggés kiala-
kítása. Első lépésként szorozzuk meg mindkét oldalt 2

β
[r + x]-el:

µ,v
2x

β
+

2µ,vr

β
= ε [µβ − 1]

x

β
+ ε [µβ − 1]

r

β
,

ahol bevezetjük

x =

(
r2 − 4r

β
+

4µ

β

) 1
2

(3.43)

összefüggést. Az egyenlethez mindkét oldalon hozzáadva rε
2
x+ ε

2

(
r2 − 2(r−2µ)

β

)
tagot, majd

átrendezve azt

r2
ε

2

(
1− 2µ

r

)
+ r

ε

2

(
1− 2µ

r

)
x− 2r

β

ε

2

(
1− 2µ

r

)
+

2rµ,v

β
+

2µ,v

β
x =

rε

2
x− ε

β
x+

ε

2
x2

alakot hozhatjuk ki, ami kedvező nekünk, ugyanis többször előfordul benne ε
2

(
1− 2µ

r

)
tag,

ami megegyezik (3.8b) egyenlet jobb oldalával, így be tudjuk hozni r,v-t az összefüggésbe.
Ez azért hasznos, mert a segítségével átalakítható az összefüggés olyan alakra, amit v
szerint integrálva az összes elsőrendű tag eltűnik az összefüggésből.

r2r,v + rr,vx− r
2
(
r,v − µ,v

)
β

+
2µ,v

β
x =

rε

2
x− ε

β
x+

ε

2
x2

Az egyenlethez hozzáadva és kivonva 2r,v
β
x+ 2

β

(
rr,v −

2(r,v−µ,v)
β

)
tagot, majd

(
r − 2

β
+ x
)

x
β

taggal való osztással

β
1

2
x−1

(
2rr,v −

4
(
r,v − µ,v

)
β

)
+ 2

r,v +
1
2
x−1

(
2rr,v −

4(r,v−µ,v)
β

)
r − 2

β
+ x

− βε

2
= 0

alakú lesz, ami egyértelműen integrálható v szerint

βx+ 2 ln

∣∣∣∣r − 2

β
+ x

∣∣∣∣− εβv

2
= P (u), (3.44)

ahol P (u) egy tetszőleges függvénye u-nak. Ezt követően u szerint deriválva az egyenletet:

βx,u + 2
r,u + x,u

r − 2
β
+ x

= P,u ,

majd felhasználva

x,u = x−1r,u

(
r − 2

β

)
15



16 4 A TÖMEGFÜGGVÉNY INTERPRETÁCIÓJA 4. fejezet

összefüggést, r,u-ra

r,u =
xP,u

rβ
(3.45)

összefüggést kapjuk. Ezt visszahelyettesítve (3.8a) egyenletbe kapjuk az f(u, v) függvényre
jelenleg érvényes összefüggést, ami

f = −εxP,u

rβ
. (3.46)

Ekkor P (u) függvényre egy egyszerű választással élhetünk,

P (u) = −εu (3.47)

ami segítségével f(u, v)
f =

x

βr
(3.48)

alakra egyszerűsödik.
A (3.47) és (3.44) egyenletek segítségével

βx+ 2 ln

∣∣∣∣r − 2

β
+ x

∣∣∣∣− εβv

2
= −εu (3.49)

összefüggést kapjuk. Ez meghatározza r(u, v) függvényt implicit módon.
Tehát exponenciális tömegfüggvény esetén a téridő a következő ívelemnégyzettel írható

fel:
ds2 = −2x

βr
dudv + r2dΩ2 , (3.50)

ahol r(u, v) függvényt (3.49) implicit reláció adja meg.
Ezeket az eredményeket Waugh és Lake érte el [13], de a hozzájuk vezető számolásokat

sehol nem prezentálták, de nekem sikerült azokat elérnem, így a számolásokat reprodu-
kálnom.

4. A tömegfüggvény interpretációja

Ebben a fejezetben µ(v) tömegfüggvény fizikai interpretációját vizsgáljuk meg az előző
fejezetben, Vaidya-téridőben kapott metrikák esetén. Ezt úgy fogjuk elvégezni, hogy a dup-
la null koordinátákban kapott metrikákat áttranszformáljuk a Vaidya-téridő Eddington–
Finkelstein koordinátákat tartalmazó alakjába.

4.1. Koordináta transzformáció

Az (u, v) koordinátákat tartalmazó (A.15) metrikát szeretnénk áttranszformálni az
(r, v′) koordinátákkal rendelkező

ds2 = −
(
1− 2M(v)

r

)
dv′2 + 2εdv′dr + r2dΩ2

2

metrikára. Ezek között a következő kapcsolatnak kell fennállnia, hogy egyenlőek legyenek
egymással:

2fdudv =

[(
1− 2M

r

)
dv′ − 2εdr

]
dv′. (4.1)

16



17 4 A TÖMEGFÜGGVÉNY INTERPRETÁCIÓJA 4. fejezet

(du, dv) és (dr, dv′) között (4.1) egyenlet alapján felírhatjuk a transzformáció mátrixát:du

dv

 =

− ε
f

1
2f

(
1− 2M

r

)
0 1

dr

dv′

 . (4.2)

Ez alapján meg kell határoznunk az adott koordináták szerinti deriválások közötti
transzformációt. Ezeket a transzformációkat felírhatjuk általános alakban

∂

∂u
= α

∂

∂r
+ β

∂

∂v′
,

∂

∂v
= γ

∂

∂r
+ δ

∂

∂v′
,

(4.3)

ahol α, β, γ és δ értékét kell meghatároznunk. Ezekhez a koordináták és az azok szerinti
deriváltak belső szorzatainak következő összefüggéseit használjuk:〈

du,
∂

∂u

〉
= 1 ,〈

du,
∂

∂v

〉
= 0 ,

〈
dv,

∂

∂u

〉
= 0 ,〈

dv,
∂

∂v

〉
= 1 .

Ezekbe behelyettesítve a (4.2) és (4.3) transzformációk szükséges részeit, a következő
összefüggéseket kapjuk:

α = −εf ,

γ =
ε

2

(
1− 2M

r

)
,

β = 0 ,

δ = 1 .

Így a parciális deriváltak a következő módon transzformálódnak: ∂
∂u
∂
∂v

 =

 −εf 0
ε
2

(
1− 2M

r

)
1

 ∂
∂r
∂
∂v′

 . (4.4)

A (4.2) mátrix du-ra felírható egyenletéből dr-re felírható

dr =
1

2

(
1− 2M

r

)
dv − fdu (4.5)

teljes differenciál. Ez az egyenlet akkor lesz teljes differenciál, ha létezik olyan F függvény,
amire

− f =
∂F

∂u
,

1

2

(
1− 2M

r

)
=

∂F

∂v
, (4.6)

ami a vegyesszorzatok egyenlősége esetén teljesül:

∂

∂v
(−f) =

∂

∂u

[
1

2

(
1− 2M

r

)]
. (4.7)

Ahol elvégezve a transzformációkat a deriváltakon[
ε

2

(
1− 2M

r

)
∂

∂r
+

∂

∂v′

]
(−f) = −εf

∂

∂r

[
1

2

(
1− 2M

r

)]
(4.8)
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18 4 A TÖMEGFÜGGVÉNY INTERPRETÁCIÓJA 4. fejezet

összefüggést kapjuk.
Tehát csak akkor létezik transzformáció (u, v) és (r, v′) koordináták között, ha a met-

rikák teljesítik (4.8) összefüggést. (4.8) összefüggés vizsgálatával megállapítható, hogy
milyen kapcsolat van a µ(v) tömegfüggvény és a Vaidya-téridő Eddington–Finkelstein ko-
ordinátákat tartalmazó alakjában szereplő M(v) tömegfüggvény között, ezzel igazolható
annak a helyessége, hogy µ(v) függvényt tömegfüggvénynek interpretáltuk.

4.2. Lineáris tömegfüggvény

Amikor µ(v) tömegfüggvényt lineárisnak választottuk
[
µ(v) = ελv

]
3 különböző esetet

vizsgáltunk aszerint, hogy az µ(v) függvényben szereplő λ paraméter mekkora.

Lineáris tömegfüggvény λ > 1
16

konstans tag esetén

λ > 1
16

választás esetén f(u, v) függvény (3.15) alakú lesz, ami miatt (4.8) összefüggés

−ε

2

(
1− 2M

r

)(
−
r2 − 1

2
εvr + λv2

r2
+

2r − 1
2
εv

r

)
−

(
−1

2
εr + 2λv

r

)

= −ε
r2 − 1

2
εvr + λv2

r

M

r2
(4.9)

alakot vesz fel, ami (3.9) felhasználásával

µ(v) = M(v) (4.10)

alakra egyszerűsödik.

Lineáris tömegfüggvény λ = 1
16

konstans tag esetén

λ = 1
16

választás esetén f(u, v) függvény (3.21) alakú lesz, ami miatt (4.8) összefüggés

−ε

2

(
1− 2M

r

)(
−16r2 − 8rεv + v2

16r2
+

32r − 8εv

16r

)(
1

u2
+ 1

)
−
(
−8rε+ 2v

16r

)(
1

u2
+ 1

)
= −ε

M

r2
16r2 − 8rεv + v2

16r

(
1

u2
+ 1

)
(4.11)

alakú lesz, ami (3.9) felhasználásával az előző esethez hasonlóan

µ(v) = M(v)

összefüggésre egyszerűsödik.

Lineáris tömegfüggvény λ < 1
16

konstans tag esetén

λ < 1
16

paraméter esetén 2 különböző metrika lett megadva, attól függően, hogy a
téridő melyik tartományát figyeljük. Az első esetben, ahol r > r1

4
, f(u, v) függvény (3.29)

18



19 4 A TÖMEGFÜGGVÉNY INTERPRETÁCIÓJA 4. fejezet

alakú lesz, ami miatt (4.8) összefüggés

− ε

2

(
1− 2M

r

)−1 + ∆

2∆r2

(
r − r1

4

) 2
1+∆

+
1

∆r

(
r − r1

4

) 2
1+∆

−1


+

 1

∆r

(
r − r1

4

) 2
1+∆

−1(
ε (1−∆)

4

)
= −ε

1 + ∆

2∆r

(
r − r1

4

) 2
1+∆ M

r2

(4.12)

alakú lesz, ami a következő alakra egyszerűsíthető:

− ε

2

[
−1

r
+

2

1 + ∆

(
r − r1

4

)−1
]

+ ε
M

r

[
2

1 + ∆

(
r − r1

4

)−1
]

+

[
2

1 + ∆

(
r − r1

4

)−1(
ε (1−∆)

4

)]
= 0 .

Az egyenletben többször előfordul 2
1+∆

(
r − r1

4

)−1, amit (3.9) felhasználásával a követke-
zőképp tudjuk átalakítani:

2

1 + ∆

(
r − r1

4

)−1

=
2

(1 + ∆) r − 4µ(v)
.

Segítségével az egyenletünk a
µ(v) = M(v)

összefüggésre egyszerűsödik.
A második esetben r < r2

4
téridő tartományon vizsgáljuk a téridőt, ahol f(u, v) függ-

vény (3.32) alakú lesz, ami miatt (4.8) összefüggés

− ε

2

(
1− 2M

r

)−1−∆

2∆r2

(
r2
4
− r

) 2
1−∆

− 1−∆

2∆r

2

1−∆

(
r2
4
− r

) 2
1−∆

−1


−

1−∆

2∆r

2

1−∆

(
r2
4
− r

) 2
1−∆

−1(
ε (1 + ∆)

4

)
= −ε

1−∆

2∆r

(
r2
4
− r

) 2
1−∆ M

r2

(4.13)

alakú lesz. Ez

− ε

2

[
−1

r
− 2

1−∆

(
r2
4
− r

)−1
]
+ ε

M

r

[
− 2

1−∆

(
r2
4
− r

)−1
]

−

[
2

1−∆

(
r2
4
− r

)−1(
ε (1 + ∆)

4

)]
= 0
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20 4 A TÖMEGFÜGGVÉNY INTERPRETÁCIÓJA 4. fejezet

összefüggésre egyszerűsíthető. Az egyenletben többször előfordul 2
1−∆

(
r2
4
− r
)−1, amit a

következőképp tudunk átalakítani (3.9) felhasználásával:

2

1−∆

(
r2
4
− r

)−1

=
2

4µ− r (1−∆)
.

Ezt visszahelyettesítve az egyenletünk

µ(v) = M(v)

összefüggésre egyszerűsödik.
Az, hogy µ(v) összes esetben megegyezett a Vaidya-téridő Eddington–Finkelstein ko-

ordinátákban vett tömegfüggvényével azt jelenti, hogy µ(v) függvényt interpretálhatjuk
tömegfüggvényként, ha a tömegfüggvény lineáris.

4.3. Exponenciális tömegfüggvény

A lineáris esethez hasonló módon µ(v) exponenciális függvényként való megválasztása
esetén is igazolni kell, hogy az adott két fényszerű koordinátát tartalmazó koordináta-
rendszerből a metrika áttranszformálható-e az ismert Eddington–Finkelstein koordinátá-
kat tartalmazó (A.31) metrikába. Ehhez itt is teljesülnie kell (4.8) összefüggésben felírt
vegyes deriváltak egyenlőségének. Segítségével megállapíthatjuk, hogy µ(v) tömegfügg-
vényként való interpretálása helyes volt-e ebben az esetben is.

Exponenciális tömegfüggvény esetén f(u, v) függvényt (3.48) és (3.43) egyenlettel de-
finiáljuk. Ebben az esetben (4.8) egyenlet

− ε

2

(
1− 2M

r

)−
(
r2 − 4r

β
+ 4µ

β

) 1
2

βr2
+

1

2

(
r2 − 4r

β
+ 4µ

β

)− 1
2

βr

(
2r − 4

β

)

−

12
(
r2 − 4r

β
+ 4µ

β

)− 1
2

βr

4µ,v′

β

 = −ε

(
r2 − 4r

β
+ 4µ

β

) 1
2

βr

M

r2

(4.14)

alakú lesz. Ezt a következő alakra egyszerűsíthetjük:

ε

2

[
r − 4

β
+

4µ

βr
−
(
r − 2

β

)]
+ ε

M

r

(
r − 2

β

)
=

(
2µ,v′

β

)
Itt felhasználjuk (3.42) összefüggést, ami kapcsolatot teremt µ(v) függvény és v szerinti
deriváltja között. Ekkor az egyenletünk

µ(v) = M(v)

alakra egyszerűsödik,
Az, hogy µ(v) összes esetben megegyezett a Vaidya-téridő Eddington–Finkelstein ko-

ordinátákban vett tömegfüggvényével azt jelenti, hogy µ(v) függvényt interpretálhatjuk
tömegfüggvényként mind lineáris, mind exponenciális null koordináta függés esetén.

Ez megegyezik a vákuummegoldásban található felvetéssel. Ott a Schwarzschild-téridő
két fényszerű koordinátát tartalmazó alakjának keresése során egy integrációs változóról
derült ki, hogy interpretálható tömegként. Vaidya-téridő esetén szintén megjelent ez az
integrálással keletkező változó és ebben az esetben is interpretálható volt tömegként.

20



21 5 ELEKTROMOSAN TÖLTÖTT VAIDYA-TÉRIDŐ 5. fejezet

5. Elektromosan töltött Vaidya-téridő

A Vaidya-téridő segítségével nem írható le olyan sugárzó égitest, amely elektromos
töltéssel rendelkezik. Ennek a modellezéséhez a Vaidya-téridő egyik legegyszerűbb általá-
nosítását, a Bonnor–Vaidya-téridőt [7] alkalmazzák. A téridő ívelemnégyzete

ds2 = −

[
1− 2M(w)

r
+

Q (w)2

r2

]
dw2 + 2εdwdr + r2dΩ2

2 (5.1)

annyiban különbözik a Vaidya-téridő Eddington–Finkelstein koordinátákban megadott
(A.31) alakjától, hogy az ívelemnégyzet dw2 koordinátájában megjelenik egy Q2

r2
tag, ahol

Q (w) töltésparaméter a null koordináta függvénye [17] [7].
A számolások egyszerűsítése érdekében vizsgáljuk azt az esetet, ahol a töltés állan-

dó
(
Q (w) = Q

)
, majd vegyük a Vaidya-téridőhöz hasonló módon a v irányba terjedő

sugárzást, így az ívelemnégyzet

ds2 = −

[
1− 2M(v)

r
+

Q2

r2

]
dv2 + 2dvdr + r2dΩ2

2 (5.2)

alakú.
A (5.2) esetben az Einstein-egyenletek alakja a következő lesz [17]:

2

r

(
r,uf,u
f

− r,uu

)
= 0 (5.3a)

2

r

(
r,vf,v
f

− r,vv

)
=

2M,v

r2
(5.3b)

r2

f 2

(
f,uf,v
f

− f,uv

)
− 2rr,uv

f
=

Q2

r2
(5.3c)

f + 2
(
rr,uv + r,ur,v

)
r2

=
Q2

r4
(5.3d)

Ennek az egyenletrendszernek nem sikerült megoldását találnom, annak bonyolultsága
miatt.

Közelítő megoldás kereséséhez tekintsük Q2

r2
<< 2M

r
esetet. Ez kis mértékben tér csak

el a Q = 0 esetben talált megoldásoktól. Ekkor definiálható egy η mennyiség, amely
nagyságrendje megegyezik Q2

r2
nagyságrendjével:

η = O

(
Q2

r2

)
(5.4)

Az η segítségével f és r függvény Vaidya-téridőben meghatározott egzakt megoldása-
iból kialakíthatóak a perturbációs függvények a következő módon:

f̃ = fV + ηF, r̃ = rV + ηR, (5.5)

ahol fV , és rV a Vaidya-téridőben talált metrikák komponensei, ηF és ηR pedig pertur-
bációk.

Fontos figyelembe venni, hogy a Q2

r2
<< M

r
feltétel r-től függ és origóhoz közelítve a

Q2-et tartalmaző tag nagyobb ütemben növekszik, ezért a közelítő összefüggés csak egy
kiválasztott

rmin >>
Q2

M
(5.6)
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22 5 ELEKTROMOSAN TÖLTÖTT VAIDYA-TÉRIDŐ 5. fejezet

értéknél nagyobb r értékek esetén alkalmazható.
A (5.7a)-(5.7d) egyenleteket átrendezhetjük a következő módon

r,uf,u − fr,uu = 0 (5.7a)
rr,vf,v − frr,vv = fM,v (5.7b)

r4f,uf,v − r4ff,uv − 2f 2r3r,uv = f 3Q2 (5.7c)
r2f + 2r3r,uv + 2r2r,ur,v = Q2 (5.7d)

hogy az r és f függvények ne legyenek a nevezőben, ugyanis ez megnehezíti a közelítő
megoldás keresését.

A (5.5) közelítést felhasználva a (5.7a)-(5.7d) egyenletekben, a lineáris rendnél nagyobb
tagokat elhagyva a következő egyenletrendszert kapjuk:

rV,ufV,u + rV,uηF,u + fV,uηR,u

−fV rV,uu − fV ηR,uu − rV,uuηF = 0
(5.8a)

rV rV,vfV,v + rV ηR,vfV,v + ηRrV,vfV,v

+rV rV,vηF,v − fV rV rV,vv − fV rV ηR,vv

−fV ηRrV,vv − ηFrV rV,vv = fVM,v + ηFM,v

(5.8b)

r4V fV fV,v + 4r3V ηRfV fV,v + r4V fV ηF,v

+r4V ηFfV,v − r4V fV fV,uv − 4r3V ηRfV fV,uv

−r4V ηFfV,uv − r4V fV ηF,uv − 2f 2
V r

3
V rV,uv

−4fV ηFr3V rV,uv − 6f 2
V r

2
V ηRrV,uv − 2f 2

V r
3
V ηR,uv = f 3

VQ
2 + 3f 2

V ηFQ2

(5.8c)

r2V fV + 2rV ηRfV + r2V ηF + 2r3V rV,uv

+6r2V ηRrV,uv + 2r3V ηR,uv + 2r2V rV,urV,v

+4rV ηRrV,urV,v + 2r2V ηR,urV,v + 2r2V rV,uηR,v = Q2

(5.8d)

Az fV és rV függvényekről ismert, megválasztásuk miatt, hogy teljesítik (2.1a), (3.2),
(2.1c) és (2.1d) egyenletekből álló egyenletrendszert. Így a (5.8a)-(5.8d) egyenletrendszer
olyan tagjai, amelyek nem tartalmaznak perturbációt, kiemelhetők és az egyenletek a
következő alakra egyszerűsíthetőek:
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23 5 ELEKTROMOSAN TÖLTÖTT VAIDYA-TÉRIDŐ 5. fejezet

rV,uηF,u + fV,uηR,u − fV ηR,uu − rV,uuηF = 0 (5.9a)

rV ηR,vfV,v + ηRrV,vfV,v + rV rV,vηF,v

−fV rV ηR,vv − fV ηRrV,vv − ηFrV rV,vv = ηFM,v

(5.9b)

4r3V ηRfV fV,v + r4V fV ηF,v + r4V ηFfV,v

−4r3V ηRfV fV,uv − r4V ηFfV,uv − r4V fV ηF,uv

−4fV ηFr3V rV,uv − 6f 2
V r

2
V ηRrV,uv − 2f 2

V r
3
V ηR,uv = f 3

VQ
2 + 3f 2

V ηFQ2

(5.9c)

+2rV ηRfV + r2V ηF + 6r2V ηRrV,uv + 2r3V ηR,uv

4rV ηRrV,urV,v + 2r2V ηR,urV,v + 2r2V rV,uηR,v = Q2 (5.9d)

Ez tehát az elektromosan töltött Vaidya-téridő perturbációs egyenletrendszerének az
alakja két fénykoordinátát tartalmazó koordináta rendszerben. Sajnos ez az egyenlet-
rendszer nem lett egyszerűbb, mint a (5.7a)-(5.7d) egyenletrendszer. Az egyenletrendszer
megoldása folyamatban van.
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6. Összegzés

Dolgozatomban a gömbszimmetrikus téridők két fényszerű koordinátát tartalmazó
alakjaival foglalkoztam. Legelőször a függelékben meghatározott általános gömbszimmet-
rikus téridőnek az Einstein-tenzor komponensei segítségével vákuum esetén felírtam az
Einstein-egyenleteket, és Waugh és Lake [13] számolásaival analóg módon eljárva meg-
adtam a metrika alakját két különböző módon. A különbséget az integrációs függvények
különböző megválasztása jelentette. Mindkét eset ugyanazt a téridőt írja le, de a null
koordináták különbözőek.

Az ezt követő fejezetben Waugh és Lake [13] eredményeit reprodukáltam a szakiro-
dalomban meg nem található részletességgel. Null por energia impulzus tenzor esetén
felírtam az Einstein-egyenleteket, majd ezeket leegyszerűsítettem 3 elsőrendű nemlineáris
parciális differenciálegyenletre. Ezen egyenletekben az egyik integrálási függvényt tömeg-
függvényként definiáltam. A tömegfüggvény lineáris és exponenciális alakja esetén [13]
megadtam a metrika egzakt alakját és az eléréséhez szükséges számolásokat részleteztem.

A tömegfügvény definiálásának helyességét azzal ellenőriztem, hogy felírtam a transz-
formációt a két fényszerű koordinátát tartalmazó koordináták és az Eddington–Finkelstein
koordináták között. Itt r(u, v)-re felírtam egy teljes differenciált. Ennek a teljes differen-
ciálnak a létezésére felírtam egy egyenlőséget, amit megvizsgáltam az összes korábban
megadott dupla null koordinátás metrika esetén. Azt kaptam, hogy az összes esetben a
definiált tömegfüggvény megegyezik a Vaidya téridő Eddington–Finkelstein koordináták-
ban ismert alakjában szereplő tömegfüggvénnyel, tehát a függvény tömegfüggvényként
definiálása helyes volt.

Ezt követően felírtam a Vaidya-téridő legegyszerűbb általánosítására, az elektromosan
töltött Vaidya-téridőre az Einstein-egyenleteket, majd ennek a perturbációs egyenletét
lineáris rendben.

A téma mélységét, terjedelmét és a szakirodalmi háttér nagyságát figyelembe véve nem
törekedhettem teljes, kimerítő tárgyalásra. A kiválasztott tárgy túlmutat jelen dolgozat
keretein, azonban teret nyit további kutatások számára.

A kutatómunka egy következő fázisában szeretném megvizsgálni, hogy vannak-e más
tömegfüggvények is, amelyekre lehetséges a transzformáció. További vizsgálható irány
a területen az elektromosan töltött Vaidya-téridő esetén a perturbatív egyenletrendszer
megoldása, valamint annak vizsgálata, hogy ebben az esetben milyen tömegfüggvény ese-
tén lehetséges a transzformáció.

A tömegfüggvények vizsgálata során egy esetleges kiindulást jelenthet a tömegfügg-
vény kritériumok vizsgálata, mint például annak monotonitása, emellett olyan függvények
vizsgálata, amelyek nem folytonos besugárzást modelleznek.

Ezen témakör kutatása hasznos a feketelyukak vizsgálatban, ugyanis általánosabb ké-
pet alakíthatunk ki azok működésével kapcsolatban.
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25 A FÜGGELÉK A. fejezet

A. Függelék

A.1. Fényszerű koordinátákat tartalmazó koordinátarendszerek

Az Einstein-egyenletek megoldásaiban a téridő négy dimenziós differenciálható soka-
ságként szemléltethető, amely leírása a metrikus tenzorral (g) történik. A metrikus ten-
zor segítségével megadható két infinitezimálisan közeli pont „távolsága”, az ívelemnégyzet
(ds2 = gabdx

adxb), amit szemléletessége miatt gyakran (t, r, φ, θ) gömbi koordinátákban
szokták megadni, ahol t az idő-, r a radiális-, φ és θ pedig a két szögkoordináta.

Ezen koordinátákkal azonban kialakulhatnak koordináta-szingularitások. Schwarzschild-
téridő esetén az ívelemnégyzet a

ds2 = −c2
(
1− 2Gm

c2r

)
dt2 +

(
1− 2Gm

c2r

)−1

dr2 + r2dΩ2
2 (A.1)

alakban áll elő [17], ahol dΩ2
2 = dθ2 + sin2 θdφ2 az egységsugarú gömb ívelemnégyzete, G

a gravitációs állandó, c a fénysebesség, m pedig a tömegpont tömege. Ebben az esetben
szingularitás alakul ki r = 0 pontban, r = 2Gm

c2
= rs Schwarzschild-sugárnál valamint

θ = 0, π helyeken. A Kretschmann-skalár

K = RabcdR
abcd =

48M2

r6
(A.2)

szinguláris az origóban (M = Gm
c2

hosszúság dimenziójú tömeg). Mivel a skalárok érté-
ke koordinátarendszer független, emiatt r = 0 pontban található szingularitás valódi.
Schwarzschild-sugárnál viszont a Kretschmann-skalár és a többi Riemann-tenzorból ké-
pezhető skalár is reguláris, ott csak koordináta-szingularitás található. A θ = 0, π helye-
ken található szingularitások a gömbi koordináták használata miatt jelennek meg, azok
Descartes-koordináták használatával eltüntethetők. A Schwarzschild-sugár által meghatá-
rozott gömb a Schwarzschild-téridő eseményhorizontja. Az itt található koordináta szin-
gularitás megszüntetéséhez új koordinátakészletet vezettek be.

A.1.1. Eddington–Finkelstein koordináták

Az új koordinátakészlet bevezetéséhez első lépésként szokás bevezetni egy új radiális
koordinátát, a teknőc-koordinátát (r∗), amit a teljes differenciális alakjával definiálnak
[17]:

dr∗ =
dr

1− 2Gm
c2r

(A.3)

Ennek a differenciálegyenletnek a megoldása előáll

r∗ = r +
2Gm

c2
ln

∣∣∣∣∣ c2r

2Gm
− 1

∣∣∣∣∣ (A.4)

alakban. Segítségével bevezethetők u = ct− r∗ retardált idő és v = ct+ r∗ advanzsált idő
null koordináták. A null koordinátákat tartalmazó koordináta rendszer esetén, két olyan
pont között, amik csak egy null koordinátában különböznek a metrika hossznégyzete nulla,
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26 A FÜGGELÉK A. fejezet

emiatt fényszerű koordinátának is nevezik őket. Az ívelemnégyzet (t, r) koordinátáit átírva
(u, v) koordinátába

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dudv + r2dΩ2

2 (A.5)

ívelemnégyzetet kapjuk [17], ami (t, r) koordinátákhoz hasonlóan csak a külön-külön tudja
lefedni a Schwarzschild-sugárnál kisebb és nagyobb tartományokat, ugyanis a metrikájá-
nak az inverze

gab =


−c−2

(
1− 2M

r

)−1
0 0 0

0
(
1− 2M

r

)−1
0 0

0 0 r−2 0

0 0 0 r−2 sin−2 θ

 . (A.6)

szinguláris az eseményhorizonton.
Ha csak az egyik fényszerű koordinátát használjuk fel, akkor megszüntethető ez a

szingularitás. Az ívelemnégyzet (t, r) koordinátáit átírva (u, r) vagy (v, r) koordinátákra
kapjuk a téridő alakját Eddington–Finkelstein koordinátákban [18] [19]. A két eset együtt
tárgyalható a

ds2 = −
(
1− 2M

r

)
dw2 + 2εdwdr + r2dΩ2

2 (A.7)

alakban, ahol ε = 1, ha w ≡ v és ε = −1, ha w ≡ u. Megvizsgálva a radiálisan mozgó
(dθ = 0 = dφ) fotonok

(
ds2 = 0

)
mozgásegyenletét [17]

0 =

[
2εdr −

(
1− 2M

r

)
dw

]
dw (A.8)

a fotonpályákra azt kapjuk, hogy

w = konst.,
dr

dw
=

ε

2

(
1− 2M

r

)
(A.9)

Advanzsált Eddington–Finkelstein koordináták használata esetén a befele menő foto-
nok a v =állandó hiperfelületen haladnak a centrum felé, nehézség nélkül lépik át a
Schwarzschild-sugarat. A kifele menő fénysugarak radiális koordinátái Schwarzschild-sugár-
nál azonban nem változnak az advanzsált idő telésével

(
dr
dv

= 0
)
, a foton nem halad kifele.

A Schwarzschild-sugáron belül pedig az erős téridő-görbület hatására a radiálisan kifelé
igyekvő fotonok is befelé haladnak. Ez a koordinátaválasztás leírja a teljes fekete lyuk
téridőt.

Retardált Eddington–Finkelstein koordináták használata esetén a kifele haladó foto-
nok az u =állandó hiperfelületen haladnak, azok akadály nélkül jutnak át az esemény-
horizonton. A befele haladó fotonok radiális koordinátája viszont az eseményhorizonthoz
közelítve egyre kisebb mértékben változik a retardált idő telésével, nem képes áttörni az
eseményhorizonton. Ez a koordinátaválasztás leírja a teljes fehér lyuk téridőt. A fehér lyuk
egy időben megfordított fekete lyuk.
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27 A FÜGGELÉK A. fejezet

A.1.2. Kruskal–Szekeres koordináták

A Schwarzschild-téridő eredeti (t, r) koordinátákat tartalmazó alakja kétféleképpen is
kiterjeszthető a horizonton keresztül (advanzsált Eddington–Finkelstein koordináták ese-
tén fekete lyukká, retardált Eddington–Finkelstein koordináták esetén pedig fehér lyukká).
Kruskal [20] és Szekeres [21] 1960-ban függetlenül publikált olyan koordinátákat, amelyek-
kel ezek a kiterjesztések egyszerre elvégezhetőek.

Az (U, V ) Kruskal–Szekeres koordináták a következő módon definiálhatóak:

UV =

(
1− r

2M

)
e

r
2M ,

V

U
= sign

(
1− r

2M

)
e

t
2M .

(A.10)

A definíció segítségével U és V koordináták kifejezhetőek az advanzsált és retardált idő
koordináták segítségével

U = ±e−
u

4M , V = ±e
v

4M (A.11)

Ezek az advanzsált és retardált időhöz hasonlóan null koordináták. Míg (u, v) koordináták
egyszerre csak az eseményhorizont egyik oldalán található téridő-tartományt fedik le,
addig az (U, V ) Kruskal-Szekeres koordináták képesek a teljes téridő lefedésére. Ez azért
lehetséges, mert minden (u, v) párhoz négyféle (U, V ) pár tartozik. A különböző előjel-
kombinációk adják meg a Schwarzschild-megoldás maximális kiterjesztését.

Az ívelemnégyzet Kruskal-Szekeres koordinátákban

ds2 =
32M3

r
e−

r
2M dUdV + r2dΩ2

2 (A.12)

alakú.
Az állandó r hiperfelületeket (A.10) első egyenletéből az UV = állandó hiperboloidok

adják. Emiatt az r = 0 szingularitást UV = 1 végtelen hosszú hiperbolák jelképezik. Hogy
a szingularitás ne legyen végtelen hosszúként jelölve, bevezethetőek új null koordináták

Ũ = arctanU, Ṽ = arctanV (A.13)

alakban, ami esetén az ívelemnégyzet

ds2 =

(
2M

cos Ũ cos Ṽ

)2

ds̃2

ds̃2 = −8Me
r

2M dŨdṼ +

(
r

2M

)2

cos2 Ũ cos2 Ṽ dΩ2
2

(A.14)

formában írható fel, ahol ds̃2 a Schwarzschild-metrikával konformis kapcsolatban álló tér-
idő ívelemnégyzete [17]. Mivel az új fényszerű koordináták értelmezési tartománya vé-
ges Ũ , Ṽ ∈

(
−π

2
, π
2

)
, így a téridő teljes egészében ábrázolható egy véges helyen. Ez a

Schwarzschild-téridő Penrose diagramja [14, 8.4 fejezet].
Tehát a két fényszerű koordináta bevezetése azért hasznos a téridő szerkezetének vizs-

gálatához, mert választhatóak olyan fényszerű koordináták, ami esetén a téridő teljes egé-
szében a fénysugarak 45◦-ban futnak, így a fénykúp [22] alakja minden pontban azonos.
Ez hasznos a téridő kauzális szerkezetének vizsgálatához. A Schwarzschild téridő dupla
null koordináták segítségével terjeszthető ki maximálisan, így más téridők maximális ki-
terjesztésének keresésekor is érdemes a számolások során figyelembe venni a két fényszerű
koordinátát tartalmazó koordinátarendszerek vizsgálata.
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28 A FÜGGELÉK A. fejezet

A.2. Gömbszimmetrikus téridők Einstein-tenzora

Ebben a fejezetben a gömbszimmetrikus téridők egy általános alakjának számoljuk ki
a fontos mennyiségeit, amelyeken keresztül az Einstein-tenzorhoz juthatunk. Az Einstein-
tenzor segítségével, ha egy téridő energia-impulzus tenzora adott meghatározható az adott
téridő metrikájának alakja dupla null koordinátákkal.

Gömbszimmetrikus téridő két fényszerű koordinátát tartalmazó metrikájában az íve-
lemnégyzet a következő alakot veszi fel [13]:

ds2 = −2f (u, v) dudv + r2 (u, v) dΩ2 (A.15)

ahol f(u, v) és r(u, v) az u és v null koordináták függvénye. Az ívelemnégyzetből leolvas-
ható a metrika (u, v, θ, φ) koordinátákban érvényes alakja

gab =


0 −f 0 0

−f 0 0 0

0 0 r2 0

0 0 0 r2 sin2 θ

 , (A.16)

melynek inverze:

gab =


0 − 1

f
0 0

− 1
f

0 0 0

0 0 r−2 0

0 0 0 r−2 sin−2 θ

 . (A.17)

A metrikából és inverzéből képezhető

Γa
bc =

1

2
gai (∂bgic + ∂cgib − ∂igbc) (A.18)

Christoffel-szimbólum, amelyek adott metrika esetén a következő alakot veszik fel:

Γu
uu =

f,u
f

,

Γu
θθ =

rr,v
f

,

Γu
φφ =

rr,v
f

sin2 θ ,

Γv
vv =

f,v
f

,

Γv
θθ =

rr,u
f

,

Γv
φφ =

rr,u
f

sin2 θ ,

Γθ
uθ = Γθ

θu =
r,u
r

,

Γθ
vθ = Γθ

θv =
r,v
r

,

Γθ
φφ = − sin θ cos θ ,

Γφ
uφ = Γφ

φu =
r,u
r

,

Γφ
vφ = Γφ

φv =
r,v
r

,

Γφ
φθ = Γφ

θφ =
cos θ

sin θ
,

(A.19)

ahol a vesszőt követő index deriváló indexet jelöl (,a≡ ∂a ≡ ∂
∂xa ).
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29 A FÜGGELÉK A. fejezet

A Riemann-tenzort a

Ra
bcd = ∂cΓ

a
bd − ∂dΓ

a
bc + Γa

ciΓ
i
bd − Γa

diΓ
i
bc (A.20)

összefüggéssel képezzük. Ennek a nemeltűnő komponensei:

Rθ
uuθ = −Rθ

uθu = Rφ
uuφ = −Rφ

uφu =
1

r

(
r,uu −

r,uf,u
f

)
,

Rθ
vvθ = −Rθ

vθv = Rφ
vvφ = −Rφ

vφv =
1

r

(
r,vv −

r,vf,v
f

)
,

Ru
θvθ = −Ru

θθv = Ru
φvφ sin

−2 θ = −Ru
φφv sin

−2 θ =
r

f

(
r,vv −

r,vf,v
f

)
,

Rv
θuθ = −Rv

θθu = Rv
φuφ sin

−2 θ = −Rv
φφu sin

−2 θ =
r

f

(
r,uu −

r,uf,u
f

)
,

Rθ
uvθ = Rθ

vuθ = −Rθ
uθv = −Rθ

vθu =
r,uv
r

,

Rφ
uvφ = −Rφ

uφv = Rφ
vuφ = −Rφ

vφu =
r,uv
r

,

Ru
θθu = −Ru

θuθ = Rv
θθv = −Rv

θvθ =− rr,vu
f

,

Ru
φφu = −Ru

φuφ = Rv
φφv = −Rv

φvφ =− rr,vu
f

sin2 θ ,

Rθ
φθφ sin

−2 θ = −Rθ
φφθ sin

−2 θ = −Rφ
θθφ = Rφ

θφθ =

(
1 +

2r,vr,u
f

)
,

Ru
uvu = −Ru

uuv = Rv
vuv = −Rv

vvu =
f,uv
f

− f,uf,v
f 2

,

(A.21)

Az ebből képzett Ricci-tenzor komponensek

Ruu =
2

r

(
r,uf,u
f

− r,uu

)
,

Rvv =
2

r

(
r,vf,v
f

− r,vv

)
,

Rθθ = Rφφ sin
−2 θ =

2
(
rr,uv + r,ur,v

)
f

+ 1 ,

Ruv = Rvu =
1

f

(
f,uf,v
f

− f,uv

)
− 2r,uv

r
,

(A.22)

ahol a Ricci-tenzort a következő alakban számoltuk ki:

Rab = Rc
acb. (A.23)

A metrika görbületi skalárja pedig

R = gabRab (A.24)
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összefüggés alapján a következőként áll elő:

R =
2

f 2

(
f,uv −

f,uf,v
f

)
+

2

r2

(
2
(
2rr,uv + r,ur,v

)
f

+ 1

)
. (A.25)

Mindezek alapján a

Gab = Rab −
R

2
gab (A.26)

Einstein-tenzor konponensei

Guu =
2

r

(
r,uf,u
f

− r,uu

)
,

Gvv =
2

r

(
r,vf,v
f

− r,vv

)
,

Gθθ = Gφφ sin
−2 θ =

r2

f 2

(
f,uf,v
f

− f,uv

)
− 2rr,uv

f
,

Gvu = Guv =
f + 2

(
rr,uv + r,ur,v

)
r2

(A.27)

lesznek.
Ezek tehát egy tetszőleges gömbszimmetrikus téridő Einstein-tenzor komponensei.

A.3. Vaidya-téridő

A csillagok felszínéhez közeli téridő nem írható le a Schwarzschild-téridővel, ugyan-
is míg a Schwarzschild-téridő egy vákuum megoldás, addig az adott területen sugárzási
mező figyelhető meg. Ennek a modellezésére talált metrikát Vaidya 1943-ban [3], amely
általánosítja a Schwarzschild-megoldást. Vaidya először

ds2 = −
M2

,t

f 2
dt2 +

(
1− 2M

r

)−1

dr2 + r2
(
dθ2 + sin2 θdφ2

)
(A.28)

formában találta meg a metrikát, ahol M = M(r, t) és

f(M) = M,r

(
1− 2M

r

)
Ennek a téridőnek az energia-impulzus tenzora nem nulla és a következő alakot veszi

fel:

Tab =
h (u, v)

8π
kakb (A.29)

ahol ka sugárirányú nullvektor, h(u, v) pedig az energiasűrűség. Ez egy nagyfrekvenci-
ás, null-por közelítése a sugárzásnak. Ez azt jelenti, hogy a sugárzás hullámhosszát jóval
kisebbnek tekintjük a téridő görbületi sugaránál, így a sugárzásban nem lépnek fel hullám-
optikai jelenségek (pl. interferecia vagy diffrakció), a sugárzási mező belső fejlődése nincs
hatással a gravitáció dinamikájára. A sugárirányt megválaszthatjuk v irányba haladónak
(ekkor ka = ∂λu = δua) vagy u irányba haladónak (ekkor ka = ∂λv = δva), ahol λ affin
paraméter.
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31 A FÜGGELÉK A. fejezet

Hogy az (A.29) energia impulzus tenzort összekapcsoljuk az Einstein-egyenleten ke-
resztül egy metrikával, a metrikát érdemes olyan alakban megválasztani, ami tartalmaz
null koordinátát. A (A.28) kifejezhető ilyen alakban egy w null koordináta bevezetésével
[14, 9.5 fejezet], ahol

dw = ε
1

f(M)
dM = ε

1

M,r

(
1− 2M

r

) (M,rdr +M,tdt
)
= ε

dr

1− 2M
r

+ε
1

1− 2M
r

M,t

M,r

dr (A.30)

Ez az összefüggés a Vaidya-téridő

ds2 = −
(
1− 2M(w)

r

)
dw2 + 2εdwdr + r2dΩ2 (A.31)

alakjához vezet [23], ahol ε = 1, ha w ≡ v és ε = −1, ha w ≡ u. A (A.31) egyenlet
hasonlít a Schwarzschild-téridő Eddington–Finkelstein koordinátákban megadott (A.7)
alakjára. Annyi köztük a különbség, hogy itt M(w) tömegfüggvény egy null koordináta
függvénye. ε = 1 esetben bejövő vagy implodáló Vaidya-téridőről beszélünk, ahol M(v)
tömegfüggvény a v advanzsált idő monoton növő függvénye, míg ε = −1 esetben kime-
nő vagy explodáló Vaidya-téridőről beszélünk, ahol M(u) tömegfüggvény u retardált idő
monoton csökkenő függvénye.
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