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TARTALOMJEGYZEK

Bevezetés

Az integréilhat6 rendszerek elméletét a fizika szamos teriiletén alkalmazzdk, mind a klasszi-
kus mechanikdban, mind a kvantummechanikdban. Az elmélet felhasznalhaté példaul az n-
dimenzidés harmonikus oszcilldtorok [[1], a Kepler-probléma [1]], két newtoni kézéppont koriili
mozgés [2] és n-test problémdk leirdsara [1, 3], valamint a kvantummechanikdban példdul a
Lieb-Liniger-modell [4] vagy a Heisenberg-modell [5,/6] leirdsdra. Ennek a diplomamunkénak
a célja a klasszikus integralhat6 rendszerek algebrai alapjainak matematikailag preciz leirasa,
majd a kidolgozott elmélet alkalmazdsa kiillonb6z6 dinamikai rendszerek leirdsa. A dolgozat
elsé fejezetében attekintjiik a sziikséges alapfogalmakat a linedris funkciondlok és a tenzorszor-
zat elméletébdl, majd az algebrdk tenzorszorzatdval foglalkozunk. A masodik fejezetben is-
mertetjiik a Lax-egyenlet és r-matrixok elméletéhez nélkiilozhetetlen Poisson-zardjel €s tenzori
Poisson-zaréjel legfontosabb tulajdonsagait. A harmadik fejezetben ratériink a Lax-egyenlet és
r-matrix bemutatdsara. Ezek utdn pedig a negyedik fejezetben a kiépitett elméletet felhasznal-

juk a nyilt Toda-rendszer és a Caloger—Moser—Sutherland-rendszerek lefrasara.
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1. Alapfogalmak

Ebben a fejezetben roviden attekintjiik a Lax-egyenlet és r-matrix targyaldsdhoz sziikséges
alapfogalmakat. El6szor megvizsgaljuk a linedris funkciondlokat, majd attériink a multilineéris
leképezések és a tenzorszorzat elméletére. A vektorterek elméletének alapjait ismertnek tekint-
juk. A fejezetben az [7, 8] konyvek, a [9]] cikk, valamint a [10] jegyzet alapjan dolgoztunk. A
tovabbiakban az

N, ={1,...,n} (1.1)

jelolést hasznaljuk.

1.1. Linearis funkcionalok

Ebben a fejezetben a vektortér felett értelmezett szamértéki fiiggvényekkel foglalkozunk,

valamint bevezetjiik a vektorterek algebrai dudlisat.
1.1. Definicio. Legyen V egy [ test feletti vektortér. Egy
¢o:V T, x— @(x) (1.2)
leképezést linedris funkciondlnak neveziink, ha tetszoleges a,b € IF és x,y € V esetén
¢(ax+by) = a®(x) +be(y). (1.3)
Linedris funkcional példdul az n x n-es komplex matrixok tere felett értelmezett trace leképezés.

1.2. Definici6. Tetszoleges V vektortér esetén a'V feletti linedris funkciondlok halmazdt V*-gal

jeloljiik és V algebrai dudlisdnak nevezziik.

Egy [ test feletti d-dimenzids (1 < d < o) V vektorteret tekintve rogzitsiink egy tetszéleges
E={e1,...,eq} (1.4)

bazist. Egy tetszdleges x vektornak 1étezik egyértelmii felbontdsa ebben a bazisban, a megfelel

egyiitthatokat jelolje ay,. .., ay. Ezutén tetszGleges j € Ny-re definidljuk az alabbi leképezést:
e;:V—T, x=aier+---+ageq — e;(x) = aj, (1.5)
mely segitségével tetszOleges V-beli x vektor esetén irhatjuk, hogy

d
x=) ei(x)ej=ej(x)er 4 +ej(x)eq. (1.6)
=1
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Kovetkezésképpen tetszbleges a,b € [F és tetszbleges x,y € V esetén

d
Z (ax+ by e]—ax-l—by—aZe e]-l—bZe

J (1.7)
= Z (ae;f (x)+ bejf ())e;.
j=1
Mivel az E bézisra vonatkoz6 egyiitthatok egyértelmiek, igy barmely j € N, esetén
ei(ax+by) = ae(x) +be;(y). (1.8)

Ez pedig azt jelenti, hogy e a V algebrai dudlisdnak eleme. Specidlisan, tetszleges k € Ny-re

d
e = Z ei(ex)e;, (1.9)
j=1
ahonnan leolvashatd, hogy
e;f(ek) = 61'7/(. (1.10)

1.3. Tétel. LegyenV egy I test feletti d-dimenzids vektortér (1 < d < o), tovibbd E = {ey, ... e}

egy tetszoleges bdzis V-ben. Ekkor az

E*={el,...,€;} (1.11)

rendszer egy bdzist alkot a V* dudlis térben. Ezt nevezziik az E bdzishoz tdrsitott dudlis bazis-

nak.

Bizonyitds. Azt fogjuk belétni, hogy E* linedrisan fiiggetlen és generdld. El6szor tekintsiink

olyanay,...,ay € IF elemeket, hogy
d
Y ajei=0. (1.12)
j=1

Ekkor tetszdleges k € N, esetén

d d d
0= (Z aje;f) (ex) = Zajej-(ek) = Zajﬁj,k = ay, (1.13)
= =1 =1
azaz

a1:0,...,ad:0, (1.14)

ami azt jelenti, hogy E™ linedrisan fiiggetlen.

Ezutdn legyen @ € V* egy tetsz6leges elem. Ekkor tetszleges x vektor esetén

d d d
=¢ (Z ej.(x)e,) =) ¢jx)(e) = (Z <p(ej)e’;> (x), (1.15)
=1 =1 =1
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azaz
d
0= o(ej)e;. (1.16)
j=1
Latjuk tehdt, hogy barmelyik linedris funkciondl el6allithaté az E* elemeinek alkalmas linedris
kombindcidjaként, azaz E* generald. |

7

Az el6z6 tétel (1.3)) kovetkezménye, hogy tetszdleges véges dimenzids V vektortér esetén az

algebrai dudlisanak dimenzidja megegyezik V dimenzidjaval.

1.4. Tétel. LegyenV egy I test feletti véges dimenzids vektortér. Ha x € V egy nemnulla vektor,

akkor megadhatd olyan @, € V* linedris funkciondl, amire @,(x) = 1.

Bizonyitds. Legyen x egy tetszGleges nemnulla vektor V-ben. A d = dim(V) roviditést be-

vezetve ekkor d > 1. Valamint ekkor van olyan E = {ej,...,es} bdzis V-ben, hogy e; = x.
Ezt kovetSen tekintsiik az E-hez tarsitott E* = {e],... e} dudlis bazist. A @, = e] linedris

funkcionélra teljesiil, hogy
(px(x) = eT(el) = 61,1 =1. (1.17)

Ha vesziink kiilonboz6 x,y vektorokat, akkor az el6z6 tétel alapjan megadhat6 olyan linedris

funkciondl, amire @(x —y) = 1. Tehat @(x) — @(y) = 1, melynek kovetkeztében

P(x) # 0(y)- (1.18)

Ezt a tulajdonsdgot ugy szoktuk megfogalmazni, hogy a linedris funkcionalok szétvalaszt6 rend-

szert alkotnak a V' vektortér felett.
1.5. Definici6. Egy F test feletti tetszbleges V vektortér mdsodik dudlisa vagy bidudlisa
V= (V)" (1.19)

Ha V véges dimenzids, akkor az algebrai dudlisa is véges dimenziés és dim(V*) = dim(V), igy

V* dudlisa is véges dimenzids és
dim(V*) =dim((V*)*) = dim(V*) = dim(V). (1.20)
Ezutan tekintsiik tetszdleges x vektor esetén az alabbi leképezést:
[:V"—=TF, 0 —Ti(9) =0(x). (1.21)
Vilagos, hogy I'; egy linedris funkciondl a V* vektortér felett, azaz

I, € (V)" =V*. (1.22)
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1.6. Tétel. LegyenV egy T test feletti véges dimenzios vektortér. Ekkor a
r.v-v™ xeIy (1.23)

leképezés egy vektortér izomorfizmus, ami dltal a V** bidudlis természetes médon azonosithato

V-vel.

Bizonyitdas. Konnyen lathatd, hogy a I' leképezés linedris transzformacio, igy mar csak azt kell

belatnunk, hogy bijektiv is. Ha vesziink egy olyan x elemet, ami a I magterében van, azaz

x € ker(T), (1.24)
akkor erre az x-re I'y = 0. EbbdI kovetkezik, hogy tetszSleges @ € V* esetén

() =0. (1.25)
Ezutan tegyiik fel, hogy x # 0. Korabban lattuk, hogy ekkor van olyan @, € V*, hogy

Ox(x) = 1. (1.26)
A @, is I'y magjaban van, tehat

0 =T(gx) = @s(x) = 1 (1.27)

ellentmonddsra jutunk, ami azt jelenti, hogy I' magja trividlis, azaz

ker(I') =0, (1.28)

ebbdl kovetkezben I injektiv leképezés.

Ezt kovetden vizsgéljuk meg I képterét. A
dim(ker(I")) +dim(ran(I")) = dim(V) (1.29)
Osszefliggést felhaszndlva, valamint, hogy I' képterének dimenzidja 0, azt kapjuk, hogy
dim(ran(I")) = dim(V). (1.30)

Korébban lattuk, hogy V bidudlisdnak dimenzidja megegyezik V dimenzidjdval, tehat

dim(ran(I")) = dim(V™), (1.31)

kovetkezésképpen
ran(I') = V**. (1.32)
Ez pedig azt jelenti, hogy I sziirjektiv, igy a bizonyitdsunk teljes. [ |
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1.2. Multilinearis leképezések, tenzorszorzat

A vektorterek felett értelmezett szdm értékd fiiggvények attekintése utdn attériink a vektor
értéki fliiggvényekre. Ezutdn multilinedris funkciondlokat vizsgdlunk és bevezetjiik a tenzor-

szorzat fogalmat.

1.7. Definicié. Legyenek Vy,...,V, és W tetszbleges vektorterek az F test felett (n természetes

szam). Ekkor egy
m:Vy X xV, =W, (x1,...,%,) = m(xy,...,x,) (1.33)

leképezés multilinedris, ha bdrmely n — 1 vdltozojdt rogzitve a maradék vdltozoban linedris.

Azaz, ha barmely j € N, esetén, tetszbleges o, o skaldrokra teljesiil, hogy

mxy, ..., 0 x4+ 0o X x)
(1.34)
/ /
=0 (XL, ey Xy ey X)) HOUM(XT, e Xy X)),
ahol (x1,...,x,) € Vi X -+ XV, és X', tetszbleges eleme V;-nek.

A tovédbbiakban a V| x --- x V,, Descartes-szorzat felett értelmezett multilineéris leképezések

halmazat az aldbbi médon jeloljiik:
MLin(Vy,...,Vys W). (1.35)

A kétvaltozos multilinedris leképezéseket bilinedris leképezéseknek nevezziik. Bilinedris leké-
pezés példaul egy tetszdleges (V, (-,-)) valds belsd szorzattér esetén a belsé szorzat, ami tehat
az MLin(V,V,R) halmaznak egy eleme. Tovdbbd, az R? téren értelmezett vektoridlis szorzas is
egy bilinedris leképezés, azaz eleme az MLin(R?,R3;R?) halmaznak. Specidlisan n = 1 esetén
az MLin(V,W) jelolés helyett az L(V,W) jelolést hasznaljuk a V vektortérbSl W vektortérbe
képez?d linedris leképezésekre. Amikor pedig W =V, akkor az £(V) roviditést hasznéljuk.
Ugyanazon [ test feletti Vi,...,V,, és W vektorterek esetén a multilinedris leképezések hal-
maza egy I test feletti vektortérré szervezhetd a pontonként értelmezett 6sszeaddssal és skalar-

ral val6 szorzassal.

1.8. Definicio. Legyenek Vy,...,V, (n € N) tetszdleges vektorterek az F test felett. Ekkor az

MLin(Vy,...,Vy; F) vektortér elemeit multilinedris funkciondloknak nevezziik.
1.9. Definicio. Valamely T test feletti tetszdleges véges dimenzids Vi, ..., V, vektorterek tenzor-
szorzata a

Vi®---@V,=MLin(Vy,--- ,V,\;TF) (1.36)
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linedris tér, ahol Vj* a V; vektortér dudlisdt jeloli.

Adott Vy,...,V, véges dimenzids I test feletti vektorterek esetén az x| € Vq,...,x, € V,, vektorok

tenzorszorzata az aldbbi leképezés:
XR - Qxp VX x V=T (Qr,...,0,) — ﬁ(pa(xa). (1.37)
a=1
Konnyen lathato, hogy ez egy multilinedris funkcional, azaz
XNR - Qx, €VI®--QV,. (1.38)
Az ilyen alakd multilinedris funkciondlokat elemi tenzoroknak is szoktdk hivni.

1.10. Tétel. Legyen n € N és tetszdleges a € N,, esetén legyen V,, egy adott d,-dimenzids vek-

tortér (1 < d, < =) az I test felett. Tovdabbd tetszdleges a € N, esetén legyen
Eo={e,....e{" (1.39)
egy tetszoleges bdzis V,-ban. Ekkor az

1 n
E = {65'1) Q- ®e§'n)}(j1,...,jn)€Nd1 - xNg, (1.40)

vektorrendszer bdzist alkot Vi @ - -- ® V,,-ben. Ebbdl pedig kovetkezik, hogy
n
dim(Vi @---@V,) = [[dim(Va). (1.41)
a=1

Bizonyitds. Azt kell megmutatnunk, hogy az E vektorrendszer linedrisan fiiggetlen és generalo.
ElGszor tegyiik fel, hogy tetszSleges (ji,...,jn) € Ng, % --- x Ny, esetén adva van egy olyan
O, ,....j, € F szdm, hogy
Y adleed) —o. (142
(J15+2Jn) €Ngy XX Ng,

Ekkor pedig hasznélva az E, C V, bazisokhoz tartozé
Ep = {el",... el (1.43)

dudlis bazisokat, tetszleges (ki,...,k,) € Ng, x --- x Ny esetén

o T ol ()
(jlv"'7jn)eNd1 X"'XNdn

= ) TR § <€§'Z)> (1.44)

(jlv"'vjn)eNdl X+ xNg, a=1

n
= Z ajlv-“:jn ’ H Skmja = (xkl,...,kn'
a=1

(j17'“7j11)€Nd1 X"'XNdn
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Azaz, az E vektorrendszer linedrisan fiiggetlen.
Ezutdn legyen ® € V| ® --- ®V, egy tetsz8leges elem, tovdbbd @ € V',..., ¢, € V' tet-
szGleges linedris funkciondlok. Ekkor barmely a € N,, esetén az E] dudlis bazis segitségével

irhatjuk, hogy
0u=Y 0 (eﬁ.j)) e, (1.45)

oo =0 £ o () o (4) )
_ jl”’zil...:z;m(egp*,,.. g () g () L46)
R e ) e

(J15+-Jn) ENgy X+ xNg,

tehat

o= ¥ o) leed) (147
(j17~~~7jn)€Ndl X+ xNg,

Azaz o felirhat6 az E rendszer elemeinek linedris kombindcidjaként, igy az E rendszer generdld

is. |
Az el6to tétel gondolatmenetét hasznédlva konnyen lathaté a kovetkezd tétel is.

1.11. Tétel. Ha az [ test feletti V1, ...,V, és W vektorterek véges dimenziosak, akkor az

MLin(Vy,...,Vy; W) vektortér is véges dimenzids és
dim(MLin(Vy,...,Vy;;W)) = dim(W) ﬁ dim(V,). (1.48)
a=1
Ezutdn legyenek Gjra Vi, ...,V,, véges dimenzids vektorterek az [ test felett és tekintsiik a
pPVIX XV = V@@V, (X1,...,%) = X1 Q- Qxp (1.49)

leképezést. A p egy multilinedris leképezés, azaz
pEMLin(Vy,....,V;Vi®---QV,). (1.50)

1.12. Tétel. Legyenek Vy,...,V, és W véges dimenzids vektorterek az [F test felett. Ekkor bdr-
mely

m:Vix---xV,—W (1.51)

10
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multilinedris leképezés esetén létezik egyértelmiien olyan

M:Vi®---V, =W (1.52)
linedris transzformdcio, hogy
m=Mop. (1.53)
Azaz, a
Vi@V,

| m

Vix--xV, -5 W
diagram kommutativ. A (V| ® --- @V, p) pdr ezen tulajdonsdgdt nevezziik a tenzorszorzat uni-

verzalitdsdnak.
Bizonyitds. Tetszoleges a € N, esetén legyen
d, = dim(V,). (1.54)

Ha van olyan a index, hogy d, = 0, akkor a tétel trividlisan teljesiil. Emiatt a tovdbbiakban

feltehetd, hogy barmely a € N,, esetén d, > 1. Ezek utdn barmely a € N,, esetén valasszunk egy
Eo={e”,....e{"} (1.55)

bazist V,-ban €s tekintsiik a hozz4 tarsitott
E;={",....e{"} (1.56)

duélis bazist. Ezutdn vizsgaljuk az m multilinedris funkciondlhoz tartoz6 M linedris transzfor-

macio 1étezését és egyértelmiiségét. Tekintsiik az
M:Vi®---V,-W, o— M) (1.57)

leképezést, ahol

M(o) = Z ® (eg.})*, . ,ey:)*> -m (eSP,...,eE-T) : (1.58)

(jl a'~-7jn)€Nd1 X”'XNdn

Vilagos, hogy M egy jol-definidlt linedris transzformaci6. Tovabba barmely

(X1,...,%,) € V] X --- XV, esetén

11
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Mop(xi,....xp) =Mx1®---®x,)

= W o) (oD ™
_(jl j)g%:; . (X1 @ @) (e_“ yone ) m(ejl ""’e_/n>
seeesJn 1 n
di dy
1)* n)* 1 n
_ ZI... Zleg.l) (xl).....e§n> <Xn>'m(€§,)»~-»e§-,f) 159
1= Jn=
d d,
=m < Z 651) (xl)e%)’,_ , Z e; ) (Xn)ej:)>
Ji=1 Ju=1
:I’I’l(.x]7 ,xn>,

tehat

Mop=m. (1.60)

Azaz M teljesiti, amit elvarunk. Most tegyiik fel, hogy M és M’ olyan linedris transzformdciok,
amikre

Mop=m=M op. (1.61)

Ekkor barmely (xi,...,x,) € V| X --- XV, esetén

M(x1®~~-®xn):Mop(x17~-~;xn):m(x1>"‘7x")

(1.62)
=M op(xi,....xn) =M (x] @ Rxp).
Specidlisan, minden (ji,..., j,) € Ng, X --- x Ny esetén is irhatjuk, hogy
(1) )\ _ (D (n)
M(ej1 ®---®ejn>—M (ejl ®---®ejn>, (1.63)

tehét az M és M’ linedris transzformaciok hatdsa megegyezik a V| ® - -- ®V,, vektortér egy al-

kalmas bazisan. Ebbdl kovetkezik, hogy
M=M. (1.64)

Ez pedig pontosan azt jelenti, hogy a tételben szerepl6 linedris transzformacié egyértelmt. W

1.3. Szimmetrikus és antiszimmetrikus tenzorszorzatok

Ebben az alfejezetben sziikségiink lesz a permutdciok fogalméra és néhdny fontos tulajdon-
sagdra, ezért el0szor ezeket tekintjiik at, majd a szimmetrikus és antiszimmetrikus tenzorszor-

zatokkal fogunk foglalkozni.

12
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1.13. Definicié. Az N,, halmazon értelmezett
6:N,—»N,, k—ok) (1.65)

bijektiv leképezést permutdcionak nevezziik. Jelolésére gyakran a
(1.66)

alakot haszndljuk.

A permuticiok halmaza a kompozicidval csoportot alkot, ezt a csoportot szimmetrikus csoport-
nak nevezziik €s S,-nel szokds jeloljiik. Rendezziink sorba n kiilonbozd elemet €s ezt tekintsiik
a kiindul4si sorrendnek. Adott két elem koziil meg tudjuk mondani, hogy melyik all el6rébb.
Ha ezutdn vessziik egy permutécidjat az elemeknek és ebben a permutdcidban kiilonbozik a két
elem egymashoz képesti viszonya, akkor a két elem inverzidban 4ll. Az inverzidban all6 elem-
parok szdma az inverziészdm. Ha ez a szdm paros, akkor a permutécidt parosnak nevezziik, ha

paratlan, akkor a permutédci6 paratlan.
1.14. Definicio. A 6 permutdcid paritdsdt sgn(c)-val jeloljiik és

—1, ha © pdratlan,
sgn(o) = (1.67)
1, ha G pdros.

Legyen ezutdn V tovdbbra is egy [F test feletti véges dimenzids vektortér és vezessiik be az

alabbi jeloléseket
VO =F vOl=v, V¥=v®..QV (n>2). (1.68)
1.15. Definici6. Legyen o € VE", ahol n > 2. Azt mondjuk, hogy

(i) o szimmetrikus, ha tetszoleges 6 € S, permutdciora és tetszoleges ©1,...,Q, € V* linedris

Sfunkciondlok esetén

O(Ps(1) -+ Po(n)) = (@1, ., Pn). (1.69)
(ii) o antiszimmetrikus, ha tetszdleges 6 € S, permutdciora és tetszoleges @1,...,Q, € V*

linedris funkciondlok esetén
O(Ps(1)s- > Po(n)) = N(C)O(P1,. .., Pn). (1.70)

13
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Az (1.68) jelolésekhez hasonléan vezessiik be az aldbbi jeloléseket

SSwv)=F, sY(v)=Vv, $YV)={wec V| oszimmetrikus} (n>2),

(1.71)
vOW)=F, V)=V, V"(V):={wecV*|oantszimmetrikus} (n>2).
1.16. Definicié. LegyenV egy [F test feletti véges dimenzids vektortér, tovdbbd legyen
Xly.. Xy €V, ahol n > 2. Ekkor
(i) x1,...,Xx, szimmetrikus tenzorszorzata a
X1V VX, = Z Xo(1) @ "+ Q@ Xg(n) (1.72)
ocS,
leképezés. Ekkor x|V ---V x, € S"(V).
(ii) x1,...,x, antiszimmetrikus tenzorszorzata a
XIA - Axp = Z SgN(0)Xg(1) @+ D Xg(n) (1.73)
cES,

leképezés. Ekkor xi A\ -+ Nx, € VM(V).

Az antiszimmetrikus tenzorszorzatot ékszorzatnak is nevezziik. Ha vesziink tetsz6leges
®1,...,0, linedris funkciondlokat és xp,...,x, vektorokat, akkor a szimmetrikus tenzorszorza-

tuk

X1V'-'\/Xn((P17~--a(Pn) = Z Xo(l)®"'®Xc(n)((p17"~a(pn>

o (1.74)
=Y 01(xo(n) Onlxo(n);
cES,
az ékszorzatuk pedig
X1 A /\xn(([)l7 . ’(pn) = Z sgn(c)xc(l) R ®xc(n)(q)17 cee ,(Pn)
o (1.75)
=Y sgn(0)Q1 (xg(1)) - Pu(Xg(n))-
GES,
A az alabbi matrix determindnsa:
@1(x1) @1(x2) -+ @1(xn)
) i) -

Oc(x1) On(x2) -+ Qn(xn)

14
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1.4. Algebrak tenzorszorzata

Ebben az alfejezetben el6szor az algebrak definicidjat ismertetjiik, majd a tenzorszorzatukat

mutatjuk be.

1.17. Definicié. Egy
(A4,+,) (1.77)

algebrai struktiirdt egy I test feletti algebrdnak neveziink, ha az osszeaddsnak nevezett
Ax A>3 (a,b)—~a+be A, (1.78)

és a szorzdsnak nevezett

AxA>(a,b)—~a-bea (1.79)
kétvdltozos miiveletekre teljesiilnek az alabbiak:

1. Az (A4,+) algebrai struktiira egy F test feletti vektorteret alkot.

2. A szorzds bi-F-linedris, azaz tetszbleges ., B € F és tetszbleges a,b,c € A esetén

(ca+Pb)-c=0aa-c+Pb-c és c-(aa+Pb)=o0c-a+Pc-b. (1.80)

Sok esetben a szorzds asszociativ, ekkor asszociativ algebrardl beszéliink. Ha a szorzas kom-
mutativ, akkor az algebrat kommutativ algebranak hivjuk. Ha pedig a szorzdsra vonatkozdan
1étezik egységelem, akkor az egy egységelemes algebra. Példdul egy I test feletti V vektortéren
értelmezett linedris operatorok csalddja [F test feletti egységelemes asszociativ algebrat alkot, ez
az algebra nem kommutativ, ha a V' vektortér dimenzidja legaldbb 2. Tetszdleges N természetes
szam esetén az N x N-es komplex matrixok CV*VN halmaza a métrixokon értelmezett dssze-
adas és szorzds szokdsos miveleteivel egy egységelemes asszociativ algebrat alkot a komplex

szamok teste felett. Az egységelem az egységmatrix,
1 =diag(1,...,1) e CV*V, (1.81)
Az N x N-es komplex métrixok algebrdja akkor és csak akkor kommutativ, ha N = 1.

1.18. Tétel. Legyenek Ay,..., A, (n € N) tetszdleges véges dimenzids algebrdk valamely F test

felett. Ekkor egyértelmiien létezik olyan

m: (A @A) X (ANQ Q@A) = AR DAy,  (5,1) st (1.82)
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bi-F-linedris leképezés, amire tetszdleges (ay, ... ,an),(b1,...,by) € A} X - X 4, elemek esetén

ma® - Qan,bi @ Rby) = (a1 Q- Ray)- (b1 - Dby) (1.83)
:<a1'bl)®"‘®(an'bn)-

Ennek kovetkeztében az A ® --- ® A, vektortér ezen kétvdltozos miivelettel elldtva egy F test

feletti algebrdt alkot, amelyet az Ay, ..., A, algebrdk tenzorszorzatdnak neveziink.

Bizonyitds. El6szor ellendrizziik, hogy 1étezik-e a megadott leképezés. Tetszbleges

(ai,...,an) € A1 X --- X 4, elemet rogzitve tekintsiik az
My, . g i X XAy = AR @Ay, (b1,...,0n) = (a1-b1) @R (an-b,) (1.84)
leképezést. Ekkor tetszbleges o, o € IF és tetszGleges
b1,b € 4y, (b2,b3,...,by) € D X -+ x 4, (1.85)

esetén

M, (O(,bl-I-OC/b/,bz,...,bn)

I
= (a1 - (ab1 +a'b))) @ (a2-b2) @ -+ @ (an - by)
171
= (ar-oby+ar- b)) @ (az-by) @@ (an-by) (1.86)
=a-(a;-b))®(ay b)) @+ R (ay-by)
+o - (a1-b) @ (az-b2) @+ @ (ay - by)
=0 May....ay(b1,- -, bn) + 0 - My a, (DY, by),
azaz My, .. 4, az elsd véltozojaban linedris. Teljesen hasonl6an lathato, hogy az My, . 4, leké-

pezés a tobbi véltozoban is linedris. Tehat M, . ,, egy multilinedris leképezés. Igy a tenzor-

szorzat univerzalitdsa miatt egyértelmiien l1étezik olyan
Tay,a, AR @A = A1 Q- Q Ay (1.87)
linedris operdtor, hogy tetszleges (b1, ...,b,) € Ay X --- x 4, esetén
Tay,..an(P1® -+ ®@by) =My, ... a,(b1,...,bn), (1.88)
azaz

Toyay(D1®--@by) = (a1 -b1) Q-+ & (an - by). (1.89)
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Ezutan tekintsiik az
O: A X XA = LAR R, (ar,....an) — Ty q
leképezést. Ekkor tetszbleges
(x7a‘/€F7 a]aalle/qlv (a27a37'~'7an)€/q2><"'></qn
elemekre tetszoleges
(b1,...,by) € A1 X -+ X 4,
esetén
o(oa; +o'dy,az,a3,...,a,) (b1 ®@--- R by,)

= Loa +d/d) az,....an (bl - bﬂ)

= ((oa; +0'd)) - b1) @ (az-br) @+ @ (ay - by)

= (0ay -by+ddy - by) @ (azy b)) @ R (ay-by)

:O(,(al -b1)®(a2-b2)®---®(an-bn)+oc'(a/1 -b1)®(a2-b2)®---®(an-bn)

= oy, 3250+ 0n (bl Q- ® bn) + OC/Ta'l Ja2,..ylp (bl Q- ® bn)

= (OCO)(al,az,...bn) —|—0('0)(a'1,a2,...bn))(b1 ®---®bn),

(1.90)

(1.91)

(1.92)

(1.93)

azaz az ® leképezés az els6 valtozdjdban linedris és hasonléan belathatd, hogy a tobbi valtozo-

jéban is linedris. Ennek kovetkeztében a tenzorszorzat univerzalitdsa miatt egyértelmten l1étezik

az
Q:AQ A = LAI®: R Ay)
linedris transzformacio, tgy hogy tetszoleges (ay,...,a,) € (A X -+ x 4,) esetén
Qa1 ® - ®@ay) = 0(a,...,an),
tehdt

Q(al Q.- ®an) = Tal,...,an-
Igy barmely (ay,...,an),(by,...,by) € A1 X - X A, elemek esetén
Qa1 @ @ay)(b1®- @by) =Tay . a,(b1 @ R by)
= (al b1)®®(anbl>

Végiil az Q linedris transzformdcio segitségével definidljuk az

m: (A Q@ - QA) X (A Q@ @A) = A Q- @Ay, (s,1)—m(s,t):=Q(s)t

(1.94)

(1.95)

(1.96)

(1.97)

(1.98)

17



1 ALAPFOGALMAK

leképezést. Vilagos, hogy m egy bi-F-linedris leképezés, tovabba Q definicidja miatt tetszdleges

(al,...,an),(bl,...,bn)6/‘2[1 ><~~-></qn
esetén
ma® - Qay,b1 R b,) =Q(a1 R Ray) (b1 @ Qby)

:(Cll'bl)@)"'@(an'bn).

(1.99)

(1.100)

Osszefoglalva, az m leképezés teljesiti a tételben szerepld kovetelményeket, tehdt az alkalmas

m leképezés 1étezését belattuk.

Ezutan vizsgéljuk meg a leképezés egyértelmiiségét. Tegyiik fel, hogy

m:(ﬂ1®-~-®ﬂn)X(ﬂ1®--~®ﬂn)—>ﬂ1®~--®ﬂn

és

m:(AQ - QA) X (AR Q) > A® - R Ay
olyan bi-F-linedris leképezések, amelyekre tetszbleges (ay,...,a), (b1,...,by) € A; X
esetén

m(a) @+ @ap, by @+ @by) = (a1-b1)® - @ (ay - by)

:ﬁ?(al®"‘®an,bl®"'®bn)

Ezek utdn vegyiink tetszdleges s, € 4 ® - - - ® 4, elemeket. Ekkor
k I
s= ) a1u®@ - @y, t=
u=1 v=1

va Q- ®bn7v,
ahol k,[ természetes szdmok és tetszoleges j € N,, esetén
ajly--- 7aj,k7bj,1>- .. ,ij € A4;.

Felhasznélva, hogy m és i bi-F-linedrisak, irhatjuk, hogy
k /
m<s7t) =m (Z ay Q- Qany, Z bl,v DR ®bn,v>
=1 v=1
/
m (al,,u - ®an,,uabl7v Q- ®bn7v)

I
1=

=
I
—_
<
I
—_

Il
M?\“
MN

(a1u-bry) @ @ (anu-bny)

=
I
—_
<
I
—_

Il
M?\“
MN

ﬁl(aLy@"'®an,y7bl7\/®”.®bn7v)

=
I
—_
<
I
—_

k 1
=i (Zm,@---@aw Yy bl,v®“'®bn,v> = 1ii(s,t),

=1 v=1

tehat m = . Azaz belattuk a tételben szerepld m leképezés egyértelmiiségét is.
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1.19. Tétel. Ha az A,,..., A, algebrdk mindegyike egységelemes az
e1 € A4,...,e, € 4, (1.107)
egységelemekkel, akkor az
1R Qe €A Q- QA (1.108)

elemi tenzor egy egységeleme az algebrdk tenzorszorzatdnak, azaz az egységelemes algebrdk

tenzorszorzata is egységelemes.

Bizonyitds. Legyenr € 4 ®---® 4, tetszdleges elem. Felirhatjuk tigy, hogy

k
r=Y aiu® - Qany, (1.109)
u=1

ahol k € N és
(alyu,...,am‘u)E/‘le><--~></‘Zln, (,UEN](). (1.110)

A szorzasmivelet bilinearitdsa miatt irhatjuk, hogy

(1@ Rep) r=(e1@-Rey)- (Zal,,@b ®an"u)
=1

k
=) (e1®--®ep) (a1u,® - Qany) (1.111)
u=1
k
u=1 u=1
Hasonl6an lathat6, hogy
r-(e1®---®ey) =r. (1.112)
Tehat e ® - - - ® e, egységeleme A; ® - - - ® A,-nek. [ |

1.20. Tétel. Az asszociativ algebrdk tenzorszorzata is asszociativ.

Bizonyitds. Legyenek A4y, ..., 4, asszociativ algebrdk [ test felett. Ekkor tetszleges

(@1, os@)s (Bl B, (Clye o) € At X - X Ty (1.113)
elemek esetén
((a1®--@ap) (b1 ®---@by))- (c1®--- Dcp)
=((a1b1) @ @ (anby)) - (c1 @ R cp)
= ((a1b1)c1) @ ((anbn)cn) = (ai(bic1)) ® (an(bncn)) (1.114)
=(a1®-+-®an) - ((b1c1) ®- -+ @ (bncn))
=

a1@-®ay) (b1 Q- Qby)-(c1® - ®cy)).
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Ha ehhez a megfigyeléshez hozzavessziik, hogy a szorzds bi-F-linedris, akkor l4thatd, hogy

tetszbleges

rs,t € Ay X --- X 4, (1.115)
elemek esetén

(r-s)-t=r-(s-t). (1.116)

Ugyanis irhatd, hogy
k l m
}’:ZQLM@'@G"#, s:Zb17V®"'®bn7V, t= ZC17K®"'®C]17K, (1.117)
=1 v=1 k=1

ahol k,1,m € N és tetszbleges j € N, esetén
ajJ,...,aj,k,bjyl,...,bj,l,cj71,...,cj7m S /‘le. (1.118)

Ezutdn vegylik észre, hogy

k l m
(r.s).t:<(Za17‘u®...®an”u).(Zb17v®...®bn7v>).(ZCLK(@...@C”’K)
u=1 v=1 K=1

k | m
= Z Z ((al,,u®"‘®an7,u)'(bl,v®"‘®bn,v)) '(CI,K®"'®Cn,K)
u=lv=1x=l1
k | m
- Z Z Z(al,#@)”'@an,u)'((bl,v®"‘®bn,v)‘(CI,K®"'®C;1,K))
u=lv=1x=l1
k l m
— ZaLy@...@anW . Zbl,v®"'®bn,v ) ZCI,K®"'®C}’L,K
u=1 v=1 k=1
=r-(s-t)
(1.119)
[ |

Konnyen belathatd, hogy a kommutativ algebrdk tenzorszorzata is kommutativ.

Ezutan vizsgdljuk meg az asszociativ egységelemes algebrak tenzorszorzatdban a kommu-
tator miveletét. Legyenek (A4,+,-) és (B,+,-) adott asszociativ egységelemes algebrik az
F test felett, melyekben az egységelemet jelolje e € A4, illetve e € B. Ekkor tetszbleges

(a,b)(c,d) € 4 x B elemek esetén
[a®b,c@d|=(a®b) (c®d)—(c®d)-(a®b) =ac®@bd — ca®db. (1.120)
Specidlisan,

[a®beq@d|=a-eq@bd—eq-a®db=a®bd—a®db
(1.121)

=a® (bd—db) =a® b,d|,
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valamint hasonldan

[a®b,c®eg| =[a,c]®b. (1.122)

1.21. Definicid. Tetszdleges A és ‘B algebrdk esetén a tenzorszorzat univerzalitdsa miatt létezik

pontosan egy olyan

T:AQB—-BRA (1.123)

linedris operdtor, melyre teljesiil, hogy
T(a®b) =b®a. (1.124)
Ezt a leképezést transzpozicionak nevezziik.

A transzpozicid egy vektortér izomorfizmus. Most vizsgédljuk meg az algebrdk tenzorszorzaté-
nak és a transzpozicionak a kapcsolatat. Legyenek (4, +,-) és (B, +, -) adott algebrak az F test

felett. Legyenek r,s € 4 ® B tetsz6leges elemek. Ekkor irhatjuk, hogy

r= ay @by, s = cy Qdy, (1.125)

k
u=1 v=1

l
ahol £,/ € N és

(1.126)

Ezt felhasznalva

! !
=Y Y 1((0.®by) (cvody)) = ¥ ¥ tlaucy @ budy)
p=1v=1 p=lv=1
— Xk: l budy ® aycy = Zk: zll(by®a,,) - (dy ®cy) (1.127)
u=1v=1 pu=1v=1
k l k l
= Zbﬂ@aﬂ> (Z dv®cv> = <Z‘C(a‘u®b,u)> (ZT(Cv®dv)>
u=1 v=1 u=1 v=1
=1 (zk" a#®b,,) T (ZI: Cv®dv> =(r)-(s)
u=1 v=1

Tehat l14thato, hogy T kompatibilis az algebrak tenzorszorzatan definidlt szorzdsmiivelettel is.

1.22. Allitas. Legyenek (4,+,-) és (B, +,-) adott algebrdk az F test felett. Ekkor a
T: AR B — BR A transzpozicio egy algebra izomorfizmus, ami dltal nyerjiitka BRQ A= 4® B

azonositdast.
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Ha 4 és B egységelemes algebrak, akkor

T(eqns) =Tlea®ep) =eg®eq = epgyq, (1.128)

azaz ekkor T az egységelemet az egységelembe képezi. Ennek kovetkeztében ekkor T egy egy-
ségelemes algebra izomorfizmus.

Ezt kovetden térjiink rd a matrixalgebrak vizsgélatéra.

1.23. Definicié. A tenzorszorzat univerzalitdsa miatt létezik pontosan egy olyan
fr:CVNgoCcV N ¢ (1.129)
linedris funkciondl, amelyre tetszoleges N X N-es X,Y komplex mdtrixok esetén teljesiil, hogy
r(X®Y)=tr(X)u(Y). (1.130)
Ezt a leképezést a CN*N @ CV*N térre kiterjesztett trace funkciondlnak nevezziik.
1.24. Tétel. Legyen N € N tetszdleges. Ekkor tetszdleges r,s € CNVN @ CN*N elemek esetén
tr(r-s)="tr(s-r) (1.131)

Bizonyitds. Tetsz6leges r,s € CNV*N @ CN*N elemek esetén irhatjuk, hogy

k I
r=Y A,®B,, s=Y Cy®Dy, (1.132)
u=1 v=1
ahol k,l € N és
Ai,...,Ap,B1,....Bx,Cy,...,C1,Dy,....D; € CNN. (1.133)
Ekkor
R ) k =1 k1 R
te(r-s)=t | | Y A, ®By, Yaoby || =Y Y t((A®B)- (Gy@Dy))
u=1 v=1 u=1v=1
k1 R k1
=) Y (Al @(BuDy)) =Y ) tr(ACy) - tr(BuDy)
pu=1v=1 pu=1v=1
k1 k1 )
=) ) w(CA) - tr(DyBy) = ) ) i ((CvA,) @ (DyBy)) (1.134)
u=1v=1 u=1v=1
k1 R
=) Y &((Gy®Dy)-(Ay®By))
u=1v=1
A l k A
=t ZCV®DV ZA:u@B,u :t(s r)
v=1 IJ:]
|
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1.25. Megjegyzés. Az el6z6 tétel kovetkeztében a tr funkciondl ciklikus abban az értelemben,

hogy tetszdleges r,s,t € CN*N @ CN*N esetén
tr(r-s-t)=t(s-t-r)=1t(t-r-s). (1.135)
Ezutén tekintsiik ismét a CV*N @ CV*N algebrat. A

o) : CVN 5 VN CVN (A,B) — tr(A) - B,

(1.136)
@, : CVN 5 NN VN (A,B) — tr(B)-A
leképezések linedrisak. A tenzorszorzat univerzalitdsa miatt egyértelmiien 1éteznek a
try : CNXN®(CN><N —>(CN><N
(1.137)
try : (CN><N®(CN><N %(CNXN
linedris transzformacidk, melyekre teljesiil, hogy tetszéleges A, B € CV*N esetén
tl‘l(A@B) :(x)l(A,B), trz(A(XJB) :(l)z(A,B), (1.138)
azaz
tri(A®B) =tr(A) - B, trp(A®B) =tr(B) - A. (1.139)
1.26. Definicid. Legyen N € N és i € Ny tetszolegesek. Ekkor az el6zd
tr; € L (CVN o NN, cVV) (1.140)

linedris transzformdciot a CN*N @ CN*N algebra i-edik tenzori faktordra vonatkozé parcidlis

trace-nek nevezziik.
1.27. Allitas. Az eddigi jeléléseket haszndlva teljesiilnek a

trotry = fr, trotr, = fr (1.141)
reldciok.

Bizonyitds. Legyen N € N tetsz8leges. Vegyiik észre, hogy tetszSleges A, B € CNV*N matrixok

esetén
trotr; (A® B) = tr(trj (A®B)) = tr (tr(A)B) = tr(A) tr(B) = (r(A® B). (1.142)
Teljesen hasonléan

trotry (A®B) = tr(tr(A® B)) = tr (tr(B)A) 1143
= tr(B) tr(A) = tr(A) tr(B) = tr(A® B).
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Mivel a CVN*N @ CN*N tér minden eleme eldll az A ® B alaki elemi tenzorok véges linedris
g

kombindcidjaként, igy evidens, hogy
trotr; = fr, trotry = fr. (1.144)
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2 POISSON-ZAROJEL

2. Poisson-zaraéjel

Ebben a fejezetben eldszor a Poisson-zérdjellel és a Hamiltoni dinamikéval foglalkozunk,
majd attekintjiik a tenzori Poisson-zar6jel elméletét. Az ebben a fejezetben bemutatott tételek

€s definiciok ismertetéséhez az [7,/11] konyveket €s a [9]] cikket hasznaltuk.

2.1. Poisson-zaréjel és Hamiltoni dinamika

Tekintsiink az R?" térben egy nem-iires, nyilt részhalmazt, jeloljik P-vel. A P halmazra

fazistérként gondolunk, a pontjaira vezessiik be a

X=(q1,--,qn;P1,---,Pn) € P 2.1)

jelolést. A P felett értelmezett valds értéki végtelenszer folytonosan differencidlhat6 fiiggvé-
nyek terét jelolje

C*(P,R) = C=(P). (2.2)

A C>(P) téren bevezethetjiik a standard Poisson-zéardjelet az alabbi médon:

i <8f dg Jdf Odg

{f7g}:k; 30 9pr 3pe dax

) e C=(P), (2.3)

ahol k € N, tetszGleges index és f, g € C*(P) tetszoleges fiiggvények. A Poisson-zardjel bi-R-
linedris, azaz mindkét véltozdjaban R-linedris, antiszimmetrikus, azaz tetszdleges f,g € C*(P)
fliggvényekre

{g,.f}=—{fs}, (2.4)

teljesiti a Jacobi-azonossdgot, azaz tetszoleges f,g,h € C*(P) fiiggvényekre
{{r.8}.n}+{{g.h}, /1 +{{h.f},8} =0, (2.5)
€s teljesiti a Leibniz-szabdlyt:
{f.g-hy ={f.8}-h+g-{f.h}. (2.6)

A val6s értéki sima fliiggvények egységelemes kommutativ és asszociativ algebraja egy Poisson-

algebrat alkot a Poisson-zargjellel. Jelolésben a
(CM(P)7+7Ra';{';'}) (27)

algebrai struktira egy valds Poisson-algebra. A valds értéki fiiggvények mellett gyakran cél-

szer(i a komplex értéki fiiggvényekkel dolgozni. Adott P fzistér esetén jelolje C=(P,C) a P
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felett definidlt komplex értékl végtelenszer differencidlhatod fiiggvények terét. Egy komplex
értékd fliggvény akkor és csak akkor sima, ha a valés és képzetes része is sima. A ponton-
ként értelmezett miiveletekkel C*(P,C) egy egységelemes kommutativ és asszociativ komplex
algebrét alkot, azaz

egy kommutativ egységelemes asszociativ algebra. Ezutdn terjessziik ki a Poisson-zéaréjelet

ezen komplex algebréra. Tetszbleges f,g € C(P,C) fiiggvényekre legyen

{f,8} = ({Re(f),Re(g)} — {Im(f),Im(g)}) +i({Re(f), Im(g)} + {Im(f),Re(g)}). (2.9)

Ekkor
{f.g} eC”(P,C). (2.10)
2.1. Tétel. Az el6bb definidlt
{--}:C*(P,C) xC*(P,C) — C=(P,C), (f.8) = 1{f.g} (2.11)

leképezés bi-C-linedris és tetszdleges f,g € C*(P,C) fiiggvényekre antiszimmetrikus:

{g;.f}=—{f.¢} (2.12)

Teljesiti a Jacobi-azonossdgot, azaz tetszoleges f,g,h € C*(P,C) fiiggvényekre

Hrehht+{{gnh}, f}+{{h f} &} =0, (2.13)

és érvényes rd a Leibniz-szabdly, azaz tetszdleges f,g,h € C*(P,C) fiiggvényekre

Bizonyitds. Tetsz6leges f € C*(P,C) fiiggvény esetén vezessiik be az aldbbi roviditéseket:

fr=Re(f),  fi=Im(f). (2.15)
Ekkor f = f, +if; és
{f.g}r={frgr} —{fisai},
{f.8}i = {frai} +{fiar}-

Ezutdn a val6s értékd fiiggvényekre vett Poisson-zaréjel antiszimmetridjat kihaszndlva tetszo-

(2.16)

leges f,g € C*(P,C) esetén irhatjuk, hogy

{gaf}r = {grvfr} - {giaﬁ} = _{fhgr} - (_{fi7gi})
= _<{fr;gr} - {flagl} = _{f7g}r

(2.17)
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2 POISSON-ZAROJEL

{e.fri=Aen fit g fr} = —{fier} —{fr8i} = —{f . &}i- (2.18)

Tehat
{g.f=—{f.¢} (2.19)

azaz a Poisson-zdrdjel komplex értéki fiiggvényekre antiszimmetrikus.

Most legyenek f, g, h € C(P,C) tetsz6leges fiiggvények, ekkor

{f+ghtr={(f+8&)r s} —{(f+8)i,hi}
={fr+8r e} —{fi+8ihi}
= {fr,lr} + 18 1} — {fis i} — {gi, hi}
={f.n}r+{g.n}, = ({f .1} +{g.2})",

(2.20)

illetve

{f+gnti={(f+8&rhi}+{(f+8)ih}
:{frahi}+{gr7hi}_{fi7hr}+{giahr} (2.21)
= {f7h}i+{g7h}i = ({fvh} +{g7h})i-

Vezessiink be egy z € C tetszleges elemet. Az x = Re(z) és y = Im(z) jelolésekkel
2 f=x+iy)-(f+ifi) = fi—y-fi) +i-(x-fity fr). (2.22)
Ebbdl kovetkezben

{z-f.8} ={@ rgt—{z Mgt +i{(z f)r.gi} +{(z- f)i,&})
={x-fr=y-fi.gry —{x-fity-fr8i}
+il{x fr—y-figit H{x-fit+y-frgr})
=x{fr. &} —y{fi-8r} —x{figi} —y{fr 8}
+i(e{ gt —y{fi.8it +x{fi g} +3{fr.8:})
= (x+iy)- ({fr.8} —{fi-8})
+(ix—y) ({fr. 8} +{figr})
=z {f.gtr+zi{f.gli=z-({f.8}r+i{f.8}) =z-{f.8}.

Tehat a komplex értéki fiiggvényekre vett Poisson-zardjel C-linedris az elsd valtozdjdban. Az

(2.23)

antiszimmetriabol kovetkezéen a masodik valtozéjaban is C-linedris, tehat bi-C-linedris.
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2 POISSON-ZAROJEL

Ezutédn legyenek f,g,h € C*(P,C) tetsz6leges elemek. Felhaszndlva, hogy a valds értéki

fliggvényeken vett Poisson-zdrdjel teljesiti a Jacobi-azonossagot,

{{f.st.n}r={{f.8}r,hr} —{{f 8}i,hi}
= {{fragl’}_{ﬁ’gi}ahr}_{{fragi}+{ﬁ7gr}7hi}
= {{fhgi’}7hr}_{{ﬁ7gi}7hf}_{{fhgi}vhi}_{{ﬁugl‘}vhi}a

amit haszndlva lathato, hogy

({{f.eh.nt+{{g,h}, f+{{h.f}.8}),
={/f.ghhhr+ g}, 11+ LB )83
= {fmerh i} —{{fisgits e} — {{frr8i} i}
—{{fiar} iy +{{gr e}, fr} — {{gi hi}, fr}
—{{er i}, fiy — Hei b} iy + {{he o} 80}
—{{hi. fit .8} = {0, i}, 8 = {{hi, £}, 81} = 0.

Hasonlodan,

{{fag}Jl}l = {{f7g}r7hi} + {{fvg}iahr}
= {{fr7gr}_{ﬁ?gi}vhi}+{{fr7gi}+{ﬁ7gr}vhr}
={{/r&rkshit —{{fi.8i} b} +{{fr-8i}, e} +{{fis 8-}, Br )

amit haszndlva lathato, hogy

({{f.8}nt +{{g,h}, fH+ {{h. f}.8});
={{f.e},h}i+{{g.n}. fi+{{h [} g}
={{/frerh it —{{fi,gik hit +{{fr. 8} e}

+{{fi.ar} b} +{{er heb, fi} — {{gi- b} fi}
+{{grhi}, i} +Hsgishe ks £} + {0, £}, 8
—{{hi. fi} 8} + L b, fi} 8} + {{hi S}, 80} = 0.

Tehat a komplex értéki fiiggvényekre vett Poisson-zardjel teljesiti a Jacobi-azonossagot.
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2 POISSON-ZAROJEL

Végiil legyenek f,g,h € C*(P,C) tetsz6leges elemek. Ekkor

{f.g-htr=A{fr.(g-1)r} —{fis(g-h)i} = {fr.8r-hr— gi-hi} —{figr - hi+gi-hr}
={fr gt} —{fr.8i hi} —{fi-gr hi} —{fi-8i I}
={fr.&rthr+ 8 fr. b} — {fr 8i hi — gi{ fr i}
—{figr}hi— g fis hi}t — {fi, 8ithr — il fis Iy}
= ({frogr} —{fi&giDhr — ({fr 8} +{fi&r i
+&r({frs b} = {fi hi}) — &i({ frs i} +{ fis i })
={f.8}r-hr—={f.8}i hi+gr-{f h}r—8i-{f h}i
=({f.g} h)r+(g-{f.h})r=({f.8} -h+g {f:h})r

Teljesen hasonldan,

(2.28)

{f,8-hyi=Afr(g-h)it +{fis (& -h)r} = {fr.8r - hi+8i- h} +{fis8r - hr — i+ hi}

={fr8rhi} +{fr.gi b} +{fi.gr - hr} —{fi,8i hi}
= {fr & thi+ g fr,hi} +{fr: 8} hr

+8ilfrshet +{fi g hr + g fi 1} — { fi githi — il fi i}
= {frgry —{fi.8i)hi+ (S 8k +{fi8r})r

+&r({frhit +{fis he}) + &i({fr B} = { fis hi})
={f.&tr-hi+{f.8}i-hr+g-{f h}ti+gi-{f h}r
=({f.8}-h)i+(g-A{f.1})i={f .8} - h+g-{f h})i

Tehat teljesiil a Leibniz-szabdly. |

(2.29)

Az el6z06 tétel kovetkeztében a

(C=(P,C);+,-,{}) (2.30)

algebrai struktira egy Poisson-algebrat alkot a komplex szamok teste felett.

A fazistéren a koordinatakra teljesiilnek a

{ax. a1}y =0, {pe,pi} =0, {ax,pi} =06 (k1eN,) (2.31)

Osszefiiggések. A Poisson-zaréjeleket igy teljesité koordindtdkat kanonikus koordindtdknak
is szokds hivni. A Poisson-zaréjel segitségével Hamiltoni dinamikét is be tudunk vezetni, a
Hamilton-féle dinamikét generdld

H e C*(PR) (2.32)
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tetszdleges, valos értékd fiiggvény segitségével. Az
X4 :C7(P,C) — C™(P,C), f=Xef={f,H} (2.33)

leképezés egy elsdrendi differencidloperator, aminek alakja:

" (0H 9 0H 9
Xor=) (—————) (2.34)
/= \Opkdqx  9qi Ipi
Ha vesziink egy valamely @ # I C R nyitott intervallum felett definialt
v:I—P t—9(t) (2.35)

sima gorbét, akkor ez a # dltal generdlt dinamikdnak a megoldésa, ha barmely f € C*(P,R) és

barmely ¢ € [ esetén

df(y(r))
dr

A dinamikaét general6 # fiiggvényt a rendszer Hamilton-fiiggvényének szokds nevezni. A (2.1))

= (X () (v(2))- (2.36)

egyenletben bevezetett koordinatdkat tekintve, felhaszndlva a (2.36) osszefiiggést, a y gorbe

komponensei kielégitik a

dg(v(r)) _ 07 . dm(V) _ 9H

o= g, ) e P = S ) 2.37)

Hamilton-egyenleteket.

2.2. Tenzori Poisson-zaradjel

Ebben az alfejezetben a tenzori Poisson-zérdjellel és legfontosabb tulajdonsédgaival foglal-
kozunk.

Vezessiik be az N x N-es Ey ; elemi matrixot, melynek elemeit igy definidljuk:
(Ek,l)i,j = 6k7,‘8[’j (i,j S NN). (2.38)

Az elemi matrixok Osszessége bazist alkot a CV*V térben. Az elemi matrixok segitségével

tetszoleges
A:P—CVN  B.p—CNN (2.39)
sima fiiggvények
N N
A=Y AijEij, B=Y By (2.40)
ij=1 k=1
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alakban irhatok, ahol
A;j,Br1 € C*(P,C). (2.41)

Ezen felbontast felhaszndlva az A és B fliggvények tenzori Poisson-zaréjelét az

N

{AsBY =Y. {Ai;.Bii}Eij®Ey, (2.42)
i,jk, =1

formulaval definidljuk.
Ezutdn vizsgaljuk meg, hogy a tenzori Poisson-zéréjel esetén hogyan jelenik meg az anti-
szimmetrikussdg. Kihaszndlva, hogy a Poisson-zardjel antiszimmetrikus, valamint felhasznalva

a transzpozici6é miveletét (1.21]definicid),

N
{AsBY= Y {Aij,Bii}Eij@E=— Y, {BiiAij}Eij®Ey
i jhl=1 i jhl=1
N (2.43)
=— Y {BiiAij}t(Eg®E ) =—t| Y, {BiiAij}E®E;
i jhl=1 i jhl=1
=—1({B3A}).

Ezt kovetden a Leibniz-szabalyt megvizsgalva, kiirdssal belathatd, hogy
{A9BC} ={A3B}1®C+1®@B{A3C}. (2.44)

Tehét a tenzori Poisson-zardjelre érvényes a Leibniz-szabdly. Ezutdn tanulmanyozzuk a Jacobi-

azonossagot. TetszSleges A, B,C € C=(P,CN*N) fiiggvények esetén

N N
{As{B;C}} = { Y AiEijs Y, {BeiCrs}Ers ®Er75}
w;l kil,rs=1 (2.45a)

= Y {4 {Bi,Crs}YEi j @ By @ Epg,
i,j,k,l,rs=1

N
{Ci{AsB}} = Y {Crs{Aij,Bi}}Ers ®E; j® Eyy, (2.45b)
i,j.k,lrs=1

N

{B:{C5A}} = Y {Biy{Crs,Aij}}Er i R Ers QE; j, (2.45¢)
i,j,k,lrs=1

A (2.454), (2.45¢) és ([2.45D)) kifejezéseket 6sszeadva nem nullat kapunk. Viszont a tenzorszor-

zat univerzalitdsa miatt 1étezik pontosan egy olyan
g € L(CVN g CV*N o CV*N) (2.46)
linedris operator, amelyre tetszSleges X,Y,Z € CV*N mitrixok esetén
EXRY®RZ)=ZRXRY. (2.47)
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Konnyen lathat6, hogy
EXQYRZ) =YRZX. (2.48)

Vegyiik észre, hogy az € operator felhasznalasdval azt kapjuk, hogy
{A{BsCY) +e({Cs{AsBY)) +eX{Bs {CiA}} =0. (2.49)

Azaz, a matrix értékd fliggvények tenzori Poisson-zaréjele esetén (2.49) médon jelenik meg
a Jacobi-azonossag. A Jacobi-azonossdg révén kapcsolatba hozhaté az r-matrixok elmélete a
Yang-Baxter-egyenletekkel, de ennek a tirgyaldsatdl ebben a dolgozatban eltekintiink.

A fejezet lezarasaként vegyliik észre, hogy a parcidlis trace definicidja alapjéan tetsz6-
leges A, B € C*(P,CN*N) fiiggvények esetén

N N
tro({A 5 B}) =trp ( Z {Ai,]’,Bk7g}Ei,]’®Ek7g> = Z {A,J,Bkgtr E; g)E
l’-]’k7£ l:.]7 aé 1

N N
= Y {AijBio}SiiEij =Y, {Ai,j, ) Bk,k} E;j (2.50)
=1

i, k,€:1 iJ

— Zl{A,J,tr )}Eij = {A,tx(B)}.
ij
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3. Lax-egyenlet, r-matrix

Ebben a fejezetben bevezetjiik a Lax-pédrokat és a hozzdjuk kapcsol6dé legfontosabb tétele-
ket, ezutan pedig definidljuk az r-matrixokat. A fejezetben szerepld bizonyitasokhoz a [7,/12]]

konyvekre és a [9,13] cikkekre tdmaszkodtunk.

3.1. Lax-egyenlet

Terjessziik ki a Poisson-zardjelet a matrix értékd sima fiiggvényekre. Legyen N € N, tovéb-

Lig(x) -+ Lin(x)
L:P—>CVV  xL(x)= : : (3.1)
Lyi(x) - Lyn(x)
egy tetsz6leges sima fiiggvény, azaz barmely k,! € Ny esetén Ly ; € C*(P,C). Ekkor a matrix

értékd L fiiggvénynek egy tetszleges h € C°(P,C) fuggvénnyel vett Poisson-zérdjele

{Liah} - {Linsh}
{Lva,h} - {Lnn,h}
A kordbban (2.38)) bevezetett elemi matrixokkal a definici6 az alabbi alakba irhato:
N
{L,h} =Y {Lis,h}Er,. (3.3)
k=1
3.1. Definicio. A mdtrix értékii
L:P—CVN é A:Pp—CVN (3.4)

sima fiiggvényekbdl képzett (L,A) pdr egy Lax-pdrt alkot valamely H € C=(P,R) Hamilton-

fiiggvénnyel jellemzett klasszikus mechanikai rendszerhez, ha teljesitik az
{L,H} =1A,L] (3.5)
Lax-egyenletet.

3.2. Tétel. Az (L,A) pdr akkor és csak akkor alkot Lax-pdrt a H dltal generdlt dinamikdhoz,

ha a dinamika bdarmely

v:(a,b) =P, t—7(t) (3.6)

megolddsa esetén

=[AW@),L(Y@)]  (t€(a,D)). (3.7
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Bizonyitds. ElSszor tegyiik fel, hogy (L,A) egy Lax-part alkot a  Hamilton-fiiggvénnyel jel-

lemzett mechanikai rendszerhez. Ekkor a dinamika egy tetszéleges
v:(a,b) = P, t—7(t) (3.8)

megolddsa esetén az elemi madtrixokat haszndlva (2.36) egyenletbdl kiindulva, (3.3) és (3.5)

alapjan barmely ¢ € (a,b) esetén teljesiil, hogy

N N
L) _ 5 ‘E%W Eei= Y {Lis #H(4(0) Exy 59)
k=1 :

={L, 3} (v(1)) = [A(V(1)), L(v(2))]-

Tehdt ha (L,A) egy Lax-pért alkot, akkor a # &ltal generalt dinamika tetszSleges y megolddsa
mentén teljesiil a egyenlet.

A forditott irdnyu bizonyitashoz tegyiik fel, hogy a dinamika tetszéleges Y megolddsa esetén
teljesiil a (3.7)) egyenlet. Ekkor egy tetszleges x € P pontot rogzitve, a kozonséges differenci-
alegyenletekre vonatkoz kezdeti érték problémak megoldasairdl sz616 egzisztencia és unicités

tétel lokalis esete garantdlja, hogy a dinamikanak van olyan

v:(a,b) =P, t—7(t) (3.10)
megoldasa, melyre teljesiil, hogy

0€ (a,b) és 7y(0)=x. (3.11)

Ezt a megoldast vélasztva, a (3.7) egyenlet miatt, a (2.36) és (3.3]) egyenleteket felhasznélva:

N
{L, H}(x) Z {Lis, HY(X)Ex; = Y {Lis, H}(¥(0))Ex,
Ki=1 Ki=1
de 1 dLy;(Y(1))

3.12)
E,, — (
=0 kot dt

t=0

Mivel ez a fazistér minden pontjéra teljesiil, az (L,A) par valéban Lax-pért alkot a 4 Hamilton-

fliggvénnyel jellemzett mechanikai rendszerhez. |

Ezutén vizsgdljuk meg egy 4 Hamilton-fiiggvényhez téarsitott (L,A) Lax-pér esetén az L
matrix id6fejlodését a dinamika tetszéleges Y megolddsa mentén. A tovdbbiakban az N x N-es

komplex, nem-nulla determindnsi matrixok csoportjat GL(N,C) jeloli.
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3.3. Tétel. Tegyiik fel, hogy az
L:P—CVN g5 A:p—CVN (3.13)

sima fiiggvényekbdl dllé (L,A) pdr Lax-pdrt alkot a H € C*(P,R) Hamilton-fiiggvénnyel jel-

lemzett mechanikai rendszerhez. Egy tetszoleges x € P pontot tekintve legyen

v:(a,b) =P, t—7(t) (3.14)
egy olyan megolddsa a H dltal generdlt dinamikdnak, amely kielégiti a

0€(a,b) és 7(0)=x. (3.15)

kezdeti feltételt. Jelolje
S:(a,b) — GL(N,C), t~ S(t) (3.16)

azt az egyértelmiien létezd sima fiiggvényt, melyre teljesiil, hogy S(0) =1 és

dfl—f) _A())S() (tel). (3.17)
Ekkor bdarmely idépillanatban
L(Y(1)) = S()L(x)S(1) " (3.18)

Azaz az L madtrix idofejlodése a dinamika barmely megolddsa mentén hasonlosdgi transzformd-

ciokkal torténik.
Bizonyitds. Tetsz0leges t € I esetén legyen

®(1) = S(t) ' L(y(r))S(r) € CV*N, (3.19)
At = 0 iddpillanatban kirétt kezdeti feltételek alapjan

®(0) = S(0)~'L(Y(0))S(0) = L(x). (3.20)

A & mitrix fiiggése a r véltoz6tol sima. Az S fiiggvényt definidlé (3.17) egyenletet, a[3.2] tételt

€s a Leibniz-szabdlyt felhasznalva

o s (< stz + EI 4 L) S s ) st

(3.21)
1 (dL(v(?))

=50 (LD~ o) o)) st =o.

Tehdt ®(¢) matrix értéke egy ¢-tol fiiggetlen konstans matrix. A (3.20) egyenlet miatt tehat

barmely ¢ esetén ®(¢) = L(x). A (3.19) defincidval 6sszevetve a tétel allitdsa kovetkezik. W
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A (B.18) egyenletet tekintve lathatd, hogy az L(y(f)) matrix spektrumara teljesiil a
o(L(y(r)) =o(L(x)) (t€l) (3.22)
Osszefliggés.

3.4.Tétel. Haaz L,A : P— CN*N fiiggvények a H € C*(P,R) Hamilton-fiiggvénnyel jellemzett

dinamikdnak egy Lax pdrjdt szolgdltatjdk, akkor az L sajdtértékei mozgdsdllandok.

A sajatértékek helyett szokds hasznalni a

H; = %tr(Lg) e C*(P,C) (3.23)
fiiggvényeket. A (3.I8) egyenletbd] kovetkezik, hogy
LOY(e))" = (S()LOOS(O) ™) = S()LO'S(0) ", (3.24)
tehat
A1) = (L)) = pu(SOLN'SO ) = u(LE)) = 7). (329

Ebbdl az egyenletbdl ldthatd, hogy a H; fiiggvény mozgésallando tetszGleges £ € N esetén.
3.5. Tétel. Tegyiik fel, hogy az
L:P—CVN & A:p—CVN (3.26)
sima fiiggvényekbdl dllo (L,A) pdr Lax-pdrt alkot a H € C*(P,R) Hamilton-fiiggvénnyel jel-
lemzett mechanikai rendszerhez. Ekkor tetszoleges
g:P— GL(N,C), x> g(x) (3.27)
sima fiiggvény esetén az
L=glg™! é A=gAg '+ {gH}g! (3.28)
fiiggvényekbdl képzett (L,A) pdr ugyancsak Lax-pdrt alkot a H-val jellemzett rendszerhez.
Bizonyitds. A Leibniz-szabélyt felhasznalva
(L9} = {gLg™ ", H} = {g, 7 g ' +8{L,H}g ' +eL{s” ', 7}
={g,H}Lg ' +glA,Llg™" —gLg ' {g, M}
={g,#}¢ 'L+[gAg ' sLg™ ']~ L{g, H}g™

=[gAg L+ [{g.H}g " L] =[AL]

(3.29)

Az (L,A) parrdl a (L,A) pérra torténd attérést a g fiiggvény éltal generdlt gauge-transzformacionak

szoktak nevezni.
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3.2. r-matrix

Az L Lax-matrix sajatértékeibdl nyerhet6 elsd integrdlok felcserélhetdsége kapcsolatba hoz-

hat6 egy, az 6nmagaval vett tenzori Poisson-zaréjelre vonatkozé algebrai kovetelménnyel.

3.6. Tétel. Legyen
L:P— CNVN (3.30)

egy tetszoleges olyan sima fiiggvény, ami diagonalizdalhato abban az értelemben, hogy alkalmas

globdlisan definidlt
S € C*(P,GL(N,C)), A=diag(A,...,Ay) € C(P,CNN) (3.31)
sima fiiggvények segitségével teljesiil az
L=SAS"! (3.32)

reldcio. Tegyiik fel tovdbbd, hogy az L mdtrix sajdtértékei pdaronként kommutdlnak a Poisson-

zdrojelre nézve, azaz tetszoleges k,l € Ny esetén
{ M, A} =0. (3.33)
Ekkor megadhato olyan globdlisan definidlt
riP—sCVNoCVN  xr(x) (3.34)

sima fiiggvény, hogy
{L5L} =[r,L1]—[t(r),1®L], (3.35)
ahol T a kordbban definidlt transzpozicio (1.21). Ezt az r fiiggvényt r-mdtrixnak nevezziik.

Bizonyitds. A tenzori Poisson-zdrdjel definicidja alapjan a Poisson-zardjelre vonatkoz6 Leibniz-

szabdly segitségével beldthat6, hogy az (3.32) egyenletben kirétt feltevés kovetkeztében irhat-

juk, hogy

{(L5L} = (S@){AA}S ' @S ) +[nLel] —[t(r),1® L], (3.36)
ahol

1

r=1QS8){S:L}S'@s )+ 5[{5‘?5}(5_1 @S H,1®1L). (3.37)

Az (3.33) egyenletben megfogalmazott feltevés értelmében viszont
N N N
{ASAY =S Y MBS Y ME p = Y { oM} Erx @ Epy =0, (3.38)
k=1 I=1 k=1

melynek kovetkeztében a (3.36]) osszefiiggés a (3.35) alakot olti. [ |
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3 LAX-EGYENLET, R-MATRIX

3.7. Tétel. Tegyiik fel, hogy az
Lec™(pCVN),  rece(P,CVNeCVN) (3.39)

fiiggvények kielégitik az

{L3L} =[r,Le1]—[t(r),1xL] (3.40)
reldciot. Ekkor a
Hy = %tr(LZ) €C?(PC), (feN) (3.41)

fiiggvényekre teljesiil, hogy tetszdleges k., esetén

{H, Hi} = 0. (3.42)

Bizonyitds. Tetsz6leges k,¢ € N elemek rogzitését kovetden lathatd, hogy

(9,90 = { L), ot | = e o) = sy G4

Ezutan alkalmazzuk a Leibniz-szabdlyt a jobb oldalon szerepld tenzori Poisson-zaréjelre. Az

L9 = 1 konvenci6 alkalmazdséval

{LFs Ly = Ei(l@Lj){Lk sLYA L)
j=0

_ H(1®LJ’) <ki:1(Li®1){L§L}(Lkli®1)> (1eL!~1) (3.44)

i=0

|
- O

Il
0 M

Z (L'@L)N{Ls LY (L' oL=17).

Ezt a formulét hasznélva a tr funkcional ciklikus tulajdonsdga arra vezet, hogy

T
—_
<’|\
—_

G({L*5L) = (L' o)LL oL )

T
—_— O

]‘T
— O

T

G(Ls LY L) G4

Il
ggM

"')

i=0 j
k-e-&{LLHL o L)
Tehat a fenti formuldban megjelent az L matrix onmagaval vett tenzori Poisson-zardjele, amire
alkalmazhatjuk az (3.40) feltevést. Eszrevehetjiik, hogy fr funkcional ciklikus tulajdonsiga
kovetkeztében
([n L)L o L) = 6L 9 L) — (La (L o L)

(3.46)
=t(r(Lfo L)) —t(r(LF @ L7 1)) = 0,
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3 LAX-EGYENLET, R-MATRIX

és teljesen hasonl6an

a([t(r),10L)(LF 'L 1)) =0. (3.47)
A (3.43)) egyenletet tekintve, a (3.40) feltételt behelyettesitve a (3.43) egyenletbe a

(%, 94} = 615 1))

(3.48)
= (L)L o LTh) —fr([t(r), 10 L)L o L)) =0
Osszefliggést kapjuk. [
3.8. Tétel. Tegyiik fel, hogy az
Lec*(P,CYY), rec?(P,CVNeoCVN) (3.49)
fiiggvények kielégitik a
{L5L} =[rL®1]—[t(r),1®L] (3.50)
reldciot. Ekkor tetszbleges
g € C*(P,GL(N,C)) (3.51)
elem esetén a g fiiggvény dltal generdlt gauge-transzformdcioval nyert
L=gLg! (3.52)
fiiggvény kielégiti az
{LeL}y = [F,L@1]—[t(7),1® L] (3.53)

egyenletet, ahol

F=(gogr(g '®g ) +(1eg){gsLH g '®g ™) +%[{g%g}(g_1 ®g "), 1®L]. (3.54)

Bizonyitds. Bevezetve a
A=(og){g L o5 )+ 5l{g 18l @g )10 (3.55)
elemet, a Leibniz-szabdly alkalmazasdval kapjuk, hogy
{L3L} = (@) {LsL (e '®e )+ A Lel]—[t(A), 10 1], (3.56)

Az (3:30) feltevésbsl kivetkezden
(e@e{LsL} (g '@g™")
= (g@g)([nLel]-[(n,1eL]) (g g ") (3.57)
= [(g@e)r(g”' @g™ "), Lol -[t((gg)r(s g ")), 1®L].

Ezt az egyenletet az el6z6be visszahelyettesitve megkapjuk a kivant formulat. [ |
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3.9. Tétel. Tegyiik fel, hogy az
Lec?(P,CVNy,  rec?(P,CN*NoCNN) (3.58)

fiiggvények kielégitik az
{L3L} =[rL®1]—[t(r),1®L] (3.59)

reldciot. Ekkor tetszbleges { természetes szdm esetén fenndll a

{L,H)} = [tra(r- ALY, L] (3.60)

Lax-egyenlet.

Bizonyitds. Legyen ¢ € N egy tetszGleges rogzitett elem. Ekkor a (3.41)) definiciét felidézve, a
(2.50) kovetkeztében
1 1
(L, H} = Z{L,tr(LE)} = ztrz({L%LE}). (3.61)

Az r € C*(P,CN*N @ CN*N) fiiggvény felirhaté
k
r=1Y a,®b, (3.62)
u=1
alakban, ahol k € N, tovabba
ai,....ag,by,... by € C°(P,CN*N) (3.63)
alkalmas fiiggvények. A transzpozici6 [[.21] definicija alapjan

k
r)= Z by ®ay, (3.64)

tehdt a (3.59) feltevés a kovetkez§ alakot Olti:

k k
{L5L} =) [a,®@by, L1~ ) [by®ay,1®L]
u=1 u=1
L p (3.65)
Z 4, L] @by — Y bu®lay, L].
u=l u=l1

Ezt az eléallitast felhaszndlva, az L° = 1 konvenciéval a Leibniz-szabdly arra vezet, hogy

(L) = Y Qe (LiLy1eL-1)
j=0

-1 k L —1 k L (3.66)
= Z Z[ay, L/b L ] Z Z L] lay, LIL J)
J=0u=1 J=0p=1
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A kapott formuldban az dsszegekre kiilon-kiilon alkalmazva a try operétort,

1 k -1 k
(Z Z la, L@ (LB, L) ) =Y Ztr(ijMLg_l_j)[ay,L]

=0u=1 J=0u=
k _
=) (Z bl 1>[a,,, _EZtr b LYy, L]
S #el (3.67)
=/ Z LZ Nay, ] zﬁLZtrz(ap(X)(byLél)),L
=1 =1

=/t (Zk" (ay®by)- (1L 1)) ,L] = ([try(r- 1@ LYY, L],

illetve

(-1 k (-1 k
tro (Z Y b—u (L[a,, L)L J)) =Y Y u(@/[a,,L]L" )by,

j=0u=1 J=0p=1

T
L

I
g

(e a, L)~ w(L a, L1 ) ) by (3.68)

Dy
3
i

I
(gl

~ .
|

(tr(a,ﬂ) - tr(ayL€)> by = 0.

1
(=]
ki
_

Ennek kovetkeztében

—1 k /-1 k
o({LLY) =t | Y ¥ fa L)@ (L0l ) = 3 B bu® (L[, LIL™')
J=0u=1 j=0p=1 (3.69)
= {[try(r- (10 L)), L],

A kapott formulat a (3.61) egyenletbe helyettesitve megkapjuk a Lax-egyenletet. [
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4. Példak

Ebben a fejezetben két nevezetes rendszerre tekintjiik 4t a hozzajuk rendelhetd Lax-part és
r-matrixot. Az elsé a nyilt Toda-rendszer, amivel részletesebben foglalkozunk. A mésodik a
Calogero-Moser-Sutherland rendszer kiilonb6zd varidnsai, amelyek esetén ismertetjiik a hozza-
juk tartozé Lax-pdrokat és r-matrixokat. A fejezetben a [[14-19]] cikkek és az [1,20] konyvek

alapjin dolgoztunk.

4.1. Nyilt Toda-rendszer

A nyilt Toda-rendszert M. Toda vezette be a [[14] cikkben. A nyilt Toda-rendszer sorban el-
helyezkedd, kolcsonhato részecskék rendszere, amelyben a kolcsonhatds exponencidlis €s csak
a szomszédos elemek kozott jelenik meg. A fazistér P = R?", a Hamilton-fiiggvény pedig a

kovetkez6 alakban irhat6 fel
1 n n o
H:EZp?—l—Zeq’ di-1, (4.1)
i=1 i=2

Ezutan felirhat6k a hamiltoni mozgasegyenletek:

Qi = Di, 1 <i< n,
e2™q1, hai=1,
4.2)
Di =« edi+1—4i _ eli=%-1, ha2<i<n-—1,
—edn—dn-1 hai=n.
Vezessiik be H. Flaschka ( [[17,/18])) jeloléseit:
I =g
ap = ~e 2 (1<k<n-—1),
o (4.3)
bk—_zpk (1<k<n)

Az ap-ra és by-ra a (2.33) egyenletben bevezetett differencidloperétor segitségével felirhatd,

hogy
2a3, hak=1,
Xu(ar) = 2(a*—a? ), ha2<k<n—2,
(i —ai 1) i
—2a,%71, hak=n-—1.

XH(bk) = ak(bk+1 - bk), 1< k <n.
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4 PELDAK

4.1. Tétel. A (4.3) fiiggvények segitségével definidljuk az aldbbi, P fdzistér felett értelmezett

n X n-es mdtrix értékii fiiggvényeket:

_bl aj 0 | [ 0 ai 0 ]
ar by a —a 0 m
L= a . ., A= —ay . . @5)
bn-1 an 0  an
0 an—1 by 0 —a,—1 0

amiket az elemi mdtrixok (2.38)) segitségével az aldbbi alakba irhatunk:
n—1 n—1

n
L=Y b+ Y, ak(Ejs1 + Eiri k), A=Y a(Exir1 — Exir0)- (4.6)
=1 =1 =1

Az L és A fiiggvények a nyilt Toda-ldnc egy Lax-pdrjdt adjdk.

Bizonyitds. Azt kell belatnunk, hogy L és A teljesitik a (3.7) Lax-egyenletet. A (3.7) egyenlet

jobb oldalét tekintve el6szor

—1 —1

[AL] = Z ak(Ex g1 — Ext14), ZblEll+ Z ai(Erpp1+Ep10) | - (4.7)
i=

Az (@.7) jobb oldala az aldbbi alakba irhatd:

Y. Y abi([Exir1, Erg] = [Exr1 Eri))

1
n—1n+1 GLS)
+ axa)([Eg j1, Ei+1) + [Ex k1, Er1,0] = [Exs1,6 Erj1] = [Exg1,6 Er1,1])-
k=11=1
A (2.38)) egyenlet alapjan
|Ei.j, Ex] = E; O, j — 8i1Ex j, (4.9)
amit felhaszndlva a (4.8) atirhat6:
n— n
) Z arbi(Ex 101 x+1 — O 1E1 k1 — Ex41,101 k + Ok 1,1E1 )
I=11=1
n—1n+1
+ Y Y arar(Er i 18i0e1 — Skav1Ergrt + Ex iS00 — Sk iErg it
k=11=1
— Ej10+100k + k1, 141E1k — Ex1.00141 k + Ok 1,1E141.1)
_ (4.10)
Z (bks1Ek k1 — biEx k1 — biEgy1 & + b1 By k)
k=1
n—1 — n—2
+ Y atEri— Z a;Epi i1 + Z agak+1Ex j+2
k=1
n—2 n—2 n—2
- Z ajaiEp 0+ Z ajr1aiEr ) — Z axai 1 Ex 2 k-
=1 =1 k=1
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Ennek a kifejezésnek az utolsé négy tagja nullét ad, a tobbi tagot pedig dtrendezhetjiik a

n—1
Y ax(brst — bi) (Ex k1 + Exir6) +2a7Ery + Z 2(ag —aj_)Exx —2a_1Enp  (4.11)
k=1 k=1

alakra. A (4.4) alapjan a (4.11)) az aldbbi alakra hozhaté:

n n—1

dL
Z (bo)Erx+ Y, Xu(ar) (Ex 1 + Er1x) = Xu (L) = s (4.12)
k=1 k=1

azaz megkaptuk a (3.7) egyenlet bal oldaldt, igy a (.6) egy Lax-pdrjat adja a nyilt Toda-

rendszernek. [ |

4.2. Tétel. Az elemi mdtrixok segitségével megadott

"= ). (Ei®Ex—Eg®Ey) (4.13)

1<k<i<n

konstans fiiggvény egy r-mdtrixot szolgdltat a nyilt Toda-rendszer L Lax mdtrixdhoz.

Bizonyitds. El6szor tekintsiik a (4.3))-ban bevezetett ay, by valtozok Poisson-zardjelét:

1 a1 1 %1 1 @ ‘lk+1
b T2 == = —— 2 8 — 8
{ar,bi} = {2 2Pl} 86 k,z+86 k+1,1
1

= —Zak(5k,z — 1)

(4.14)

A (2.31)-ben felirt kanonikus kommutacios relaciokat tekintve beldthatd, hogy tetszéleges
k,l € N, esetén
{ak,ai} =0, {bx,bi} =0. (4.15)

Ezutén irjuk fel az L Lax-matrix onmagaval vett Poisson-zarojelét:

n n—1 n n—1
{L5L} = { Y bkEri+ Y ar(Exisr +Erv1x)s Y biE+ Y, a(Epig +E1+1,1)} , (4.16)
i=1 =1 i=1 i=1

amit a (4.13) alapjan, az azonosan nulla tagokat elhagyva, tovabb irhatunk:

n—1 n

n—1 n
=Y Y {a, i} B ® (Ergpr +Erin) + ), Y {an,bi} (Bxar1 + Ecprn) @ (4.17)
i=1 k=1 k=1i=1

Vegyiik észre, hogy egy ékszorzds, az elsé tag indexeit megcserélve. Felhasznélva (4.14)-

et, az L matrix onmagaval vett Poisson-zardjele:

n—1

1
{L5L} = 1 Y ak(Episr + Exe16) A (Bt et — Ek)- (4.18)
k=1
Ezutan tekintsiik a (3.33) egyenlet jobb oldalat:
nL®1]—[t(r),1®L] = [r, L& 1] —1([r,L®1]). (4.19)
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4 PELDAK

Lathatd, hogy elegendd a [r,L ® 1] kommutatort meghatdrozni. A (4.13)) r-matrixot beirva:
1
[I’,L@ 1] = 1 Z [EkJ,L] QE— Z [El,k,L] QFEg; |- 4.20)
1<k<I<n 1<k<I<n

Az 1 /4-es szorz6tényezotol eltekintve, a (4.20) elsd tagjét véve, beirva az L (#.6) matrixot, az

alabbi kifejezést kapjuk:

n n—1
Y, B Y. biEjj+ Y aj(Ejj1+Ej1))] @E
1<k<i<n  j=1 j=1

n—1 n—1
= Y Y blEGLEIQE«+ Y, Y ajlEnEj ] @E  (4.21)

1<k<I<n j=1 1<k<I<n j=1
n—1
+ Y Y 4l Ejn ) O
1<k<i<n j=1

A (@.9) felhaszndldsdval és a szummazas dtirasaval (4.21)) tovabb irhatd:

n
Y ) bi(Ex 81— 8 Ej 1) ©E

1<k<lI<n j=1
n—1 n n—1 n
+Y Y q JIZEk]Jrl@Elk_ZZaJSkhLI Y Eji®E;
j=11=2 j=1i= I=k+1
n—1 n n
+ Z J+1JZEkJ®Ezk—ZZaJSkJ Y Ei1i®E;
) 1
j=11 j=1l= =k+1 (422)
n—11-1
= (b1 —b)Ei @Ec+ Y Y. aExis @Ex
1<k<I<n I=2k=1
n—2 n—1 1
Z akEkl®Elk+1+Z ZalEkl®El+lk
k=11= I=1 k=
n—1 n
Y @Ei11@E.
k=11=k+1
A (4.20) kifejezés masodik tagjdra teljesen hasonldan:
n—1 n
— Y [EnL®Eg=— Y (ki—b)E®Ey—Y. Y, aEix @Ey
1<k<I<n 1<k<I<n k=11=k+1
n—1 1
+ZzalElk®Ekl+1 Z Z arEp ;@ Et1 (4.23)
iy —11=k+2

n—11-1
+ Z Z QE Q@ Eyy-
=2 k=1

A transzpozici6 definicidjara (1 emlékezve, vildgos, hogy tetsz6leges X, Y matrixok esetén

XQY —1(XQY)=XQY —Y®X =XA\Y. (4.24)
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Igy a (@.19) az alabbi alakd lesz:

[EL®1]—[T(Y)71®L]21( Y, (bi—b)EqiNEx— Y, (b—b)E g NEx;

\ 1<i=t<n 1<k<I<n
n—11-1 n—1 n
+) ZalEkH—l/\Elk_ Y Y @B AEg
=2 k= k=1 1=k+1
n—1 1
- Z Z GBI NEj1+ Y, Y, @B g NEg 41
/n< izlk+z I=1k=1 (4.25)
+Z ZalEkl/\El—i—lk_ Z Z arEp i N Egy1,
I=1k=1 k=11=k+2
n—1 n n—11-1
—Y Y @B NEg+ Y, ZalEl+1,k/\Ek,l>
k=1 1=k+1 1=2k=1
ln—l
= Zkzlak(Ek,kﬂ + E14) A (Erg1,k+1 — Exg) = {L5L}.

Azaz teljesiil a (3.35)) egyenlet, a (4.13)) ténylegesen r-matrixot szolgéltat a nyilt Toda-rendszerhez.
[

4.2. Calogero—Moser—Sutherland-rendszerek

A valés egyenesen mozgé n-részecskés kolcsonhaté dinamikai rendszerek fazisterét az R
tér alkalmas nyilt részhalmaza szolgéltatja, a dinamikat generdl6 Hamilton-fiiggvény

H= ij+ Y vig—an) (4.26)

1<k<i<n

alakd. Ekkor v egy egyvéltozds sima fuggveny, tehat csak olyan dinamikat tekintiink, amelyben
a részecskék paronként hatnak kolcson, a parkodlcsonhatast pedig a v potencidl jellemzi. A

hamiltoni mozgédsegyenletek:

4k = Pk;
k—1 n (4.27)
. / /
pr=Y Vigs—a)— Y, Vigk—as)
s=1 s=k+1

A Calogero—Moser—Sutherland-rendszereknek tobb varidnsa van, attél fiiggden, hogy milyen
alaku a parpotencidl. Ha a potencial

v(q) = ;’—2 (4.28)
alakd, ahol u # 0 tetszdleges valds szam, akkor a leirt rendszer a raciondlis Calogero—Moser—

Sutherland-rendszer. Ha a potencidlt a

vg) = -5 0<g<m) (4.29)
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formuldval adjuk meg, akkor az a trigonometrikus Calogero-Moser—Sutherland-rendszert irja

le. Amennyiben a

12

" sinh(g)2

parpotencidllal jellemezziik a modellt, akkor ez a hiperbolikus Calogero—Moser—Sutherland-

v(q) (r>0) (4.30)

rendszert adja. Alkalmas hatdresetben a raciondlis, trigonometrikus és hiperbolikus modellek

szarmaztathatok a Weierstrass-féle elliptikus go-fiiggvény segitségével definiélt
v(q) = 1P P(q; 1,@), @) € (0,00) s — iy € (0,) (4.31)

parpotencidllal jellemzett elliptikus Calogero—Moser—Sutherland-rendszerekbdl, ahol

1 1 1
80(%(01,032):?—1- Y ( —~ ) (4.32)

o \ (g —2moy —2n6;)>  (2mo +2n0;)?
4.3. Tétel. A
Ljy=piSjx+i(1—=98;)w(q; —qx)

M =38k Y 2(gi—q;) — (1= 8;x)y(q;—qx)
i)

(4.33)

fiiggvények (y,z pdros fiiggvények) a raciondlis, trigonometrikus és hiperbolikus Calogero—
Moser—Sutherland-rendszereknek egy Lax-pdrjdt adjdk, ha teljesiilnek az aldbbiak:
W// q
w(q) (4.34)
w(gn)w'(g2) = w(g2)w'(q1) = w(gi +q2)(2(q2) — z(q1))-

4.4. Tétel. A raciondlis, trigonometrikus és hiperbolikus Calogero—Moser—Sutherland-rendszerek

esetén az

/
w i—dqi
r=-% (q CIJ)Ei,j QEji+Y wlgi—qj)Ei;i® (Ej—Ej;) (4.35)
7 wlai—q;) oy

fiiggvény egy r-madtrixot szolgdltat az L Lax mdtrixhoz, ha teljesiilnek a tételben megfogal-

mazott fiiggvényegyenletek.

A Calogero—Moser—Sutherland-rendszerekkel kapcsolatos elsé eredmények példaul a [21-
25| cikkekben jelentek meg és az elméletiik komoly fejlédésnek indult, jelenleg is aktivan foly-
nak a kutatdsok. A Calogero—-Moser—Sutherland-rendszereknek tobb dltaldnositdsa is megje-
lent, példaul a Ruijsenaars—Schneider-modell, ami relativisztikus altaldnositas [26,27]. J. F.
Diejen pedig bevezette a tobb csatolasi dllanddval jellemzett, kiilsé potencidlt is tartalmazé re-
lativisztikus deformdcidkat [28,29]. A klasszikus van Diejen rendszerek kapcsan a [30,31]

cikkek friss eredményeket tartalmaznak.
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