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Bevezetés

Valos rendszerek modellezése soran gyakran csak néhany mennyiség idébeli fejlédését szeret-
nénk nyomon kévetni: egy fizikai kiterjedéssel rendelkezé test helyzetét és impulzusét, jarvany
soran az egészséges, felépiilt, immunitassal rendelkezé vagy fert6zott emberek szamat, esetleg
utobbiak fertézéképességét, gazdasig esetében néhany termék aranak valtozasét, csak, hogy
néhany példat emlitsek. Mégis, a vizsgalni kivant mennyiségek idébeli valtozasat gyakran nem
lehet egyszertien nyomon kovetni — legalabbis egyaltaldn nem nyilvanvalé médon —, ezért 6ssze-
tettebb, szdmos 1j paraméter id6fiiggését is leird6 modelleket alkotunk, és az 1j, id6fiiged para-
méterek segitségével bontjuk tagokra és értjiik meg a keresett mennyiségek valtozasaért felelGs
mechanizmusokat.

Bar minél osszetettebb egy modell, annal nagyobb eséllyel képes helyesen leirni a tényle-
ges vizsgalt jelenséget, tovabbra is fennall, hogy a modell komplexitasaért felel6s paraméterek
nagyobb részére tulajdonképpen nem vagyunk kivancsiak, azokat kényszerbdl, a biztosabb ered-
mény és a bels6 mechanizmusok megértése érdekében vezettiik be. Kérdés tehat, hogy ha egy
sokvaltozos, jol miikods modell adott, mellyel csak néhany paraméter iddfejlédését akarjuk
leirni, talalhatunk-e ez alapjdn olyan, kevesebb paraméterbsl &ll6 modelleket, melyek hason-
16 sikerrel képesek leirni a vizsgalt mennyiségek idéfiiggését, egy vizsgalt idSintervallumban.
Dolgozatom egyik f6 célja valaszt talalni e kérdésre, oly moédon, hogy az praktikusan is al-
kalmazhato, leprogramozhato eljaras legyen. Ennek érdekében az eredményeket az absztrakt
forman tual a szamitastechnikaban gyakran alkalmazott lineéaris algebra eszkoztaraval felirva is
megadom, segitve a tényleges implementaciot.

A dolgozat els§ fejezetében roviden sszefoglalom az affin- és Fuklideszi terek néhény alap-
vetd§ tulajdonsagat, melyeknek azok alkalmassagat koszonhetjiikk modellezési szempontbol. A
masodik fejezetben bevezetem a dolgozat elsd felének egészében hasznalt jeldlésrendszert, majd
megfogalmazom magat a problémat is abban a formaban, amelyben valaszt szeretnék ra ta-
lalni. A harmadik fejezetben néhany lépésben megoldom formalisan a problémat, kitérve az
alkalmazasok szempontjabol 1ényeges kérdésekre. Megvizsgalom azt az esetet is, ha a korlatos
szamitasi kapacitds miatt csak kozelité megoldast adunk (hiszen nem zart alakban adott le-
képezést tipikusan kozeliteni tudunk), mely esetben hibabecslést adok. Targyalom az eljaras
alkalmazéasanak feltételeit és a megkonstruédlas modszerének elényeit. A fejezetet néhany fizikai
eredeti gondolattal zarom, mellyel motivalni igyekszem az altalanosabb modellezési keretrend-
szer, a Riemann-sokasag bevezetését.

A dolgozat negyedik fejezetében roviden attekintem a topologikus terek, topologikus-, sima-
és (pszeudo-)Riemann-sokasagok f6 tulajdonséagait, igyekezve arra, hogy a megjelend definici-
ok mellé indoklés is keriiljon. Az 6todik fejezetben megadok egy lehetséges modszert, mellyel
a dolgozat elss felében tekintett eljaras altalanosithato (pszeudo-)Riemann-sokasagok kozotti
leképezésekre is. Végiil, osszefoglalom munkdm eredményeit és koszonetet mondok a kutatést

lehet6vé tevs személyeknek, kozosségeknek és programoknak a tdmogatasért.
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1. Euklideszi terek és jellemzdik

A legtobb fizikai modell esetében a modellteret Euklideszi térnek tekintjiik, melynek részben
praktikus, részben torténeti okai vannak. A klasszikus mechanika Newton-i megfogalmazésa
ugyanis az euklideszi geometria axidmarendszerére épiilt, igy minden tovabbi, a klasszikus ke-
retrendszert koveté modell is implicite magaban hordozta az euklideszi geometriat. Az Eukli-
deszi tér napjainkban is az egyik leggyakrabban tekintett alaptér maradt, noha a 20. szézadi
fizika sok szempontbol meghaladta az Euklideszi tér fogalmat: az altalanos relativitaselmélet a
mogottes geometriaval szakitva lényeges altalanositasként a (pszeudo-)Riemann-sokasag fogal-
méat vezette be a fizikiba a nagy jelentéségii keretrendszerek kozé, mig a kvantummechanika
probabilisztikus vildgképének koszonhetGen, a lehetséges mérésekhez tartozé allapotok formaélis
linearkombinécidinak tere elvezetett a Hilbert-tér fogalmaig.

A legtobb tudomanyteriileten azonban tovabbra is Euklideszi terekkel modelleziink, hiszen a
modellek validélasara tovabbra is numerikus értékeket jelezni képes méréberendezéseink allnak
rendelkezésre. Igy, azéltal, hogy a vizsgalt rendszerek allapotait azonositjuk azokkal a numerikus
értékekkel, melyeket adott mérés soran az allapothoz tarsitani tudunk, 1ényegesen egyszertibbé
valik szamos kérdés targyalasa. Ugyanakkor, mindenképp érdemes atgondolni, hogy melyek
azok az alapfeltevések és azonositasok, amelyeket implicite feltesziink az ilyen jellegii modellezés
révén, és amelyek néha koncepcionalisan kiilonb6zdé fogalmak Osszemosésahoz vezetnek. Ezért

a kovetkezdkben rovid attekintését adom az Euklideszi terek mogott allo matematikai képnek.

1.1. Affin terek

Ebben az alfejezetben roviden felelevenitjiik az affin tér fogalmat, kiemelve néhény, a fizikai

modellezés szempontjabol jelentés tulajdonségot.

1. Definicié. Az (A, Z, +4) harmast affin térnek nevezziik, ha A egy halmaz, A egy vektortér
6s+4:Ax A > Aaz A additiv csoportjanak egy tranzitiv és szabad hatasa A-n. Ekkor az A
elemeit pontoknak, A elemeit pedig eltoldsvektoroknak, eltoldsoknak vagy szabad vektoroknak

nevezziik. Ekkor az A teret az affin térhez rendelt vagy asszocidlt vektortérnek nevezziik.
Megjegyzés. Adott (A, Z, +4) affin tér esetében tehat + 4-ra teljesiilnek az alabbiak:

1. Jobb oldali identitas: 31 0e A : Yae A: a +40=a;

2. Asszociativitas: Vo,we A : Vae A: (a+4v) +aw=a+4 (v 3 w);

3. Szabad és tranzitiv hatés tulajdonsag: Vae A: +9% : A A +%(v) = a +4 v bijekcio.

Megjegyzés. Ha az (A, Z, +4) harmas affin tér, akkor a tovabbiakban réviden csak az A alap-

halmazon keresztiil fogunk ré hivatkozni, amennyiben ez nem okoz félreértést.

Affin terekben nincs természetes megfeleltetés a tér pontjai és a tér pontjain végezhets

eltolasokkal azonosithatd eltolasvektorok kozott.
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1.2. Euklideszi terek

c sz

szempontjabol relevans tulajdonségait.

2. Definici6. Az (X, (e, o)) part Prehilbert-térnek, belsé- vagy skaldrszorzatos vektortérnek
vagy egyszerten belsd- vagy skaldrszorzatos térnek nevezziik, amennyiben X vektortér, illetve

a (e,0): X x X — K leképezés skalarszorzat, ahol altalaban K = R vagy K = C teljesiil.

3. Definici6. Egy, az R valds szamok teste felett értelmezett bels szorzatos teret Fuklideszi

vektortérnek nevezink.

4. Definicid. Egy, a valos szamok teste felett értelmezett affin teret Euklideszi affin térnek vagy

egyszeriien Fuklideszi térnek nevezziik, ha a hozza asszocidlt vektortér Euklideszi vektortér.

5. Definici6. Legyen az (E,E), +g) Euklideszi tér. Ekkor, az affin terekhez hasonléan az E
halmaz elemeit az Euklideszi tér pontjainak, az asszocialt E vektortér elemeit pedig euklideszi
vektoroknak nevezziik. Ekkor az Euklideszi tér dimenzidja megegyezik az asszocialt Euklideszi

vektortér dimenzidjaval.

Megjegyzés. A tovabbiakban, ha Euklideszi terekrdl beszéliink, az asszocialt vektortér elemeinek

megnevezésébdl elhagyjuk az euklideszi jelzét.
1. Allitas. Minden Euklideszi vektortérnek létezik ortonormdlt bdzisa.

2. Allitas. Legyen (E,E), +p) Euklideszi tér, és O € E annak egqy pontja. Ekkor az O pont
ismeretében definidlt fo : E — E, f(P)= oP leképezés izometria.

Megjegyzés. Az eléz6 két allitas értelmében adott (E, E, + £) Euklideszi tér mellett, egy O €
E pont kivalasztasaval izometrikus kapcsolat létesithetd E és R™ kozott, ahol n = dim(FE).
Ehhez legyen adott az (O, e, ..., e,) Euklideszi vonatkoztatasi rendszer, illetve vezessiik be a
h:E —R" h(P)= (e fo(P),...,en- fo(P)) leképezést. Ennek inverze is létezik, mégpedig
h LR - E, h Yy, ..., 2,) = f5'(O+z161 + - - - + 2e,). Léthato tehat, hogy izomorfizmus
erejéig minden véges dimenzidés Euklideszi térhez rendelt Euklideszi vektortér megegyezik a
szokasos miiveletekkel ellatott, megfelel§ dimenzios valos szém-n-esek vektorterével, innen pedig

az origd megvélasztasanak szabadsagatol eltekintve maga az Fuklideszi tér is izomorf R™-el.

Osszességében tehat, minden véges n € N dimenziés Euklideszi tér izometrikus az R™-el,
igy a tovabbiakban vizsgilodasunkkal az R™ terekre szoritkozhatunk, a szokasos mitiveletekkel

ellatva azt.
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2. Euklideszi terek kozotti leképezések

2.1. Euklideszi terekkel modellezett, id6ben fejl6dé rendszerek

Determinisztikus rendszerek esetében természetesen felvetiil6 kérdés valamilyen, id6tél fliggs,
minden pillanatban jol meghatarozott mennyiségek megtalélasa és a rendszer ezekkel valo vizs-
galatanak lehetdsége. Ehhez altalaban egy jol kezelhetd (tipikusan lineéris) struttraval ruhéz-
zuk fel a vizsgalt mennyiségek lehetséges értékeinek terét, és az ebben definidlt mtiveletek és
fogalmak segitségével probéljuk leirni a rendszer bels§ dinamikéjat.

Ahogy arrél mar réviden irtam, annak érdekében, hogy eldonthets legyen modelliink helyt-
allosaga, az végiil numerikus értékekkel kell szolgaljon, melyeket mérni lehet, ezért érdemes
rogton feltételezni, hogy olyan strukturaval van dolgunk, ami (lokalisan) paraméterezhezé R™
egy nyilt halmazaval.

Egyel6re azzal a tovabbi feltételezéssel is élni fogok, hogy ez globélisan is igaz, vagyis fel-
teszem, hogy a vizsgéalt modell szerint a vizsgalt rendszer modelltere az R"-el azonosithato
Euklideszi tér valamely megfelelGen vélasztott n € N mellett.

Példaul, ha adott egy tomegpontokbol allo klasszikus fizikai rendszer, akkor annak egy konfi-
guréaciojat ugy kaphatjuk, hogy rogzitjiik az egyes tomegpontok helyzeteit. Az 6sszes lehetséges
konfiguraciot a konfiguracios tér adja meg, tehat a konfigurdcios tér dimenzidja megegyezik
annak a vektortérnek a dimenzidjaval, melyben a lehetséges helyvektorok értelmezettek. Jelol-
jiikk ezt R™-el. Ha ugyanezen rendszer mozgasallapotét szeretnénk leirni, a helyvektorok mellett
a sebességvektorokat is rogziteni kell, a klasszikus fizika elvei alapjan pedig ennyi informacio
egyértelmien meg is hatarozza a test mozgésat. Az Gsszes lehetséges mozgasallapotot a fazistér
adja meg, ennek dimenzidja tehat az eddigi feltevések mellett kétszerese a konfiguracios tér
dimenzidjanak, hiszen a hely- és sebességvektorok egymassal izomort vektortereknek az elemei
és mindkett6t meg kell adnunk a mozgaséallapot lefraséhoz. Igy a fazistér R?™-el izomorf. A
rendszer konfiguracios térrel valé modellezése soran tehat a modelltér R™ < R” lenne, mig
a fazistérrel valo modellezés soran a modelltér R?™ < R" adodik, igy a megfelels esetelben
n = m, illetve n = 2m valasztas mellett, az egyes mennyiségek id6fiiggését megadd leképezé-
sek ismeretében rendelkezésiinkre all a vizsgalt rendszer egy modellje. A késébbiekben tehat
determinisztikus, idében fejl6dd rendszerek modellezése alatt azt értem majd, hogy adott egy
megfelel6 R™-el izomorf modelltér, amelynek a mennyiségei egy adott rendszer lehetséges alla-
potait irjak le, és egy egyértelmiien meghatarozott x : R < R" leképezés, mely minden adott
t € R idépillanatban megadja a rendszer x(t) € R™ allapotat.

Az, hogy jelen fejezet keretein beliil Euklideszi terekkel modellezziik a rendszert, annak
felel meg, hogy nem tekintiink semmilyen, a rendszer lehetséges allapotaira vonatkoz6 megszo-
ritast. Példaul, a tomegpontokbol allo klasszikus fizikai rendszer esetében ez abban nyilvanul
meg, hogy az egyes tomegpontok lehetséges helyzeteit és sebességeit folytonosnak és tetszéle-
gesnek tekintjiik, tehat barmely két tomegpont egymastol tetszéleges tavolsagra lehet, illetve
tetszbleges sebességek megengedettek.

Megjegyzem, hogy a konfiguracios teret gyakran konfiguracios sokasagnak is nevezziik, azon-
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ban, mivel ebben a fejezetben a modelltereket Euklideszi tereknek tekintjiik, célszertinek talal-
tam nem hasznalni a sokasag szot a félreértések elkeriilése végett.

Praktikus szempontokbol adott determinisztikus, idében fejl6dé rendszer allapotainak idé-
fliggésérdl feltessziik, hogy valamilyen k£ € N rendben folytonosak, még akkor is, ha tudjuk, hogy
ez valojaban nem teljesiil (példaul adott baktériumtorzs populacidja). Ez a feltevés modellezési
szempontbol hasznos, az eredmények értelmezése soran természetesen figyelembe vessziik, hogy

a modelliink egy kozelités.

6. Definicié. Az z : R — R" CF osztalyu leképezéssel definidlt mennyiséget a determinisz-
tikus, idében fejl6ds rendszer idgbeli allapotainak, az x(t) mennyiséget a vizsgéalt rendszer ¢

pillanatbeli dllapotvektoranak vagy egyszertien csak dllapotanak nevezziik, ahol k € N U {0}.

A rendszer allapotainak id6fiiggésének leirasa mellett a teljes idéfejlédés megadhatd a min-

den pillanatbeli allapotok diszjunkt tnidjaval.

7. Definici6é. Determinisztikus, idében fejlédé rendszer idébeli allapotai megadhatoak az
S =] |a(t) = {(=(t).t)|t € R}
¢

halmaz révén, mely egy C* gorbét definial R"*!-ben.

Megjegyzés. Az S halmaz két természetes projekciot is indokol:

x:S—>RveCH(S,RY), 7:§—>ReC”S,R)
(z,t) S z e R" (2,t) 5> teR,

ahol a determinisztikussag feltevésébdl adodoan 7 bijektiv leképezés, igy létezik annak a 771 :
R — S inverze, mely adott ¢ pillanathoz megadja az (x(t),t) € S elemet, tehat x = y o7

teljestl.

A fizikai felhasznalasokban az allapotvektorttol azt varjuk el, hogy C? legyen, de a legtobb
teriileten szintén gyakori feltevés, hogy az allapotvektor magasabb rendi idéderivaltjai is 1é-
tezzenek, vagyis az allapotvektor idéfejlsdését egy CF-ad osztélyn leképezés adja meg valamely
k € N, k > 2-re. Noha a tényleges allapotvektor lehet nem mindenhol tetszéleges rendben
differencialhato, megfelels fiiggvényterek valasztasaval kozelithetjiik ilyenek Gsszegével, a gya-
korlatban ugyanis nem tudjuk elvégezni a hatarértékképzést. Gyakran C* fliggvények bézisan
kifejtve, sorozatokkal kozelithetjiik az éllapotvektorokat megadd leképezést, igy véges sok tag
mellett a kapott fliggvény is C*-nek tekinthets. Emellett, sima sokasagoknal a folytonos struk-
tira megkonstrualasara azzal jar, hogy C* fliggvényekkel dolgozunk, ezek esetében indokolt
feltenni, hogy az x leképezés tetszéleges rendben folytonosan differencialhato.

Amikor mennyiségek idébeli fejlédését vizsgaljuk, hajlamosak vagyunk az idébeli kép helyett

egy paramétertérbeli pdlydra gondolni. Ennek a megfelel§jét adja az orbit fogalma:

8. Definici6. Az x id6fiiggs allapotvektorral megadott paramétertérbeli mozgashoz rendelheté

O(S) = {z(t)|t € R} = Ran,(S)
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halmazt a mozgashoz tartozé orbitnak nevezziik.

A legtobb esetben a modellezés célja végsd soron valamiféle extrapolacié vagy joslat felal-
litasa, amelyhez abbdl indulunk ki, hogy a rendszer allapotat véges sok idépontban ismerjiik.
A legfontosabb kérdés igy a rendszer kiillonbo6z6 id6khoz tartozo allapotait Osszekotd operator

megtalaldsa. Ehhez el6bb definialjuk az idGbeli eltolasért felelés operatort adott a € R-re:

T.:R >R, T.(t) =t +a,

mely soran hallgatolagosan éltiink a gyakori idealizcioval, mely szerint az id6 tetsz6legesen Kkis
elemekre oszthatd. Ez azzal jar, hogy az praktikusan ellenérizhetd differenciaegyenleteket dif-
ferencidlegyenletekkel kozelithetjiik, és ezek eredményeit helyesnek tekinthetjiik. Amennyiben
létezik is legkisebb idGegység, az biztos, hogy ez sok nagysagrenddel kisebb az altalunk fizika-
ilag érzékelni képes idsktél. Igy, noha kérdés, hogy az idébeli diszkretizacio folytonos modellel
vald felvaltasabol szarmazd végeselem-korrekciok mértéke hogyan becsiilhets, az biztos, hogy
ezek a legkisebb lehetséges idSintervallum hosszaval fiiggnek Ossze, igy, annak nagysagrendjét
tekintve, legjobb tudomasunk szerint kimutathatatlan eltérést kapunk. Amennyiben a rendszer
valoban determinisztikusnak tekinthets, gy minden a € R-re létezik egy egyértelmiien meg-

hatarozott idéléptetésért felelGs leképezés; az idGbeli eltolast ismerve el is jutunk e fiiggvények

T stz

9. Definici6é. A ', : R® — R” fliggvényt adott rendszer a € R-szerinti iddléptetd fligguényének
neveziink, ha teljesiil r4, hogy I'y o x = x o T}, vagyis Vt € R : Iy (z(t)) = z(t + a).

Megjegyzés. A T', fliggvény a rendszer meghatarozott, a nagysagu idsbeli léptetéséért felel.
Természetesen fennall, hogy Ty = id gn, [y o Ty = Ty 0 Ty = Ty, illetve T'_, = T';'. E harom
tulajdonsag miatt ezek a fiiggvények egyparaméteres kommutativ csoportot alkotnak, amit az

[[les abran szerepld kommutativ diagram foglal Gssze tetszdleges a, b, t € R esetében.

I'y=T_,0l,

n ()

s
Py = Tyol_, wt—a) 7 a) (t + b) o =T 40T}
u \_/

T, Q r_,

F() = Fb OF_b

1. abra. Az id6fejleszté fiiggvények tulajdonsagai

Megjegyzés. Célszert a kiilonb6z6 paraméterekkel jellemzett idléptetések Osszességére, mint
egy leképezésre gondolni, melynek leirasahoz bevezethetjiik tetszdéleges idsléptetést elvégzd le-

képezést, vagyis az S halmazon valé 1éptetéshez tartozo fiiggvényt:

h:SxR—S, h((x(t),t),a) = (Tgoz,T,)
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Amennyiben ez a h fliggvény ismert, mindent tudunk a rendszerrdl, legalabbis a modell altal
szolgaltathato numerikus értékeket ismerjiik, bar a rendszeren beliil megjelend elvek megértése

nem feltétleniil adott.

Ahhoz, hogy mérés segitségével megallapithassuk a kiillonb6z6 rendszer allapotainak kap-
csolatat kiilonb6zg pillanatokban, a determinisztikussag mellett két egyéb, fontos és (az elmé-
leti vizsgalodas szempontjabol jo kozelitéssel) altalanos érvénytinek tekinthetd feltételezéssel is
éliink a rendszerrel kapcsolatban.

Az els6, hogy az idébeli eltolasinvarianciaval rendelkezik, vagyis két, kiilonb6z6 idében azo-
nosan preparalt rendszer belsé dinamikaja azonos, az nem valtozik az idében. A masodik tovab-
bi feltételezés, hogy a rendszer zart, azaz belsé dinamikaja az egyetlen, amely idébeli fejlédését
meghatarozza, kiils6 ingerek nem befolyasoljak. Felvetédhet a kérdés, pontosan mit értiink a kii-
16nb6z6 id6ben azonosan preparalt, zart rendszeren. Definidlhatjuk a dinamikailag teljes leirasi
rendszereket tigy, mint olyan rendszerek, melyek allapotainak leirdsdban az idévaltozé nem jele-
nik meg explicit formaban. Azon rendszerek esetében, melyek leirdasa dinamikailag teljes, vagyis
amelyekben minden megjelend interakciot figyelembe vettiink, definidlhaté olyan mennyiség,
mely idében alland6. Ha nem igy lenne, érdemes lehet béviteni a megfigyelési szempontokat,
tijabb hatasok figyelembevételével. Altalaban véges sok ilyen hatést kell figyelembevenni (azo-
kat, amelyektsl nem tudjuk hatékonyan elszigeteln: a rendszert, vagy amelyekre eleve kivancsiak
vagyunk). Fizikai rendszerek esetében ilyen mennyiség a rendszer teljes energiaja: az energia
olyan esetekben valtozik, amikor idé6fiiggd potencidlban mozog a részecske, példaul egy kiilsd
megfigyel6 megpoccinti a berendezést. Ekkor a megfigyels hatasanak figyelembevételével elér-
hetd, hogy a teljes energia méar megmaradjon.

Az idébeli eltolasinvariancia feltevéséhez tehat az kell, hogy az adott id&intervallumban
megjelend 1ényeges hatasokat ténylegesen figyelembevegyiik, a zartsag pedig praktikusan annyit
jelent, hogy a figyelembe nem vett hatasok elhanyagolasa indokolt, és azok a vizsgélt idGinterval-
lumban varhatoan nem is fognak dominéanssa valni valamilyen (gyakran altalunk befolyasolhato)
okbol.

Olyan, kényelmesen kis szamu paraméterrel leirhaté makroszkopikus rendszer, amelyre a
fenti harom feltételezés: teljes determnisztikussag, idébeli eltoldsinvariancia és zartsag érvényes
lenne, valoszintileg nem létezik, ugyanakkor nagyon gyakran - szintén praktikus okok miatt
- kivalo kozelitéssel igaznak tekinthet&ek, mert az idébeli eltolasinvarianciat a rendszerre jel-
lemz6 id6allandokhoz képest kis idébeli tavolsagokon alkalmazzuk. Példaul, ha meg akarjuk
érteni adott csoportok funkciojat a tarsadalomban, akkor errél végezhetiink felméréseket; ha az
eredményeket néhany héten /honapon beliil igyeksziink kamatoztatni, azok nagy valoszintséggel
még hasznosnak bizonyulnak majd, mig néhany évszazados tavlatbol mar az sem egyértelm,
hogy a kérdéses tarsadalmi csoportok vagy az altaluk ellatott funkciok még léteznek. A térsa-
dalmi csoportok kialakulésa és elttinése lassi, évtizedes nagysagrendd folyamat, emiatt rovid
tavon allandod berendezkedéssel megadhatéo modellel kozelithetGek a tarsadalom rogzitett cso-
portjainak folyamatai. A fizikan beliil hasonl6 elképzelés all az adiabatikus invaridnsok fogalma

mogott, amikor egy, a rendszer jellemzd idejéhez (ez alatt egy [s] mértékegységid, allando para-
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métert értiink) képest csak nagy idgskalan bekovetkezd valtozast kis idéket felolels vizsgalodas
soran elhanyagolunk, mert els6 rendben véaltozé paraméterek olyan kombinécidja, mely énma-
ga mar csak magasabb rendben valtozik (az eljaras koncepcionélisan nagy jelentGséggel bir, az
adiabatikus invarians fogalmara épiil példaul a régi kvantumelmélet is, a Bohr-Sommerfeld-féle
kvantalasi feltétel révén).

Ha a fenti 3 feltétel: teljes determinisztikussag, idGbeli eltolasinvariancia és zartsag teljestil,
akkor a h fiiggvény (elvben) meghatarozhato. Ezt elvileg megvalosithatjuk, ha egy minden
pillanatban a kérdéses rendszer kurrens allapotait végtelen pontossaggal mérni és feldolgozni
képes berendezéssel kovetjilk a rendszert, vagy ha feltessziik rola, hogy analitikus is, és véges
ideig torténd végteleniil pontos mérés utan elGallitjuk azt ismeretlen idSkre.

A gyakorlatban ennél joval korlatozottabb ismeretek allnak rendelkezéstinkre. Egyrészt, vé-
ges id6lépésekben vagyunk képesek adatokat gytjteni, igy praktikusan a I'as, oay, - . . Ixar ope-
ratorok hatéasat tudjuk meghatarozni, ezeket viszont nagy pontosséggal (hibat a mtszer pontos-
sagabol és a rendszer kalibraldsabol adodo hiba jelent, illetve az idémérés beli hiba, a kornyezeti

hatasokat altalaban elhanyagoljuk). Mivel a csoporttulajdonsag miatt I'ya; = Tar 00 Day,

(k—1)o
igy a ['a; fliggvény hatéasa kiilonb6z6 modelltérbeli allapotokra tetszélegesen sokszor mérhetd,

azaz kifejezetten jo esélylink van I'a; megtalélasara. Amennyiben a gytjtott adatokbol sikeriilt
felallitani egy becslést I'ai-re, ami Gj mérések adatait is rogzitett pontossaggal leirja, annak At-
t6l fliggs formalis alakjabol (mely a meglehetdsen szigoru csoporttulajonsag feltétele miatt nem
lehet tulsdgosan bonyolult) a h fiiggvény is megkonstrualhato. Ha nem létezne ilyen, egyértelm
h fiiggvény, az sértené az idébeli 1éptetés csoporttulajdonsagat, vagyis az id6 homogenitasa
sériilne. Ennek magyarazatat mar a Riemann-geometridra épiils altaldnos relativitaselmélet
szolgaltatja, igy értelmetlen lenne ezt a jelenséget az Euklideszi modelltér feltételezése mel-
lett vizsgalni. A csoporttulajdonsag teljesiilését tehat Foldi kortilmények kozott mindenképp
elvarjuk, egyébként az idébeli folyamatok modellezésének sem lenne sok értelme. Rogzitett id6-
kozonként végzett mérésekkel tehat biztosan adott pontossaggal meghatarozhato a I'a; operator
hatéasa.

Bar modellalkotas céljaval a h fiiggvény formalis meghatarozasa fontos feladat, a numeri-
kus szamitasok esetében mindig adott, véges idSléptetésekkel dolgozunk, hiszen, hacsak nem
akarjuk sokadjara validalni a modellt, azt josldsra hasznalnank majd. Eleve nem szeretnénk
olyan id6lépéseket szimuldlni, melyek kisebbek annal az idénél, amire a szamitogépnek sziiksé-
ge van a szimulaciora. Igy a I'a; ismerete valamilyen kellgen kis At mellett boséges informéciot

szolgaltat a modell alkalmazéasa szempontjabol.

2.2. Euklideszi terekkel modellezett, idében fejl6dé determinisztikus
rendszerek modellterének redukilasa
Ebben a fejezetben tovabbra is véges dimenziés Euklideszi terekkel modellezhet rendszereket

tekintiink, pontosabban a rendszer allapotat megadd vektormennyiség idéfejldését, feltéve,

hogy a rendszer bels§ dinamikéjat determinisztikus folyamatok hatarozzak meg. Feltételezziik,
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hogy a rendszer idéfejlédését leird modell ismert és az allapottér magas dimenzios, tehat szé-
mitasi okokbol célszert redukalni a paraméterek szamét.

A gyakorlatban jelentds kihivas olyan modelleket alkotni, melyek bizonyos mennyiségek
idébeli fejlédését hosszabb tavon is helyesen le tudjak irni, igy gyakori stratégia, hogy alap-
mennyiségek idéfejlédését hatarozzuk meg, melyekbdl aztan kell6en nagyszamu 4j, a rendszer
allapotaval potencialisan egyltitt valtozoé paramétert allithatunk els. Ez abbdl a meggy6z6dés-
b6l szarmazik, hogy az egyszeriibb Osszefiiggéseket tekintjiik valosnak, igy ha adott esetben
egy rendszer modellezése soran egy magasabb dimenzids modelltérben lényegesen egyszertibb
dinamikat tapasztalunk, mint egy alacsonyabb dimenziés modelltérben, akkor a magasabb di-
menziés modelltérhez tartozo leirast tekintjiik helyesnek. Néhany példa alapmennyiségekre és

beléliik szarmaztathaté tovabbi mennyiségekre:

e Fizikai rendszerek esetében a helyvektor és az impulzusvektor, melyekbdl a tavolsag, ener-
gia, impulzusmomentum szamithato, vagy a hullamfiiggvény, melybdl tetszdleges kvan-
tummechanikai rendszeren értelmezett hermitikus operator valoszintiségeloszlasénak ids-

fejlédése megkaphato;

e Tarsadalmi-gazdaséigi rendszerek esetében az adott tarsadalmat alkotd személyek lista-
ja, az adott arucikkek és termékek (&r)listaja, melyekbdl kiilonb6z6 gazdaséagi és jolléti
mutatok kalkulalhatoak;

e Egészségligyi rendszerek esetében az emberek életkora, alapbetegségei, kapcsolati héloja,

melyekbdl adott pillanatban meghatarozhato a virusfertzés esélye.

Maguknak az alapmennyiségeknek a fogalmét valamelyest definidlja is az elvaras, hogy kel-
16en egyszert id6fejlédéssel rendelkezzenek. Pont azért vezetjiik be 6ket, mert azon kevés fogal-
mak egyikét reprezentéljik, melyeket viszonylag konnyen le tudunk irni. Ehhez hozzéatartozik
az a praktikus elvaras, hogy a lehets legtobb (vagy legalabbis a szamunkra érdekes) mennyi-
séget meg lehessen hatarozni bel6liik a kés6bbiek sorén, igy altalanos esetben szinte biztos,
hogy nem lesz bijektiv kapcsolat egy rigurézus modell alapmennyiségei és a szamunkra érdekes
mennyiségek kozott, melyeket ezekbdl képezni tudunk. Emellett az alapmennyiségek idéfejlodé-
se jellemzden csatolt, igy létezik egy minimaélis (a szabadséagi fokok szaméval megegez3) szamu
alapmennyiség, mely valos rendszerek esetében egy igen nagy szam. A gyakorlatban mindent
tekinthetiink alapmennyiségnek, aminek ismerjik az idéfiiggését (bar olyan, egyméastol nem
fiiggetlen mennyiségek esetében érdemes egyet kivalasztani, ahol egyszert a két mennyiség ko-
zOtti Osszefligés), igy praktikusan a rendelkezésiinkre allo modellek limitaljak azt, hogy mit
tekinthetiink alapmennyiségnek. Mivel a legtobb mennyiség nem alapmennyiség (nincs kézen-
fekvé modelliink arra, hogy leirjuk idébeli fejlsdését), igy tetszéleges paraméter idéfejlédése
leggyakrabban nem kozvetleniil felirhato, hanem csak kozvetve: az alapmennyiségekkel kifejeze,
és az alapmennyiségek idéfejlédését figyelembevéve adhatjuk meg a keresett idGbeli valtozast.

Mivel a modelltél és az abban érvényes idéfejlédéstdl elvarjuk az egyszeri format, altalaban

magas dimenzios modelltereket kapunk, hiszen a vizsgalt rendszer egyszert leirasaért cserébe
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tjabb, 6nallo értelmezéssel rendelkezd paramétereket vezetiink be. Példaul, egy test kineti-
kus energidjanak az idofliggését adott esetben egzaktul le tudnank irni, ami egy egydimenzios
modellteret jelentene, de a fizikai elvek ismeretében mégis a legaldbb 6 dimenzios fazisteret
tekintjiik, és azon beliil oldjuk meg a feladatot, majd szarmaztatjuk a 6 dimenziés mennyiség-
bél az energiat. Attol fliggetleniil, hogy milyen modellteret tekintiink és azt milyen mogottes
meggondolasokbol, altalaban csak néhany mennyiség idébeli fejlédésének a leirasat szeretnénk
megvalositani, tehat feleslegesnek tiinik, hogy a kérdéses, kis szamu mennyiség leirdsdhoz egy
rendkiviil magas dimenziés modelltérben végezziik el sorra az idébeli léptetést és a néhéany
mennyiség szarmaztatasat, hiszen ez gyakran analitikusan nem, csak szamitogéppel elvégez-
hets, ami rengeteg eréforrast jelent. Ehelyett, ha mér ismert a magas dimenzios id&fejlesztd
operator, sokkal izgalmasabb kérdés, hogy a magas dimenziés modelltér vektorai és az alacsony
dimenziés mennyiségek kozotti megfeleltetés ismeretében fel tudunk-e irni egy olyan idéfejlesz-
t6 operatort egy, az eredetinél alacsonyabb dimenzidés modelltérben, amelybdl j6 pontossaggal
azonos eredmény szarmaztathato.

Tegyiik fel, hogy egy determinisztikus, idében fejl6dé rendszert Euklideszi térrel modelle-
zink, és legyen ennek dimenzidja n. Ekkor a modelltér izomorf R"-el. A feltevésiink szerint
a rendszernek minden pillanatban adott egy x € R™ allapotvektora. Ekézben keressiik m < n
mennyiség idéfejlédését, melyek mindegyike kifejezheté minden pillanatban az n darab mennyi-
ség egy ismert ¢; : R™ — R fiiggvényeként. Ekkor, a [2les abra tanulsdga szerint megkonstru-
alhatoak az egyes ¢; : R — R mennyiségeket és azok idéfejlédését reprezentald fiiggvények:

¢ =¢ioxor ' aholi=1,...,m.

A ’
v
g =¢ioxor !

2. dbra. Paraméterek kiszamitésa

Tegyiik fel, hogy a rendszer idéfejlédését megado I'ay : R™ — R™ léptets operatort ismerjiik
valamely At € R, At > 0 lépéssel és kivancsiak lennénk az egyes ¢; mennyiségekre a to + kAt
idépontokban, ahol £ € N. Dfinidlhatjuk a ¢;-t tetszéleges pillanatban megad6 @Q; : R x R - R
leképezéseket gy, hogy qi(to + kAt) = Qs(to, kAt) teljesiiljon. Osszességében tehat fennall a
Qi(to, kAt) = ¢; o Tpas o x o 771 o Ty, (0) Gsszefiiggés, amint azt a as abra szemlélteti.

0 Ty s 1o LN
[x
G Ta g Ta . Ta o
l@bq‘, l(éi C/)il lqﬁi loy
a(to) qi(to + At) e qi(to + kAt)

3. dbra. Paraméterek idsfiiggése kozvetetten
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Altalanos esetben tehat a kovetkezoképp jarhatunk el: megkeressiik adott pillanatban a
rendszer allapotterében a megfelels elemet (x(ty) € R™), majd azt idében léptetjiik az ismert
dinamika alapjan (I'a;), a végeredményt pedig a folyamat végén leképezziik (¢;) a szamunkra
érdekes, gyakran alacsonyabb dimenziés paramétertérbe (¢(t) € RP). Egyértelmi, hogy a fenti
eljarés - noha helyes eredményre vezet - szamitasi szempontbol egyéltalan nem praktikus, f6leg,
ha p « n eset all fenn, mert egyre-méasra léptetiink a magas dimenziés térben, ami rengeteg
erGforrast foglal le, taldn indoklatlanul sokat is. Sajnos a p « n eset szinte mindig fennall,
tehat lényegesen tobb valtozon keresztiil tudjuk magyarazni a folyamatokat, mint amennyinek
az idGbeli valtozasat nyomon szeretnénk kévetni. Az n dimenzidés modelltérre valo visszavezetés
célja végsd soron mégis csak az, hogy segédmennyiségeket kapjunk, melyek révén meghataroz-
hatova valjanak a kérdéses ¢; mennyiségek idéfiiggését leiro fiiggvények. Igy természetes modon
ismét felvetddik a kérdés, megkonstrualhato-e a I'a; kifejezés ismeretében egy via: : R = R
id6léptetés magaban az Gj paramétertérben, és ha igen, pontosan miként? A legf6bb gondot az
okozza, hogy a ¢; leképezések inverzei altalaban nem léteznek, amirél a dolgozatban késébb még
részletesebben is irni fogok. A cél minden esetre az lenne, hogy a [Bfas diagramot kiegészitsiik
egy megfelels y; o; idSbeli léptetéssel gy, ahogy a[les abra jelzi. A kiegészités annak felel meg,
hogy olyan kommutativ diagramot akarunk, melyben az egyes élek id6- és memoriakomplexitasa

kiilonb6z6, a kisebb dimenzios eljarasok ugyanis dontéen gyorsabbak lehetnek.

"".Y..b,At
qp(to) i qp(to + At)

4. adbra. Paraméterek idéfiiggésének kozvetlen megadasa

A feladat megoldasa redukalhato az [5}os abrazolt négyszogt graffal reprezentalt leképezési
diagramban val6 megfelels kiegészitG él megtalalasara, ahol X és Y valamilyen alapterek (most
Euklideszi terek), a I" és ¢ leképezések ismertek (esetleg valamilyen tobbletfeltételt kielégitenek,
példaul adott rendben folytonosak, simék, analitikusak), mikézben keressiik a «y leképezést. Ez
redukélhato a jobb oldali abran talalhato feladatra A = X, B =Y, C' =Y alapterekkel, illetve
a=¢,b=¢ol és c = szereposztassal.

x L o x

A
lo Lo al N

Y — v B—>3C

5. dbra. A paraméterek leirasaval ekvivalens probléma
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A valésagban még ennél is Osszetettebb eljarassal dolgozunk. El6bb rengeteg adatot gyrtij-
tiink, majd ezekbdl valamilyen statisztikai mennyiségeket képziink, majd ezeket elemezziik,
adott esetben az adatok egy részébdl tGjabb atlagokat szamitva, végiil eljutva a szdmunkra
érdekes mennyiségekig, melyek tarolasara lényegesen kevesebb szamitogépes memoria sziiksé-
geltetik, mint az azok meghatarozésiahoz vezet§ adatok tarolasara. Példaul, tobb mérést végezve
kiatlagoljuk a mennyiségeinket a kornyezeti zaj kisziiréséhez, majd hibat becsliink és azokat az
adatsorokat, melyek til nagy bizonytalansagot okoznanak, kizarjuk. Ezutéan 4j mennyiségeket
szarmaztatunk, amelyek kozott Osszefiiggéseket keresiink, és a kapott Osszefiiggések alakjabol
kovetkeztetiink a szamunkra relevans mennyiségek értékeire. Osszetetebb - és realis - eseten
tehat nem egy konkrét leképezésrél, hanem egy leképezéssorozatrol beszélhetiink, amint azt a
[Bos abra is szemléleteti. Ennek a feladatnak a megoldéasa visszavezethetd a [5}6s abran bemu-
tatott feladat megoldaséara, hiszen alapvet&en ilyen elemekbdl épiil fel a teljes eljarassorozat.

Ezt szemlélteti a [fles abra.

R™ I s R™

1 o3}
s 1 o L e

b2 b2 bo

® R

k-1 k1 Pk—1| ¢p—1 © Tpqo- ogzoly
R”k Vk—1,1 R Vk—1,2 R i R

P Pk Pk }bk
er;“ A/k’l Rnkv+1 k.2 Rm:u 5 Rnk+1

Y
6. abra. Leképezéssorozat esete
R™
¢=¢ko...o¢1l er'“odnoﬂ

Rnk“ v y Rnk+l

7. abra. A @os abraval ekvivalens leképezéssorozat

A tovabbiakban azt fogom vizsgalni, hogy mit mondatunk az[5}os abraéval ekvivalens alaki
feladatok megoldhatosagarol abban az esetben, ha az X és Y terek véges dimenzios Euklideszi
terek, illetve a I' és ¢ leképezések valamilyen rendben folytonosak, simék vagy analitikusak.
A kés6bbiekben latni fogjuk, hogy Euklideszi modellterek mellett, ha adott p € R™ pontban
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¢ € CH(R",R™) és T, € CF(R",R™), lehetséges egy olyan ya; : R™ — R™ leképezés meg-
konstruélasa, melyre az [p}os diagram jo kozelitéssel kommutativ diagram lesz, vagyis amelyre
YAt © ¢|p = ¢o FAt|p (mod 2%*1) teljesiil. Mi tobb, az itt alkalmazott eljarast alkalmazhato
abban az esetben is, ha a modelltereket (pszeudo-)Riemann-sokaséagok adjak.

A megoldas megkonstrualasahoz két fogalomra lesz sziikségiink: az egyik a Jet-ek, a masik

a pszeudoinverz fogalma.

2.3. Euklideszi terek kozotti leképezések Jet-ei

Ebben a fejezetben emlékeztetjiik az olvasot az adott p € R™ pontban értelmezett Jet-ek fogal-
méra, azzal a céllal, hogy az Euklideszi modellterek esetében hasznalt targyalasmodot késébb
forméalisan is alkalmazni tudjuk majd a (pszeudo-)Riemann-sokasédgokkal modellezett rendsze-

rek leirasakor.

10. Definici6. Legyen p € R" és jeldlje szokés szerint CF(R",R™) az f : R" — R™ alaku,
a p pontban k € N rendben folytonosan differencialhato fliggvények vektorterét. Jelolje most
~pS C;,f (R™, R™) x CS(R”,R’”), r € {0,...,k} azt az ekvivalenciarelaciot, amely szerint két
f.ge CS(R”, R™) leképezés akkor ekvivalens, ha a derivéltjainak p € R™ pontban felvett értéke
megegyezik az r-edik derivalttal bezardlag, vagyis f ~) g < f O(p) = g@(p) Vie {0,...,r}.
A JF(R",R™) = Ci(R™*,R™)/ ~7 kvociensteret a Cf(R™, R™) vektortér R" 3 p-beli {0, ..., k} 3

r-ed rendd Jet-terének nevezzik.

11. Definici6. A JF" : CH(R™,R™) — JF"(R",R™), J&'f = Jo"(f) = [f]., leképezést az

fe C]’j fiiggvény p-beli r-ed rendi Jet-jének nevezziik.

Megjegyzés. Ha R™ = R™, akkor az egyszertibb, JF"(R") és J&"(R™) jeloléseket hasznéljuk.

. . - , kk(mon mm\ s kk s 1214 » . . .
Megjegyzés. Ha r = k, akkor ugy a J,"*(R",R™) és J;*" jelolésekbdl elhagyjuk a masodik k-t
rajuk egyszerdien csak Jr(R",R™), illetve .J modon hivatkozva.

Megjegyzés. Ha CS(R”, R™) helyett C¥(R", R™) osztalyt leképezésekkel dolgozunk, vagyis Vf €
CFR™ R™) : ¥p e R" : f e Ci(R",R™) teljesiil, akkor is kiirjuk a p € R” ponttol valo fiiggést
a Jet-tér és a fiiggvényhez rendelt Jet esetében, hiszen azok egy adott pontban értelmezett
ekvivalenciaosztalyokat jelolnek. Ezért szoritkoztam a definicibban az adott p pontban k-ad
rendben folytonosan differencidlhaté fiiggvényekre, mely sokkal kisebb megszoritést jelent a
vizsgalt leképezésekre, igy altalanosabb definicidhoz vezet.

Megjegyzés. A C°(R",R™) vagy C*(R",R™) tipusi, sima leképezések esetében a jelolések-
ben kifrjuk az oo-t, jelolésben tehit a ~*< CX(R",R™) x C(R",R™) ekvivalenciarelaciot,
T n m 2 koo N T T N T — _ 4 A
T (R R™) Jet-teret és a J 0 CF — JPT, JOTf = JO(f) [f]N; Jet-hozzarendelést
hasznaljuk. A J>*(R",R™) és J>* helyett egyszertien a J°(R",R™) Jet-tér jelolést és J°

Jet-hozzarendelést hasznaljuk.

3. Allitas. Euklideszi terek kozotti leképezések esetében eqy f € CE(R", R™) figgvényhez rendelt
k,r . . n . . Y . . .. L
Jy"f r-Jet az [ figgvény p € R™ pontbeli kozelitd r-ed rendd Taylor-polinomjdanak feleltethetd

meg.
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12. Definicié. Legyen p € R™ és ¢ € R™ két, tetszGleges pont és tekintsiik az adott p pontbdl a ¢
pontba képezs, k € N rendben folytonosan derivalthato leképezések vektorterét: CS(R", R™), =
{f € CE(R",R™)|f(p) = q}. Definialhato azon leképezések Jet-tere is, melyek adott p pontbol
a q pontba valo leképezéseket valositjak meg, mégpedig Jy"(R",R™), = CFR",R™),/ ~7I.
Emellett, egy ilyen f leképezéshez tartozo {0, ..., k} 2 r-ed rendi Jet hozzarendelést J%—ként
jeloliink, tehat J¥&l: CE(R™, R™), — JF"(R*,R™),, JELf = JEL(f) = [f]

~Te

Megjegyzés. Az origdt origdba képezd leképezések Jok’r(]R", R™)q Jet-terének jelolésekor, ha nem

okoz félreértést, nem irjuk ki a ¢ = 0 tagot.

A Jet-terek kozott értelmezhetd talan legfontosabb mivelet a Jet-ek kompozicioja:

13. Definicié. Legyen p € R" és f € C}(R",R™). Legyen q = f(p) € R™ és g € C.(R™,R?). Le-
gyen s = g(¢q) e R%. A JF": CH(R",R™) — J7"(R",R™) és a JoV : C'(R™,R°) — JH*(R™,R°)
leképezések jol definialtak. Legyen u = min{k, 1}, ekkor a JZ’,” és Jévv leképezések ismeretében
definidlhato minden z € {0, ..., u} értékekhez a szintén jol definialt kompozicios miivelet, még-
pedig * : J7* (R, R™), x J2*(R™ R), — T (R, RO),, Jig* i f = Jy2(fog) Ezt a*
miveletet a megfelels Jet-ek kompozicidgjanak nevezziik.

Altalanos esetben a kJet-ek egyenldsége gyengébb megkotés, mint a leképezések egyenlésége.

Ha azonban sima és analitikus fliggvényekrdl beszéliink, akkor a kettd ekvivalens, ezt rogziti a

4. Tétel. Legyen & és & két Euklideszi tér és ®,( € C* (&1, Ey) két sima és analitikus leképezés.
Ekkor a JX® = JX( teljesiilése ekvivalens azzal, hogy ® = ¢ a Dom(®) n Dom(() tartomdnyon.

Bizonyitds. A as allitas értelmében a JX°® = JXC feltétel ekvivalens azzal, hogy a két filige-
vény Taylor-sora megegyezik. Mivel mindkét fiiggvény sima és analitikus, igy a Taylor-sorok

elsallitjak az adott leképezést azok értelmezési tartomanyan, ahol tehat a két fliggvény egyenld.

2.4. A linearis pszeudoinverz fogalma és a Moore-Penrose pszeudoin-

verz

Az el6z6 fejezetekben megfogalmazott feladat esetében trivialis megoldast adhatunk, ha a kér-
déses terek azonos dimenziosak és a koztiik levs leképezés bijektiv. Altalaban azonban nem
ez a helyzet, a két tér dimenzioi kiilonboznek, vagy pedig, ha azonosak is, a kett§ kozotti
leképezés képe mar kisebb dimenzids. Ezért nagy haszna van azoknak az eljarasoknak melyek
kisebb dimenzidba torténd leképezésekhez tudnak megadni olyan altalanositott inverzet, mellyel
bizonyos, altalaban valamilyen normaminimalizalasi feltételeket ki tudnak elégiteni.
Amennyiben a kérdéses terek Euklideszi terek és a kozottiik valo leképezés linearis, ugy,
mindkét térben bazist valasztva a megfelels leképezés reprezentalhatd egy valds matrixxal.
Ennek az esetnek a targyalasa jelentés szakirodalommal rendelkezik, melynek egyik alapmitve

a [1], melyben Penrose bizonyitja, hogy minden ilyen méatrixnak létezik pszeudoinverze:
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5. Tétel. Legyen &£,&; két véges dimenzios Fuklideszi tér és A : £ — &y linedris leképezés.
Legyen n = dim &,m = dim &;,. Tekintik az & és & terek eqy tetszdleges bdzisdat, melyen
reprezentdljuk az A leképezést eqy A € M(R)y,, valds mdtrizként. Ekkor létezik és egyértelmi

az az A* € M(R),,,, matriz, melyre az aldbbi négy feltétel teljesiil:
o AATA = A és ATAAT = AT
o (AA*)* = AAT s (AYA)* = AT A

14. Definici6. A [fl6s tételben szerepls A* matrixot az A métrix Moore-Penrose pszeudoin-

verzének nevezzik.

6. Allitas. Amennyiben a E]—O's tételben szerepld A mdtriz olyan, hogy az A*A € M(R)pm
mdtriz invertdlhatd, akkor AT = (A*A)"1A*, és igy AT bal oldali inverze is A-nak, vagyis
AYA = 1,,,, teljesil. Hasonldan, ha az AA* € M(R),., mdtriz invertilhato, akkor AT =
A*(AA*)™L, és qgy AT jobb oldali inverze is A-nak, vagyis AAT =1, teljesiil.

3. Megoldas C*, ke {1,...,0} osztalya leképezésekkel

3.1. A megoldas megkonstrualasa

15. Definicié. Legyen ® : & — & két Euklideszi tér kozotti leképezés, k € Ny és jeloljiik a
CDomy,(®) = {p € &|® € C} (&1, E)} halmazt, mely azokat a p € & pontokat tartalmazza, ahol
a @ fiiggvény CF(E1, &)-beli.

16. Definici6. Legyen @ : & — & két Euklideszi tér kozotti leképezés, k € Ny és g € &.
Jelolje a CDomy, ,(®) = CDomy(®) n{p € & |P(p) = ¢} halmazt, mely azokat a p € £ pontokat

tartalmazza, ahol a ¢ fiiggvény C]’;(Sl, &>)-beli és ahol a fliggvény felveszi a ¢ értéket.
A kovetkezd tétel a dolgozat egyik {6 eredménye.

7. Tétel. Legyen & ~ R™ és & ~ R™ két Fuklideszi tér, I' : & — & és ¢, : & — &
hdarom leképezés. Legyen k € N és p € CDomy(I') n CDomy.o(¢) < & olyan pont, hogy I'(p) €
CDomy (1) teljesiil. Jeldlje (b](gl) = 0Wp(p) a ¢ leképezés elsd derivdltjdt a p pontban, mely
egy & — & tipusu linedris leképezés. Legyen ¢, a gb;(,l) linedris leképezés jobb oldali doinverze,
mely eqy E — & alaku linedris leképezés, és qb}(,l) o, = id g, teljestil. Vezessik be a kivetkezd

folytonos (ezdltal egyben korldtos) fyg()p) :®;E — &, 1€ {0, ...k} multilinedris leképezéseket:

j / = - S n . .
Vo = ;¢§(L> > Fﬁ,®~>—;}7§)&) > )ﬁbz()@) [e5'], ie{o,.... 5}

ZePy(s,i) o€eP(s,i

ahol wéj), ((Jj) €s F((lj) a1, ¢ és 1 figgvények multilinedris sorfejtésének j-edik tagjdt jelolik a
q pontban. Emellett Py(s,i) az dsszes olyan (ly,...l;) € Ny halmaza, amelyre l; + -+ + [y = i

teljesiil, P(s,i) az osszes olyan (Iy,...l;) € N' halmaza, amelyre Iy + -+ + I, = @ teljesiil.
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Jelolyik a fy¢ leképezések {1, ... k} 3 j-edik részisszegét: Yoy = Do 07¢( )- Az gy definidlt
v 1€ — & folytonos és korldatos Zekepezes teljesiti a J’” (’y¢ ;0 (b) = J’” (v oI') dsszefiiggést

minden j € {1,... k} értékre.

Bizonyitds. A as definicio alapjan tudjuk, hogy a JI’f’j (yoo) = J]ﬂ“’j (¢ oT') kijelentés ekvi-
valens azzal, hogy Jié)'y * J]’f’jgb = Jﬁgg)w * JZ’f’jF fennall. Elégséges tehat a Jk( )V Jl’f’jgb, JIIE&;)@D
és JI’f’j I' j-Jet-ekre megmutatni, hogy e masodik 4ésszefiiggés teljestil.

A as allitds értelmében a J(I;é )7 Jj’j o, J{fé} )w és JZf’j I' leképezések mindegyike azonosit-
hato a kérdéses 7, ¢, 1 és I' leképezések p-, ¢(p)- és I'(p)-beli, megfelels rendi kozelitd Taylor-

polinomjaival, melyek j < k és a p-re kirott feltételbsl adodoan 1éteznek. Vezessiik be a

O (p) i-linearis leképezés,
qb((f) t ®i& — &y, gbfj) = 0Wp(q) i-linearis leképezés,
@ch(f) t®;& — &y, @/}C(Ii) = 0Wq)(q) i-linearis leképezés,

multilinearis leképezéseket, melyekkel elGallithatjuk a ¢, és I' leképezések megfelels Jet-jeit:

T ~;‘,irg>, Jid ~ Z¢p , valamint  JE o~ iw#
1=0 1=0 1=0
Olyan v leképezést keresiink, melyre CDomy () # F, rdadasul ¢(p) € CDomy(7y) teljesiil,
vagyis k-ed rendben folytonosan differencidlhaté a ¢(p) pontban Ennek megfelelGen a ~-t is
multilinearis tagok Osszegeként irhatjuk fel. Legyenek ezek a fy d> : ®;& — & leképezések,
melyekkel

J
kg o i (4)
ToyY ~3 23 %0
1=0

Legyen most ¢ € &1, ¢(q) € CDom;(; 4(p)) &s jeldlje z = g —p = (z', -

-, x"), ahol = a szokasos

megfeleltetés £ és R™ kozott. Irjuk fel a bizonyitandé allitas bal oldalat:

j &
Tyd (v 00) =J iy * I3i6 ~; Zw [Zﬂﬁf)@@)] )
s=0

I
'Mu,

ity (e @@ S g -

s1=0

IEPNCIER ®¢Sm1<x®<ﬁ+~-+§”>]=

| 51=0 S;=

Z $(®) (292 a))] 7

=0

|
'Mu,
)
=3
S

S
Il
=}

I
2
o
=<

@
Il
=}

ahol o = (s1,...,s;) a megfelel6 rendezett index-i-seket jeloli, ®U) = (51) X ® gbp
Mo = s+ -+ 5. A kapott kifejezés tartalmazni fog x®! tagokat l e {0, . ,j2} rendben,

azonban a ~’;’j ekvivalenciarelacioval valo faktoralas miatt ezekbdl elég csupan az [ € {0, ..., j}
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tagokat megtartani. Ezért érdemes attérni az l-eken vett Osszegzésre, a kovetkezGképp:

J J
TE (50 0) =Ty« IS ~3 3 I D sk D o) | (@),
=0 | =0

G'EP() Z l)

ahol Py(i,l) az Osszes olyan (si,...s;) € N halmaza, amelyre s; + - - + s; = [ teljesiil. A

bizonyitand6 egyenl&ség jobb oldalan &llo kifejezés is felirhaté hasonlé modon:

j ®
ACTIVEREARRALS 2%(1)) [ZFS’@%] -

j J J
(2) 54 s i S; _
=0 | 2 TEE @ @ ), T 6 ))_
i=0 51=0 8;=0
] 0 [ J
- Z wl—‘(p) Z L. Z [I‘](DSI) R ® I‘}(Dsz)] ($®(51+“'+Sz)) -
=0 | 51=0 s;=0
; -
= Z wﬁ?p) Z F}(O®U) (x®<2 o—))]
=0 | o
mely kifejezés szintén tartalmazni fog 2 tagokat [ € {0, ..., j2} rendben, melyekbdl ismételten
elég csupan az [ € {0,...,j} tagokat megtartani. Erdemes eziittal is attérni az l-eken vett

Osszegzésre, a kovetkezSképp:

J

Tyl W oT) = Iy« ST~} 0 Zwﬁ’m >, TP | @)

cePy (i,l)

Azt kapjuk tehat, hogy adott ~; leképezés akkor teljesiti a J;f’j (yj00) = J;f’j (¢ o I") Osszefiig-

gést, ha a kovetkezs teljesiil:
J ] J ]
2, Z% 2, ~5 2 Z% 2 7| @)
1=0 | i=0 oePy(i,0) 1=0 | i=0 oePy(iyl)
ami ekvivalens azzal, hogy:
LY (i !
2 Z% DI S Zwrp 2 PP ) =0
=0 | <=0 o€Py(i,l) EePy(i,l)

Mivel z € R™ tetszéleges, a fenti egyenletbdl j + 1 darab egyenletet kapunk, mindegyik az egyes
2® 1€ {0,...,7} rendd jarulék elttinéséért felel. Ezek, rogzitett | mellett:

Zw 2, 4= 2 0

O’EPo(i,l) =0 _EP() Z l)
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Vegyiik észre, hogy eredményiil j + 1 egyenletet kaptunk, melyekbdl meg szeretnénk hatarozni
a vg&), i € {0,...,7} mennyiséget. Mindegyik egyenletben minden kiilénb6z8 rendd mennyi-
ség szerepel a fyd()(g;), (b](go), wga)) és F;f,o) szabad tagok miatt, igy az egyenletrendszer megoldasa
Osszességében nehéz feladat lenne. Mivel azonban a tétel feltevése értelmében ¢ € Cl’f(é'l, Es)o €8

) e C (51,52)0, igy ¢(0) o(p) =0 és @/Jr(p P(T(p)) =0, az 2%-es, [ € {0,...,j} jarulékot
ado tagokra vonaktozo egyenletek mmdegylkeben a 7(1(6{)0’ A1) tagok jelennek meg (a magasabb
rendtiiek tartalmazzak a gbp =0 és wl—‘(p) = 0 tagokat, igy multilinearitasukbol adédéan zérus
a jarulékuk). Ezaltal esély adodik az egyenletrendszer iterativ megoldasara, minden lépésben
meghatarozva a 7(() -t a mar ismert 7(;() ) &) (S()) és TS mennyiségekkel, ahol i € {0, ..., -1}

és s € {0,...,l}. Az igy adodo egyenlet tehat rogzitett [ € {0,...,j} érték mellett:

-1
;7‘;2 D o +7¢(p) D, 97 = Zwr(m D, I

O'EP(Z 1) oeP(l0) ZePo(i,l)
(®0) OB (4) ®E)
oy T A eallye0® = Yulh, 3 e
1=0 O'GP(Z 1) =0 EePy(i,l)
ahol P(i,l) az sszes olyan (sy,...s;) € N' halmaza, amelyre s; + - +s; = [ teljesiil és kihasz-

naltuk, hogy P(l,1) = { L. 1 }. Atcsoportositva a tagokat, és felhasznalva a o) leképezés

l darab 1l-es
¢, jobb-oldali inverzét, kapjuk a tételben szerepld sorfejtési tagokat:

Z%(p) > Z%(m 2 7] e o, b

ZePo(s,i) o€P(s,1)

tehat a J37 (v; 0 ¢) = J37 (1 o T') feltétel teljesiilését minden j € {1,. .., k} értékre belattuk. Az
egyes leképezések, illetve magénak a v; leképezés folytonossaganak és korlatossaganak belatasa
maradt hatra. Mivel a v, ¢, 1 és T" leképezésekrdl feltessziik, hogy k-ad rendben folytonosan
derivalhatoak, igy minden r € {0, . .., k} derivaltjuk létezik és folytonos is. Mivel véges dimenzios
Euklideszi tereket tekintiink, vagyis dim(&;) = n < o és dim(&) = m < oo, illetve a 75()19)
elgallitasaban folytonos fiiggvények Osszege és szorzata szerepel, igy adodik, hogy maguk a
'yg()p) multilinearis leképezések is folytonosak, ezaltal korlatosak. Mivel a 7/ részdsszeg ezen
véges sok folytonos és korlatos leképezés Gsszegeként all eld, igy 6 maga is folytonos és korlatos

lesz. A

Megjegyzés. Az [5}os tétel egy specidlis esete jelent meg az 1défejlédd rendszerek modelltérre-

dukciojanak példajaban, amikor v = ¢ teljesiil.

Megjeqyzés. Az tis tételben a ¢1()1) linearis leképezés nemzérus volta sokkal inkabb technikai,
mint elvi probléma. Amennyiben ugyanis létezne (adott oldali) invertéalési eljaras multinomialis
leképezések esetében is, ugy tetszdleges, nemzérus ¢ leképezés esetében meg tudnank konstrualni
a megfelels v multinomialis tagokat, a ¢ leképezés multinomialis sorfejtésének legelss el nem
tiing tagjanak ilyen inverze ismeretében. Erre, vagyis multinomiélis leképezés invertéilasara

altalanos esetben azonban legjobb tudomésom szerint nem létezik modszer a szakirodalomban.
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Megjegyzés. Az es tételben szereplé minden Véi()p) mennyiség korlatos, azaz léteznek olyan
C; € R szamok, hogy

m . @) (, ®i

Vye R™: H7¢(p) (y )

teljesiil, tehat a j-edik részosszegre fennall a

<Gyl

70 @) =

i , j , . j A
D 75()19) (™| < 2 H%Sb()p) (v®)]| < X Cillyll

i=0 i=0 i=0

egyenlGtlenség. Sima és analitikus ¢ és I' leképezések esetében tehat a jobb oldali becslés egy

hatvanysor lesz, melynek R konvergenciasugara

—e ha limsup+/C; € (0, 0)

R =10, ha limsup+/C; =
0, ha limsupv/C; =0

Ennek kdvetkezményeként kimondhato a kovetkezd

8. Tétel. Legyen & = R" és & = R™ két Euklideszi tér, ' : & — &, ¢, : & — &
hdrom leképezés, k € N és p € & gy, hogy teljesiiljenck a [Tres tétel feltételei. A [Tes tétel
értelmében a Véj()p) leképezések N 3 j-edik részdsszeg folytonos €s korldtos leképezés, mely teljesiti
a J]f’j (7¢(p),j o qﬁ) = JI],"’J (¢ oT) dsszefiiggést minden j € N értékre. A ~y; 41 sorozat pontonként

konvergens a Br(¢(p)) = {y € R™|dgn (y, #(p)) < R} halmazon, azon til pedig divergens, ahol

m, ha lim sup \i/ C,L S (O, OO)

R=10, ha limsup«i/CZ- = w0
0, ha limsup+/C; = 0

Bizonyitds. Nyilvanval6 az el6z6 megjegyzésbsl. B

Megjeqyzés. Vegyiik észre, hogy a@»es tételben szerepls J¥7 (v4(; 0 @) = JE7 (¢ o T') megkdteés
gyengébb annal, hogy vep).; © ¢(q) = ¢ o '(q) Vg € R™, ¢(q) € Dom(ve(p),;) lenne, az eltérés

mértéke azonban becsiilhets, melyet rogzit az alabbi

9. Tétel. Legyenck ¢, és T a[lkes tételben meghatdrozott tulajdonsdgi, k + 1 rendben folyto-
nosan differencidlhato leképezések €s legyen vy, = Z?ZO yg()p), j€{0,...,k} a megkonstrudlt
CF1(&,, &) folytonos leképezés j-edik részisszege. Jelolje Q = {q € R™,¢(q) € CDom;(V;,6())}
az dsszes olyan & -beli pont halmazdt, amit a ¢ leképezés a 7y;q4p) €rtelmezési tartomdnydba

képez. Ekkor Yq € Q) pontra

_ (G+1) , .
||¢(Q) 925(]9)” - sup H(w o F)(J+1)(u) _ (w o F)(]Jrl)(p)H

[96() © 6(@) =¥ o T(q)]| < G+ o

teljestil.
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Bizonyitds. Legyen ;4. = z 07&)) a megfelel6 k > j-edik sordsszeg. Ekkor «; megkonstru-
alasabol tudjuk, hogy az ¢ > j rendd derivaltak eltiinnek, azaz ’y(l( D = =) Yop) = 0;, ahol

@ Ey — &, 0;(x) = 0 az egyes tenzorszorzatterek zérus leképezései. Konstrukei6 szerint
( ;O qb) (<9) _ (Yo F)( , tehat a vy, ;0 p— ol fiiggvénynek a J’“rl J (’y¢, op—¢o F)
j—Jet eloalhtJa a j-ed rendd Taylor—pohnomjat. Végiil, a Taylor-polinommal Valo kozelités hi-
batagjanak norméajara vonatkozo altalanos becslés révén kapjuk a tételben megnevezett felss

korléatot.

Megjegyzés. A legjobb kozelités, amire még hibat tudunk becsiilni a derivaltak ismeretében,

maga a k-adik részosszeg, melyre:

B (k+1)
1900 — SO | g o 1) () — (9 0 1)V )]

H’yk,qﬁ(p) o ¢(q> - ¢ o F(Q)” < (/{Z + 1)| s

A legjobb becslés is jo lehet, ha a 1) o I képe korlatos, mert ekkor meg tudjuk becsiilni a
Vi,o(p) leképezés alkalmazasdnak legnagyobb hibajat, éspedig:

10. Tétel. Legyen & = R"™ és & = R™ két Euklideszi tér, I' : & — & és ¢, : £ — &
hdarom leképezés, és jelslje A az olyan p € CDomy,(I') n CDomy, o(¢) < &1 pontok halmazdt, hogy
I'(p) € CDomy (1) teljesiil, vagyis:

A = {pe CDomy(I') n CDomy,o(¢) < &|I'(p) € CDomy (1))}

Legyen p € A tetszdleges. Ha (¢ o T') [A] korldtos, akkor létezik eqy, csak a vdlasztott p ponttdl

fliggd hibabecslés a teljes kozelitésre, éspedig:

_ (k+1)
(06— o L) (W] < sup [”d)(q)(k o0

geA 1)! ue(pol)[A]

sup ||t o T)FH V() — (o I)ED(p H]

Bizonyitds. Egyértelmt a [Ofes tételbsl. B

Megjegyzés. A [I0Fes tétel egy fontos kovetkezménye, hogy kivalaszthatunk egy olyan p € A
pontot, amelyre a yo ¢ = 1ol Gsszefiiggés sériilése garantaltan minimalis lesz, és ez adja majd
a legjobb kozelitést adott k rendben:

min sup
peA geA

i (k+1)
[||¢(Q)(kf(f))!” ey 0 DT = (e D H]

A [Thes tétel kovetkezménye, hogy ha a ¢, és T' leképezések simdk és analitikusak, akkor
Vo) © ¢ = ¥ oI teljesiil minden megfelels p-re, ezt rogziti az alabbi

11. Tétel. Legyen p € &1 egy pont, I' és ¢, a[lles tétel feltételeit kielégitd sima és analitikus
leképezések. Jeloljiik K-val a kovetkezd halmazt:

K ={qe &i|qge CDomy,(I') n CDomey, o(¢), I'(q) € CDomy (V) de,(9(q), #(p)) < R},
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ahol R jeloli a [§-as tételben felirt konvergenciasugarat. Ekkor, a [T-es tételben megkonstrudlt
Yop) Jligguény minden p € K pontban teljesiti a vy © ¢ = ¢ o I' dsszefiiggést.

Bizonyitds. A@-es tétel értelmében az es tételben megkonstrualt 4, leképezés minden j € N-
re teljesiti a 7&;) o ¢U) = ) o TU) Gsszefiiggest. Mivel T' és ¢, analitikus, igy az egyes
multilinearis tagok egyenl@ségét kimondo Osszefiiggés két oldalan megjelend tagok egyenlGsége
miatt Yy © ¢ is analitikus lesz. Igy J (74 © @) = J (Yo(p) © @) fennall, és mindkét oldalon

analitikus fliggvények allnak, amibél a bizonyitast mar a [dles tétel szolgaltatja. W

Amennyiben a ¢ és ¢ leképezések megegyeznek, a [IT}es tétel értelmében analitikus I' és ¢

mellett a kovetkezd is allithato:

12. Tétel. Legyen p € &1 egy pont, I és ¢, a[lles tétel feltételeit kielégitd sima és analitikus
leképezések, és legyen ismét K allll-es tételben megadott halmaz. Ha a K halmaz a T' leképezésre
zdrt, vagyis¥p € K : T'(p) € K vagy mdsképp F‘K € Aut(K), akkor a@—es tételben megkonstrudlt
Yo(p) fligguény minden p € K pontban, minden | € N mellett teljesiti a Vg(p) op = ¢polF
osszefiiggést, ahol adott leképezés k-adik hatvdnya alatt az dnmagdval vett k-szoros kompozicidjdt

értyik. Mdsképp, a[8-as dbrdn szerepld diagram kommutativ.

51 I 51 I > e I > 81
lo lo 0| o lo
(92 (92 i > i > 52

8. abra. Kommutativ diagram sima és analitikus [' és ¢ mellett

Bizonyitds. A bizonyitas soran teljes indukciét hasznalunk. Legyen adott N 3 k-hoz a kovetkezd
kijelentés:

P(k) : 7;2@) o¢p=c¢pol*

A es tételbdl tudjuk, hogy k = 1 esetén, a tétel feltételei mellett P(1) igaz. Tegyiik fel, hogy
valamely N 3 k-ra P(k) igaz. Ahhoz, hogy P(k + 1) is igaz lehessen, elsGsorban a két oldalon
allo mennyiségek értelmezettsége kell adott p € K pontban, mely a K halmaz I'-ra val6 zartsaga

mellett nem jelent problémat. Emellett:

Pk+1): vy 0@ =00l o yo[yf,0¢] =gol™
Mivel P(k) szerint ’yéf(p) o¢ = ¢ol* igy, felhasznélva P(1)-et:
~vo [gbof‘k] =¢poI" o [yogloTF=goTF! o poTol*=¢ol* igaz,

amivel a tétel allitasat bizonyitottuk. Il

Megjegyzés. Az el6z6 tételek igen erés megszoritéasaibol engedni lehet gy, hogy a kapott eljaras
szamitési szempontbdl tovabbra is hasznos lehessen. Legyen ugyanis £ = R” és & = R!
két Euklideszi tér, p € & egy pont és k € N tetsz6leges. Legyen I' : & — &; olyan, hogy
p € CDomy, (') és @, W : & — &3 két tetszbleges leképezés. Legyen £ = R™ szintén Euklideszi
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tér és tegyiik fel, hogy létezik olyan ¢, : & — & leképezéspar és a, 5 : & — &3 olyan
leképezések, hogy p € CDomy,g(¢) és T'(p) € CDomey, (1)), illetve ® = avop és U = S o) teljesiil.

Jeloljiik K-val a kovetkez6 halmazt:
K = {q € &|q € CDomy(I') n CDomy (), T'(q) € CDome, (v) de, (¢(q), 6(p)) < R},

ahol R jeloli a [Slas tételben felirt konvergenciasugarat. Ekkor a I', 1, ¢ leképezésekkel a [Tres
tétel modszerével megkonstrualhato olyan ~yg(,) leképezés, mely teljesiti a [”yd,(p) o ¢] = [¢poT]

osszefiiggést a K halmazon, vagyis amire a [Jfes diagram kommutativ.

glL)gl

e

o & L&,
\L(k
(93 53

9. dbra. Kommutativ diagram sima és analitikus I', 1) és ¢ mellett, adott &, U leképezésekbdl
kiindulva

Speciélisan, ha ¢ = 9 teljesiil, akkor ennél t6bb is mondhato, ezt rogziti a kdvetkezd

13. Tétel. Legyen £ = R" és £ = R! két Euklideszi tér, p € £ egqy pont és k € N tetszdleges.
Legyen T' = & — & olyan, hogy p € CDomy(I') és & : & — &; tetszdleges leképezés. Legyen
Ey = R™ szntén Euklideszi tér és tegyiik fel, hogy létezik olyan ¢ : & — & és a : & — &3
leképezés, hogy p € CDomyo(¢) és T'(p) € CDomy,(9), illetve ® = a0 ¢ teljesiil. Jeloljik K-val

a kovetkezd halmazt:

K ={qe &ilqge CDomy(T") n CDomy, o(0), I'(q) € CDome(9) de,(9(q), d(p)) < R},

ahol R jeloli a [8-as tételben felirt konvergenciasugarat. Ekkor a [T-es tételben megkonstrudlt
Yop) leképezés teljesiti a [a © Yg(p) © gb] = [V o] dsszefiiggést a K halmazon. Mdsképp, a-es

diagram kommutativ.

51#51

o 1o
52 # 52 ()

la
&
10. abra. Kommutativ diagram sima és analitikus I' és ¢ mellett, adott ® mellett

Bizonyitds. Mivel ® = « o ¢, igy a bizonyitand6 allitas ekvivalens azzal, hogy a o v4() 0 ¢ =
aogol'. Mivel az[Sas tétel értelmében a K halmazon y,0¢ = ¢ol', a tétel allitasa nyilvanvaloan
kovetkezik. l

A fenti tételt a[[2kes tétellel kombinalva adodik az alabbi
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14. Tétel. A as tétel feltételeinek eleget tevd a I és ¢ mellett tetszdleges N 3 k-ra « O'yf)(p) o
¢ = ® o T* teljesiil, vagyis az —es abrdan szemléltetett diagram is kommutativ.

Bizonyitds. Nyilvanvaloan kovetkezik az [[2}es és[13}as tételekbsl. B

I’ r

& » &1 y oo y &1

ls le o ]o ls

&y T, &y O AN & o
\LO&
&

11. abra. Kommutativ diagram sima és analitikus I" és ¢ mellett, adott ® mellett

Megjegyzés. A [14}es tétel rendkiviil hasznos lehet az alkalmazasok szempontjabol, fgleg, ha
Il < m « n teljesiil, hiszen ekkor megval6sithatd a probléma egy lényeges redukcidja: £ -ben
valo szamitasok elvégzése helyett elegendd a sokkal kisebb dimenzios & térben elvégezni a

megfelel§ szamitasokat.

3.2. Newton és az Euklideszi vilag képe

Az Euklideszi terekkel modellezett rendszerekrdl valo rovid targyalast ezzel a fejezettel szeret-
ném lezarni. A tudomany mar rég tullépett a modellezés, mint megfelel6 dimenzids Euklideszi
terekbe valo bedgyazés gyakorlatan; s noha modellezés soran ma is a leggyakrabban Euklideszi
modellterekbdl indulunk ki, az f6ként praktikus szempontok, és nem elvi korlatok kovetkezmé-
nye. Csak nagyon réviden, néhény szot ejtenék arrol, amint a 17. szézadban kiépiilt tudoma-
nyos keretrendszer geometriai elveinek a mindennapi tapasztalatokkal valo szembenallasa végss
soron elvezetett az altaldnosabb térfogalom, a topologikus-, sima- és Riemann-sokasagok felépi-
téséig, melyek ilyen szempontbol inkabb tekinthetGek a tudoményos értelmezés természetesebb
megfogalmazési lehetGségei utani vagyddasok, mintsem formalis altalanositok eredményeinek.

Az emberek mindig is alkottak vilagmodelleket, mely kés6bb meghatarozta mindennapja-
ikat, hitvilagukat, szokasaikat. A tudoméanyos gondolkodas a kritikus gondolkodassal egytitt
fejlédott, lasst valtozasat a tarsadalmi viszonyok nagyban meghataroztak. A modern tudo-
many megsziiletését Newtonhoz kotjiik, aki 1686. julius 5-én publikalta A természetfilozofia
matematikar alapjai - roviden Principia - cimd konyvét. Newton maga filozofiai munkaként
tekintett eredményére: a Principia harmadik konyvének 1713-as kiadésa végéhez hozzaadott,
a gravitaciorol szolo megjegyzésben a fizikara, mint kisérleti filozofiara hivatkozik (lasd:
es forditott idézet). Newton harom torvénye tehat elsGsorban rendkiviili filozofiai siker, hiszen
mérhetévé tette a dolgok mozgésahoz kapcsolddo fogalmakat.

Nem tulzéas azt allitani, hogy a Principia filozofiai magatartasbeli jdonsagot is jelentett.
Descartes az Arisztotelészi vilagszemlélettsl elszakadni képes j tudomanyos magatartas meg-
alapozasa érdekében elGtérbe allitotta a kétkedést, és az emberi éntudat latszolagos bizonyossa-
gabol kiindulva, az embertdl kozelitett a kiils6 vilag felé. Ezzel szemben Newton filozofiajaban

bizonyos értelmeben kitiintette az érzékelt vilagot, elfogadta annak objektiv létezését (melyet
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erds, Istenbe vetett hite indokolt) és elsGsorban a filozofia olyan kérdéseire fokuszalt, melyek
megvalaszolasara sajat keretrendszerén keresztiil esélyt latott. Ennek szellemében a kornyezd
vilagban megismétl6ds jelenségek nem a megfigyels elméjének sziileményei, hanem ténylege-
sen megtorténd események, melyek a valosag torvényeirdl arulkodnak. Ami megismételhetd,
az megismerhetd. A mechanika Newton altal lefektetett torvényei azt az ismételt megfigyelést
foglaljak keretbe, miszerint adott koriilmények kozott a testek mozgdsa vdltozhat. A mozgés
szabalyos megismétlddésének miértjére a valasz kézenfekvének tiint: a 17. szdzad erGsen vallé-
sos embere nyilvanvalo tényként fogadta el, hogy a lélektelen objektumok nem képesek donteni
sajat sorsuk, igy sajat mozgasuk fel6l sem: pusztan elszenveddi a lélekkel rendelkezdk (emberek)
akaratanak. Igy természetesnek ttint, miért dobhatunk el egy kovet (izmaink vagy a katapultok
terhel6képességén beliil) tetszbleges kezdGsebességgel és szogben, ahogy az is, hogy ezt kovetGen
a k6 miért rajzol ki tjra és tjra oly szabélyos palyat: az ugyanis, mint akaraters nélkiili, koteles
kovetni ugyanazt az ttvonalat, melyet az 6t megel6z6 kovek is bejartak. A mozgést ebben a
leirdsban két mennyiség jellemzi: az, hogy mennyire valtozik a test helyzete, illetve az, hogy
milyen masszivitasiu test végzi a mozgést.

A kvantitativ lefrashoz azonban nemnyilvanval6é Gt vezetett: a keretrendszer megalkotasé-
hoz olyan absztrakcios lépésekre volt sziikség, melyek elsére nyilvanvaloan titkozni latszottak a
mindennapi tapasztalattal. Newton a fizikai vilag lefrasat egy Euklidesz altal mar jol megha-
tarozott matematikai keretrendszerhez kototte (lasd: [2]), mely akkoriban az ismert legkomo-
lyabb tudoméanyos munkak egyikének szamitott. Az Euklideszi geometria kitiintetett gorbéi az
egyenesek, ezek létére épiil a teljes geometriai keretrendszer. Newton els§ torvénye ezt helyezi
keretbe: az inerciarendszerek 1étezése tulajdonképpen kitiinteti az egyeneseken térténd mozgést,
az egyenletesség pedig kovetkezik az egyenletesen folyo id feltételezésébél [[|] Az egyenes vo-
nalt egyenletes mozgas természetes mozgasi palyaként valo kitlintetése azonban kontraintuitiv
egy olyan vilagban, ahol a mozgo6 objektumok (mindennapi kérnyezetiinkben) mozgéasuk soran
parabolapélyakat kovetnek. Newton ezt az eltérést az erd megfelels definidlasaval magyarazta:
minden esetben (de nem csak akkor), ha egy test mozgésa eltér a szamara természetes, egyenes
vonalil egyenletes mozgéstol, azt egy kornyezs test jelenlétének, és annak mozgasanak hatasara
teszi. Ennek a képnek egy természetes kovetkezménye, hogy a mozgéas csak (1) a tobbi test
helyzetétsl és (2) a tobbi test mozgasatol fiigg, vagyis az erében nem jelenhet meg elsénél na-
gyobb rendti derivalt ] Ugyanakkor, a gravitacio jelensége latszolag ellentmond ennek a képnek,
hiszen a lelketlen testek (bolygok) nem érintkeznek egymassal és latszolag nem is mozgatjak

ket lélekkel rendelkezd entitasok (lasd: Feynman és az angyalok [4]).

! Tegyiik fel, hogy a globdlis idé t, amihez képest sajat 6rankkal egy T'(t) id6t mériink, melynek fiiggvényében
le akarjuk irni egy, az abszolut id§ fiiggvényben egyenes vonald egyenletes mozgast végz6 test egydimenzios
mozgasat. Ekkor, ha az 6rank &ltal leolvasott id6 nemlinearisan fligg az abszolut id6tdl, egy latszolagos 1j erd
jelenik meg a rendszerben, melyet annak leirasa soran figyelembe kell venni (lasd: [3] 26. oldal):

o:d%:d<dew>:d2de <dT)d I = i,
dt dt \ dt dT dt? dT dt

Fie) — F= mﬁ =-m (g)2
dt
2Azt, hogy ez a feltevés modellezési szempontbol miért allja meg a helyét, sokan vizsgaltdk méar. Egy lehetsé-
ges érv a magasabb derivaltak figyelembevételével szemben az Ostrogradsky-instabilitas potencialis megjelenési
lehetGsége olyan klasszikus mechanikai rendszerek esetében, melyek mozgasegyenleteikben masodik derivaltnal
magasabb rendd tagokat is tartalmazhatnak.
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A keretrendszer mogotti filozofiai, illetve a keretrendszer megfogalmazésat alkoté matemati-
kai elvek litkozésének horderejét mi szemlélteti, hogy maga Newton is értetleniil 4llt a gravitacio
jelensége el6tt, mely a kornyezetiinkben a parabola palydk megjelenéséért felelés, ahogy azt a
B-2les idézet is mutatja. Mindezek tudataban természetes ohaj volt olyan, lehetséges tovabbi
keretrendszereknek a vizsgalata, melyekben a kitiintetett mozgasi palyak eltérhetnek az egye-

nest6l, megnyitva az utat a fizikai megfigyeléseink egy természetesebb leirasa felé.

"Nem voltam képes felfedezni a gravitdcio e tulajdonsagainak okdt [a megfigyelt - a szerk|
jelenségekbol, és nem dllitok fel hipotéziseket; mert ami nem a jelenségekbdl szarmazik, azt
hipotézisnek kell nevezni; €s a hipotéziseknek... nincs helye a kisérleti filozdfidban... Nekiink

pedig elég az, hogy a gravitdcio valoban létezik, és az dltalunk megmagyardzott torvények szerint
mukodik, és az égitestek €s a tengerink minden mozgdsdra bdséges magyardzattal szolgal."”
(5.1.-es, altalam forditott idézet Newtontol, [3]-es forras, 40. oldal)

"Az, hogy eqy test hathat eqy mdsikra tdvolrol, vakuumon keresztil, minden mds dolog
kozvetitése nélkil, mely dltal és melyen keresztil a hatds és erd dtvihetd egyikrdl a mdsikra,
szamomra olyan nagy abszurditds, hogy azt hiszem, senki, aki filozdfiai kérdésekben kompetens
gondolkodasi képességgel rendelkezik, nem eshet ebbe [a csapddba - a szerk| bele..."
(5.2.-es, altalam forditott idézet Newtontol, [3]-es forrés, 41. oldal)
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4. (Pszeudo-)Riemann-sokasagokkal modellezett rendszerek

4.1. Fizikai motivacié: A testek kitiintetett mozgasi palyai

A Riemann-geometria fizikdba vald bevezetését legnagyobb részben a gravitacios térben moz-
g6 testek probléméja motivalta. Ha adott testet magara hagyunk, azt tapasztaljuk, hogy az
mozogni fog. A testek mozgasénak leirasaban jelentSs (praktikus) segitség azoknak a péalyak-
nak az ismerete, melyeket a magukra hagyott testek kovetni latszanak, hiszen - amennyiben
elfogadjuk, hogy az &altalunk érzékelt mozgéas soréan tényleg semmilyen hatds sem hat a ma-
garahagyottsaguknal fogva szabad testekre (ami bizonyos szempontbo6l meggydzddés kérdése,
mert nincs ténylegesen magéra hagyott test), akkor - ezek a palyak adjak meg a mozgast (kol-
cson)hatasok hianyaban. Ezeket a palyakat a mozgéas természetes palyainak nevezziik.

Ahogy arra az el6zd fejezetben kitértiink, a klasszikus mechanika vilagképében a mozgés
természetes palyai egyenesek: feltessziik, hogy léteznek olyan vonatkoztatési rendszerek, me-
lyekben minden magéra hagyott test egyenes vonali egyenletes mozgast végez. Az egyenes
vonalii mozgas érthetébb, mint az egyenletesség feltevése; utobbihoz az kell, hogy megfelelGen
definialjuk a globalis id6 fogalméat, amit megtehetiink (lasd: [3] 1.5.-6s fejezet). Ez alapjan azt
gondolhatnank, hogy minden test egyenes vonald egyenletes mozgast szeretne végezni, melytsl
csak akkor tér el, ha erdvel hatunk ra. Igy valoban eljutunk a mozgasok egy (klasszikusan)
helyes leirasahoz, a Newton-torvényekhez. Ezekhez azonban hozzatartozik az erd fizikai defi-
nici6janak leglényegesebb feltevése, miszerint az akkor érzékelhets, ha egy test mozgasa eltér
az egyenes vonalu egyenletestsl, melyet a szabad testek természetes palyajanak valasztottunk.
Vegyiik észre, hogy ez a valasztas - noha empirikusan jol aldtamasztott, mégis - 6nkényes: ha
ugy tekintenénk, hogy minden magara hagyott test oszcilldlé mozgast végez, akkor az erét gy
definialndnk, mint hatasokat, amik eltéritik a testet igy valasztott, uj természetes palyajatol.
Ekkor az tirben egyenes vonaltu egyenletes mozgést végz6 test palyajat gy magyarazhatnank,
hogy anyag (tehat kozvetlen kolesonhatés) hianyaban is a tér minden pontjaban jelen van egy
rejtélyes erG, mely eltériti a testeket természetes palyajuktol.

A természetes palyak megéllapitdsa onkény, amit a fizikai kornyezetiinkben megjelen domi-
nans hatasok befolyasolnak. Konnyen elképzelheté olyan vilag, amelyben praktikus szempont-
bol érdemes mésnak valasztani a természetes mozgast. Példaul, ha egy egyenletesen gyorsitott
vilagban élnénk (jo kozelitéssel abban éliink, legalabbis a gyorsitatlanhoz képest sokkal jobb
kozelitéssel), vagyis az érzékelhets kornyezetiinkben minden testnek azonos gyorsulast adnéank,
akkor az addig egyenes vonali palyak valahogy modosulnénak: lehet, hogy egyenesek maradnak,
de tébbé mar nem egyenletes az ezeken valé mozgas, s6t, altaldban egyéltalan nem egyenesek
lesznek az 0j palyak. Mi azonban mindig azt tapasztalndnk, hogy a magukra hagyott, szabad
testek a igy kapott pélyakat kovetik, a kdrnyezetiinkben zajlé folyamatok leirasdhoz nem csak
kényelmesebb, de racionalisnak ting valasztas lenne ezeket tekinteni a mozgas természetes pa-
lyainak. Ekkor eldonthetetlen kérdés lenne, hogy a mozgas természetes palyai ténylegesen azok,
amiket tapasztalunk, vagy pedig egy allandé gyorsulasnak kitett vildgban éliink: mindkettére

fel lehetne épiteni a fizikai fogalmakat.
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Ha szabadon megvalaszthatjuk, mit tekintiink a testek természetes palyajanak, adja magét
a kérdés: mit érdemes? A Newton-féle graviticios torvény alapjan minden gravitacios térbe
helyezett testre a sajat tomegével ardnyos erd hat, igy a test tomegétsl fiiggetleniil azonos

gyorsulasmezGt érzékel:

ma=— v V&=-—-m r — a=-VOo (1)

ahol ¢ = % a gravitacios potencial. Szigortan véve a két oldalon két kiilonbo6zd, a testhez kot-
het§ mennyiség kellene megjelenjen: az erGhatasokkal szembeni ellenallast kifejezd m tomeg és
a gravitacios hatast kozvetits valamely v egyilitthato. Mivel azonban a kisérleti tapasztalat azt
mutatja, hogy a ketté nagyon kis hiban beliil megyegyezik, legalabbis érdemes elgondolkodni
a gravitacios gyorsulas egyetemességén: ha a gravitaciés gyorsulds minden test szaméra azo-
nos gyorsulasként nyilvanul meg, akkor annak jelenlétében minden magara hagyott test azonos
(altalaban nem egyenes vonalt) palyakon fog (altalaban nem egyenletesen) mozogni, hacsak va-
lamilyen tovabbi erével nem hatunk ra. Létezik tehéat egy rejtélyes eré a tér minden pontjaban,
ami az irben mozgast végzs testeket eltériti természetes palyajuktol. Ez a felismeés méar tobb
évszazada ismert. Természetesen, a newtoni inerciarendszerek szellemében jogunk van minderre
gy gondolni, mint egy mindenhol jelenlévs, hely- és id6fliggd gyorsuldsmezére, amely minden
testet folyamatosan eltérit a szdmara természetes, egyenes vonalt egyenletes mozgas palyajatol.
Ha praktikus lefrast akarunk adni arrdl a vilagrol, melyben gravitacios hatasok is megjelennek
- mégpedig a mi vidgunkban megjelennek -, érdemes a mozgas természetes palyainak azokat a
palyékat valasztani, melyet a gravitécios térben mozgé szabad (més erének nem kitett) testek
kovetnek, és erre épiteni a fizikat. Ilyen szempontbol a Newton-i keretrendszer a gravitacios ha-
tasoktol tavoli, szabadon mozgo test aszimptotikus viselkedéséhez, az egyenes vonaltt mozgéshoz
igazitotta a természetes palyakat, mely egy lehetséges, de nem a legnyilvanvalobb véalasztas.

A helyfiiggé gyorsulasmezdk és a gravitacié esete kozotti lelkes parhuzamvonés utan érde-
mes elgondolkodni azon, hogy ez a parhuzam mennyire veheté komolyan. Ahogy azt az olvasé
bizonyosan észrevette, a hasonlosagok érzékeltetésének araként néhany fontos részlet felett hall-
gatolagosan elsiklottunk. Az elsd, hogy a testek 6nmaguk is gravitacios teret keltenek maguk ko-
riil, igy modositjak a gyorsulasmezst, amitsl az el6z6 gondolatmenet eltekint. Azonban, minket
azok az esetek érdekelnek, mikor a gravitacios mez&t nem modositjak 1ényegesen a behelyezett
ziik, ahol nincs visszahatas: ennek megfelelGen végtelendil kis tomegl probatesteket tekintiink,
az ezek keltette gravitacios tértdl eltekintiink. Hangsulyozzuk, itt tényleg az a cél, hogy tgy
tekintsiik, nincs visszahatas, noha a konvencionalisan elfogadott hatas-visszahatas elve miatt
hivatkozunk a végtelen kis tomegi test absztrakciojara, mely valoszintileg elviekben sem létez-
het. Pedig egyéltalan nem fizikatlan egy kolcsonhatas két tagja koziil az egyiket kitlintetni -
példaul nemegyensilyi rendszerek modellezése soran [5] - ameddig fejben tarjuk a feltevések
koriillményeit és céljait.

A masodik lényeges kiilonbség megértéséhez gondoljuk at, hogy minden gyorsulds masod-

rendi jarulékot ad a mozgasokhoz (ennek bizonyitasaért lasd: [6] 87-89. oldalak), lokdlisan nem
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érzékelhetSek a gyorsulasbol szarmazo hatasok. Természetesen, a lokalitdst itt az adott tar-
toménybeli gorbiilet nagysdga hatarozza meg: praktikusan ott hizzuk meg a vonalat a sziik
kornyezet és a tag kornyezet kozott, ahol a mésodrendd hatésok - noha néhany nagysagrendes
kiilonbséggel - kimutathatova valnak a lokalis hatédsok mellett. Ha elfogadjuk az altalunk ér-
zékelt fizikai torvények univerzalitasat, akkor tetszéleges pont sziik kornyezetében a specialis
relativitdselmélet szabalyait kell uralkodonak tekinteni, ezért a téridét lokalisan a Minkowski-
féle téridémodellnek kell leirnia. Hangsilyozzuk, lokdlisan nem tudunk kiilonbséget tenni gra-
vitacios és tetszbleges gyorsulasmezd kozott. Tehat, a testektdl fliggetlen gyorsulasmezdk és a
gravitacios terek kozotti jabb 1ényeges kiilonbség, hogy utobbi globalis szabalyoknak is eleget
tesz, példaul egy mozdulalan gombszimmetrikus objektum koriil gombszimmetrikus, amit mé-
réssel kimutathatunk, de ahhoz olyan tartomanyokban kell vizsgal6dni, ahol nemcsak, hogy a
gravitacios mezd érzékelhetd hatésokat fejt ki, de a metrika sem tekinthets éllandonak. Ez egy-
ben azt is jelenti, hogy tobbé nem lesz fizikailag megkonstrualhaté globalis koordinatarendszer,
hiszen a gravitacié miatt nem tudjuk értelmezni két, tavoli test tavolsdgat. Euklideszi terekben
ez azért volt lehetséges, mert létezett egy egyértelmii megfeleltetés pontparok és mérhetd (nor-
méaval ellathato) mennyiségek, vektorok kozott, melyek egyben a legrovidebb utat adtak; igy
valt definidlhatova két, tetsz6leg pontbeli test tavolsaga. Ha azonban elkezdjiik deforméalni a
teret, kénytelenek lesziink a lokalisan értelmezhetd tavolsdgokra tamaszkodni, melyekbdl Ossze-
fiiggs tér esetében ugyan felépithetéek lehetnek globalis utvonalak tetszéleges pontok k6zott,
de a metrika valtozésa miatt elveszik a tér tovabbi, folytonos deformélsaval konzisztens egy-
értelmid kapcsolat pontparok és Sket 0sszekotd legrovidebb gorbék kozott. Kovetkeztetésként,
a kovarians egyidejtiség hianyat is tekintve, le kell mondanunk a tér kornyezeti strukturaja-
nak tavolsagokkal valé modellezésérél. Ugyanakkor, attol még, hogy nem tudjuk kvantifikalni
két, tetszdlleges pont tavolsagat, allithatjuk konzisztensen azt, hogy ezek egymaés kornyezeté-
ben taldlhatoak, a kérnyezetet pedig fizikailag értelmezni tudjuk két test kozotti kolesonhatas
mértékének ismeretében.

Azoknak a tereknek az elképzelése, ahol a pontok mellett kérnyezeteket is megadunk, de
tavolsdgfogalommal nem feltétleniil tudjuk ellatni, elvezet a topologikus terek fogalmahoz. Fizi-
kailag ez azzal a felismeréssel ekvivalens, hogy a tavolsag fogalma éltaldnos esetben egy hasznos,
de globalis fizikai jelentéssel tobbé nem bir6 fogalommé degradalodik, helyette az igazan lénye-
ges informéciok maradnak: a lokalis kapcsolati rendszerek, melyek - a fizika lokalitaséat elfogadva

- maradéktalanul fizikaiak.

4.2. Topologikus terek, topologikus és sima sokasagok

Az el6z6 fejezetben allitottaknak megfelelGen attol még, hogy nem tudjuk szdmszertsiteni két,
tetszbleges pont tavolsagat, allithatjuk konzisztensen, hogy ezek egymaés kérnyezetében talalha-
toak. Ha fizikai motivaciot keresiink erre a kérdésre, azt mondhatjuk, hogy a kdrnyezet fogalmat
tovabbra is értelmezni tudjuk a két test kozotti kolesonhatas ismeretében.

Azokat a tereket, ahol a pontok mellett kornyezeteket is megadunk, de tavolsdgfogalmat nem

feltétleniil tudunk bevezetni, topologikus tereknek nevezziik. A tovabbiakban réviden Gsszefog-



4 (PSZEUDO-)RIEMANN-SOKASAGOKKAL MODELLEZETT RENDSZEREK 29

laljuk a lényeges definiciokat (részletekért lasd: [7], [8]).

17. Definici6. Legyen X egy halmaz. Egy X-en értelmezett 7 topoldgia az X halmaz olyan,

nyilt halmazoknak nevezett részhalmazainak gytjteménye, melyre teljesiilnek a kdvetkezdk:

1. X, e 7, vagyis a teljes tér és az lireshalmaz nyilt,
2. Y{U; € 7}ier = \J; Ui € 7, ahol I egy indexhalmaz, vagyis tetszélegesen sok nyilt halmaz
unidja is nyilt,

3. U, et} : (), U; €7, ahol n € N, vagyis véges sok nyilt halmaz metszete is nyilt.

Ekkor az (X, 7) part topologikus térnek nevezziik. Emellett, egy (X, 7) topologikus tér bdzisanak

nevezziik azt a B < 7 kollekciot, melyre YU € 7 nyilt halmaz felirhat6 B-beli elemek ini6jaként.

Amikor metrikus terekben konvergens sorozatok hatarértékénk egyértelmiiségét bizonyit-
juk, kihasznaljuk, hogy két zérus tavolsagu elem azonos. Altalanos topologikus térben tébb,
kiilonb6z6 elemnek is lehet azonos minden kornyezete, ugyanakkor megkovetelhetjiik, hogy ez

ne forduljon elg. Az ilyen topologikus tereket nevezziik Haussdorff-tulajdonsagi tereknek:

18. Definicié. Egy (X, 7) topologikus tér Haussdorff-tulajdonsdgi, ha minden kiilonb6z6 pont-

janak létezik diszjunkt kornyezete.

A geometriaban az egybevagdsigi transzformacio jeloli az ekvivalenciat. Két topologikus tér
akkor ekvivalens, ha homeomorfizmus koti 0ssze Sket. Ezzel megfogalmazhato, mit jelent, ha

egy topologikus tér lokalisan Euklideszi:

19. Definicié. Egy (M, 1) topologikus tér lokdlisan Fuklideszi, ha Vp € M pontjanak van olyan
U € 1 kornyezete, melyre létezik ¢ : U — R™ homeomorfizmus. Ekkor azt mondjuk, hogy a

topologikus tér m-dimenzios.

Széamos, praktikusan vizsgalt rendszer modelljével szemben alapvetd elvaras, hogy minden
pontjanak legyen azonos dimenzidju kornyezete, legyen egyértelmii konvergenciafogalom és meg-

A

szamlalhato bazis (integralashoz). Igy kapjuk a topologikus sokasag definiciojat:

20. Definici6. Egy megszamlalhato béazist, Haussdorff-tulajdonsagia, m dimenziés lokalisan

FEuklideszi topologikus teret topologikus m-sokasdgnak neveziink.

A sokasagok megkonstrualasakor le kell mondanunk szamos, megszokott globalis fogalomrol.
Tetsz6leges sokasag esetében altalaban nincs globélis koordinatarendszer, igy az Euklideszi te-
rekben kiépitett algebrai és analitikus fogalmaink topologikus sokasagokon val6 alkalmazasdhoz

elébb érdemes koordinatékat bevezetniink.

21. Definicié. Legyen M egy topologikus m-sokasag és U € 7 legyen M egy nyilt halma-
za, tovabba ¢ : U — R™ homeomorfizmus. Ekkor az (U, ¢) part koordindtatérképnek, vagy
egyszertien térképnek, a (¢(U), ¢~ ') part pedig (lokélis) paraméterezésnek nevezziik. A térke-
pet U 3 p-re centrdltnak nevezziik, ha ¢(p) = 0 teljesiil. A ¢ leképezést koordindtdzdsnak,
a ¢(p) = (z'(p),...,2™(p)) Osszefiiggéssel definialt {z' : U — R}, leképezéseket (lokdlis)

koordindtdknak nevezzik.
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Adott sokasag egyes pontjait tobb térképpel is lefedhetiink, ilyenkor elvarjuk, hogy a két
lefedés kompatibilis legyen abban az értelemben, hogy az egyes dtuviteli fiiggvények folytonosak
(simék) legyenek:

22. Definicié. Legyen M topologikus m-sokasag és (U, ¢), (V, 1) két térképezés tgy, hogy
UnV # @. A két térképezést C* rendben kompatibilisnak mondjuk, ha Vz € ¢[U n V]-re
Yop !t :R™ — R™illetve Yy € Y[U N V]-re poyp~! : R™ — R™ fiiggvények CF-k, azaz létezik
és folytonos minden r < k € N U {oo} rendd derivaltjuk. A C* rendben kompatibilis térképeket

simdn kompatibilisnak nevezziik.

Azt szeretnénk, ha egy sokasagot ugy térképeznénk, hogy minden térképe valamilyen rend-

ben kompatibilis legyen. Erre vezetjiik be az atlasz fogalmét:

23. Definicio. Legyen M topologikus m-sokasag és {U; }ic; az M egy nyilt fedése és k € Nu{oo}.
Ekkor az A = {(U;, &) }icr-t C* atlasznak nevezziik, ha az egyes térképezések péaronként CF
kompatibilisak. A C® atlaszt sima atlasznak nevezziik. Egy C* atlasz mazimdlis, ha egy masik

C* atlasznak sem része, vagyis minden kompatibilis térképezést tartalmaz.

Ha az Euklideszi terekben megismert differencial- és integrélszamitést sokasdgokra is defi-
nialni szeretnénk, azt a térképeken keresztiil tehetjiik meg. Ezért nagyon fontos, hogy olyan
sokasagokkal dolgozzunk, ahol ezek a térképek magas rendben kompatibilisak. Ez vezet a dif-

ferencialhato sokasdg fogalméanak bevezetéséhez:

24. Definicié. Az (M, A) part C*-sokasdgnak vagy egyszertien differencidlhaté m-sokasdgnak
nevezziik, ha M egy topologikus m-sokasag és A egy ehhez tartozé C* rendi atlasz. A C*®-

sokasagokat sima m-sokasdgoknak nevezziik.

4.3. Erintétér, érintényalab. Vektor- és tenzormezdk

A klasszikus, geometriai képben egy vektor két pont kozott hiazott iranyitott szakasz, azaz bi-
lokdlis objektum; ha ezt a képet szeretnénk tovabbvinni, a két pontot 0sszekétd geodetikus
fogalmét kapnank, mely altalanos esetben azonban nem kell, hogy létezzen, vagy egyértelmi
legyen. Egy valahonnan valamerre mutaté vektor képe helyett eredményesebb megérteni, mit je-
lent egy vektortér: adott néhany, (linearisan) fiiggetlen irdny, amiknek bevezethetjiik a formalis
linearkombinéciojat, hogy teljes, zart teret kaphassunk. Globalis koordinatak hijan nem varhat-
juk el, hogy létezzen egy globalis vektortér a sokasag felett, minden pontban kiilon bevezetiink
egy-egy vektorteret, melyet érintGtérnek neveziink. Nem meglepd, hogy sima sokasagokon ezek

az objektumok sima leképezésekbdl sziiletnek majd:

25. Definici6. Legyen M és N két sima m—, n—sokasag. Azt mondjuk, hogy az f: M — N
leképezés sima, ha minden p € M pontra léteznek olyan (U, ¢) és (V, 1) térképezések, hogy ha
peU, f(p)eVés flUJcV,akkorah =10 fogd™ h:o(U)cR™— (V) < R" leképezés

sima.
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Megjegyzés. Szokasos jelolésben F(M,N) = {f : M — N}, illetve F(M) := F(M,R). A ké-
s6bbiekben szokas C*(M,R) jelélés helyett egyszertien F(M)-et hasznalni. Sima sokasidgokon
ez annak felel meg, hogy a vektorterek elemeit nem sima, hanem csak C*(M) fiiggvényekkel
silyozzuk valamely k € N-re, ami nagyobb szabadsagot jelent a fizikai alkalmazasok szempont-
jabol, igy nem csak a sima leképezéseket tekintjiik az M-en érvényes fliggvényeknek. Az M
feletti sima, valos leképezések halmazat C*(M) = {f : M — R|f sima} modon definialjuk.

A C*(M) vektortér a fiiggvények terén szokasos Osszeadassal és skalarral szorzassal. Ezek
azonban a teljes sokasagon definialtak, igy bevezethetiink olyan linaris leképezéseket, amelyek

valos szamokat rendelnek hozzajuk minden pontban.

26. Definicio. Legyen M egy sima sokasag és p € M egy pontja. A v, : C*(M) — R linearis

leképezést p-beli derivdcionak neveziink, ha teljesiil az alabbi:

Vf,geC®(M):v,(fg) = f(p)-vy(g) +39(p) - vp(f)

27. Definici6. A C* (M) 6sszes p-beli derivacidinak halmazat T),(M)-el jeloljiik és az M sokasag
p-beli érintdterének nevezzik. T,(M) elemeit p-beli érintdvektoroknak nevezziik. Ha tekintjiik

a sokasdg minden pontjahoz rendelt érintGterek halmazat, az érintdnyalabot kapjuk:

T(M) = | [T,(M) = {(p,0)lp € M,v e T,(M)}
peM
Megjegyzés. Létezik egy természetes projekcio T'(M)-r6l M-re, mely az érintényalab egy elemé-

hez hozzéarendeli, hogy az melyik pontban értelmezett vektort kodol:

7:T(M)— M, VY(p,v)eT(M): (p,v)>peM

Megjegyzés. A sokasdg minden pontjaban van egy vektorteriink, azt felhasznalva a sokasiag min-
den pontjédban értelmezhetsek (k, () tipusa 7, p(k’l)(M ) tenzormezdk is, T,(M)-b6l és dualisabol
hatok az érint6 (k,[)-tipusa tenzornyalabok, melyek mindegyikéhez tartozik egy természetes
Ty @ T®D(M) — M projekei6, az érintényalabhoz hasonléan. A T* (M) énmagdban is

sokasag minden k, [ € N-re.

Az alkalmazasok soran tenzormezdkkel dolgozunk: minden pontban kivéalasztunk egyetlen
tenzort a rendelkezésre allo végtelen koziil. Azt mondjuk, hogy elszeljiik az érinté tenzornya-
labot, vagyis kivalasztunk az elemei koziil pontosan annyit, amennyi pont van az M-ben tugy,

hogy minden pontra jusson egy, az abban a pontban definialt tenzor:

28. Definicié. Ha M egy sima m-sokasag és T (M) az érinté (k,[)-tipust tenzornyalébja,
akkor az sp; : M — TWD(M) leképezést szelésnek nevezziik, ha mg ) o s = idy. Specidlisan,

egy sokasagon értelmezett minden vektormezd halmaza X' (M) = {X : M — T(M)| X szelés}.

Megjegyzés. Egy X € X (M) vektormez§ az M sokasidg minden p € M pontjaban definial
egy X, : C*(M) — R leképezést, egyértelmtien. Igy definidlhat6 egy X € X(M) vektormezd
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feC®(M)=C*®(M,R) fiiggvényre valo hatasa, mely a sokasidg minden pontjahoz egy szdmot

rendel hozza. Az eredmény tehat maga is egy sima leképezés a sokasagrol R-re:

X(f): M —C*(M,R),  VpeM: [X(f)](p) = X,(f) eR

Megjegyzés. Minden T,(M) € T (M) érintStérben tetszGleges bazist definidlhatunk. Praktikus
elvaras, hogy ezek folytonosan valtozzanak, tehat olyan sima {B; € X (M)}, vektormezdket
tekintiink, melyek a sokasidg minden pontjanak érintGterében bézist alkotnak. Ekkor minden
vektormez§ kifejthets ezen a béazison, &m ezuttal az egyiitthatokkal egyiitt maguk a bazisok is

valtoznak.

Megjegyzés. Legyen M egy sima m-sokasag. Ekkor a sokasag barmely p € M pontjara, rogzitett
d(p) = (x'(p),...,2™(p)) mellett a

0

ox!

L
p’ ) axm

e O |y O
CUON) R, | ()= 25 (0)

p p

derivaciok bazist alkotnak T,,(M)-ben. Egy vektormezd kifejtését a fenti bazison koordindtaki-

fejtésnek nevezziik.

Egy érdekes kovetkezménye a fentieknek, hogy ahhoz, hogy az altalunk érzékelt, lokalis tor-
vényeket kiterjeszthessiik egy sokasdggal modellezett térre (pl. az altalanos relativitaselméletben
az Univerzum modelljétél elvarhassuk, hogy minden pontban lokalisan a speciélis relativitasel-
mélet torvényeit tapasztaljuk), csakis peremmentes, sima sokasagokra hagyatkozhatunk, hiszen
peremes sokasag esetében a perempontok kisebb dimenziés kornyezettel rendelkeznek, mely
sértené a megfigyeléseink univerzalitasanak feltevését. Ha emellett figyelembevessziik az esti
égboltrol érkezd sugarzas fluxusanak végességét, eljutunk Einstein hires megallapitdsahoz, mely
szerint az Univerzumnak végesnek, de hatartalannak (peremmentes sokasagnak) kell lennie. A
kijelentés helyesebben tgy hangzana, hogy mindez nem az Univerzumrol szolé6 megéllapitas,
pusztdn annak a részének a strukturajarol, ahol a fizikai univerzalitas elve nem sériil, tehat
ahol csupan a kornyezetiinkben megismert jelenségek jatszanak szerepet. Ebbdl a szemszogbdl
el is varjuk, hogy az &altalanos relativitaselmélet viselkedése szingularissa valjon fekete lyukak

vagy hasonld, altalunk nem tapasztalt, extrém fizikai koriilmények kornyezetében.

4.4. (Pszeudo-)Riemann-sokasagok

A lokalis Euklidesziség biztositotta a sokasig tetszéleges pontja minden kornyezetének azonos
szamu valos paraméterrel torténd leirdsanak lehetGségét, metrikat nem vettiink at. A sokaség

érintényalabjahoz tetszéleges metrikus tenzormezét tarsitva kiilonbozé lokélis geometridkat al-

P

29. Definicié. Az (M, g) part Riemann m-sokasdgnak nevezziik, ha M sima m-sokasag és
g : M — TZO(M) sima szelés, melyre minden p € M-re Gp : TISO’Q)(M) — R folytonos,

nemelfajuld, pozitiv definit és szimmetrikus.
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A pozitiv definit metrika megkovetelése erés megszoritas, mely szerint csak (0,m) inde-
xi metrikdkkal dolgozhatunk Riemann-sokasagok esetében, mikdzben a szamunkra érdekes

Lorentz-metrika indexe (1,m — 1). A megodéas, hogy lazitunk a metrikara kirott pozitiv de-

c st

30. Definicid. Az (M,g) part pszeudo-Riemann m-sokasignak nevezziik, ha M sima m-
sokasdg ¢s g : M — TZO(M) sima szelés, melyre minden p € M-re g, : To°7 (M) — R
folytonos, nemelfajul6 és szimmetrikus. Minden Riemann-sokasag egyben pszeudo-Riemann-

sokasag is.

Megjegyzés. Az (M, g) part, ahol g = diag{—1, 1,1, 1}, Minkowski-térnek nevezziik.

4.5. Riemann-sokasigok beagyazasai Euklideszi terekbe

A 20. szazad kozepéig, a topologikus-, sima- és tovabbi sokasagok elméletének kidolgozasa mel-
lett jelentGs dilemma volt annak a kérdésnek az eldontése, hogy vajon létezhet-e olyan sokasag,
mely nem dgyazhato be egy nem megfelel§ dimenzios Euklideszi térbe. A kérdés megvalaszoléasa
tobb lépésben zajlott, annak fiiggvényében, hogy a sokasag struktirijanak mely részét akartuk
a beadgyazés soran megtartani. Igy szamos beagyazasi tétel létezik, annak fiiggvényében, hogy
milyen tobbletstrukturat akarunk reprezentalni a beagyazasi térben, melyek koziil mi most a
Whitney-féle bedgyazasi tételt prezentaljuk. Tovabbi részleteket az olvaso a [7]-es konyv 99-es
oldalatol kezd6dden olvashat. Ugyanakkor, a beagyazas mellett az immerzié fogalma is gyak-
ran hasznalatos, altalaban immerzioval kisebb dimenzios térbe is vetithetiink "bedgyazhatunk",

cserébe a struktura, legalabbis néhol hibésan reprezentélodhat.

15. Tétel. Whitney-féle bedgyazdsi tétel: Minden sima m-sokasdg bedgyazhato eqy legfeljebb

2m + 1 dimenzids Euklideszi térbe.

Ugyanakkor gyakran mar csak filozofiai okokbdl sem célszer beagyazva vizsgalni adott
sokasagok belsd strukturajat, hiszen egy rendszert tekinthetiink egy sokasagon beliil létezdnek
ugy, hogy a bedgyazasi teret nem tekintjiik létezének, melyre jo példa a relativitaselmélet téridé-
koncepcidja. Ez annak felel meg, hogy a rendszer allapotait azonositjuk a sokasig pontjaival,
igy a beagyazas soran a beagyazési tér minden tovabbi pontjanak modell szempontjabol nem
tulajdonithato jelentés. Szamitasi szempontbo6l azonban mindenképp praktikus a bedgyazasi
tér tobbletstrukturajat felhasznalni, majd a kapott eredményeket egyszertien visszaprojektalni
a sokasagra. Ha azonban mégis létezének tekintjiik a bedgyazasi tér pontjait, hangsilyozni
kell, hogy pusztan a sokasagon végzett miiveletekkel ekvivalens eredményre jutunk a beagyazas

alkalmazaséaval is.
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5. (Pszeudo-)Riemann-sokasigokkal modellezett rendszerek

modellterének redukcioja

5.1. GlobAlis megoldas beagyazassal

A Whitney-féle beagyazasi tétel értelmében minden sima peremes vagy peremmentes m-sokasag
beagyazhatéo R*™*1-be. Amennyiben a rendelkezésiinkre allo szamitési kapacitasok megfelels-
ek ahhoz, hogy egy Euklideszi térbe val6 beagyazast elvégezhessiink, megkonstrualhatjuk a
dolgozat els6 felében targyalt probléma megoldasat (pszeudo-)Riemann-sokasédgok kozotti leké-

pezések esetében is.

16. Tétel. Legyen M és N két Riemann-sokasdg, G : M — M, F': M — N adott. Legyenek a
iy M —e(M)~R™ ésiy: N — e(N)~R" bedgyazdsokat megfeleld m,n dimenzidszdmok
mellett olyanok, hogy a I' ;= mpyyoGoupy, ' R 5> R® és ¢ :=nmyo Fouwy, ¢ : R™ - R"
leképezések simdk és analitikusak, ahol wpr : R™ — M és mn : R™ — N kanonikus projekciok,
melyekre Ty N © Ly v = tdy, N teljestil. Ekkor a g == iy oyomy, g: N — N kifejezésre teljestil
a

ino(goF)omy =wyo(FoG)omy

osszefiiggés, ahol v = Zi@:o 7@ q —68 tétel szerint megkonstrualt fiigguény, mely teljesiti a
yogp=q¢ol feltételt.

Bizonyitds. A —es tétel szerint megkonstrualt v fiiggvényre teljesiil a vy o ¢ = ¢ o I feltétel,

vagyis iy oyogomy =ty o¢ol omyy is teljesiil. ma v 0 tar,y = idas, v miatt ez ekvivalens a
ino(goF)omy =inyo(FoG)omy

feltétellel, mellyel egyben nyerjiik a tétel bizonyitasat. l
Megjegyzés. A —es tétel megkonsrualasdnak modszerét a es abra szemlélteti.

M G > M
w7 LM//‘
/ ™ / s
S(M)/ | I'=mpyoGouy >€(M)/
/ f
p=nnyoF oLy ‘ ¢o=mnyoFouly 1
LN//N g=TNOYOLN LN//>N
aay L
e(N) VZEOW) > £(N)

12. abra. Riemann-sokasagok kozotti megfeleltetési feladat globélis megoldasa bedgyazassal
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Osszefoglalas

Dolgozatom kozéppontjaban adott terek kozotti, altalaban nemlineéris leképezések grafjainak
kommutativ diagrammé valé kiegészitésének kérdése allt. A kérdés redukalhato arra az esetre,
amikor a grafban pusztén egy 1j él elhelyezésével koroket alakithatunk ki; igy elegend6 harom-
vagy négyszogekkel foglalkozni, egy hidnyz6 éllel. Munkdm eredményéiil sikeriilt megoldanom
a feladatot, ha az egyes terek Riemann-sokasagok (specidlisan Euklideszi terek), algoritmust
adva a lokalisan legkisebb eltérést adé megoldas megkonstrudlasara, ami sima és analitikus
leképezések esetében egzakt megoldast ad. Ennek hibajat is becsiiltem. A megoldésnak komplex
rendszerek dimenziéredukalt modellezésén til alkalmazésai lehetnek az algebrai topologiaban és
a kategoriaelméletben, ahol nagy jelentéségiiek a kommutativ diagramok, bar e kérdés vizsgalata
tulmutatott jelen dolgozat céljain.

Hogy ramutathassak a kérdés fontosségéra, és az olvasd szamara motivalni tudjam a beve-
zetett fogalmakat, altalanositasokat, a megjelend terek egyikét egy determinisztikus rendszer
modellterével, egy leképezést pedig e rendszer idéfejlédését megadd operatorral azonositottam.
Ebben az értelmezésben a dolgozatomban megoldott feladat a kdvetkezst is jelentette: ha adott
egy nagyszamu paraméterrel leirt rendszer idéfejlédése és egy eljaras, amivel a rendszer egy
pillanatnyi allapotabol meghatarozhato egy (gyakran alacsonyabb dimenzios) mennyiség, ugy
megkonstrualhaté az idéfejlédést megado leképezés ezen mennyiségek terén. A modszer igy
alkalmas nemlineéris id6fejl6ds determinisztikus rendszerek modellterének redukalasara. Fi-
zikai példa erre nagy szabadsagi foku rendszerek véges sok (hidrodinamikai, termodinamikai
vagy statisztikus) tulajdonsdganak az idébeli leirasa, melynek pont a nemlinearitas az egyik
legnagyobb nehézsége. Az eljards gyakorlati jelentGségét szemlélteti, hogy azt idGben fejléds
rendszerek modellterének dimenziéredukcidjara alkalmazva drasztikusan csokkenhet az eljaras

id6- és memoriakomplexitasa.
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