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1. fejezet

Bevezetés

Az informatikdn beliil a szamit6gépes grafika teriiletének kozponti eleme a kiilonb6z6
haromdimenziés modellek reprezenticidjanak és megjelenitésének vizsgalata. A grafika
eddigi fejlédése soran szamos megkozelités latott napvildgot. Ezek koziil az egyik legin-
kabb meghatéroz¢ a feliilet haromszograccsal torténd, kozelité megaddsa. Ezen kiviil fe-
lilleteket reprezentdlhatunk matematikai médon, azok implicit, explicit vagy parametrikus
képletének megadédsaval. Ezen megolddsok leginkdbb a geometriai modellezésben hasz-
ndlatosak, példdul mérnoki tervezbszoftverekben. Dolgozatomban implicit médon meg-
adott feliiletekkel, azon beliil is eldjeles tadvolsagfiiggvénnyel megadottakkal foglalkozom.
Mindez lehet6vé teszi a feliiletek altal koriilhatarolt térrészeken vett halmazmiveletek vi-
szonylag egyszerli implementécidjat.

A szamitogépes grafikdban szdmos mddszer ismert ilyen feliiletek megjelenitésére.
Ezen megolddsok alapvetden két kategdridba sorolhatéak. Vannak médszerek, melyek az
ily médon megadott feliiletet el6szor egy mdsik reprezentdcidba alakitjdk, de olyanok is,
melyek kozvetleniil képesek hasznositani a tdvolsagfiiggvénybdl kinyerhetd informaciot.

El6bbire példa a feliilet hdromszoghaldval torténd approximacidja, példaul a marching
cubes algoritmus [1] valamilyen varidnsdval. Az igy kapott haromszogek mar hatékonyan
megjelenithetéek hagyomanyos inkrementalis képszintézis segitségével. Ezen vizualiza-
ciés modszerek legfontosabb elénye, hogy napjaink GPU-i rendkiviil hatékonyan tudjak
gyorsitani hdromszogek rajzolasat. Ezzel a megkozelitéssal azonban jelent8s precizitast
aldozunk fel a hdromszoghalova alakitds sordn a megjelenitési sebesség érdekében.

A megjelenitési modszerek egy masik csoportjat képezik azon sugarkdvetd eljardsok,
amelyek a feliilet kamerabdl indul6 félegyenesekkel torténd metszésén alapulnak. Maga

a metszéspont kozelithetd sphere tracing-gel [2], illetve a megjelenitéskori drnyaldshoz



1. Bevezetés

sziikséges normélvektor pedig megkaphaté az elGjeles tavolsagfiiggvény kornyezd pon-
tokban torténd kiértékelésével, majd az igy kapott fiiggvényértékekbdl szamitott differen-
ciahdanyadosokkal. Ez az eljards sem ad mindig j6 megjelenitést, egyfeldl a metszéspont is
egy approximdci6 eredménye, valamint a normélvektor kozelitésével is akar jelentSs hiba
keriil az drnyaldsba. A kett6 koziil leginkdbb utébbi szembeotld, ugyanis amennyiben a
tavolsagfiiggvény megaddsa esetszétvalasztasokat tartalmaz', vagy egyéb okokbdl a felii-
let éles élekkel rendelkezik, az ott kapott normalvektorok hibdja j6l lathatovd valik (1.1a
abra). Ezen bizonyos mértékben tudunk segiteni azzal, ha a differenciahdnyadosok sza-
mitasdndl minél kisebb € tavolsdgra mozdulunk el a sphere tracing eredményeként kapott
kozelitett metszésponttdl (1.1b dbra). Tl kicsi € esetén viszont a lebegdpontos szamab-
rdzolasbol eredd hibdk ndnek meg, kiilonosen a feliilet simabb részein, ugyanis ilyenkor a
szomszédos pontokban kapott fiiggvényértékek nagyon kozeliek, igy kiilonbségiik hibaja
megnd. Valamint a numerikus hiba amiatt is fellép, hogy a differenchiahdnyadosokban

kis €-al osztunk.

Az esetszétvilasztasok jellemzGen elrontjak a tavolsagfiiggvény derivaltjanak folytonossagat, az app-
roximécios probléma innen szdrmazik. J6 péda erre példdul egy kocka tavolsigfiiggvénye.



1. Bevezetés

(a) €=0.03 (b) €=0.05

(c) € =0.001 (d) € =0.0000001

1.1. abra. Arnyaldsi hibdk differenciahdnyadosokkal approximdlt normdlvektorokbdl. (2
élhosszisdg kocka és 0.65 sugarti gomb kiilonbsége) Az (a) dbrdn az élek mentén ldt-
vdnyos drnyaldsi hibdk vannak. A (b) dbrdn kisebb € mellett ezek a hibdk kevésbé ldt-
szodnak, mig (c) esetén egydltalan nem. Ha &-t tiilsdgosan lecsokkentjiik, akkor egy mds
Jjellegii hiba lép fel, amely szemcsés drnyaldshoz vezet (d dbra).

Egyes modellek esetében € megfeleld megvdlasztasaval kikiiszobolhetdek a szem-
mel észrevehetd hibak. Ugyanis bizonyos hatdrokig € csokkentése javit a pontossdgon.
Azonban ha a tavolsagfiiggvény kiszdmitdsa sordn nagy konstansok is szerepelnek?, ak-
kor az igy megjelend nagy szdmok miatt romlik a pontossag, azaz a az 1.1d dbréan lathat6
szemcsés zaj az arnyaldsban mar nagyobb € mellett is megjelenik. Tehat ha egy szintér
egyszerre tartalmaz nagy objektumokat €s apro részleteket, akkor pusztdn € bedllitasaval
nem keriilhetd el minden normdlvektor pontatlansdgabol kovetkezd drnyaldsi hiba. Egy

ezt szemléltetd példa lathaté az 1.2 abran.

2példaul, ha a megjelenitendd objektum nagyméretd.



1. Bevezetés

(a) e=0.01 (b) € =0.001

(¢) € =0.0001 (d) automatikus differencidlds

1.2. abra. Példa olyan szintérre, ahol tetszbleges € esetén ldthatéak az approximdcios
hibdk. Kiemelném a (b) dbrdt, ahol mind a til kicsi €-bol fakado, mind a til nagy €
esetén jellemzd hiba megjelenik. (1.1 dbrdn ldthato lyukas kocka belseje, egy 1000 egység
sugaru gombon)

Dolgozatom célja tavolsagfiiggvények derivaltjainak automatikus differencidlassal
torténd meghatarozdsa. Mindezt egy olyan hdromdimenzidés modellez8szoftver megva-
16sitdsan keresztiil teszem, amely az elSjeles tavolsagfiiggvény mellett annak gradiensét®
is képes elddllitani, majd azt a feliilet megjelenitéséhez felhasznélni. Ezen kiviil 4j ered-
ményként megvizsgdltam a médszer magasabb rendi derivaltakra valo kiterjesztését is.

A kovetkez0 fejezetekben bemutatom az automatikus differencidlds elméleti hatterét,
valamint a médszer haromvaltozds fliggvények magasabb rendl derivaltjainak meghata-
rozdasdhoz sziikséges kiterjesztéseit. Ezt kovetden a megjelenitést és a hozzd sziikséges

tavolsagfiiggvény kodjanak elballitasat részletezem. Végezetiil kitérek a mddszer korla-

taira, a tapasztalt problémadkra €s a kapott eredményekre.

3 Az elGjeles tavolsagfiiggvény gradiense a feliilet pontjaiban megegyezik a feliilet normalvektoraval.



2. fejezet

Elméleti hattér

Ebben a fejezetben a ismertetem feliilet megjelenitéséhez felhaszndlt sphere tracing
algoritmus alapjait, valamint a derivéltak pontosabb meghatdrozdsahoz felhaszndlt au-
tomatikus differencidlds médszerének matematikai hatterét. Tovabbd bevezetek néhany

jelolést az itt targyalt fogalmakra, melyeket a késébbiekben is hasznélni fogok.

2.1. Fogalmak

1. Definicié. Implicit feliilet
Legyen f : R? — R a feliiletet megado fiiggvény.
Ekkor a tér azon X € R? pontjai, ahol f(X) = 0 alkotjak az f 4ltal megadott implicit

feliiletet.

2. Definicié. Euklideszi tavolsag

Legyenek X,y € R? pontok a hdromdimenziés térben.

1T |7 euklideszi tavolsiga:

Ekkor X = [x1,x2,x3]" és¥ = [y1,y2,)3

d(%.5) = \/ (1= y1) 4 (2= y2)2 + (33— 33)°

3. Definicié. Pont és halmaz tdvolsidga
Legyen X € R? és Q C R>.
Ekkor X és Q tavolsdga:

d(%,Q) = inf d(3,%)

acQ



2. Elméleti hattér

4. Definicié. ElGjeles tavolsagfiiggvény

Legyen Q C R? nyilt halmaz. Ekkor az Q-hoz tartozé f elGjeles tavolsagfiiggvény:

d(%,0Q)
—d(%,0Q)

¢ Q
€ Q

wl Ml

fiRI SR, f(X) ::{

ahol dQ = Q\ Q a halmaz hatéra.

2.2. Sphere tracing

Hart 1996-ban jelentette meg implicit feliiletek valdsideji megjelenitésére kidolgozott
eljarasat, sphere tracing néven [2]. A mddszer arra épiil, hogy ha megadjuk egy Q C
R nyilt halmaz f el&jeles tavolsagfiiggvényét a 4. definiciéban lefrtak szerint, akkor az
igy kapott f fiiggvény 4ltal meghatarozott implicit feliilet nem mds, mint  hatarfeliilete
(0Q).

A sugarkovetés elvéhez hasonléan, a virtudlis kamera minden képpontjabdl a nézet
irdny4nak megfeleléen' sugarakat inditunk. Ellentétben viszont a haromszoghéalékon vég-
zett sugarkoveto eljarasokkal, itt nem pontos metszéspontokat szdmitunk ki, hanem a su-
gar mentén haladva kozelitiink a feliilethez.

Az algoritmus bemenete az elGjeles tavolsagfiiggvény (SDF?), a kiinduldsi pozici6 és
a sugdr irdnya. Legyen egy valtozonk, amellyel a sugar és a feliilet metszéspontjat ko-
zelitjiik. Kezdetben ezt inicializéljuk a kiindulési pozicidval. Ezen kiviil sziikségiink van
egy véltozora, amely a feliilettdl valé aktudlis tdvolsagunkat fogja tarolni. Inicializalaskor
ezt allitsuk az SDF kiindulési pozicidban felvett fliggvényértékére.

Ezt kovetden az aldbbi 1épéseket ismételjiik egészen addig, amig el nem ériink egy maxi-

malis [épésszamot, egy maximdlis tdvolsdgot, vagy elég kozel keriiliink a feliilethez:

1. Mivel ismerjiik a feliilet d tavolsagéat az aktudlis poziciotol, ezért egy d sugaru
gdmbben biztosan nem taldlhat6 a feliiletnek egy pontja sem. Ez azt jelenti, hogy
a sugdr irdnyéaba d tavolsdgot haladva vagy pontosan a feliilet egy pontjara 1épiink,
vagy nem ¢érjiik el a feliiletet. Tehat 1épjiink az aktudlis poziciobdl a sugar irdnydba

d tavolsagot. Legyen az igy kapott pont az 4j aktudlis pozicid.

'Azaz a fékuszpont és a képpont kozeli vagésikon 1évé pozicidjat dsszekots szakasz meghosszabbita-
sanak irdnyéba.
2Signed Distance Function



2. Elméleti hattér

2. Frissitsiik a feliilettdl val6 tdvolsdgunkat az SDF uj poziciéban torténd kiértékelé-

sével.

A fent leirtak megval6sitdsat az 1. algoritmus mutatja be.

1. Algoritmus Sphere tracing
Funct ST(from, dir, sdf)

:= from > a jelenlegi pozicid
d :=sdf(p) > tavolsag a feliilettdl
i:=0
while d > din and d < diyax and i < step count do
p:=p-+d-dir > 1épés elbre
d = sdf(p) > tavolsag frissitése
i=i+1
end while
return p

2.2.1. Normalvektorok approximalasa

A feliilet drnyaldsdhoz sziikséges meghatdroznunk a feliilet normalvektorat minden
olyan pontban, ahol a sphere tracing eljards sordn inditott sugarak azt eltaldljak. Mivel az
eldjeles tavolsagfiiggvény gradiense ezen pontokban a feliilet normélvektora, ezért ezek
meghatdrozdsanak legegyszerlibb mddja a gradiens numerikus approximaélésa.

Legyen € egy vélasztott konstans érték, melyet a gradiens szimmetrikus differencia-

z2. .z

hanyadosokkal torténé kizelitéséhez hasznalunk?. Ekkor egy p € R3,p = [x,y,7]7 esetén:

ha a megjelenitendd feliiletiink éles éleket, illetve apré részleteket is tartalmaz, akkor eld-
fordulhat, hogy a differenciahdanyadosok szamitdsakor az € méretti 1épéssel fontos részle-
teket Iépiink at a tavolsagfiiggvényen. Példaul egy kocka éléhez kozeli feliileti pontokban
el6fordulhat, hogy a szamldl6ban taldlhato kiillonbség két tagjit a kocka kiilonb6z6 olda-
lainak kozelébdl vessziik. [lyenkor a kapott nomrdlvektor nem az adott oldalra merdleges
vektor lesz, hanem egy a szomszédos oldal normalvektora altal torzitott vektor. A 2.1

abran szemléltetem ezt a jelenséget.

3A kozelitést akdr tobb mintavételi ponttal is el lehet végezni [3], igy pontosabb eredményt kapva.
Ugyanakkor az igy kapott formuldk esetén is a nevezd €. A tovabbiakban targyalt hibak ekkor is jelentkez-
nek.



2. Elméleti hattér

2.1. abra. Differenciahdnyadosokkal approximdlt normdlvektorral kapott hibds drnyalds
az élek mentén. Az oldalak hatdra nem kiiloniil el élesen. (1 élhossziisdgii kocka, € = 0.1)

Ennek a probléménak a mérséklésére célszerli e-t csokkenteniink. Ilyenkor azonban

tobb numerikus probléma is fellép:

* A fenti képletben 2¢-al osztunk, amely a lebeg&pontos szamabrazolds miatt jelentds
pontatlansagot okozhat, amikor € nagyon kicsi. Bar a gyakorlatban az €-al torténd
osztast nem sziikséges végrehajtani, a vektor késébbi normalizdldsa sordn a problé-

ma ugyanugy fellép.

* Amikor a normélvektort olyan pontban szamitjuk ki, ahol a feliilet gorbiilete kicsi,
akkor a szdmlalékban szerepld kiilonbségek kiszdmitdsakor két egymashoz nagyon
kozeli szam kiilonbségét hatarozzuk meg. Ez lebegSpontos szaméabrazolasnal szin-

tén jelentdsen noveli az eredmény hib4jat.

A bevezetésben taldlhat6 1.1 szamu abran szemléltetem a kiilonbozd € értékek mellett ka-
pott drnyaldst, illetve az 1.2 dbran azt is, hogy bizonyos esetekben nincs olyan megfeleld
€ érték, amivel minden jellegi hiba eltlinne.

Mindez motiviciot ad arra, hogy méas médot keressiink a normdlvektorok meghatéro-

zasara.

10



2. Elméleti hattér

2.3. Dualis szamok

Az aldbbiakban a dudlis szdmok rovid bemutatdsa taldlhat6, melyet elsd sorban

Szirmay-Kalos 2021-es cikkére [4] alapozok.

5. Definicié. Egyvaltozds els6rendi dudlis szam
Legyen r,d € R és i egy képzetes egység, melyet a komplex szdmokndl hasznélt imagina-
rius egységhez hasonléan definidlunk, azzal a kiilonbséggel, hogy i := 0 legyen. Legyen

9 az gy kapott r 4+ di dudlis szdmok halmaza.

Jelolés:
D(r,d) :=r+di

X € 9,%X = D(x0,x1)

2.3.1. Alapmiiveletek

Legyen X,§ € Z.

Az alapmiiveleteket a komplex szdmokkal analég médon definidlhatjuk:

= xp — x1i = D(x9, —x1) 2.1

|

ii'y:D(xoiyo,xliyl) (22)

Xy = (xo+x10) - (yo+y1i)
X - § = X0y +Xoy1i +X1y0i +x1y1i>

X ¥ = xoyo + (xoy1 +x1y0)i = D(x0y0,X0y1 +X1Y0) (2.3)
X xo+xii
y yo+yu
X Xy
vy
X xoy0+ (x1y0 —X0y1)!
¥ v+ oyt —yiyo)i
X — xoy1)i -
X _ xoyot (x1y20 xo)i _ <@’X1yo 2X0y1) 2.4)
y Yo Yo Yo

Most tekintsiink a dudlis szdm els6é (valés) komponensére gy, mint egy f: R —
R fiiggvény helyettesitési értékére. A mdsodik komponenset pedig fogjuk fel igy, mint

a fiiggvény f’ derivaltjaban azonos helyen vett helyettesitési értékét. Azaz legyen x €

11



2. Elméleti hattér

Rés f:R—=R,f €D, ahol f e D azt jeloli, hogy f derivdlhat6 a teljes értelmezési
tartoméanyan. A dudlis szamunk pedig legyen: d € 2,d = D(f(x), f'(x))

Most ha visszatekintiink az el6bbiekben bevezetett miiveletekre, akkor azt latjuk a
jobb oldalon, hogy a négy alapmiivelet mindegyikénél az eredményként kapott dudlis
szam valos része egyezik a két input dudlis szam valds részein, mint valésokon elvégzett
miivelet eredményével. Hasonl6an, a kapott dudlis szdm képzetes része az adott miivelet
esetén alkalmazandé derivéldsi szabdly eredményével egyezik.

Példdul legyen X,§ € 2 és x = D(f(a), f'(a)),y = D(g(a),&'(a)) valamely a € R és
f,g e R—>R, f,g € D{a} fiiggvények esetén. Ekkor X - § miiveletet 2.3 szerint elvégezve

a kapott eredmény:

Xy =D(f(a)g(a),f(a)g'(a) + f'(a)g(a)) = D(f(a)g(a),(f &) (a))

2.3.2. Fiiggvények

6. Definicié. R — R fiiggvény R — & megfelel§je
Legyen f: R — R, f € D fiiggvény.
Ekkor f: R — & legyen a kovetkez6 médon képezett fiiggvény:

7. Definiciéo. R — R fiiggvény ¥ — 2 megfeleldje
Legyen f: R — R, f € D fiiggvény.
Ekkor f : 2 — 2 megfelel6jét a lancszabialy segitségével képezziik:

f(%) =D(f(x0), f'(x0) - x1)

s 2 2

f(x) f(x) f®)

ceR D(c,0) D(c,0)

sin(x) D(sin(x),cos(x)) D(sin(xp),cos(xg)xp)
x"neN D(x", nx" 1) D, nx " x1)

2.1. tablazat. Néhdny példa valos fiiggvények dudlis megfeleldire.

12



2. Elméleti hattér

A fentiek segitségével mar bevezethetd az automatikus differencidlas médszere.

2.3.3. Automatikus differencialas

Az automatikus differencialds célja nem mas, mint hogy egy fiiggvényérték kiszami-
tasa kozben a valés szamok aritmetikajat dudlis szamokkal és miiveletekkel helyettesitve
a fliggvényérték mellett a derivalt értékét is meghatarozzuk. Ehhez nincs masra sziikség,
mint hogy a fliggvényérték kiszamitdsanak miiveletsordt dudlis szdmokkal szdmoljuk vé-
gig. gy az eredményként kapott dudlis szam valds részében a fiiggvényértéket, képzetes
részében a derivaltat kapjuk meg. Az eljards legnagyobb el6nye, hogy implementalhat6
egy konyvtarba oly médon, hogy a tipusok kicserélésén kiviil csak minimadlis véltoztatds
kelljen egy bonyolultabb fiiggvény derivaltjanak meghatarozdsahoz is. Ezen kiviil ez az
eljards mentes a differenciahdnyadossal val6 kozelités pontatlansagi problémaitol.

Megjegyzendd, hogy a szimbolikus differencidlashoz hasonldéan a derivélési szaba-
lyok szerint szamolunk minden miiveletnél, viszont itt ez a szdmitds nem kiiloniil el a
derivaltképlet meghatarozdsatol. Tovabba mivel az automatikus differencidlds szimbolu-
mok helyett értékekkel dolgozik, ezért alkalmasabb a kiillonboz6 vezérld utasitdsokban

(elagazasok, ciklusok) gazdag fiiggvények derivaltjainak meghatdrozasara.

2.3.4. Kiterjesztés magasabb derivaltakra

Magasabb rendii derivéltak esetén a kiterjesztés sordn azt a tulajdonsagot akarjuk meg-
Orizni, hogy a dudlis szdm képzetes részeiben tartalmazza a derivéltakat. Ez vezet el az

alabbi kiterjesztett dudlis szamfogalomhoz:

8. Definicié. N-ed rendt dualis szam
Legyenl <N € N.
Legyen X € RV,

Ekkor az N-ed rendd dudlis szdm alakja a kovetkezd:
.s N
@(N) >5d= Z xkik = D(N) ()C(),xl,. .. ,xN)
k=0

Ahol az egyszertibb jelolés érdekében ip := 1 és iy,. .., iy egymdstdl kiilonbozd képzetes

egységek, valamint Vj € {1,2,... N} : i% =0.
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2. Elméleti hattér

Miiveletek

Legyen %,j € 2W).

A magasabb rendii dudlis szdmok kozotti miiveleteket az elsérendi esethez analog médon

kapjuk:
3 N
X =xp— Zxkik :D(N)(xo,—xl,...,—xN) (2.5)
k=1
N
x£y =Y (vety)ix = D™ (xo£yo,x1 £y1,...,.xn £ yw) (2.6)
k=0

Szorzas Ha kibontjuk két N-ed rendli dudlis szam szorzatat, akkor a kapott 6sszegben
megjelennek i;ix(j,k € N) egyiitthatéval rendelkez6 tagok. El6szor definidljuk két kiilon-

bozb képzetes egység szorzatat:

9. Definicio. Kiilonbozd képzetes egységek szorzata

Legyen j,k € N, j#k.

i+ k
ijig o= (J;: )i,~+k, ha j+k < N, kiilénben 0

Ezzel a definicidval elvégezve a szorzést bizonyithat6 [4] a kommutativitds €s asszo-

ciativitds. A kapott szorzat képlet a kdvetkezo:

N N—j -
- Jtky.
x-y=Y Y ijk( i )lj+k (2.7)
j=0k=0
Osztas Az osztas elvégzését szintén az elsdrendi esethez hasonléan tessziik. Bévitiink
a nevezd konjugdltjaval (2.5). Azonban N-ed rendl esetben mar nem garantélt, hogy egy
bdvités utdn a nevezdben szerepl6 dudlis szam minden képzetes komponense kinullazé-
dik. Ezért az osztas sordn rekurzivan ismételni kell a b6vitéseket* egészen addig, amig a
nevezdben csupdn egy valds érték marad, amellyel mar elvégezhet6 a tagonkénti osztas.

Belathatd, hogy a rekurzié O(log,(N) + 1) 1épésben befejezddik [4].

Fiiggvények

(N)

10. Definicié. R — R fiiggvény R — ") megfeleltje

Legyen f: R — R, f € D" fiiggvény.

“Emiatt a dudlis oszt4s jelentSsen koltségesebb miivelet a dudlis szorzasnal.
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2. Elméleti hattér

Ekkor f: R — 2W) megfelelSje a kovetkezs fiiggvény:

11. Definicié. R — R fiiggvény 20V) — 2WV) megfelelsje
Legyen f: R — R, f € DV fiiggvény.
Ekkor f: 2WV) — 2WN) megfelelSje a kovetkezd fiiggvény:

F&) =D(f(x0), (f(x0)) s+, (F(x0))™)

Felhasznalva a Faa di Bruno formula kombinatorikus alakjat [5] a kapott dudlis szdm

komponenseit explicit médon is megadhatjuk:
f(%X) =D(f(x0),d1,da,...,dn)

VkeEN,1<k<N:
di=Y 1" (xo) [Txs

e, Bern

Ahol:
» maz {1,2,...,k} halmaz dsszes osztéilyfelbontdsa.
* B € r azt jelenti, hogy B a 7 osztdlyfelbontdsban szerepld egyik osztaly. ("blokk")

Tehét ha példaul = = {{1,2,3},{4,5},{6}} osztilyozas, akkor B rendere a kovetkezd
értékeket veszi fel: {1,2,3}, majd {4,5} és végiil {6}.

2.3.5. Kiterjesztés tobbvaltozos fiiggvényekre

Mivel maga az elGjeles tavolsagfiiggvény harom valtozos, derivéltjainak meghatéaro-
zasdra sziikséges a dudlis szdmok elméletét tobbvaltozds fiiggvényekre is kiterjeszteni.
Az egyszeriiség kedvéért itt most csak a hdromvaltozds esetet targyaljuk. Ahogy egyval-
tozos esetben a dudlis szdm a derivaltak helyettesitési értékeit tarolta, ugy tobbvaltozds

esetben a kiilonbozd parcidlis derivaltak értékeit fogjuk képzetes részként tarolni.

Tetraéderes indexelés

Implementacios szempontbdl érdemes meghatarozzuk a kiilonbozé parcialis derival-

tak sorrendjét, indexelését. E16nyos, ha ez az indexelés magasabb rendre val6 bévitéskor
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2. Elméleti hattér

az alacsonyabb rendl derivéltakhoz tartozé parcidlisokat helyben hagyja, azaz indexiik

nem valtozik. Egy lehetséges ilyen indexelést a 2.2 dbra mutat be.

2.2. abra. Parcidlis derivdltak tetraéderes indexelése. Az dbrdn ldthaté x_k(a,b,c),
0<a+b+c <N jelolés a kovetkezd képpen értelmezendd: Az x,y,z szerint rendre a,b, c-
szeres parcidlis derivdlt indexe k.

Kék: x_0(0,0,0) a fiiggvényérték (0. derivdlt)

Piros: az elsé derivdlt parcidlisai

Zold: a mdsodik derivdlt parcidlisai

Megfigyelhets, hogy ezen sorrend mellett tetszbleges (a,b,c)-szeres® parcidlis deri-
valt indexe mindig ugyan az, amennyiben N > a + b + c¢. Hiszen ha N-et noveljiik ma-
gasabb rendi derivéaltak meghatdrozasa céljabol, akkor az uj parcidlis derivaltak egy uj
haromszodglapon fognak megjelenni.

Jelolés:

o {Nn),n € N: Az n-edik tetraéder szdm.

Példaul: (N(1) = 1,0(2) =4, (3) =10

* A(n),n € N: Az n-edik haromszog szdm.
Példaul: A(1) = 1,A(2) =3,A(3) =6

3(a,b,c) a d*xd"yd°z vegyes deriviltat jelenti.
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2. Elméleti hattér

12. Definicié. Adott parcidlis derivalt tetraéder indexe.

Legyenx,y,z€ N x+y+z <N.

idx(x,y,2) =Dx+y+z+1) = Alx+y+1)+y

13. Definicid. 3 valtozds N-ed rendi dudlis szam
Legyen N € N,N > 0.

Ekkor a 3 véltozés N-ed rendii dudlis szam alakja:

(N) 5 a5 _ piV)
.@3 >d= D3 (xo,xl, .. ’xﬁ(N))
Itt VO < k € N esetén x; azt az (a,b,c) parcidlis derivéltat tartalmazza, amelyre
idx(a,b,c) =k.
Képzetes egységekkel osszegként felirva:

d = x0i0,0,0 +X111,0,0 T X200,1,0 +X3i0,0,1 +X4i2,0,0+ - - +X4>(N) 10,0,N

N N—aN—a—b

&: Z Z Z xidx(a,b,c)ia,b,C

a=0b=0 =0

Ahol a kordbbiakhoz hasonldan ip oo = 1 €s a tobbi i, . képzetes tag egyiitthatdja a
rendre x,y, z szerint a, b, c-szeres parcidlis derivalt, azaz X (q,p.¢)-

Tovabbd Va,b,c € Nya+b+c <N: (igp.)*> =0.

Miiveletek

Legyen X,y € .@3(N).

Az 0Osszeg és kiillonbség, valamint a konjugdlt meghatdrozasdnak médja nem valtozik

tobbvaltozds esetben:

"x:D§N>(x0,—x1,...,—x4>(m) 2.8)
gty =D <xoiy0,x1iyl,...,x&miywm) 2.9)

Szorzas A szorzds elvégzéséhez értelmezniink kell az iy p, . - i 1 Szorzatot:
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2. Elméleti hattér

14. Definicid. Kiilonbozo 3 valtozds képzetes egységek szorzata ([4])

Legyen a,b,c, j, k,l € N.

ia,b 'kz'—{(a?)(bzk)(c?l)’aﬂﬂkcﬂ haa+b+ct+jtk+I<N
ab,clj =

kiilonben

Legyen X,y € @é\’ . Ekkor:

N (N—a)(N—a—b) N (N—j)(N—j—k)
XYZ(Z Y Y Xidx(a,b,c)! abc) (Z Z Z Vidx(jk,0)! ]kl)

(N=j) (N

)

—j—k

Y Xdx(abe)Vidx(jd) * labicijki
1=0

—j—k)

a+j\ (b+k\ [c+1) .
Xidx(a,b,c)Yidx(j k,0) * j k ] la+jb+k,c+1

Felhaszndlva, hogy i, 4 ijx; =0haa+b+c+ j+k+1>N:
(N—a) (N—a—b) (N—a—b—c) (N—a—b—c—j) (N—a—b—c—j—k)

Z Z Y X ) ) (2.10)

a=0 b=0 ¢=0 j=0 k=0 =0

a+j\ [(b+k\ [c+]\.
Xidx(a,b,c)Yidx(j k,0) * j k ] la+ jb+k,c+l

Osztas Haromdimenzids esetben is alkalmazhat6 az osztds elvégzésére a 2.3.4 részben

leirt rekurziv modszer.

Fiiggvények
Folytatjuk a kiterjesztést:

15. Definicié. R3 — R fiiggvény R? — 2" megfelelsje
Legyen f: R?> = R, f € DV fiiggvény.
Ekkor f : R3 — gW) megfeleldje a kovetkezo fiiggvény:

N (N=j) (N—j-
fleyz) =Y Z 818"8foy, )k

Jj=0

bl

=0

18



2. Elméleti hattér

16. Definicié. R — R fiiggvény .@S(N) — _@éN) megfelelgje
Legyen f: R — R, f € DV fiiggvény.
Ekkor f : .@3(N) — .@3(N) megfelelGje a kovetkezd fiiggvény:

(N=j)(

N —Jj—
= Z Z Z 8){8;‘8Zf X()) ij7k,l
j=0 k=0 1=0

Ao 8yk 9! f(xo) tényezt az el6z6ekhez hasonléan a Faa di Bruno féle formula kombi-
natorikus alakjdval [5] bonthatjuk ki, melyben megjelennek a belsd fiiggvény derivaltjai.

Ezeket az X dudlis paraméter tartalmazza:

905l f(xo)= Y £ (x ) I T %iax(8..5,.5.)

TET; k.1 Berm

Ahol:

Tk az {ocl, ocj} U{B1.---. B} U{n,.... 7} halmaz dsszes osztdlyfelbontdsa.

Q[ SB QI

B € 7 azt jelenti, hogy B a 7 osztilyfelbontasban szerepl egyik osztaly. ("blokk™")®

B.=|BNA|,B,=|BNB|,B, =

értékek adjak meg, hogy a szorzaton beliil

az X dudlis paraméter (By, By, B;) parcidlis derivélt komponensét kell venni.

A fenti képlet mogotti kombinatorikai jelentés a kovetkezo:
T; j « halmaz jelképezi az Osszes f-en végrehajtando parcidlis derivaldst. 7; ; . elemeit hd-
rom csoportra osztjuk (2,8, €) aszerint, hogy x,y vagy z szerintiek. Ezeket felosztjuk az
Osszes lehetséges moédon csoportokra. A képletben szerepld 0sszegen beliil f annyiszoros
derivaltja szerepel, ahdny csoport van az aktudlis felbontdsban. A produktum pedig vé-
gighalad az 0sszes csoporton a felbontdson beliil és az egyes csoportoknak megfeleld par-
cidlis komponenseit szorozza 0ssze X-nek. Azt hogy egy csoporthoz melyik komponens
tartozik az hatdrozza meg, hogy benne hdnyszor szerepel x, y vagy z szerinti derivalast
jelképezd elem.

Ez a szabdly a lancszabaly €s a szorzds derivalasi szabalyanak ismételt alkalmazasidbol
keletkezik, bizonyitdsa megtaldlhaté Hardy “Combinatorics of Partial Derivatives” cimi

cikkében. [5]

Tehat ha példaul = = {{1,2,3},{4,5},{6}} osztdlyozés, akkor B rendere a kovetkezd értékeket veszi
fel: {1,2,3}, majd {4,5} és végiil {6}.
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3. fejezet
Megvalositas

Ebben a fejezetben a tavolsagfiiggvényt és annak derivaltjat kiszdmité GPU kod gene-
réldsat mutatom be. Mindehhez a haromdimenziés modellt Constructive Solid Geometry
megkozelitéssel allitom eld, az ennek megfelel6 miveleti graffal reprezentdlva. Mindezt
kovetden kitérek az eredményként kapott GPU kdddal kacsolatosan felmeriild problémak-

ra is.

3.1. Constructive Solid Geometry

Constructive Solid Geometry (CSG) [6] néven a szildrdtest modellezési eljarasok
azon csoportjara szokds hivatkozni, melyek primitiv testek és halmazmiiveletek segitsé-
gével irnak le Osszetettebb haromdimenziés modelleket. Minden CSG modell megadhaté

annak miiveleti grafjdval, melyet CSG grafnak neveziink.

3.1.1. CSG Graf

A CSG graf egy olyan fagraf, melynek levelei primitiv testeket reprezentdlnak, mig
bels§ csticsai ezeken értelmezett halmazmiiveleteket. A csticsok kozotti élek! reprezen-
tdlhatnak a csucsok kimenetén értelmezett unaris miiveleteket: példdul eltoldst, forgatast,
skdlazast vagy egyéb geometriai transzformdcidkat. Egy CSG grif tetszdleges csticsa-
b6l mint gyokérbdl kiindulé részféja is értelmes CSG graf, ami lehet6vé teszi a rekurziv

modon torténd feldolgozdst. A 3.1 dbran lathaté egy példa az implementdlt modellezd-

szoftverbOl.

! Az dltalam implementalt programban a transzformécidkat az élek helyett ekvivalens médon a csticsok-
hoz csatolva tdrolom.
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3. Megvalositas

Primikive
Output [> %
Transform
box Type

1.00 1.80 1.08 dimensions

Operator @
3 Output [>
Primitive >

Outpukt [
£ Transform
Transform ranstorm

. subsktract Mode
0 translate

of fsek

sphere Type

3.1. abra. Egyszerii CSG grdf és az dltala reprezentdlt test.

Miiveletek tavolsagfiiggvényeken

Implicit feliiletek CSG graffal torténd modellezése az eldjeles tadvolsdgfiiggvény, vagy
annak egy als6 becslését> megado fiiggvény grafbél torténd generaldsdval torténik. A to-
vabbiakban az elgjeles tdvolsdgot sd, annak egy az el6bbi értelemben vett alsé becslését
sd*-gal fogom jel6lni. Vezessiink be néhany modellezéshez haszndlatos miiveletet tavol-

sagokon:

17. Definicié. Legyen X € R> a tér egy pontja, valamint A és B két feliilet. o := sd*(X,A)

és B :=sd*(X, B) a feliiletektdl vett elGjeles tavolsdgok, vagy azok alsé becslése.

sd*(X,AUB) := min(a, ) (3.1)
sd*(X,ANB) := max(a, f) (3.2)
sd*(X,A\ B) := max(o,—f3) (3.3)

Megjegyzés. A fenti képletek koziil egyik sem ad a tér minden pontjdban helyes tavol-
sagfiiggvényt a két test unidjara, metszetére vagy kiillonbségére. a 3.1 unidéra vonatkozo
képlet esetén a testen kiviili térrészben helyes a két el§jeles tdvolsdg minimumaét ven-
ni, ugyanakkor a belsd térrészben ez a (negativ eldjeles) tdvolsdgnak felsd becslését adja
meg. a 3.2 metszet €s a 3.3 kiilonbség esetében a testen kiviili térrészben is csak also becs-

1ést kapunk a tavolsdgra. Ugyanakkor ez a feliilet megjelenitésén nem valtoztat, ugyanis

z. 2z

21t az als6 becslés esetén szét kell valasztani a feliileten beliil és kiviil 16v6 pontokat. Ha egy pont kiviil
van, akkor az alsé becslés a valés tavolsdgndl kisebb. Ha a feliileten beliil van, akkor abszoltit értékben
kisebb az elgjeles tdvolsdgndl (de szintén negativ).
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3. Megvalositas

az 1. algoritmussal megadott sphere tracing eljards a tdvolsdgok alsé becslése mellett is

jOl mikodik, bér ilyenkor miiveletigénye n6. Részletek Quilez cikkében [7].

A minimum és maximum (illetve a késGbbiekben a clamp mivelet és az abszolit
érték) haszndlata elrontja f derivalhatdsdgéat. A megjelenités sordn viszont ez nem okoz
gondot, ugyanis a lebegdpontos szamok pontatlansdga, valamint a pixelekre osztottsdg
miatt elhanyagolhat6an ritkan fordul el6 az, hogy a kil6tt sugér pontosan az élen talélja el

a feliiletet.

18. Definicid. a,b,x c R,a < b

a hax<a
clamp, ,(x) :=qx haa<x<b
b hab<x

19. Definicié. Néhany tovabbi mivelet tavolsagokon. [8] Az eredményként kapott
feliileteket a 3.2 dbra szemlélteti.

Legyen k € R™ egy tetszleges paraméter, melynek hatdsa a 3.3 dbrdn lathato.
Simitott unio:
sd*(X,AUrB) :=ha+ (1—h)B —kh(1—h)

Ahol h = clampy, (% + 132;,{“)

Simitott metszet:
sd*(X,AN;B) := —ha+ (1 —h)B +kh(1 —h)
Ahol h = clamp) (% - %)
Simitott kiilonbség:
sd*(X,A\¢B) :=ha+ (1—h)B+kh(1—h)

Ahol i = clampy (% — ﬁ;—ka)
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3. Megvalositas

v'9

(a) Simitott unio (b) Simitott metszet (¢) Simitott kiilonbség

3.2. abra. Simitott miiveletek egy kocka és egy henger kozott.

*e

(@) k=0.25 (b) k=0.75

3.3. abra. Simitott unio kiilonbozd k paraméterek mellett.

Megjegyzés. A 19. definiciéban megadott miiveletek a folytonossagot csak C'-ig tartjak
meg. Ez a legtobb esetben nem okoz problémat, de masodrendi derivéaltakndl viszont mar

éles hatdrok jelennek meg (3.4 dbra). A simitott miiveletek definidlhat6ak C" folytonosra

is [9] alapjén.

~ O
‘ - e
N *I/ \ “'/
(a) Alakzat (b) C! (c) C?

3.4. abra. C' és C? folytonossdg tarté miiveletekkel kapott feliilet Gauss-gorbiilete [10].

23



3. Megvalositas

3.1.2. Transzformaciok részgrafokon

Minden egyes CSG gréfbeli részfa 5Snmagaban is CSG graf. Az altala reprezentélt mi-
veletsor eredménye egy elGjeles tavolsdg, amelyet a feliilet megjelenitéséhez haszndlunk
fel. Eddig a grafunk primitivekbdl allt, melyeket bindris, vagy nagyobb aritdsi miivele-
tekkel® kapcsoltunk 6ssze. Ezeken kiviil még sziikség van arra, hogy képesek legyiink
az egyes részfak altal reprezentdlt testeket transzformdlni (eltolds, forgatds és uniform
skaldzas*). A megvaldsitds sordn ez azt jelenti, hogy a graf minden cstcsét kiegészitjiik
az ezeket a transzformdciokat leir6 opciondlis paraméterekkel, majd a kédgenerdlasnal

ezeket figyelembe véve készitjiik el a tavolsagfiiggvényt.

3.2. Megjelenités

A CSG gréffal meghatarozott modelleket haromdimenzidban, valos idében szeretnénk
megjeleniteni. Ennek érdekében a megjelenités OpenGL-ben lett implementalva. A vizu-
alizaci6 a bevezetében bemutatott sphere tracing algoritmust haszndlja, amely a GPU-n
egy fragment shaderben lett implementalva, igy az egyes pixelek meghatdrozasa parhu-
zamosan torténik (a parhuzamosan szamitott pixelek szdma az adott GPU-tdl fiigg).

A sphere tracing eljards kimeneteként megkapjuk, hogy az egyes képpontokon
lathaté-e a feliilet. Mindez még nem elég a megjelenitéshez, a feliiletet arnyalni is kell,
melyhez sziikséges a normalvektor. A bevezetésben bemutatott drnyaldsi hibak elkerii-
1ése érdekében ezt automatikus differencidldssal allitjuk eld. Ennek azonban kiilondsen
magasabb derivdltak esetén jelentdsen magasabb miveletigénye van, mint pusztn a ta-
volsdg meghatdrozasdnak. Mivel maga a sphere tracing nem igényli a derivaltak ismere-
tét, ezért ehhez meghagyunk egy R? — R tavolsdgfiiggvényt, mig az Gjonnan bevezetett
R? — @3(1\’) dualis tavolsagfiiggvényt csak az arnyalds soran fogjuk felhaszndlni. Ez az
optimaliz4ci6 azért is jelentds, mivel a sphere tracing sordn egy képpont esetén gyakran
olyankor alakul ki magas 1épésszam és igy sok SDF kiértékelés, amikor a kil6tt sugar
kozel parhuzamosan halad a feliilettel (Példa a 3.5 dbrdn). Ez sok olyan képpont esetén

is fent 4ll, ahol a sugdr végiil nem taldlja el a feliiletet. Ezekben a képpontban amuigy

3 Az implementiciéban az unié, metszet és kiilonbség miiveletek 2 vagy tobb inputot fogadnak el. Ez a
kivonas esetében azt jelenti, hogy az elsd inputbdl vonjuk ki az 6sszes tobbi input altal reprezentalt testet.

4A skaldzasok koziil azért csak az uniform véltozatot valdsitjuk meg, mert a nem uniform esetre csak
becslés adhaté. A tdvolsdgot pusztin a transzformalatlan primitivtél tudjuk meghatarozni, abbél pedig nem
mondhaté meg, hogy egy nem uniform skélazast kovetéen milyen messze lesz a feliilet a ponttdl.
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3. Megvalositas

sem szamolnank ki az arnylast, igy méginkabb felesleges a sugar 1éptetése soran a dudlis

tavolsagfiiggvényt alkalmazni.

3.5. abra. Sphere tracing sordn megtett lépések szdma. Egy pont minél vildgosabb, anndl
kozelebb volt a lépésszdam a maximumhoz. (Maximum: 100)

Ahhoz, hogy mindez megvaldsithaté legyen, sziikség van a két tdvolsagfiiggvény
GLSL> kédjanak CSG grafbdl torténd generédldsara. Az aldbbiakban ennek a kédgene-

ralasnak a menetét mutatom be.

3.3. Kédgeneralas

Adott a grafszerkeszt0 segitségével megadott CSG graf, melynek levelei primitiveket,
belsé csticsai miiveleteket reprezentdlnak. Minden csucs rendelkezik tovabbd a kimene-
tén elvégzendd geometriai transzformdcidkat megadé paraméterekkel. Célunk egy olyan
GLSL fiiggvény generdlasa, amely paraméterként egy haromdimenzids vektort kap €s eb-
bdl meghatéroz egy eldjeles tdvolsagot, amely alulrdl becsiili a bemenetként megkapott
pont tavolsagat a CSG graf altal megadott test feliiletétol.

A kédgenerdlashoz grafbejarast alkalmazunk. Kihaszndlva, hogy a CSG graf minden
csicsdhoz tartozo részgrafja is rekurzivan CSG graf, érdemes a mélységi bejards stratégi-
ajat kovetni. Mivel a grafunk fagraf, ezért a gyokérbdl elinditott bejards minden csuicsot
pontosan egyszer érint.

A bejarés sordn a csicsokhoz létrehozunk (vagy tjrahasznositunk) egy GLSL valto-

z6t, majd olyan kddot generdlunk, ami ebbe letarolja a csics kimeneteként kapott tdvol-

>OpenGL Shading Language, az OpenGL-ben hasznélatos nyelv a GPU programozésara.
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sdgot. Ha az aktudlis cstcs egy primitiv, akkor ez rogton megvalésithaté® és visszatériink
annak a véltozonak a nevével, amelybe a primitivtdl vett tavolsag keriil. Amennyiben
jelenleg egy belsd, miveleti csucsot dolgozunk fel, akkor els6 1épésként rekurzivan meg-
hatdrozzunk az input csticsokbdl érkezé tavolsdgokat generdld kédot és eltaroljuk, hogy
ezek az értékek milyen GLSL véltozokba keriilnek elmentésre. Ezt kovetéen masodik
1épésként lefoglalunk egy 1j valtozot és legeneraljuk azt a kédot amely meghatdrozza a
miveletiink eredményét a tarolt input valtozénevek segitségével, majd az eredményt az
imént létrehozott valtozéba tarolja. Most felszabadithatjuk az input valtozékat’ és vissza-
térhetiink az 0j valtozo nevével. Az itt leirt eljardst a 2. algoritmus pszeudokddja mutatja

be.

2. Algoritmus Rekurziv kédgenerdlds vaza (transzformacidk nélkiil)
Funct TraverseGraph(root, output <by reference>)

if root is primitive then
var := CreateOrReuse Variable()
output +=var + " ="
output += GenCodeForPrimitive(root as primitive) + ";"

return var > visszatérés az eredmény valtozo nevével
else > aktudlis csucs egy miivelet

variables := EmptyList()
for node € root.inputs do
variables.append(TraverseGraph(node, output))
end for
var = CreateOrReuseVariable()
output +=var + " ="
output += GenCodeForOperator(root as operator, variables) + ";"
for varName € variables do

FreeVariable(varName) > atmeneti valtozok felszabaditasa késGbbi
Ujrahasznélds céljabol
end for
return var > visszatérés az eredményvaltoz6 nevével

end if
Funct GenerateSdf(root, output <by reference>)

output += "float sdf(vec3 pos) {"
resultVarName := TraverseGraph(root, output <by reference>)

output += "return " + resultVarName + ";
output +="}"

Az implementacié sordn minden egyes tdmogatott primitivhez kézzel megadjuk a tavolsigfiiggvényt
kiszamit6 GLSL fiiggvényt, itt csak meg kell hivni a megfelel6 paraméterekkel.
7 Azaz feljegyezziik a generatorban, hogy ujrahasznosithatéak.
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3.3.1. Transzformaciok kezelése - a transzformacios verem

A hidrom megvaldsitandé transzformécié az eltolds, origé koriili forgatds és orig6tol
val6 uniform skélazas. Ezek a miiveletek nem értelmezhetdek a cstiicsok kimeneteként
kapott tdvolsdgokon, hiszen azok csupan lokdlis informdaciét hordoznak. Tehat nem le-
het beldliik megéllapitani, hogy milyen tavolsdgot kaptunk volna, ha az adott csucs altal
reprezentdlt test példaul el van forgatva.

Ha egy miivelet eredményeként kapott dsszetett objektumot transzformalunk, azt ugy
is elvégezhetjiik, hogy az azt alkoté primitiveken mér a miivelet elvégzése el6tt végre-
hajtjuk ugyanazon transzformécidkat. Ezzel a problémét az egyes primitivek eltoldsara,
forgatdsara vagy skdldzasara vezetjiik vissza. Mindez pedig megoldhaté agy is, hogy nem
magat a primitivet transzformaljuk, hanem azt a pontot helyezziik 4t a transzformécié
inverzének megfeleléen, ahol a tdvolsagfiiggvényt kiértékeljilk. Azaz nem a testet "moz-
gatjuk”, hanem a mintavételezés pontjat az elenkezd irdnyba. Ez a megkozelités azért
is hasznos, mert igy 4j primitivek felvételekor elég azokat pusztin a legegyszer(ibb for-
majukban az origéba helyezve barmilyen forgatds vagy skdldzas nélkiil megadni. Kérdés
tehat, hogy a graf feldolgozdsa kozben hogyan hatdrozzuk meg a végsd transzforméciot
a primitivektdl vett tdvolsdg kiszdmitdsahoz attdl fliggden, hogy az egyes primitivekre
kozvetleniil vagy a belsd csticsokban 1év6 miiveletek soran milyen transzformaciokat al-
kalmaztunk.

Ennek megoldasara vezessiink be egy transzformacios vermet. Ezt a struktudrat a be-
jaras kozben minden egyes csucs feldolgozasakor ugy tartjuk karban, hogy amikor egy uj
csticsra 1épiink, a verem legfelsd eleme egy olyan R3*3-beli matrix legyen, amely meg-
adja a csucs kimenetén végrhajtandé Osszes transzformacié eredgjét. Ezt felhaszndlva
tetsz6leges csucs esetén a rd vonatkozé lokdlisan megadott transzforméacidés matrixot az
éppen a verem tetején 1évo matrixszal balrdl szorozva megkapjuk a cstcs éltal reprezentalt
testen végrehajtandd 6sszes transzformdciot reprezentdlé matrixot. Ha az aktudlis csucs
egy primitiv, akkor ennek a matrixnak az inverzét még a kod generdldsakor meghataroz-
hatjuk. Az inverz métrixot a hatékonysag érdekében beleégetjiik a generdlt GLSL kédba,
ahol amikor a primitivtdl vett tdvolsdgot szamoljuk a csucs kiértékelésekor, a kérdezett
poziciot az inverz transzformdcids matrixszal szorozzuk, majd az eredményvektorban ér-
tékeljiik ki a primitiv tavolsagfiiggvényét.

Skalazas esetén a transzformacids matrix invertdldsa torzitdst hoz be a kapott tdvol-

sadgban (3.6 abra). Ha példaul egy testet hdromszorosdra méreteziink, az azt jelenti, hogy a
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mintavételezés pontjat fogjuk %—al skalazni. Ekkor viszont a feliilettdl val6 tavolsag is har-
maddra csokken. Ennek elkeriilése érdekében minden csiicsban a visszakapott tdvolsagot

az adott csticsban haszndlt skaldzasi paraméter reciprokdval sziikséges szoroznunk.

3.6. abra. Skdldzdsndl a tdvolsdgot is skdldzzuk: Ha az dbrdn szerepld egységsugarii
kort 3 szorosdra noveljiik, akkor a kédgenerdlds sordn a tdvolsdgot A" pontban fogjuk
meghatdrozni, 1.2-t kapva. Az A pont skdldzott kortol vett tavolsdga ezzel szemben ennek
hdromszorosa: 5.7.

Modositsuk a transzformdciés verem és a skaldzasi korrekcid bevezetésével a 2. algo-
ritmust. Az igy kapott eljards mar alkalmas tetszSleges CSG graffal megadott haromdi-

menziés modell GLSL tavolsagfiiggvényének generdldsdra. (3. algoritmus)
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3. Algoritmus Rekurziv kédgeneralds (transzformacidkkal)
Funct TraverseGraph(root, output <by reference>)

if root is primitive then
invTransf := invert(transformStack.top * root.transform)
output += "inv =" + invTransf + ";"
output += "invPos = inv * pos;" > Sdf kiértékelés pontjanak meghatdrozisa
var := CreateOrReuseVariable()
output +=var + " ="

output += GenCodeForPrimitive(root as primitive, invPos) + ";

output += var + " *=" + root.scale + ";" > skalazasi korrekcio
return var > visszatérés az eredményvaltoz6 nevével
else > aktudlis csucs egy miivelet

transformStack.push(transformStack.top * root.transform)

variables := EmptyList()

for node € root.inputs do
variables.append(TraverseGraph(node, output))

end for

transformStack.pop()

var = CreateOrReuseVariable()

output +=var + " ="

output += GenCodeForOperator(root as operator, variables) + ";"

output += var + " *=" + root.scale + ";" > skalazasi korrekcio
for varName € variables do
FreeVariable(varName) > atmeneti valtozok felszabaditasa késdbbi
Ujrahasznélds céljabol
end for
return var > visszatérés az eredményvaltoz6 nevével
end if

Funct GenerateSdf(root, output <by reference>)

output += "float sdf(vec3 pos) {"
resultVarName := TraverseGraph(root, output <by reference>)

output += "return " + resultVarName + ";
output +="1}"

3.3.2. Automatikus differencialas

Az eldbbiekben ismertettem az eldjeles tdvolsagfiiggvényt kiszamité GLSL kod gene-
ralasat. A derivéltak meghatdrozdsdhoz a 2.3.3 pontban bemutatott automatikus differen-
cidlast hasznaljuk, N-ed rendli haromvaltozds dudlis szdimokkal. Ehhez el8szor sziikség

van egy dudlis szdmokat és rajtuk értelmezett miiveleteket megvaldsito GLSL konyvtdrra.

29



[N]

3. Megvalositas

Dualis szamok megvalositasa a GPU-n

A 2.2 dbrdn bemutatott tetraéderes indexelés segitségével a dudlis szam komponensei
egy tombben tarolhatéak, melynek hossza az N-edik tetraéder szdm (ha legfeljebb az N-

edik derivéaltakat szeretnénk meghatarozni).

#define SIZE 10 // Nth tetrahedral number (here: 2nd)
struct dnum A{

float d[SIZE];
}s

3.1. forraskéd. Dudlis tipus GLSL-ben

A SIZE konstans segitségével definidlhatéak a 2.3.5 részben meghatarozott alapmiive-
letek. Ezek batran implementdlhatéak GLSL fiiggvényekként, ugyanis a shader forditas
sordn inline-olva lesznek, tehat a fliggvényhivds nem fog extra koltséggel jarni. A 2.10
szorzds esetén hatékonységi okokbdl érdemes a képletben szerepld (2) alakd tényezo-
ket el6re kiszamitani. Az igy kapott Pascal haromszog eltarolhat6 konstansként a shader
elejénd. A képletben szerepld egymaésbadgyazott szummadkat implementalhatjuk ciklusok-
kal, ugyanis mivel ezek iterdciéinak szdma konstans (SIZE-tél fiigg), a fordit6 unroll-olni’
fogja 6ket. Az esetszétvalasztdssal jaré miiveleteket (min, max, abs, clamp) ugy valdsitjuk
meg dudlis szamokon, hogy az 6sszehasonlitast a valos részen végezziik el, az eredmény-
be pedig az a dudlis szam keriil, amelynek valos értékét valasztottuk. Az alapmiiveletek
GLSL implementicidja az A fiiggelékben taldlhaté.

Kiilon figyelmet érdemelnek a R — R fiiggvények Q:EN) — 93(N) megfeleldi, ugyanis
ezek implementacidjahoz sziikség van a megvaldsitando fiiggvény derivaltjainak képletei-
re. Emiatt ezen fiiggvényeket még CPU oldalon kell legenerdlni a shader forditds megkez-
dése el6tt. Maga a generdlasi folyamat altaldnosithato, igy dj fiiggvények bevezetéséhez
elégségessé valik a derivéltak képleteinek felsoroldsa. A 4. algoritmus megvaldsitja egy

ilyen GLSL fiiggvény legeneralasit.

80penGL 4.3 verzi6 folott timogatottak a tobbdimenziés tombok is GLSL-ben, igy még a tomb egydi-
menzidssd lapitdsdval sem kell feltétleniil foglalkozni.

9Ezzel elkeriiljiik a ciklusfeltételek gyakori ellendrzéseit, melyek egyébként a végrehajtandé utasitdsok
nagyrészét tennék ki.
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4. Algoritmus R — R fiiggvény 73" — ") megfelelsjét kiszamité GLSL kéd generd-
lasa, a Fad di Bruno formula kombinatorikus alakjdnak alkalmazésaval [S]. Az algoritmus
altal generdlt dudlis gyokfiiggvény megtekinthetd A fiiggelékben.
Funct GenerateChainRuleFunc(name, output <by reference>, derivativeFormulae)
output += "dnum " + name + "(dnum x){"
output += "result := zero();" > dudlis szam, melynek minden komponense nulla
forx=0,...,Ndo
fory=0,...,N—xdo
forz=0,....N—x—ydo > Osszes lehetséges vegyesderivilt felsoroldsa
Az (x,y,z) parcidlis vegyesderivdlt meghatdrozdsa:
s:={1,2,...,x+y+z}
for 7 € paritions of s do
output += "tmp :="
output += StringReplace(derivativeFormulae[|x|], "x", "x.d[0]") + ";"
for B € blocks of 7 do
dx := count numbers from range [1;x] in B
dy := count numbers from range [x+ 1;x+y] in B
dz := count numbers from range [x+y+ 1;z] in B
output += "tmp *= x.d[idx(dx, dy,dz)];"
end for
output += "result.d[idx(x,y,z)] += tmp;"
end for
end for
end for
end for
output +="}"
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Derivaltak meghatarozasa

Az automatikus differencidlasnak koszonhetden a derivédltak meghatdrozdsahoz elég-
séges a tdvolsagfiiggvényt kiszamité kddban hasznalt lebegbpontos tipusokat dudlis meg-
feleldikre, a rajtuk végzett miveleteket dudlis miveletekre cserélni. Mivel mind a t4-
volsagfiiggvények, mind a dudlis konyvtar egyes részei is procedurdlisan generdltak,
ezért a megjelenitést végzd fragment shadert célszerli tobb f4jl Osszeflizésével eldalli-
tani. Mindemellett a két kiilonb6z6 tavolsagfiiggvényhez sziikség van két kiilon primitiv
konyvtdrra is. Az egyiket a sphere tracing implementéci6 haszndlja és pusztin a tdvolsig
meghatdrozdsara képes, a masik emellett a derivaltakat is képes meghatdrozni. Ut6bbit a
megjelenités sordn haszndljuk. Annak érdekében, hogy elkeriiljiik a primitivek tdvolsag-
fliggvényeinek tobbszori megaddsat, ezeket egy sablon konyvtarban definidljuk, melybdl
kiilon generdlhat6 a tipusok és fiiggvénynevek lecserélésével egy dudlis és egy valds pri-
mitiv konyvtar a két tdvolsagfiiggvény szdmdra. A 3.7 dbran lathatd, hogy a teljes frag-

ment shader amely a megjelenitést végzi, milyen részek dsszeflizésével kaphatd.

_
3.7. abra. A megjelenitést végzd fragment shader dsszedllitdsdnak lépései. Az dbrdn sze-
repld folytonos nyilak Osszefiizést, a szaggatottak szoveghelyettesitéses generdldst jelol-
nek.

Kodgenerdldssal kapott fdjl
Manudlisan irt fdjl

» Konstansok Elsé sorban itt allitjuk be egy makro segitségével N-et, azaz azt, hogy
legfeljebb hanyad rend( derivaltakat szeretnénk meghatarozni. A dudlis tipus defi-

nidlasakor felhaszndlt SIZE makrét is itt definidljuk, ugyanis az N-tdl fiigg. Ezen
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kiviil az el6ére generdlt haromszog és tetraéder szamokat, valamint pascal harom-

szoget tartalmazza.

* Statikus duélis alapkonyvtar Definidlja a dudlis tipusokat, valamint a koztik ér-

telmezett alapmiiveleteket.

* Legeneralt dualis fiiggvények Vannak CPU oldalon generalt fiiggvényeink (4. al-
goritmus), ezeket a dudlis tipusok és alapmiiveletek definidldsa utin fizziik. Ilyen

példaul a négyzetgyokvonast megvaldsitéd sgrt fliggvény (példa az A fiiggelékben).

* Osszetett dudlis konyvtar A primitivek tavolsagfiiggvényeinek egyszer(ibb meg-
adasa érdekében érdemes egyes Osszetettebb beépitett GLSL fiiggvények dudlis
megfeleldit is 1étrehozni. Ezek megaddsakor mér sziikség lehet CPU-n generdlt
dudlis fiiggvényekre is, ezért csak utébbiak megadasat kovetéen definidljuk Sket.
Ilyenek példaul a length, vagy distance GLSL fliggvények, melyekhez sziikség van

a legeneralt négyzetgyokvono fiiggvényre.

* Valds konyvtar Az itt szerepld fiiggvények egyetlen célja, hogy leegyszerisitsék
a primitiv konyvtarak sablonbdl valé szovegbehelyettesitéssel torténd generaldsat.
Ennek érdekében az operatorral elvégezhet6 alapmiiveleteket is fiiggvényekkel he-
lyettesitettem. Minderre azért van sziikség az egyszertisitéshez, mivel a GLSL nem
tdmogat operdtor tilterhelést, valamint a fiiggvények tdlterhelése se engedélyezett,

ha a visszatérési tipus kiilonbozik.

Primitiv konyvtarak

A két primitiv konyvtar tartalmazza a primitivek elGjeles tdvolsagfiiggvényeit.
Minden egyes primitivhez egy darab sablonfiiggvényt kell megadni, melybdl a dudlis és
valds véltozat lesz legenerdlva. A generdlds a sablonfiiggvényekbdl egyszeri szoveghe-
lyettesitéssel torténik. Ennek egyszertisitése érdekében a sablonokban olyan szintaxist
alkalmazunk, ami konny(ivé teszi a behelyettesitést. Tovabba mivel egy véltozo6 és egy
konstans mdshogy adandé meg dudlis szamként, illetve mivel a dudlis tdvolsagfiiggvény

altalanosabb, ezért a sablon konyvtarban dudlis sablontipusokkal dolgozunk.

Konstansok és valtozok A szamitdsok soran elSfordulnak konstans és valtozé értékek.
Ezek csak a dudlis esetben térnek el, hiszen az egyetlen kiilonbséget kozottiik a derivéltak

jelentik.
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20. Definicié. Legyen x € R a szamitdsaink szempontjabdl konstans érték. Ekkor a dudlis

miiveletek sordn haszndlt dudlis megfelel6je .@3(1\/) >X= DgN) (x,0,0,...,0).

21. Definicié. Legyen p € R? = [x,y,z]” a szdmitdsaink szempontjabol vltozo érték, pél-
ddul az a térbeli pont, ahol a tdvolsagfiiggvényt és annak derivaltjait kiértékeljiik. Ekkor

dudlis megfelel6je egy dudlis szdmokat tartalmazé haromdimenziés vektor:

pM(x,1,0,0,0,...,0)

3 o
(-@3(N)> 59" = |V (4,0,1,0,0,...,0)

DM (z,0,0,1,0,...,0)

_dnum_ _TEMPLATE_sphere(float radius, _dnum3_ point) {

return _sub_(_dlength_(point), _constant_(radius));

3.2. forraskod. Példa: gomb sablon tdvolsdgfiiggvényének megaddsa

float r_sphere(float radius, vec3 point) {

return r_sub(r_dlength(point), r_constant(radius));

3.3. forraskod. Példa: gomb sablonbol generdlt valos tavolsdgfiiggvénye

dnum d_sphere(float radius, dnum3 point) {

return sub(dlength(point), constant(radius));

3.4. forraskoéd. Példa: gomb sablonbol generdlt dudlis tdvolsdgfiiggvénye
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sablon valés megfelel6 | dualis megfelelo
_dnum_ float dnum

_dnum?2_ vec2 dnum?2
_dnum3_ vec3 dnum3
_FUNCTION_ r_FUNCTION FUNCTION
_TEMPLATE_PRIMITIVE r_PRIMITIVE d_PRIMITIVE

3.1. tablazat. Sablonszovegek és behelyettesitett megfeleldik.

FUNCTION egy tetszoleges fiiggvény, melyre létezik valos és dudlis valtozat is a megfelelé
nevekkel.

PRIMITIVE egy primitiv neve, melybdl a két megfeleld primitiv konyvtdrbeli fiiggvény
generdlodik.

dnum?2 és dnum3 rendre ketto és haromdimenzios dudlis vektorok.

3.4. Problémak

3.4.1. Hardveres limitaciok

A napjainkban haszndlt GPU architektirdk mellett nem minden szintaktikailag he-
lyes shaderprogram futtathat6. Ennek oka abban rejlik, hogy a memodria felépitése miatt
az egy shader altal hasznalhat6 véltoz6 €s konstans memoériamennyiség limitélt. Tovabba
ha a program tul sok utasitasbodl all, az szintén problémdkhoz vezethet. A driver részét
képezd GLSL fordité ezen eseteket felismeri és amennyiben nem tudja a memoérat meg-
felelden kiosztani az egyes véltozoknak, linkelési hibat jelez. Sajnos a dudlis miiveletek
bonyolultsdga, valamint a magasabb rendi dudlis szamok esetén a megndvekedett memo-
riaigény miatt az ezen dolgozatban bemutatott algoritmusok kimeneteként kapott GLSL
kod esetén ez a forditasi hiba gyakran fellép.

Az aldbbiakban néhany példa segitségével illusztrdlom ezeken limitdcidkat a gyakor-
latban (3.8 dbra). A tesztekhez egy NVIDIA GeForce GTX 1660 Ti mobile (6GB) de-
dikalt, valamint egy Intel UHD Graphics 630 integralt videdkartyat hasznaltam.
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(¢) Gomb, henger és torusz
simitott unidja. (5 csucs)

(a) Kocka és gomb kiilonbsé-
ge. (3 csiics)

(b) Gomb, kocka és henger
kiilonbsége. (4 cstics)

3.8. abra. CSG grdfok és az dltaluk reprezentdlt 3D modell. Ezen modellekkel teszteltem
a kiilonbozé GPU-kon valo fordithatdsdgot.

derivale |2 | P |¢ derivale |2 |P |¢
3 (@ | O 3 (@ | O
0. v v v 0. v v v
1. v v Ve 1. Ve Ve Ve
2. Ve X X 2. Ve Ve v
3. X X X 3. Ve Ve Ve
NVIDIA GeForce GTX 1660 Ti Intel UHD Graphics 630
Driver: 512.15 Driver: 30.0.101.1340

3.2. tablazat. A kapott shader fordithatosdga. (Win 10 64 bit, 21H1)

Kisérletek javitasra

A kapott shaderek NVIDIA GPU-n val6 fordithatosdganak javitdsara az aldbbi kisér-

leteket tettem:
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3. Megvalositas

* Megprobalkoztam a dudlis szam reprezentacidjanak atalakitasaval, az értékek tomb
helyett kiilon-kiilon mezdben val6 taroldsaval. Az emogotti motivacid az volt, hogy
ez a fordité szdmdra nagyobb felxibilitdst tesz lehetdvé esetleges optimalizdcidok
végrehajtasara. A kapott shader ugyan lefordult, de néhdny képkocka kirajzoldsa
utdn 6sszeomlott a driver. Sajnos ez egy el6forduld jelenség amikor az operacids
rendszer éltal is megjelenitésre hasznilt GPU-n teljesitményigényes szamitdsokat

végziink. X Sikertelen.

* A shader komplexitdsanak csokkentése érdekében megprobalkoztam a megjelenités
tobb 1épésre bontdsdval, a dudlis szamitdsok és a sphere tracing implementacio,
valamint a végsd drnyalds kiilon-kiilon shaderekbe mozgatdsdval. A tapasztalat azt
mutatja, hogy a dudlis miiveletek mar 6nmagukban is til sok temporalis véaltozot

igényelnek. X Sikertelen.

* Megprébalkoztam a dudlis szamitdsok compute shader-be torténd athelyezésével,
annak reményében, hogy egy dltalanos szamitdsokra szolgdlé compute shaderben
kevesebb ismeretlen limitacid all fent, mint egy grafikai célu, a grafikus szerel6sza-
lagba szorosabban beépiild fragment shader esetén. Mindezt a tobb 1épésre bontés-
sal egyiitt is kiprébaltam. Az els6 pontban emlitetthez hasonlé médon itt is 0ssze-

omlast tapasztaltam. X Sikertelen.

3.4.2. Lassu shader forditas

A GPU hardver sajatossagai miatt a GLSL fordité jellemz8en aggressziv optimalizaci-
okat hajt végre. Ebbe beletartozik fiiggvények inline-oldsa és gyakran bonyolult ciklusok
kibontdsa is. Mindez jelentss futdsid6 igényt eredményez, kiilondsen komplexebb shade-
rek esetén. Jelen esetben ez tigy mutatkozik meg, hogy bekapcsolt dudlis konyvtar mellett,

a shaderforditds id6tartama tobb mésodperctdl hosszi percekig terjedhet.
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4. fejezet

Eredmények

4.1. Derivaltak pontosabb meghatarozasa

A dolgozatban bemutatott modszerek és algoritmusok segitségével lehetséges az el6-
jeles tavolsagfiiggvény magasabb rendd derivaltjainak GPU-n torténd pontos meghataro-
zasa (4.1 abra), valamint az ehhez sziikséges GPU kéd CSG grafbdl torténd generdldsa.
Az igy elbdllitott értékek felhaszndlhatéak a bevezetGben bemutatott drnyaldsi hibak ki-
javitdsdra, vagy olyan feliileti tulajdonsdgok vizualizdldsdra, mint példdul a Gauss, vagy

kozépgorbiilet, de akar lokdlis arnyékhatds megjelenitésére is alkalmasak [11].
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4. Eredmények

(a) e =0.001 (b) Automatikus differencidlds

(¢) Kiilonbség (felerdsitve)

4.1. abra. Approximdlt és automatikus differencidldssal kapott normdlvektorok kozotti
kiilonbség. (2 élhossziisdagu lyukas kocka beliilrol, egy 10000 sugari gomb felszinén)

Gorbiiletek A differenciahdnyadossal torténd approximacié numerikus hibdi mégin-
ké4bb latvanyossa valnak, ha a megjelenités sordn az ily médon kapott! Hesse-matrixot is
felhaszndljuk. Ennek szemléltetésére vizsgdljuk meg az ebbdl szamitott Gauss- €s kozép-

gorbiileteket, melyek meghatarozdsahoz az alabbi képleteket hasznaltam [10]:
22. Definicié. Gauss-gorbiilet

_ VF-H*(F)-VFT
VF[*

23. Definicio. Kozépgorbiilet

« _ VE-H(F).VF' - |VF|* Trace(H)
M 2|VFP

Ahol F a tavolségfiiggvény, VF a gradiense, H(F') a Hesse-matrix, melynek H*(F)
jeloli az adjungéltjét. |e| a kettes normat jelenti. Az ezen formuldkkal kapott gorbiiletek

¢és az approximalt megfelel6jiik kozotti eltérések szemléltetésére szolgdl a 4.2 dbra.

'A differenciahanyadossal approximélt gradiens vektorokon vett differenciahdnyadosokkal kapott
Hesse-matrix.
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4. Eredmények

(a) Phong modellel drnyalva.

.
(b) Gafuss-gﬁrbb‘let
’ .

(¢) Kozépgorbiilet

4.2. abra. Aprroximdciobdl eredd hibdk gorbiilet szdmitdsakor. Lyukas egységkocka egy
1000 sugari gomb felszinén, € = 0.01 melletti differenciahdnyadosokkal szdmolt appro-
ximdcioval (bal), valamint automatikus differencidldssal (jobb). Hibdtlan szdmitds esetén
egyediil a lyukas kocka belsd gorbe feliiletei ldtszodndnak zoldes drnyaldssal, ugyanak-
kor még az automatikus differencidldssal kapott képeken is ldthato néhdny elszort szines
pixel. A nagy gomb gorbiilete annyira kis mértékii, hogy a képeken fehérnek ldtszik.
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4. Eredmények

4.2. Futasido

A szamitégépes grafikai eljardsok egyik fontos jellemzdje, hogy elvégezhetéek-e elég
gyorsan ahhoz, hogy valds id6ben megjelenithatéek legyenek. Az eme dolgozatban tar-
gyalt médszer kétségkiviil magas szdmitdsigénnyel bir, ahogy ez a mérési eredményeken
is latszani fog. Ugyanakkor egyszerlibb szinterek esetén megfeleld teljesitményii vide-
okdrtya mellett képes volt valds idejli sebességet produkdlni. Mindez azt jelenti, hogy
minden bizonnyal lehetséges lenne tovdbbi optimalizacidkkal, esetleg a magasabbrendii
derivaltakrél lemondva valds idejd futdsid6t elérni, ugyanakkor ennek megvaldsitasara
mar nem allt rendelkezésre elég id6 a dolgozat leaddsa el6tt. Komoly akaddly volt még a
mérések sordn, hogy a szdmomra elérhetd dedikalt Nvidia GPU driver GLSL fordit6ja a

komplexebb szinterek shadereit elutasitja, sejthetéen a 3.4.1 fejezetben leirt okokbol.

4.2.1. Teljesitmény tesztek

A tesztelés sordn négy drnyaldst vizsgaltam meg tobb modell esetén.

* Phong Referencidnak vélasztottam egy a valds idejl grafikdban gyakran haszndlt
arnyaldst, amely egy egyszerli megvildgitast modellez. Az drnyalds kiszamitasdnak
modja a Phong arnyaldsban hasznalt modell [12], azzal az eltéréssel, hogy mivel
itt nem testhdlos a reprezentdcid, a normalvektorok meghatdrozdsa mashogy tor-
ténik. Utébbit itt differenciahdnyadossal approximaltam, ugyanis ez az elterjedt és

kevésbé szamitdsigényes megoldas rd, igy szolgélhat az 6sszehasonlitds alapjaul.

* Gradiens A tdvolsdgfiiggvény gradiense, a feliilet pontjaiban, melyet normdl-
vektorként hasznélhatunk drnyaldskor. Az dbrdkon a normalizélt gradiens vektor

(x,y,z) koordindtdit a megjelenitett szin (r,g,b) csatorndiba kédoltam.

* Gauss-gorbiilet és Kozépgorbiilet A 22. és a 23. definiciokban megadott képletek-
kel kiszamitott értékek, a masodrendd derivaltak felhasznalasaval. Az abrakon a O

fehérrel, a negativ értékek vorossel, mig a pozitiv értékek zolddel vannak szinezve.
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4. Eredmények

Torusz

Elsé tesztnek egy egyszer tirusz megjelenitését valasztottam, ugyanis ez még csupan

egy darab primitiv, de egyben nem is a legkevésbé szamitasigényes koziiliik.

-~ Ral*

(a) Phong (b) Gradiens (¢) Gauss-gorbiilet (d) Kozépgorbiilet
4.3. abra. A teszt sordn rajzolt dbrdk.
Arnyalés FPS (Hz) ﬁgkocka Arnyalzis FPS (Hz) Enés)kocka
Phong 376.614 2.656 Phong 129.491 7.723
Gradiens 367.635 2.721 Gradiens 68.039 14.697
Gauss-gorbiilet 377.572 2.648 Gauss-gorbiilet 10.449 95.704
Kozépgorbiilet 378.268 2.644 Kozépgorbiilet 10.425 95.924
NVIDIA GeForce GTX 1660 Ti Intel UHD Graphics 630
Driver: 512.15 Driver: 30.0.101.1340
1920 x 1080 640 x 480

4.1. tablazat. Torusz rajzoldsdra vonatkozo 3 perc futtatds alatt kapott dtlagos FPS és
képkocka idok. Az Intel GPU esetén sziikséges alacsonyabb felbontds vdlasztdsa, ugyanis

kiilonben (kiilonosen a késobbi teszteknél) egy képkocka kiszdmitdsa olyan sok idébe telik,
hogy az operdcios rendszer dllitja le a futdst.
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4. Eredmények

Simitott kiilonbség

A mésodik tesztben a megjelenitendd szintér egy nagyobb €s egy kisebb gdmb simitott

Q@ O

kiilonbségébdl 4ll.

(a) Phong (b) Gradiens  (¢) Gauss-gorbiilet (d) Kozépgorbiilet
4.4. abra. A teszt sordn rajzolt dbrdk.
Arnyalds FPS (Hz) gf)k“ka Arnyalds FPS (Hz) ﬁgko‘:ka
Phong 365.115 2.739 Phong 133.96 7.465
Gradiens 367.824 2.719 Gradiens 28.382 35.233
Gauss-gorbiilet || X X Gauss-gorbiilet 3.644 274.461
Kozépgorbiilet X X Kozépgorbiilet 3.645 274.425
NVIDIA GeForce GTX 1660 Ti Intel UHD Graphics 630
Driver: 512.15 Driver: 30.0.101.1340

1920 x 1080 640 x 480

4.2. tablazat. Két gomb simitott kiilonbgésének rajzoldsdra vonatkozo 3 perc futtatds alatt
kapott dtlagos FPS és képkocka idok.

Primitivek

A harmadik tesztben egyszerre jelenitem meg az implementacié altal ismert 0sszes
primitivet. Ezek koziil mind a sphere tracing, mind az automatikus differencidlds szama-
ra az ellipszoid bir a legnagyobb miiveletigénnyel, ugyanis ennek tavolsagfiiggvénye sok
szorzdst és osztast, valamint tobb hossz szamitast is tartalmaz, valamint magét a tdvolsa-
got csak alulrdl becsiili.

A mellékelt tablazatban van egy a kordbbiak fényében meglepd eredmény. A dedikalt
Nvidia GPU-ra az el6z0 két tesztben az volt jellemzd, hogy nem volt jelentds teljesitmény
csokkenés a derivaltak szamitasanak hatasara, amikor azok shaderei lefordultak. Most vi-

szont azt latjuk, hogy mér a gradiensek automatikus differencidldssal torténé meghatédro-

zasa is ahhoz vezet, hogy elveszik a valds idejl sebesség. Emogott a jelenség mogott azt
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7

valészindsitem, hogy a komplexebb tavolsagfiiggvényben végzett dudlis szamitdsok sok-
kal tobb részeredmény tarolasat kovetelik meg. Amikor ezek mar nem férnek el a GPU
regiszterekben vagy a lokdlis memoridban, akkor az ilyen drasztikus mértékd teljesitmény

veszteséget eredményez.

> O D OD

(a) Phong (b) Gradiens (¢) Gauss-gorbiilet (d) Kozépgorbiilet
4.5. abra. A teszt sordn rajzolt dbrdk.
Arnyalds FPS (Hz) gf)kmka Arnyalds FPS (Hz) ﬁgk“ka
Phong 303.174 3.299 Phong 118.8 8.417
Gradiens 12.708 78.694 Gradiens 12.767 78.326
Gauss-gorbiilet || X X Gauss-gorbiilet 1.19 840.017
Kozépgorbiilet X X Kozépgorbiilet 1.167 856.969
NVIDIA GeForce GTX 1660 Ti Intel UHD Graphics 630
Driver: 512.15 Driver: 30.0.101.1340

1920 x 1080 640 x 480

4.3. tablazat. A primitivek rajzoldsdra vonatkozo 3 perc futtatds alatt kapott dtlagos FPS
és képkocka idok.
Figura

Negyedik és egyben utolsé tesztként egy kidlté figurat készitettem kiilonb6zd primiti-

vekbdl simitott miveletekkel.

\/

—

N

(¢) Gauss-gorbiilet (d) Kozépgorbiilet

(—)

(a) Phong

(b) Gradiens

4.6. abra. A teszt sordn rajzolt dbrdk.

44



4. Eredmények

‘ ) Képkocka ‘ ) Képkocka
Arnyalas FPS (Hz) (ms) Arnyalds FPS (Hz) (ms)
Phong 37.591 26.603 Phong 91.238 10.96
Gradiens X X Gradiens 7.525 132.885
Gauss-gorbiilet sk 1.174 851.915 Gauss-gorbiilet 0.368 2717.43
Kozépgorbiilet & 1.17 854911 Kozépgorbiilet 0.368 2720.04

NVIDIA GeForce GTX 1660 Ti Intel UHD Graphics 630
Driver: 512.15 Driver: 30.0.101.1340
1920 x 1080 640 x 480

4.4. tablazat. A figura rajzoldsdra vonatkozo 3 perc futtatds alatt kapott dtlagos FPS és
képkocka iddk.

Megjegyzés. Az Nvidia driver a #-gal jelolt esetekben instabil GPU kddot generdlt, vagy még a forditas
sordn dsszeomlott.

4.2.2. Osszegzés

A fenti tesztek sordn Osszefoglalva az lathatd, hogy a teljestményre legnagyobb ha-
tdssal a szdmitdsok sordn egyszerre haszndlt ideiglenes valtozok szdma van. Mindez akér
a shader fordithatosdgara is hatdssal lehet. Ugyanakkor amennyiben egyszerlibb model-
liink van viszonylag kevés miivelettel, akkor egy megfeleld teljesitményli kozépkategori-
as dedikélt GPU-n a valésidejl megjelenités nem jar szignifikdns extra koltséggel, azaz a
gyakorlatban akdr mas eljards mellett, a szintér egy részletének megjelenitésére is alkal-

mazhato.
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5. fejezet

Osszefoglalas

A dolgozat bemutatja egy olyan haromdimenziés modellezdszoftver megvaldsitdsat,
amelyben egy grafszerkesztében osszedllitott CSG' graf segitségével adhaté meg a meg-
jeleniteni kivant modell. A jelenleg 1étezd ilyen szoftverek a modell megjelenitését valto-
zatos eljarasokkal val6sitjdk meg, melyek egyike a sphere tracing. Utdbbi alkalmazsahoz
eldallitjdk a CSG grafbol a modell eldjeles tavolsagfiiggvényét kiszamité GPU kdédot.
Kirajzolaskor az drnyalds kiszamitdsahoz sziikséges normdlvektorokat differenciahdnya-
dossal valé approximdcidval hatdrozzdk meg a tavolsagfiiggvénybdl.

Uj eredményként a dolgozatban bemutatott médszer a tavolsagfiiggvény mellett egy
masik fiiggvényt is legeneral, amely a numerikus approximdcié helyett automatikus dif-
ferencidlas segitségével szamitja ki a tdvolsagfiiggvény gradiensét, mely nem mds mint a
feliilet normélisa. Kiterjesztésképp megvizsgaltam magasabb rendd derivéltak meghat4-
rozdsara alkalmas GPU kéd generdlasat is.

Az igy kapott eljards pontossdga meghaladja a numerikus approximécidval elérhet6t,
ugyanakkor magas koltsége miatt csak kivételes esetekben érdemes elényben részesiteni.
Amennyiben egy szintér méretéhez képest apro részleteket is tartlmaz, akkor az automati-
kus differencidlds minden € 1épéstavolsag mellett feliilmilja a differenciahdnyadossal tor-
ténd approximdciot. Mindemellett minél magasabb derivéltakat kivanunk meghatérozni,
anndl inkdbb halmozddnak a kozelitd eljarasokbdl szarmazé hibdk, igy egyre jelentGsebb
a kiilonbség pontossdg tekintetében az automatikus differencidlds javara. Ugyanakkor a
magasabb rendil esetekben utobbi memoriahasznalata és miiveletigénye is drasztikusan

megnd?, gy kiilonosen Osszetettebb szinterek esetén alkalmatlanna vélik a valds ideji

I Constructive Solid Geometry (3.1. fejezet)
Hiszen az eredeti szdmitds sordn hasznalt minden egyes lebegSpontos szdmot 4, 10 vagy akar mégtbb
lebeg6pontos viltozo dltal lesz helyettesitve.
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megjelenitésre. Ugyanakkor alkalmazhaté ha nincs sziikség valdsidejti futasidore, viszont
nagy pontossagu eredményekre igen. Egy ilyen alkalmazas példaul approximaciés mod-
szerek hibdjanak mérése, amikor az automatikus differencidldssal kapott eredmény szol-
galhat az 6sszehasonlitds alapjaként. Egy mésik példa ha a tavolsagfiiggvény értékeit a tér
diszkretizalt pontjaiban szamitjuk el6re és a késdbbi interpoldcié pontossdgat a derivaltak
segitségével kivanjuk novelni.

Az éltalam implementdlt megvaldsitds csak az egyszer( szinterek esetén képes valos-
idejli megjelenitésre, ugyanakkor a kddgenerator jelenlegi formdjaban csak minimalisan
torekszik optimalis glsl kod generdldsara, azaz vélhetden még tovabbi optimalizacidkkal

a futdsid6 érezhetd mértékben javithato.

5.1. Tovabbi fejlesztési lehetoségek

A gyakorlatban val6 alkalmazhat6sdg szempontjabdl elsddlegesen a shaderek komp-
lexitasat lenne érdemes minél inkdbb csokkenteni, hogy Osszetettebb modellek esetén is
fordithatéak legyenek Nvidia videdkartydkon. Ennek megvaldsitasara tobb tervezett mo-

dositas is van:

« Altaldnos derivéltak helyett korl4tozni lehetne ezek kiszamitdsét legfeljebb masod-
rend(i esetre. Igy sok ciklus helyettesithetS lenne utasitdsok sorozatival. Noha a
ciklusok kibontdsét a glsl fordité is dltaldban megteszi, ezt nem tudjuk kdzvetleniil

befolyésolni.

* Az Nvidia platformon valé fordithatésag érdekében érdemes lenne platformspecifi-
kus optimalizicidkat eszkozolni, felhaszndlva a gyarto altal kindlt GLSL kiterjesz-

téseket.

* Amd platformon nem volt lehetdség atfogo tesztelésre, a tovabbiakban érdemes len-
ne itt is megvizsgalni a generalt shaderek viselkedését, fordithatosagéit. Az Intel és
Nvidia kozotti varatlan és jelentds kiillonbségek miatt ez minden bizonnyal hasznos

informdcidval szolgdlna.

* A jelenlegi implementécié csak a legegyszeribb optimalizicidkat hajtja végre a
kodgenerélas soran. Célszerli lenne megvizsgalni €s kiprébélni tovabbi mddszere-
ket a hasznalt regiszterek szdmanak csokkentése érdekében. Egy ilyen lehetoség

példdul a transzformécids matrixok felbontasa eltoldsra, forgatasra €s skdldzdsra,
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ami lehet6séget adna arra, hogy egyes felesleges matrixszorzasokat ne végezziink
el. Példaul ha az egyetlen transzformécié egy eltolds vagy skdldzas, akkor az egy

egyszerl Osszeaddssal, vagy vektor-skaldr szorzattal megvaldsithato.

5.2. Koszonetnyilvanitas

Végezetiil szeretném megkoszonni témavezetdmnek, Ban Rébertnek azt a rengeteg
segitséget, timogatast €és tandcsot, amely nélkiil ez a dolgozat nem késziilhetett volna el.
Tovébbi koszonettel tartozom Téth Teklanak dologozatom leadds el6tti atolvasasaért €s a

t6le kapott visszejelzésekért.
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A. fiiggelék
Dualis GLSL fiiggvénykonyvtar

Ebben a fiiggelékben a 3. fejezetben bemutatott kodgeneradldshoz sziikséges dualis

konyvtar legfontosabb fiiggvényeinek GLSL kddja olvashato.

1 #define DERIVATIVE_ORDER 2

2> #define SIZE 10 // Nth tetrahedral number (here: 2nd)
3 struct dnum { // dual number type

4 float d[SIZE];

5}

6

7 dnum constant (float val) {

8 dnum res;
9 res.d[0] = val;
10 for(int i = 1; i < SIZE; ++i) {

11 res.d[i] = 0;

12 }
13 return res;
14 }

16 dnum variable(float val, float dx, float dy, float dz) {

17 dnum res;

18 res.d[0] = val;

19 res.d[1] = dx;

20 res.d[2] = dy;

21 res.d[3] = dz;

2 for(int i = 4; i < SIZE; ++1i)
23 res.d[i] = 0;

24 return res;

5 }
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1 dnum conj (dnum a) {

2 for(int i = 1; i < SIZE; ++i) {
3 a.d[i] *= -1;

4 }

5 return a;

6 }

g dnum neg(dnum a) {

9 for(int i = 0; i < SIZE; ++i) {
10 a.d[i] x= -1;

1 }

12 return a;

13}

15 #define PRECISION 0.000001
16 bool isReal (dnum a) {

17 bool res = true;

18 for(int i = 1; i < SIZE; ++i) {

19 res = res && (a.d[i] < PRECISION || a.d[i] > -PRECISION) ;
20 }

21 return res;

2 }

23

2 dnum add (dnum a, dnum b) {

25 dnum c;

26 for(int i = 0; i < SIZE; ++i) {
27 c.d[i] = a.d[i] + b.d[i];

28 }

29 return c;

30 }

31

32 dnum sub(dnum a, dnum b) {

33 dnum c;

34 for(int i = 0; i < SIZE; ++i) {
35 c.dl[i] = a.d[i]l - b.d[il;

36 }

37 return c;

38
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1 // tetra and tri are precomputed arrays

> // containing tetrahedral and triangular numbers

3 #define IDX(x,y,z) (tetral(x)+(y)+(z)+1] - tril(x)+(y)+11 + (y))
4

5 dnum mul (dnum a, dnum b) {

6 dnum ¢ = zero(); // zero initialize all components

7 for (int x = 0; x <= DERIVATIVE_ORDER; ++x){

8 int yend = DERIVATIVE_ORDER - x;

9 for(int y = 0; y <= yend; ++y){

10 int zend = yend - y;

11 for(int z = 0; z <= zend; ++z){

12 int iend = zend - z;

13 for(int i = 0; i <= iend; ++i) {

14 int jend = iemnd - 1ij;

15 for(int j = 0; j <= jend; ++j) {

16 int kend = jend - j;

17 for(int k = 0; k <= kend; ++k) {

18 // x+y+z+a+b+c <= DERIVATIVE_ORDER

19 c.d[IDX(x+i,y+j,z+k)] +=

20 a.d[IDX(x,y,z)] * b.d[IDX(i,j,k)]
21 * choose[x+i][x] * choosely+j][y]
2 * choosel[z+k][z];

23 // choose is a precomputed const array
24 // choose[i][j] = i nCr j

25 }

26 }

27 }

28 }

2 }

30 }

31 return c;

2 }

A 2.10 képlet szerinti szorzds rendkiviil koltséges. Bar az egyes ciklusok kiilon kiilon vett
iteracidinak szdma viszonylag kevés, egymadsba dgyazottsdguk miatt igy is sok miiveletet

kell elvégezni még akkor is, ha a fordit6 a ciklusokat (nagy valészintiséggel) kibontja.
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1 dnum div(dnum a, dnum b) {
2 while (!isReal(b)){
3 dnum ¢ = conj(b);

mul (a, c);

IS
]

5 b = mul(b, c);

6 }

7

8 for(int i = 0; i < SIZE; ++i) {
9 a.d[i] /= b.d[0];

10 }

11 return a;

14 dnum dabs (dnum a) {

15 if (a.d[0] < 0)

16 return mul(a, -1.0);
17 return a;

18}

20 dnum dmax (dnum a, dnum b) {

21 if(a.d[0] >= b.d[0])
22 return aj;

23 return b;

2 }

25

26 dnum dmin (dnum a, dnum b) {

27 if(a.d[0] <= b.d[0])
28 return a;

29 return b;

30 }

31

32 dnum dclamp (dnum val, dnum low, dnum high) {

33 if (realValue(val) < realValue(low)) {

34 return low;

35 } else if(realValue(val) > realValue(high)) {
36 return high;

¥ }

38 return val;

39
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1 dnum dmix (dnum a, dnum b, dnum t) {

2

3}

return add(mul(a, sub(constant

(1), t)), mul(b,

t));

di Bruno formula alkalmazésdval, az egyvéltozés R — R gyokfiiggvény derivéltjainak

képleteibdl.

Az aldbbi fiiggvény a 4. algoritmus szerint lett legenerdlva a ldncszabdly és a Fad

1 dnum dsqrt(dnum d) { // generated

2

3

4

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

float tmp;

dnum result = zero();
result.d[0] = sqrt(d.d[0]);
tmp = 1/(2*sqrt(d.d[0]));

tmp *= d.d[IDX(0, 0, 1)1;
result.d[IDX(0, O, 1)] += tmp;
tmp = 1/(2xsqrt(d.d[0]));

tmp *= d.d[IDX(0, 0, 2)];
result.d[IDX(0, 0, 2)] += tmp;
tmp = -1.0/4 * 1/sqrt(d.d[0]*d
tmp *= d.d[IDX(0, 0, 1)];

tmp *= d.d[IDX(0, 0, 1)];
result.d[IDX(0, O, 2)] += tmp;
tmp = 1/(2xsqrt(d.d[0]));

tmp *= d.d[IDX(0, 1, 0)1;
result.d[IDX(0, 1, 0)] += tmp;
tmp = 1/(2xsqrt(d.d[0]));

tmp *= d.d[IDX(0, 1, 1)];
result.d[IDX(0, 1, 1)] += tmp;
tmp = -1.0/4 * 1/sqrt(d.d[0]*d
tmp *= d.d[IDX(0, 1, 0)];

tmp *= d.d[IDX(0, 0, 1)1;
result.d[IDX(0, 1, 1)] += tmp;
tmp = 1/(2xsqrt(d.d[0]));

tmp *= d.d[IDX(0, 2, 0)1;
result.d[IDX(0, 2, 0)] += tmp;
tmp = -1.0/4 * 1/sqrt(d.d[0]*d
tmp *= d.d[IDX(0, 1, 0)];

tmp *= d.d[IDX(0, 1, 0)];
result.d[IDX(0, 2, 0)] += tmp;
tmp = 1/(2*sqrt(d.d[0]));

tmp *= d.d[IDX(1, 0, 0)1;

.d[0]*d.d[0]);

.d[0]*d.d[0]);

.d[0]*d.d[0]);
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34

35

36

37

38

39

40

41

4

43

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

result.d[IDX(1, O, 0)] += tmp;
tmp = 1/(2*sqrt(d.d[0]));
tmp *= d.d[IDX(1, 0, 1)1;
result.d[IDX(1, 0, 1)] += tmp;
tmp = -1.0/4 * 1/sqrt(d.d[0]*d
tmp *= d.d[IDX(1, 0, 0)1;
tmp *= d.d[IDX(0, 0, 1)];
result.d[IDX(1, 0, 1)] += tmp;
tmp = 1/(2*sqrt(d.d[0]));
tmp *= d.d[IDX(1, 1, 0)1;
result.d[IDX(1, 1, 0)] += tmp;
tmp = -1.0/4 * 1/sqrt(d.d[0]*d
tmp *= d.d[IDX(1, 0, 0)1;
tmp *= d.d[IDX(0, 1, 0)1;
result.d[IDX(1, 1, 0)] += tmp;
tmp = 1/(2*sqrt(d.d[0]));
tmp *= d.d[IDX(2, 0, 0)1;
result.d[IDX(2, 0, 0)] += tmp;
tmp = -1.0/4 * 1/sqrt(d.d[0]*d
tmp *= d.d[IDX(1, 0, 0)1;
tmp *= d.d[IDX(1, 0, 0)1;
result.d[IDX(2, 0, 0)] += tmp;

return result;

.d[0]*d.d[0]);

.d[0]*d.d[0]);

.d[0]*d.d[0]);
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Abrak jegyzéke

1.1.
1.2.

2.1.
2.2.

3.1.
3.2
3.3.
3.4.

3.5.
3.6.
3.7.
3.8.

4.1.

4.2.
4.3.
4.4.
4.5.
4.6.

Arnyalési hibak differenciahanyadosokkal approximélt normalvektorokbél.

Példa olyan szintérre, ahol tetszdleges € esetén lathatéak az approximaci-

Oshibak. . . . . . ...

Approximdlt normdlvektorral kapott hibas arnyalds az élek mentén. . . . .

Parcialis derivaltak tetraéderes indexelése. . . . . . . . . . . . ... ...

Egyszerl CSG graf és az altala reprezentdlttest. . . . . . . . .. ... ..
Simitott miiveletek egy kocka €s egy henger kozott. . . . . . . . ... ..
Simitott unié kiilonb6z6 k paraméterek mellett. . . . . . . . . ... ...
C' és C? folytonossag tarté miveletekkel kapott feliilet Gauss-gorbiilete

[10]. . . o
Sphere tracing sordn megtett 1épések szdma. . . . . . . . . ... ... ..
Skaldzas hatdsa a feliilettdl vett tdvolsagra. . . . . . . . . ... ... ...
A megjelenitést végzd fragment shader Osszedllitdsanak 1épései. . . . . .

Teszteléshez hasznalt CSG grafok és az altaluk reprezentalt 3D modellek.

Approximdlt és automatikus differencidldssal kapott norméalvektorok ko-

zotti kiillonbség. . . . ...
Aprroximdciébol eredd hibdk gorbiilet szdmitdsakor. . . . . . .. .. ..
Torusz (Teszt) . . . . . . . . . . e
GOmbok simitott kiilonbsége (Teszt) . . . . . . . . ... ... ... ...
Primitivek (Teszt) . . . . . . . . . . . . . ... o

Figura (Teszt) . . . . . . . . . . . e
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Algoritmusjegyzék

el A N

Spheretracing . . . . . . . . ... L
Rekurziv kédgenerélds véza (transzformdciok nélkil) . . . . . . . . . ..
Rekurziv kédgenerélés (transzformécidkkal) . . . . . . ... .. ... ..
R — R fiiggvény .@3(N) — .@3(N) megfeleljét kiszamité GLSL kod gene-
raldsa, a Faa di Bruno formula kombinatorikus alakjanak alkalmazasaval
[5]. Az algoritmus 4altal generdlt dudlis gyokfiiggvény megtekinthetd A
fliggelékben. . . . . . . ... .
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