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Kivonat

Kolcsonhaté oszcilldtor sokasdgokban a rendszert jellemzd paraméterek homogén
megvalasztasa a kollektiv viselkedésnek egy erds stabilitisdhoz vezet. Nemrég megmutattdk,
hogy létezhet azonban a paramétereknek egy olyan heterogén kiosztdsa, amely ennél is
stabilabb megoldést eredményez. Ez a nemvart szimmetriasértés komplex fizikai és bioldgiai
rendszerekben szdmos gyakorlati alkalmazassal rendelkezik. Kutatdsaink sordn kimutattuk ezen
szimmetriatorés jelenlétét kiilonb6z6 topoldgidju dinamikus rendszerekben. Két egyszert és
nagyon 4ltalanos fizikai modellt tanulmanyoztunk: rugé-tomb rendszereket illetve Kuramoto
tipusi oszcillatorokat. Megfigyeltilk ezen nemtrividlis szimmetriasértés jelenségét linedris
rugd-tomb rendszerek esetén, €s két lehetséges megvaldsitast adunk aszimmetrikus optimélis
paraméter kiosztdsra. Kutatdsi modszereink a dinamikus rendszerek stabilitds vizsgélataira €s

szamitogép szimulacids kisérletekre alapszanak.
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Bevezeto

Szinkronizaciés jelenségek vizsgdlata egyre nagyobb figyelmet kapott az elmult szlk
két évtizedben [1, 2, 3]. Ezen jelenségekrdl kideriilt, hogy nemcsak elméleti szempontbdl
jelentdsek, hanem valés mérnoki problémdékhoz kapcsolédnak és szocidlis jelenségekben
is megjelennek. A szinkronizdcié témakore elbsegiti ugyanakkor az interdiszciplinaris
kutatdsokat, és a fizika nagyobb szerephez vald jutdsit, mivel a teriilethez kapcsol6dd
mobdszereivel predikcidkat képes adni latszélag nem-fizikai rendszerek id6beni fejlodésérdl,
stabilitdsarol, egyensulyi dllapotarol.

Dinamikus rendszerek szempontjdbdl a szinkronizaciét érintd tanulméanyok [2, 3] felvetik
a kérdést, hogy hogyan lehet eljutni a kulcsfontossagu szinkron éllapotba, azaz a rendszer
fixpontjaba optimdlis médon. Egyik elterjedt mddszer, hogy a rendszer elemei kozott, vagy
azok paramétereiben homogenitdst feltételeznek, igy a rendszer maga degenerdlttd vélik és
a megoldasokat egy kisebb dimenzids altérben kell keresni. Ez természetesen egy, dltalaban,
mesterséges valasztast feltételez, melyet kiviilr6l visziink a rendszerbe. Nemrég kimutattdk [4]
valds fizikai rendszerben is, az addig tobbnyire csak elméleti sikon tanulmanyozott konverz
szimmetriatorést (converse symmetry breaking). Ez Gjabb lehetdségeket vet fel az optimizacios
problémdk szempontjabol, mivel nem feltételez homogenitdst a rendszerben, még teljesen
identikus elemek esetén sem. Ezaltal, egy lehetséges, potencidlisan stabilabb [2] megoldést ad a
rendszer paramétereinek egy optimalis megvélasztasara. Ez a megolddshalmaz meglepd médon
altaldban nem tiikr6zi a rendszer szimmetridjat, meglehet az teljesen egyforma karakterisztikaji
elemekbdl all [2].

A jelenség nemcsak elméleti sikon fontos, hanem gyakorlati alkalmazasok egész sora felé
nyit lehet6ségeket, mint példdul elektromos hédlézatok modellezése €s szinkronizécidja [2],
bioldgiai rendszerek leirdsa [5], tdrsadalmi jelenségek vizsgdlata [6] és sok ismert fizikai
alapmodell djraértékelése.

Jelen dolgozat ezen nem trividlis szimmetriasértést, a hozzatartozé optimalis, ltalinosan
nem homogén paraméterhalmazt vizsgdlja kiillonboz6 topoldgidju kolcsonhaté oszcillator
sokasag esetén.

A tovédbbiakban két altaldnos fizikai modellt ismertetiink, melyek esetén tanulmédnyoztuk
ezen érdekes szimmetriatorést: rugd-tomb rendszereket, illetve Kuramoto tipusu
oszcilldtorokat. Rugd tomb rendszer esetén a jelenség felismerése mellett két lehetséges
megoldast is adunk aszimmetrikus optimdlis paraméter kiosztisra. Kuramoto modellekbdl
kett6t tanulmanyoztunk behatdan: a klasszikus (elsérendii) Kuramoto modellt [7, 8] és
a masodrendl id6 szerinti derivéltat tartalmazo, u.n. rehetetlenségi Kuramoto oszcilldator

rendszert [9]. Az elsOrendl, klasszikus Kuramoto modell esetén megmutatjuk, hogy



modszereink a szimmetrikus paraméterkiosztdsra fognak optimdlis dinamikat adni.
Ezaltal egy példat szolgéltatunk arra, hogy nem mindig létezik optimdlis aszimmetrikus
paraméter-megolddshalmaz. A mdsodrendd rendszer esetén igazoljuk, hogy létezik ezen
heterogén optimum. Ilyen esetekben két kiilonbozd megkdzelitésbdl vizsgaljuk a rendszert:
fixpont kornyékén, és a teljes folyamatra vonatkozolag. A tehetetlenségi Kuramoto rendszer
esetén tovabba azt is megmutatjuk, hogy ez egyenértékii a rugd-tomb rendszerrel az egyensilyi
helyzet kornyezetében, partikularis kezdeti paramétereket rogzitve. Eredményeinket dinamikus
rendszerek stabilitds vizsgalataira jellemz0 szdmitdsokkal és numerikus szimuldciokkal kapjuk.

Az els6 két fejezetben az egyszerli rugdé-tomb modell tanulmdnyozasat mutatjuk be. Két
modszert adunk meg az optimumok eléréséhez attdl fiiggden, hogy mely paramétereket tartjuk
véltoztathatonak. A rendszer bemutatdsdval kezdddik a 1. fejezet, majd a két optimizacids
lehet8ség targyaldsa a 2.1. és 2.2. alfejezetek tartalma.

A harmadik fejezet a komplexebb topoldgidji és csatoldsu klasszikus Kuramoto rendszer
vizsgalatait foglalja 6ssze. A rendszer édltaldnos bemutatdsa utdn, 3. fejezetben, szintén két
vizsgalati médszert mutatunk be és foglaljuk 0ssze az eredményeiket. A vizsgdlati mdédszerek
a 3.1. fejezetben az ry,, rendparaméter 4ltal szabdlyozhaté &tlagos szinkronizédcids i1d6
kiszdmit4sdra, a 3.2. fejezetben pedig a fixpont koriili stabilitds vizsgalatra alapszanak.

A negyedik fejezetben, hasonl6 stilusban targyaljuk a tehetetlenségi Kuramoto rendszert €s
kapcsolatos eredményeket. A 4. fejezet szintén a rendszer bevezetésével és altaldnos leirdsdval
kezd6dik. Ez, mint litni fogjuk, megtartja az elsrendli Kuramoto sokasdg struktdrdjat és
csatoldsat, de egyenleteiben megjelennek id6 szerinti masodrenddi derivéltak is. A fejezet
tovabbi részeiben az elsérendli Kuramoto rendszer vizsgélatakor alkalmazott moédszerek
altal nyert eredmények kiértékelése kap helyet. Ezek ugyancsak atlagidé vizsgélatokat (4.1.

alfejezet) €s sajatérték analiziseket (4.2. alfejezet) jelentenek.
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1. fejezet

Rugo-tomb modell

Rugé-tomb modellek széles korben alkalmazottak a fizikdban, mint példaul szilardtestek
racsrezgéseinek a leirdsara [10], kozlekedési és kozgazdasdgi jelenségek modellezésére [11,
12], foldrengések statisztikdjdnak a lefrasdra [13], vagy lavinaszer(i torés és toredezési
jelenségek leirdsara. A modell-csalddot 1967-ben R. Burridge és L. Knopoff [14] vezette
be, hogy megmagyardzzak a Gutenberg és Richter-féle empirikus torvényt foldrengések
nagysdg-eloszlasara vonatkozdlag [15].

Egyetlen oszcillaitor mozgasegyenlete €s ennek megoldasa j6l ismert. Ha sebességgel

aranyos csillapitést is feltételeziink akkor a test x pozicidjanak dinamikdjat leiré egyenlet:
mi = —fp1 — yx, (1.1)

ahol m az oszcillator tomege, [ a csillapitdsi egyiitthaté, v pedig a rugdéllandé. Ezen

7 2

egyiitthatok egyszer( dtskdldzasaval az egyenlet egyszeriibb alakra hozhat6:

p= 5
. "; = i=—bi — kz. (1.2)

m

A rug6-tomb modell az (1.2) egyenlettel, vagy esetleg komplexebb sirlédasi erével leirhaté

oszcill4torok linedris csatoldsat jelenti kiilonb6z6 topolégidkban.

1.1. A vizsgalt rendszer

Egyszeri rug6-tomb topoldgidk esetén is kimutattdk a nem-trividlis szimmetriatorés
jelenlétét [2]. Vizsgdlatunk elsé 1épése, hogy ezen eredményeket reprodukaljuk, illetve
mélyebben megvizsgaljuk a problémét. Az eredmények megismétlése fontos volt a jelenség
mélyebb megértése szempontjabol, és hogy tapasztalatainkat sikerrel kamatoztathassuk
komplexebb topoldgidju rendszerek esetén is.

A rug6-tomb modellre alapozott rendszeriink egy egydimenzids, linedris topoldgidval
rendelkezd, csatolt oszcillator rendszer. A rendszer harom elembdl éll, melyeket identikusnak

tekintiink (azonos m tomegtiek), illetve az ezeket 6sszekotd két rugébol, melyek nyugalmi, /o,



hosszait azonosnak tekintjiik':

miy =mMg = M3 =M

(1.3)
lor = lo2 = lo,
A dinamikat vezérld csatolt differencidl-egyenletrendszer megadhat6 a:
Zi‘l = —bljfl — k,’l($1 — ZL‘Q)
i}Z - _b2jf’2 — /{31(%'2 — l’l) — ]{72(1’2 — 1’3) (14)
Zi‘g = —bgjfg — k’g((L’g — ZL‘Q),

forméban, ahol az x; tdvolsdgok az egyes oszcillaitorok nyugalmi helyzetéhez képest mért

elmozdulésok (1asd a Fiiggelék A. fejezetét).

bl lo, }ﬂl bQ

ZOE k2 b.

— =, g

1.1. dbra. A vizsgdlt rug6-tomb rendszer: linedris topoldgidju oszcillator sokasdg szabad
végpontokkal.

1

A rendszer vizsgélata numerikus integraldssal torténik a Python nyelv ODEINT fiiggvénybe
beépitett FORTRAN csomag Isoda médszerével. A 1.2. é€s 1.3. dbrdk esetén 10 idSegységre
futtattuk a szimuldciét, At = 4 - 10~2 nagysdgt id6lépéssel. A potencidlis energidt a

E

p:

(kl ($1 - 1'2)2 + kQ(iBQ — .773)2) (15)

N | —

képlet adja, a kezddfeltételek és paraméterek pedig: (ki, ko) = (1,1), (z1,29,23) = (0,1,2),
(i‘l, jfg, .Tg) = (0, 0, O) voltak
A rendszer esetén az egyik relevans mennyiség, ami a dinamikat jellemzi az a potencidlis

energia lecsengésének id6sora. Ez az id6sor azonban csak mint szemléltetés hasznalhat6, mivel:

* Az energia-idésorok esetén meg kellene hatdrozni egy kiiszobértéket, mely az egyenstlyi
allapotnak felel meg. Gyakorlatban nehéz energiat mérni, igy ez nem egy megfeleld

valasztas.

* Ez az id6sor nem ad egyértelmii vdlaszt arra vonatkozdlag, hogy milyen a rendszer

'Ezen megdllapitds nem lesz relevans, mivel az egyenleteink fiiggetlenek lesznek a nyugalmi hosszaktol.
Ezeket szimmetria okokbdl valasztjuk egyformdnak. Részletekért 1asd A. fejezetet.



stabilitdsa, illetve adott felbontds alatt az esetleges oszcilliciok nem nyilvdnvalok.

Néhany ilyen esetet szemléltetiink az 1.2. és 1.3. dbrdkon.

A 1.2. dbran harom energiagorbe idésora lathat6. A sdrga vonallal jelolt gorbe esetén az
energia lassu csokkenését 1atjuk, mig a zold esetén a lefutds gyors, de nem marad meg a null
szinten, hanem oszcillal. A kék vonallal jelolt gbrbe esetén nem vesziink észre oszcillaciot és
jelent8sen rovidebb 1d6 alatt esik a potencidlis energia a nullszintre, mint a sérga gorbe esetén.

A tapasztaltak alapjan azt mondhatjuk, hogy a kék gorbével energia-idésor optimalis

csokkenésti, mivel legrovidebb id6 alatt oszcillicié nélkiil éri el az egyensulyi dllapotot a

rendszer.

— h1=2.5b2=3.2 b3=1.5
—— b1=12.5 b2=16.0 b3=7.5
—— bl1=0.5 b2=0.64 b3=0.3

t [s]

1.2. dbra. A potencidlis energia idGsora, kiilonb6zd b; csillapitasi tényez6- harmasok esetén.
Az optimélis esetben (kék gorbe) az energiagdrbe csokkenése a leggyorsabb, tulcsillapitott
esetben (sdrga gorbe) igen lassu, mig alulcsillapitott esetben (zold gorbe) oszcillacid jon 1étre.
Mindhdrom esetben a kezdeti feltételek: (zq,x9,23) = (0,1,2) és (i1,d9,43) = (0,0,0),
valamint (ky, ko) = (1,1).



AT —— by=2.5 b,=32 by=15 1077 —— by=2.5 b;=3.2 bs=15
=15 b;=3.2 b:=1.5 \ b1=1.5b;=3.2 b==1.5
0.8 10-2-
0.6 = T 9 il ™
a Wi 1074 \
w o \
0.4 o 10-6 \
0.2
1084
0.0 -
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t[s] t[s]

1.3. dbra. A potencidlis energia idGsorai normdl és log-normdl skdldn szimmetrikus
és aszimmetrikus paraméterkiosztds esetén. Log-normdl skdldn nem-trividlis oszcilldciok
figyelhet6k meg.

A 1.3. édbra jobboldali abrdjan a szimmetrikus esetben (kék gorbe) gyorsabb az
energia csokkenést latunk, mig az aszimmetrikus paraméterkiosztdsa (sdrga gorbe) esetén.
Logaritmikus skdldn nézve, a szimmetrikus esetben azonban nem monoton csokken az
energia. Ezen és a hasonld esetek létezése miatt a potencidlis energia id6sorok nem a
legmegfelelobbek a korrekt vizsgédlatok elvégzéséhez. A kezdeti feltételek megegyezdk a 1.2.
abranal megadottakkal.

Lattuk tehdt, hogy az id6sorok nem haszndlhaték a rendszer preciz analiziséhez. Emiatt
mas moddszerekre van sziikségiink amelyek jellemzik az optimdlis csillapitdsi folyamatot. A
stabilitds, fixpontba val6é konvergdlds €s szinkronizacié vizsgélatit dinamikai rendszerek [16]
és Kuramoto oszcillatorok [8] esetén részletesen tanulmanyoztik.

Linedris dinamikai rendszerek esetén a rendszer id6beli evolicidja analitikus forméban is
megadhatd, amelyhez azonban a dinamikus rendszer Jakobi matrixdnak sajatérték vizsgalata
sziikséges. Ezt a kovetkezd példaval mutathatjuk meg (részleteket 1dsd a Fiiggelék B.

fejezetében). Legyen egyetlen oszcillator, amit az aldbbi egyenlet vezérel:

T+ kx+kxr=0. (1.6)

Ezen egyenlet megolddsa x(t) = e'" alakd. Az r értéke karakterisztikus egyenletbl kaphat6
meg:
r24+br+k=0, (1.7)

aminek a megolddsa:

b VB —dk

T2 = 9

(1.8)

A mozgas-egyenletrendszer altalanos megoldédsa a kovetkez6 formaban irhat6 a karakterisztikus



egyenlet gyokeivel:
w(t) = Cp-et + Oy - e, (1.9)

ahol (', C5 kezdeti feltételek alapjan meghatdrozhat6 konstansok.

Az optimélis megoldds azt jelenti, hogy x;, i = 1, 3 akitérés a folyamat végén dllandé, azaz
a rezgés lecsengett, és ez a lecsengés a legrovidebb id6 valésul meg. Ez akkor torténik meg, ha
r a lehetd legnegativabb értéket veszi fel.

A karakterisztikus egyenlet megolddsai egyenértéklieck a dinamikus rendszer elsérendi
mozgasegyenleteihez tartozé matrixnak (Jakobi matrixnak) a sajatértékeivel. Ezt egy példaval
mutatjuk meg (részletes szamitdsok a Fliggelék B. fejezetében). Legyen két oszcillator két fal

kozott az alabbi dbra szerint elhelyezve:

lOa k an k

1.4. abra

A rendszer mozgés-egyenletrendszere, azonos tomegeket feltételezve:

mi, = —px, — 2yx, + yx
1 1 1 2 (1.10)
miy = — iy — 2yx9 + YI71.

A két egyenletet végigosztva m-el és bevezetve a mar ismert jeloléseket, illetve Gsszeadva,

majd kivonva egymdsbdl dket:

d?(zy + x2) d(z1 + x2)
v Mot (b
dz(l’g — 1'1) d([EQ — 171)

Egy valtozdcserével a két karakterisztikus egyenlet konnyen megoldhaté és a (1.7)
egyenletben bevezetett » megadhat6 egyszer{ien, mint:

—b+ VB — 4k
T = (1.13)

2
bV 12k
_ : |

(1.14)

73,4

A tovébbiakban frjuk 4t a (1.10) rendszert elsdrendtivé. Ekkor az mozgés-egyenletrendszer



matrixa:

0 0 1 0
0 0 0 1

M = (1.15)
-2k k -0 O

E =2k 0 b

A matrix det (M — M) = 0 sajdtértékegyenletét megoldva, ahol \ a matrix sajdtértéke:

Ao = % (—b + m)

2 (1.16)
Aot =5 (—bi m) .

Azaz a )\;, i = 1,4 megegyezik az r;, i = 1,4-vel. Tehdt az egyenletek
megoldasai a rendszer Jakobi matrixdnak sajatért€kei. A fenti példa igazolja, hogy a rendszer
egyensilyi allapotat jellemzd fixpont stabilitdsvizsgalata®, ekvivalens a rendszer megolddsainak
vizsgélatdval.

A fenti példa tiikrében az energia id6sorok helyett érdemesebb a rendszer egyenleteibdl
képzett Jakobi métrix sajitértékeit tanulmdnyozni, hiszen azok jellemzik, hogy milyen gyorsan
tartanak a trajektoridk a stabil dllapot fele, ugyanakkor azt is, hogy mennyire stabil a rendszer.

A fenti példdban megadott rendszer (1.15) egyenlettel megadott matrixdban megjelent a
by = by = b paraméter. Az éltalanosan N darab (/V darab oszcilldtor esetén) csillapitasi
tényezOt valtoztatva a sajatértékek is véltoznak, azaz a stabilitds er6ssége is. Viszont 1étezik
olyan optimdlis paraméterkiosztds, melyre a stabilitds a legerGsebb a tobbihez képest és a
rendszer a leggyorsabban tart a fixpontba.

A rendszer csillapitdsi optimumait megadoé sajatértékeket a kovetkez6képpen hatarozhatjuk

meg:

1.1. Definicio (Lokalisan optimalis megoldas). Adort  (by, by, ..., by)  paraméterkiosztds
esetén lokdlisan optimdlis megolddsnak nevezziik a \; sajdtértékek koziili legnagyobb, nem

nulla valos résszel rendelkezdt:

Aopt. = max (Re (\;)), i =1,2N. (1.17)

A megoldas optimdlis, mivel a megolddsok koziil ez lesz a vezetd tag, mely a rendszer

konvergencidjdt jellemzi.

2Mely a rendszer Jakobi matrixanak sajatérték vizsgalatat jelenti
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1.2. Definici6 (Globalisan optimalis megoldas). A )\, sajdtérték halmazbol, melyeket
kiilonbozd paraméterekre kapunk, az a globdlisan optimdlis megoldds amelyik, a legkisebb,

nem nulla valos résszel rendelkezik:
)\glob. opt. — min (Aopt.) . (118)

Az (1.1) definici6 megadja a vezetd megolddsokat, az (1.2) definicié pedig megadja, hogy
ezek koziil a rezgés mely esetben cseng le a leggyorsabban.

Az (1.4) egyenletekkel leirt rendszer felépitésénél fogva eltoldsi szimmetridval (is)
rendelkezik. Az oszcillator sokasdg teljes egészét eltolva nem valtoznak meg az azt leird
egyenletek, sem azok megoldédsai. fgy nem egyetlen fixpont a rendszer egyensilyi allapota,
hanem egy u.n. invaridns egyenes. Azaz a rendszer a csillapitott oszcillacid sordn transzlaciot
végezhet.

Az 1.3. 4bra esetén lattuk, hogy nemcsak az energiagorbe gyors csokkenése fontos, hanem
a végdllapot stabilitdsa is. Ez szdmos esetben lehet relevins tényezd, példdul generdtorok
csatoldsa esetén [2], ahol nem trividlis probléma a frekvencia-szinkron fenntartdsa kiilsé és
belsé perturbicidok potencidlis megjelenései miatt. Az optimum fogalma ezt a stabilitdst is
magaban hordozza. Egy dinamikai rendszer sajatértékek valés részének negativitdsa a fixpontok

stabilitdsat is jellemzi [16].
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2. fejezet

Tanulmanyok a rugé-tomb modell esetén

Ebben a fejezetben az (1.4) egyenletekkel leirt, 1.1. 4 bran szemléltetett rugd-tomb modellt
targyaljuk: bemutatjuk a kapott eredményeket és két lehetdséget is adunk az optimdlis megoldas
elérésére heterogén paraméterkiosztdssal.

A két feladat kozti kiilonbség abban éll, hogy mely paramétereket tekintjiik rogzitettnek.
Mivel a rendszerben szimmetriatorést keresiink, igy az oszcillatorok tomegbeli azonossagat nem

véltoztatjuk meg. Két kézenfekvd lehetSség kindlkozik:

1. a b; csillapitési tényezdket modositjuk és ezek terében keresiink megoldast. A csillapitasi
tényez6k modositdsa értelmezhetd dgy, mintha az egyes elemek kiillonb6z6 viszkozitdsd

kozegekben operdlndnak, vagy a testek mérete, alakja kiilonb6z0o.

2. a k; rugbdéllandok a véltoztathaté paraméterek (gyakorlatilag az egyes elemek kozti

csatolas mértékét valtoztatjuk).

2.1. Az optimalis at az egyensiilyi allapothoz: elso eset
Az elsd feladat esetén rogzitjiik k; rugddllanddkat:

Vi: k=1 i=1,2 2.1)

értékre. A legjobb megoldast a bevezetett meghatdrozasok alapjan valasztjuk ki a
sajatértékegyenlet megoldasai koziill. A rendszer linedris csatoldsu, ezért az eredményként
kapott Re(Ayi0b. opt.) Nnemesak a fixpont koriili stabilitast és konvergencia sebességét adja meg,
hanem valdéban a teljes folyamatot jellemzi.

Haszndlva a kovetkezd jeloléseket, a rendszer (1.4) egyenleteit atirva elsdrenddd

differencidl-egyenletrendszerré:

U = I Ug = I
Ug = T2 Uy = .Ztg (22)
Uz = T3 Ug = T3
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(
1'1,1 = Uy
1'1,2 = Us
U3 = u
o 2.3)
1'1,4 = —51U4 — k:l(ul — UQ)
U5 = —byus — /ﬁ(uz - Ul) - kz(U2 - Us)
\1'1,6 = —bgU(j — k‘z(Ug — UQ)
Az egyenletrendszer matrixa pedig:
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
M = (2.4)
—k1 kq 0 —-b 0 0
kv —ki—ky ko 0 —by O
0 k?z —kz 0 0 _bS
Egyszeriibb alakban:
Q) 1
M = , (2.5)
-P -B

ahol O harmadrend( nullmatrix, I harmadrendd egységmadtrix, B 3 x 3-as négyzetes diagondlis

matrix, melynek atl6jan a csillapitasi egylitthatok szerepelnek és P 3 x 3-as négyzetes matrix,

Mg—j@. @ = (uy,...,ug) az 4j valtozok a rendszer elsérendlivé
J

frasakor, F;(u) pedig az 1;-hez tartoz6 egyenlet. A sajatértékegyenlet :

amelynek elemei: P;; =
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-A 0 0 1 0 0

0O =X 0 0 1 0

0 0 —=A 0 0 1
det(M — AI) = _

-k k 0 —=b—A 0 0

k =2k k 0 —by — A 0

0 k- —k 0 0 —bz — A

= A0 BT+ DN 4 D3 A’ A+ AEAY  bybo At + bibg At + bobs At + 3k A3 + 2kbo A + 3kbg A3
+b1bebs\® + 3K2AZ + kbiboA? + 2kb1b3 A2 + kbobs A2 + E2bi\ + K2\ + E2bs ) = 0. (2.6)

A (2.6) egyenlet éltaldnosan hatod fokd, analitikusan nem megoldhatd. Csak specidlis
esetekben lehetséges analitikusan kezelni (1asd a Fiiggelék C. fejezetét).

A by értékét rogzitjik és bp,b3-al pedig bejarunk egy megfeleléen megvalasztott
paraméterteret. Minden igy kapott (by, b, b3) paraméterkiosztdsra kiszdmoljuk rendszer
matrixanak sajatértékeit, majd optimumot valasztunk és azt dbrazoljuk a paramétertérben.

A rendszert partikularis esetben (by = 3.17) tanulmanyozta Motter et al. [2]. Az édbrakon
feltiintetett Motter pont felel meg ennek az optimumnak. A vizsgalataink sordn viszonyitdsi
alapként hasznaltuk.

Az 2.1. és 2.2. abrdkon bemutatunk néhany igy kapott eredményt.

A 2.1a.-2.1c. 4brdkon a by relativ kis értéket vesz fel. Az optimum ekkor a f6atlon
helyezkedik el, viszont eltér a by, bs-ban szimmetrikus Nyereg pontt6l. Novelve a by értékét,
adott kiiszob utdn szétvédlik az optimum, és két, b; paraméterekben aszimmetrikus pontot
(2.1d. abra) kapunk megoldasnak (az dbran csak az egyik pont értékei vannak feltiintetve,
a masik ennek a tiikrozése). Még tovabb novelve a b, értékét az optimum udjra Osszeesik
egy foatlon elhelyezkedd ponttd (2.1e. dbra), majd ez a kollapszadl6 viselkedés megsziinik,
miutdn a b, meghaladja a 2.5-0s értéket, és ezek utdn stabilan két megolddsunk marad, melyek
aszimmetrikusak b; paraméterekben és egymds tiikrozései®*. Az dbrakon megjelend pontok:
az értékekkel ellatott pont az adott eset optimalis megoldasa, a Nyereg jelzéssel ellatott pont
a tartomény kozepe, a Teljesen szimm. jelzéssel elldtott pont pedig a teljesen szimmetrikus b;

paraméterkiosztds esetét jelenti, ahol b; = by = bs.

3 A két megoldds egymdsnak forditottja: ebben visszakdszon a tekintett rendszer szimmetrigja.
4 A sokkal részletesebb dbrakat lasd ??. fejezetben.
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bz =0.2

+  Motter —0.200 i blatter -0.22
Nyereg
MNyereg i
« by=19,b3=109 0-205 © b1=1.94 b;=1395
-0.210 -0.23
o -0.215 o 225 =
2 B = 024 5
L -0.220 < ~ 200 B
= : =
&8 -0.225 ¢ Q 175 «
-0.230 —0.25
=0.235
| -0.26
i -0.240
100 : 100
100 125 150 175 200 225 250 275 300 100 125 150 175 200 225 250 275 300
bs-100 b3+100
(a) (b)
bz =03 bz =1.85
300 1 -0.4
= Motter R e
Nyereg -0.26 Teljesen szimm.
«  b1=2.03,by=2.03 BRG=207 b:=193 —0.5
-0.27
= o 225 -067
8 = g
-0.28 2 ~ 200 =<
T 5 07w
[
Zgap 175
-0.8
-0.30
-0.9
100 100
100 125 150 175 200 225 250 275 300 100 125 150 175 200 225 250 275 300
b3+100 bs-100
(©) (d)
b; =19 b; =2.8
-0. -0.4
»  Motter 0.4
Teljesen szimm.
« b1=20,b3=20 -0.5 =03
-0.6
o 225 -0.6 —~ o 225 —
= 5 = 07 §
~ 200 < ~ 200 B
— _0'?E — E
Q 375 < B —08a
-0.8 6
»  Motter T
Teljesen szimm.
i - b I-133 bs=2.69 -1.0
« bi=1.38 bi=2.
100 100 e —
100 125 150 175 200 225 250 275 300 100 125 150 175 200 225 250 275 300
bs-100 bs-100
(e) ®

2.1. dbra. Az &brdkon kiilonboz$d rogzitett b, esetekre a paramétertereket dbrdzoltuk. A
szinkéddal szemléltetjiik a lokalisan optimalis megoldést es feltiintetjiik a globdlis optimumokat
a Motter pont és a Nyereg, illetve teljesen szimmetrikus pontokkal egyiitt.
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. M{;&er =04 «  Motter =04
Nyereg Nyereg
b1=1.45, b3=2.5 =% b1=1.6,b3=227 s
-0.6 -0.6
o = o =
= -0.7 ..é:’L = -0.7 <3
-S -0.8 & _'Q" —0.8 &
-0.9 -0.9
~1.0 -1.0
100 100
100 125 150 175 200 225 250 275 300 100 125 150 175 200 225 250 275 300
bz - 100 bz - 100
(a) (b)
b2 =43 b2 =55
«  Motter ~4 «  Motter ~4
Nyereg Nyereg
s by=224,b;=163 . s b=172,b3=215 i
-0.6 —0.6
= P = P
= ik o = -07 &
8 -0.8¢ 8 —08&
-0.9 -0.9
-1.0 A
100 100
100 125 150 175 200 225 250 275 300 100 125 150 175 200 225 250 275 300
bz - 100 bz - 100
© (d)
b, =7.6 b; = 20.8
- 0.4 Sl —0.4
« Motter = Motter
275 Nyereg 275 Nyereg
b1=18b3=21 =0.5 « b;=203,b3=1.93 -0.5
-06 -0.6
o o o o
o o o o
b 072 = 07 <
o T o T
< -0.8% < -08%
=3 -0.9
100 i 100 -1.0
100 125 150 175 200 225 250 275 300 100 125 150 175 200 225 250 275 300
bz - 100 bz - 100
(e) (H

2.2. ébra. Paraméterterek dbrdi kiilonboz6 b, rogzitésekre, ahol méar nem figyelhetd6 meg a
megolddsok kollapszusa. A szinkéd a kivdlasztott vezetd sajatértékek valds részének felel
meg. Rogzitett by eseten az dbrdkon szinkéddal szemléltetjik a (by,bs) térben a lokélisan
optimédlis megoldést. Feltiintetjiik kékkel a globalisan optimélis megoldast es a karakterisztikus
nyeregpontot.

A 2.2a.-2.2f dbrdk mindegyike abbdl a b, tartomdnybdl szarmazik, ahol mar nem figyelhet6
meg az optimdlis megoldasok kollapszusa. A 2.2a. dbran a két optimum meglehetsen tdvol van

egymadstdl, majd a b, paraméter értékének novelésével elkezdenek kozeledni mind egyméshoz,
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mind a f6atléhoz. Elérve egy bizonyos b értéket, ez a folyamat olyannyira lelassul, hogy csupan
by extrém bedllitdsaval fog bekovetkezni véltozads a megolddsok elhelyezkedésében.

A fenti eredmények alapjdn megfogalmazhato par 1ényeges kovetkeztetés:

* Az optimdlis energia lefutdshoz vezetd utat, ahol nem taldlunk oszcilliciét az
energiagdrbében és a csillapitds a legoptimalisabb, nem szimmetrikus paraméterkiosztas
esetén kapjuk meg. Hogy az energia id6sorokkal is vizualizaljuk ezt, a 2.2c. sajatértékeket

feltiintetd dbrdanak megfeleld energiagorbék esetében:

107 — b1=2.24 b,=4.3 b;=1.63 —— by=2.24 b,=4.3 b;=1.63
b1=2.24 b;=4.3 b;=2.24 1014 by1=2.24 by=4.3 b3=2.24
0.8 1 — p;=1.63 b;=4.3 b5=1.63 —— by=1.63 b=4.3 b3=1.63
10—3 =
0.6 1 s
o
o W q0-5
()]
0.4 1 =)
1077
0.2 1
10~
0.0
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
t [s] t[s]
(a) (b)

2.3. 4bra. Energia idésorok normal és log-normal skaldn a 2.2c. dbranak megfeleld paraméterek
esetén, illetve a nekik megfelel6 szimmetrikus by, b; esetben.

* Ezen nem vart szimmetriasértés igazolja mas csoportok munkdjat [2]. Ugyanakkor egy
kontra-intuitiv eredményt jelent egy igen egyszeri rendszer esetében, mely arra enged
kovetkeztetni, hogy bizonyos esetekben az optimum nem feltétleniil tiikrozi a rendszer

szimmetridjat

Ahogyan lattuk a 2.1. dbra esetén, az optimdlis megolddsok elfajultsiga adott by
tartomdnyon, amely b, € [0,2.5] kozé tehetd, viltozik: a kezdeti elfajult megoldés
kettévalik, majd kollapszal Gjra eggyé, végiil ujra kettévalik. A kovetkezOkben definidlunk egy

mennyiséget, amely megadja az optimum tdvolsdgat a paramétertartomany kozepétol.

2.1. Definicié (Tavolsag paraméter). Azt a mennyiséget, mely a globdlis optimum(ok)

tdvolsdgdt megadja a paramétertér centrumdtol, tavolsdg paraméternek nevezziik:
4 = (b1 — be)* + (bs — be)*. 2.7)

A haszndlt paraméterterek esetén b, értéke 2.
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A 2.1. meghatdrozdssal bevezetett mennyiséget vizsgdltuk a teljes by € [0,20.8]
tartoményon, illetve ennek egy leszikitett részén. Eles valtozas kovetkezik be a by € [2.45, 2.55]

intervallumon (2.4b. dbra). Ez, a rendszer egyfajta fazis valtozdsanak is tekinthetd.

1.00
0.75 - 1.0
0.50 .- N, L G5 !
0251
\ S, NS SRS e o '_‘_.‘ "-,....__._‘ AN |
E 0.00 /r ! H 0.0 RO
-0.25
_0.5'

—0.50 1
-0.75 -1.01

-1.00

25 50 7.5 10.0 125 15.0 17.5 20.0 00 05 10 15 20 25
bz b2

(@) (b)
2.4. abra. A 2.4a. dbrdn a tdvolsiag paraméter teljes bo-re vonatkoz6 tartomdnyon valé valtozasat

abrazoltuk. A 2.4b. 4dbrdn az a tartomdny lathat6 nagyobb felbontdsban, ahol a rendszert
legerdsebben jellemzd fazisvéltozas jelenik meg.

Megnévelve a (b1, bs) tartomany méretét, a jelenség nem tiinik el, st az dbra szinkddjanak
tendencidja alapjdn megmarad (Lasd 2.5. abra; a tartomany széle felé a sajatértékeke valds
részei novekedni kezdenek.). Az, hogy ezen oszcillacié a megoldasok szdmaban minek hatdsira
kovetkezik be még egy nyitott kérdés szamunkra, és ismét azt illusztrdlja, hogy nagyon egyszeri
rendszerekben is szdmos djdonsdgot lehet felfedezni i) megkozelitésekkel. A jelenség tovabbi

vizsgalddasi alapot biztosit a rendszerrel kapcsolatban.
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500 ¢
Motter

Teljesen szimm.
400 b1=2.0,b3=2.0

0 100 200 300 400 500
bz - 100

2.5. abra. A féazisatmenet kornyékén nagyobb paramétertér esetén sem valik szét az optimdlis
megoldas.

Visszatérve a 1.1. alfejezetben tett kijelentésiinkhdz, miszerint a rendszer fixpontja egy
invaridns egyenes, ez meg is mutathatd, ha megnézziik a rendszer koordindta idésorat adott
paraméterkiosztasra (2.6. abra).

Ebben az esetben djra megvizsgalhatjuk az energia iddsorokat is. Az optimalis sajatérték
alapjan vdlasztott paraméterekre gyorsabban csokkend energiagorbéket kapunk (2.7b. dbra),

mint szimmetrikus esetben.

— b1=2.6b,=2.6b3=2.6
e | —— b1=2.0b=26 b3=2.0

T by =1.30 by=2.6 b3 =2,93

2.6. abra. A rendszer x;, ¢ = 1, 3 kitéréseinek idGsora.

A rendszer fixpontja egy invaridns egyenes, melynek barmely pontjdban véget érhet a
csillapodasi folyamat (2.6. dbra). Az egyes esetekben az x; elmozduldsok alland6 értékre dllnak
be megfeleld id6 eltelte utdn. Az, hogy az egyes esetekhez tartozé x;-k értékei megegyeznek

nem azt jelenti, hogy a rendszer egy pontban éri el a nyugalmi 4dllapotot, hanem, hogy az
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elmozduldsok valtozatlanok. Az abra szemlélteti a rendszer transzlacié invariancidjat is (ha a
rendszer nem szenved transzlaciét, akkor az egyensilyi allapotban z; = 0, 2.6. dbran kék és
fekete gorbék, mig transzlacio esetén x; # 0, 2.6. dbran piros gorbe). A piros gorbe esetén a

rendszer eltolédott a kezdeti dllapothoz képest.

bl=2.6b2=2.6 b3=2.6

Q102 bl=2.6 b2=2.6 b3=2.6
w | b1=2.0 b2=2.6 b3=2.0 = 4
Q

bl=2.0 b2=2.6 b3=2.0

4 bl=1.32 b2=2.6 b3=2.93 bl=1.32 b2=2.6 b3=2.93

o
-u
w
S
o
el
o

=3

)

(a) (b)

2.7. dbra. A rug6-tomb rendszer teljes energidinak idésora normal és log-normal skdléan. k; = 1
minden esetben.

A 2.7a. dbran a teljes energia idOsorat latjuk normdl skdldn, mig a 2.7b. dbran ugyancsak
a teljes energia idGsora figyelhet6 meg log-normal skdldn. Az dbrdk alapjdn vizudlisan is
megfigyelhetd (f6ként a log-normal skdla esetén), hogy az aszimmetrikus paraméterkiosztdsok

esetében gyorsabb csillapoddsunk van, mint szimmetrikus paraméterhalmaz esetén.

2.2. Az optimalis ut az egyensiilyi allapothoz: masodik eset

Ahogyan azt az el6zéekben megmutattuk, 1étezik a szimmetriatorés a rendszer optimadlis
viselkedése szempontjabdl: egy identikus elemekbdl all6 sokasdg optimdlis csillapitasat egy
heterogén paraméterkiosztds adja meg. Az eddigi munkdnk részben reprodukcidja volt Motter
et al. tanulmdanyainak [2], illetve egy részletesebb vizsgdlata. Az tjdonsdg amit taldltunk az a
megolddsok szaménak oszcillacidja by € [0, 2.5] tartomdnyon.

A kovetkezOkben egy madsik esetet adunk meg, melyet Motter et al. nem vizsgéltak,
arra vonatkozdlag, hogyan lehet optimumot elérni. Az el6z0 alfejezetben a véltoztathatd
paraméterek a b; csillapitdsi tényezék voltak, melyet felfoghattunk, mintha az oszcillatorok
kiilonboz6 viszkozitdsi kornyezetben operdltak volna, avagy kiilonb6zd méretliek/alakik
lettek volna. Egy masik kézenfekvS lehet6ség a varidlhaté paraméterekre az oszcillatorok
csatoldsdnak mértéke, azaz a k;-k varidlhatésdga. Ez nagyon konnyen megtehet6 anélkiil, hogy
a rendszer szimmetridjat megtornénk. Példaul, ha a rugdkat kiilonb6zd anyagokbodl készitjiik,
de hosszukat, vastagsdgukat, egyéb paramétereiket megtartjuk.

A rendszer (2.5) egyenlettel megadott matrixat alakra nem befolyédsolja a masodik esetben

a feladatunk. A szimmetridt még jobban érzékeltetendd, a tovdbbiakban a (by = by = b)
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feltevéssel fogunk €lni. Ekkor a sajatértékegyenlet:

—A 0 0 1 0 0
0 —A 0 1 0
0 0 —A 0 1
det(M — AI) = =0. (28
ki 0 —b—XA 0 0
ki —ki—ky ks 0  —b—X 0
0 ky  —ky 0 0 —b—2A

A 2.1. fejezetben megjegyeztiik, hogy ez az egyenlet csak specidlis esetben kezelhetd
analitikusan. Ez a specidlis eset akkor kovetkezik be, ha b; = b, mindhdrom csillapitdsi
egylitthatd megegyezik és a valtoztathaté paraméterek a k; csatoldsok. A rendszer madtrixa
ilyen esetben erdsen elfajult lesz, azaz a sajatértékek tobbszorosen elfajultak lesznek (ezt
matematikailag is igazolhatjuk, lasd A Fiiggelék C. fejezetében).

A vizsgalati modszerek ugyancsak hasonldak a 2.1. fejezetben leirtakhoz. Bejartuk a
megengedett paramétertartomdnyt, majd a mér ismert szabdly szerint kivalasztottuk az optimélis
megoldédsokat. Kiilonbségnek tekinthetd azonban, hogy a rendszert szimmetrikusan tartando,
b1, b3 paramétereket egyformdnak valasztjuk. Egy paraméterteret adott by, by, b3 kiosztés
jellemez. Ezt a teret bejarva egy tetszlleges, esetiinkben stepy,, = 0.05 1épéssel noveljiik a
by, by értékét. Ezeket a 1épéseket sorba végezve eljutunk b, b3 hatdrdhoz. Ezt a hatért elérve
egy stepy, = 0.01 1épéssel noveljiik by értékét €s megismételjiik az eldbbi eljarast. Ekkor az

aldbbiakhoz hasonlé paramétertér-portrékhoz jutunk:
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2.8. dbra. Kis bo-k esetében a lokalis optimum a (&, ko) paramétertérben szinkéddal dbrézolva.
A globélis optimumot/optimumokat a piros pont szemlélteti.

A kis by-k hatdreseteit a 2.8. dbrdn szemléltettiik. A kezdeti két optimum (2.8a. dbra) a by, b3
novekedésével elkezd a f6atlo fele kozeliteni (2.8c. dbra). Ez azonban csak annak kdszonhetd,
hogy hatart szabtunk a paramétertérnek. Ha nem tessziik ezt meg (2.9. dbra), akkor az optimélis
megolddsokbdl mindig kettd van, amelyek szimmetrikusan helyezkednek el a f6atléra, de nem
jelentenek szimmetrikus paraméterkiosztast. A 2.9a. és 2.9b. dbrdkon a by, by, b3 paraméterek

ugyanazok,azonban a k;, ko paramétertér mérete eltér.
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2.9. dbra. A paraméter tér novelésének hatdsa a globdlis optimum vizualizdciéjara.
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Noveljiik a paraméterteret, akkor a megolddsok mindig a tartomény szélén tartézkodnak, és
kettd van beldliik. 2.9a. és 2.9b. dbrdk ugyanazon paraméterekre késziiltek. A kiilonbség csak a
megengedett paramétertér mérete. A 2.9b. dbra esetén ez 12.5x nagyobb mindkét tengelyen,
mint a 2.9a. dbra esetén. Latjuk, hogy a mdsodik 4brdn elvards szerint a két megoldas a

tartomdny sz€lén helyezkedik el, és kettd van belble, szemben a kisebb tartomany esetével.
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2.10. dbra. Aby > 1 esete. A lokdlis optimumok a k; — ko paramétertérben.
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Lattuk, hogy a k; csatoldsok véltoztathatésdga ugyancsak egy szimmetriatorést visz a
rendszerbe. Ha most megnézziik a kitérések €s energidk idGsorait, akkor kiilonbségeket
latunk a 2.1. alfejezetbeliekhez képest. Az igy kapott optimum jobb a szimmetrikus
paraméterkiosztasokndl, ellenben a gdorbék monoton csokkenése mar nem lesz megfigyelhetd.
Ez, a b; paramétereket dllandonak tartdsidval magyardzhatd, mivel igy nem valtoztathat6 az
oszcillaciok csillapitdsa. A k;-k valtoztatdsdval tehat csak a leggyorsabb csokkenés és a

stabilitas biztosithato.
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2.11. dbra. A rendszer elemeinek kitérés iddsora. Latjuk, hogy az oszcilliciok megengedetté
véalnak, amikor a b;-k rogzitettek, és a k; paramétertérben vagyunk. Az aszimmetrikus csatolds
ekkor is gyorsabb lecsengést eredményez.
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2.12. 4bra. Teljes energia idésorok normal €s log-normal skéldkon.

A 2.12a. abran a teljes energia idosorat latjuk normal skdldn, mig a 2.12b. dbran ugyancsak
a teljes energia idGsora figyelhet6 meg log-normadl skélan. Itt is lathatd, hogy a csatoldsok
varidlasaval az energiagorbékben eltlinik a monoton lefutas.

Osszegzésképpen elmondhatjuk, hogy a csatoldsok véltoztatdsa is egy lehetséges it az

optimélis szinkron eléréséhez annak ardn, hogy 4ltaldnos esetben feladjuk azon megkotésiinket,
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hogy a kitérés és energia idosorok monoton csokkenjenek. Specidlisan megvalasztott b;-k esetén
azonban ezek monotonnd vdlhatnak. Ez a mddszer djdonsdgot hoz a Motter et al. [2, 4] éltal
nyert eredmények mellé, és Ujbdl igazoljak a szimmetriatorés jelenlétét egy relativ egyszert
rendszer és modell esetén. Az eredményeink azt is aldtdmasztjdk, hogy nem vart aszimmetriat

kovetelhet meg bizonyos optimalis viselkedés eléréséhez egy dinamikus rendszer. [17].
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3. fejezet

A Klasszikus (elsorendii) Kuramoto oszcillator-sokasag

A szinkroniziciés jelenségek matematikai, fizikai, bioldgiai, kémiai €és szocidlis
vonatkozédsokban jelen pillanatban is intenziv kutatési teriilet [7]. Ilyen jelenségek leirdsira
vezette be Kuramato Yoshiki a réla elnevezett modellt 1975-ben [18, 19]. Bevezetése 6ta sok
varidnsa alakult ki ennek a modellnek. Napjainkig ez az egyik legelterjedtebb és legalapvet6bb
keretrendszere a szinkronizdcids jelenségek és/vagy csatolt rendszerek leirdsdnak. Az egyik
legegyszerlibb varidnsa, az ugynevezett klasszikus Kuramoto modell, mely csupén a fazisszogek
elsérendli 1d6 szerinti derivéltjait tartalmazza. Matematikai megfogalmazdsban az egy

dimenzids rendszer mozgésegyenletei:

Cf; = w; + ; (Kiivj - sin (0, — 0;) + Ky - sin (6;_; — 6;)) . (3.1)

Ez az egyenlet j = 1,n szomszéddal val6 kolcsonhatést fejez ki elére és hdtra irdnyban.
Az i futdindex 1-t8l az oszcillatorok szdmaval megegyezd N-ig megy. A csatoldsi dllandok
indexeiben az elsd ¢ index megadja, hogy melyik oszcillatort csatoljuk, mig a masodik, ¢ + j
indexbdl a 7 pedig megadja, hogy az i-t8l szamitott hanyadik oszcillatorral csatoljuk azt. Péld4ul
aKjzesetént = 1,1+ 7 = 3, vagyis az egyes oszcilldtor a harmadikkal (a téle szdmitott
masodikkal) van csatolva. Tételezziik fel, hogy N = 3. Ekkor a rendszer egy sematikus

abrazolésa a kovetkezdképpen nézne ki:

Wi ¥ -
K> 3
3.1. abra. Az elsérendti Kuramoto modell N = 3 oszcillator esetén.
Természetesen a (3.1) egyenletekkel leirt modellben a Kj;,; csatoldsi tényezOk

megvdélasztdsaval a rendszer nemcsak adott n szomszéddal lehet csatolt két irdnyban, de a

csatolds megvaldsithaté egy irdnyban is. A tovdbbiakban a kovetkezd feltételezésekkel éliink:
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e arendszerben N = 3 oszcillator van;

ezek mindkét irdnyban, legkdzelebbi szomszéd, n = 1, csatoldssal rendelkeznek;

a valtoztathat paraméter, melyek terében keressiik az optimalis, megoldast a K;

csatolasi allandok;

az w; sajatfrekvencidk megegyeznek és idében dlland6 kezdeti értékiik van.

Ez a rendszer mir mind topoldgidban, mind csatoldsban komplexebb az 1. fejezetben
targyalt rug6-tomb modellnél, hisz a csatolds szinuszos €s nem linedris. A fentebb felsoroltak
tikkrében vezessiink be egy uj jelolést a csatoldsi egyiitthatokra, hogy csokkentsiik az indexek
szamat. Az éaltalunk tekintett modellben altaldnosan a 6; és 6, ;| fazisszogekkel jellemzett
oszcillatorokat a K;, -es csatoldsi dlland6 koti ossze (lasd a 3.1. dbrat).

A rendszer tanulmdnyozdsa sordn tesziink néhdny megkotést. Ezek abban édllnak, hogy:
* rogzitjik K értékét 2.5-re;

* acsatoldsi dllandok Osszegét dllandénak tarjuk » . K; = konst. = 3K, = 7.5.

3.1. Atlagidé vizsgalatok kiilonboz6 statisztikakra

Az dtlagido vizsgdlatok modszere eltér az eddigiekben hasznalt mdédszerektdl. A rendszer
linearizdcidja és mdtrixdnak sajatértékvizsgalata a szinuszos kapcsolds miatt csak a fixpont
kornyékén adja meg az optimdlis szinkronizacidt és stabilitdst. Ha viszont a teljes folyamatot
akarjuk vizsgdlni, akkor ez nem egy hasznos mennyiség. Mivel a rendszer szinkronizdcidjdhoz

sziikséges 1d6t akarjuk itt optimizélni, a rendparaméter segitségével fogjuk ezt most megtenni.

3.1. Definicié (Szinkron és fixpont harom oszcillator esetén). Kuramoto rendszer esetén
szinkron alatt azt értjiik, amikor az oszcilldtor sokasdg egyetlen € korfrekvencidval

(szinkronizdcios korfrekvencia) mozog:
Vi,j: A0 =0, —0; =2km, ke Z, (3.2)

Mivel csak harom elembdl dllo rendszert vizsgdlunk, a [8] alapjdn, a szinkron csak a A9 = 2k11

esetben stabil. Ezek a feltételek megadjdk a fixpont értelmezését is egyben a A dltal.

3.2. Definicié (Rendparaméter). Kuramoto modell esetén az r rendparaméter megadja a

rendszer szinkronizdcios fokdt egy idopillanatban. Ez egy 0 és 1 kozotti szam, ahol v = 0 a
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szinkron teljes hidnydnak felel meg, mig az r = 1 a teljes szinkronnak:

N

1 i0;
=[], (33)

7j=1
ahol N az oszcilldtorok szdma, 0; pedig az j-ik oszcilldtorhoz tartozo fdzisszog.

A rendparamétert minden integracids lépésben kiszamitva feldllithatunk egy szabalyt. Ha
r > rum értéket veszi fel, akkor a rendszert szinkronizaltnak tekintjiik®. Az ry,, eléréséhez
tartoz6 1do pedig megadja a szinkronizdcidhoz sziikséges idGtartamot. A vizsgélatokat 7, €
{0.8,0.9,0.995} értékekre végeztik. Az atlagidé mddszere abban dll, hogy a fentebb leirt
megkotések szerint adott tartomdnybdl nry darab (K7, Ks, K3) csatolds kiosztést generdlunk,
majd minden egyes csatolds kiosztdst nrp darab kezdeti (01,0s,63) fazisszog kiosztdsra
lefuttatjuk, és a kapott szinkronizacids id6k atlagat kiszamoljuk. Az nrp, azaz a statisztika
novelése javitja a kapott eredményeket. A vizsgdlatok nrp € {1000, 5000, 10000} statisztikdkra
torténtek. Nyilvan az integraldsi médszerek €s id6szamitds numerikdja is ad egy hibahatért, ami
alatt az eredményeinket nem fogadhatjuk el pontosnak. A haszndlt integraldsi mdédszer a Python
nyelv scipy csomagjanak solve_ivp() fiiggvénye, melyen beliil egy negyed renddi Runga-Kutta
solver implementaciot hivtunk meg.

Az elsérendli Kuramoto rendszer ilyen feltételek melletti vizsgdlatdnak eredményei a
3.2. abran lathatok Osszefoglalva, melyeket numerikus szimulaciok segitségével kaptunk a
fent leirtak szerint. A rendszer szimmetridja miatt a /; paraméterek varidcidja ezekben az
esetekben nem hozott szimmetriatorést, s6t az oszcillatorok kezdeti korfrekvencidjanak eltérd
megvalasztasa és a kiilonboz6 ry;,, értékek sem okoztak szamottevd valtozast.

Ha szimmetriatorésrol beszélhetnénk, akkor azt varndnk, hogy w; = 0 esetén megjelenjen
a % = 0-ra szimmetrikusan egy jol kivehetd id6beni minimum a szimmetrikus piros
vonalhoz képest, azaz a fekete vonal essen a piros ald, igyhogy 0-ban legyen minimuma és
idSben jol kivehetd legyen (karakterisztikus id6vel 0sszemérhetd legyen). Az w; < 0 esetben
azt varnank, hogy ugyanez a minimum balra, w; > 0 esetben jobbra tolddjon el, de ugyancsak
jol kivehetd legyen.

Ugyancsak ezt a rendszert vizsgéltuk olyan esetben is, amikor a csatolds nem két irdnyban
tortént, hanem csak az egy irdnyban (3.3. dbra). A kovetkeztetésiink ebben az esetben is az

volt, hogy ez nem okoz szimmetriatorést a rendszerben a teljes folyamatra nézve, az optimélis

paraméter kiosztds a szimmetrikus. Ekkor a rendszer egyenletei:

d; - .
a =w; + jzl (Ki—j - S1n (0i+j — 91)) . (34)

3A jelen rendszer esetén nem léteznek f4zisblokkolt dllapotok.
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A 3.2. abréan a kiilonb6z6 paraméterek esetére kapott atlagidok lathatdk. A piros pontok altal

alkotott egyenes a szimmetrikus iy = Ky = K3 = K = 2.5 eseteknek megfelel6 atlagidd,

mig a fekete pontok alkotta gorbe az aszimmetrikus K; paraméterkiosztasbol kapott atlag

szinkronid6k. Egy kiosztdst akkor tekintiink jobbnak (optimélisnak) a szimmetrikus esetnél,

ha a fekete gorbe a piros ala esik és idoskdldn jelentSs, karakterisztikus id6hoz mérten, eltérést

latunk. Az egyes képek alatt megadjuk a vizsgalt rendszer lényeges paramétereit. Az abrardl

egyértelmien kitlinik, hogy soha nem jelenik meg jobb eset, a teljesen szimmetrikus K; = 2.5

esetnél. Tovabba az is megfigyelhetd, hogy a kezdeti w; oszcillator sajatfrekvencidk nagysiga

és elgjele sem befolydsolja az atlagokat ha elég nagy statisztikét tekintiink. Az oszcilldtorok

minden esetben mindkét irdnyban els6-szomszéd szomszéd csatolds esetén lettek elemezve.
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3.2. 4bra. Kiilonb6zd paraméterekre kapott atlag szinkronizacids id6k klasszikus Kuramoto
modell esetén, amikor a csatolds két irdnyd. Az abran a szinkronizaciés id6t (Oy tengely)
abrazoltuk a két sz€1s6 csillapitasi tényezd kiillonbsége felének (Ox tengely) a fiiggvényében.
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A 3.3. 4dbran a kiilonbozd paraméterek esetére kapott atlagidok l4thatdk csak egyirdnyu

csatolds esetén. A piros pontok dltal alkotott egyenes a szimmetrikus K; = Ky = K3 =
K = 25 eseteknek megfeleld atlag szinkronid6k, mig a fekete pontok alkotta gorbe

az aszimmetrikus K; paraméterkiosztdsbdl kapott dtlag szinkroniddk valtozdsat dbrizoljdk.
Az egyes képek alatt olvashatok a pontos kezdeti értékeik az egyéb paramétereknek. A
kovetkeztetés hasonld a 3.2. dbra esetén megfogalmazottal, mivel a szimmetrikus kiosztas
adta id6 ald esd aszimmetrikus optimumok nem konzisztensek, és az eltérés csak harmadik,
illetve negyedik tizedesben jelentkezik. A csatoldsok irdnya sem tolja el a rendszer optimumat

a szimmetrikus paraméterkiosztastol.
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3.3. abra. Kiilonbozd paraméterekre kapott atlag szinkronizdcids id6k klasszikus Kuramoto
modell esetén, amikor a csatolds egy irdnydu.

3.2. Stabilitas és szinkronizacio vizsgalat sajatérték analizissel

Mivel a teljes folyamatra nézve nem tudtunk djat mondani a rendszerrel kapcsolatban,
ezért megvizsgaltuk fixpont kornyékén is rendszert. A mdédszer alapjaiban ugyanaz, mint a
2.1. fejezetben azzal a kiilonbséggel, hogy itt nem linedris a rendszer csatoldsa. A stabilitds
vizsgalati mddszereit ilyen esetekben részletesen tanulmanyoztdk mar [8, 16]. Ha egy forgd
vonatkoztatdsi rendszerbdl nézziikk az oszcilldtor sokasdgot [8], akkor bevezethetiink egy
véltozécserét: u; = 6; — wt. Ekkor a stabilitast és szinkronizdciét jellemz6 matematikai

objektum az ugynevezett Jakobi-mdtrix, melynek elemei megadhaték mint:

OFi(u)

Jij = Bu, = NOES Fj(u)7 (3.5)
ahol u* = (uf,...,u}) a fixpontnak megfelel§ vektor. Ez egybeesik a 3.1. meghatdrozdsban

megadott pontokkal. N = 3 oszcilldtor esetén elsé szomszéd kapcsolasban kifejthetjiik ezt az
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egyenletet a kovetkez6 alakra:

Jij = Kina cos(ul 1 ul)(Sl_Lj — (K1 Cos(u, L= U )+ 3.6
+K;_ 1cos( ) 0ij + K- 1cos( (1 u:)6i+17j
Figyelembe véve a fixpontokat a Jakobi-maétrix elemei:
Jii = —Kip1 — Ki
Jiiy1 = K : (3.7)

Jii—l = Ki—i—l

Ez egy 3 x 3 madtrixot jelent elsérendli Kuramoto modellt tekintve. A sajatértékek

analitikusan megadhatok altaldnos alakban (részletekért 14sd a Fiiggelék D. fejezetét):

/\1:0

Ay = —\/(Kl) 2 - K1 Ko+ (Ky)? — K1 K3 — KhoKs + (K3)2 — (K + K + K3)
Az = \/(Kl) 2 - KWKy + (K2) 2 - K1K3 — KyKs + (Kg) 2 — (K1 + Ky + Kg)

(3.8)

Ezek koziil a lokélis optimumot, A, , a:

Aopt. = V(K1) 2 — K1 Ky + (K3) 2 — K1 K3 — KoK3 + (K3)2 — (K1 + Ky + K3) . (3.9)

kifejezés adja.

Ezeket a sajdtértékeket szamoltuk numerikusan, és dbrazoltuk a (K, K3) paramétertérben
rogzitett Ko esetén két feltételt haszndlva. Az els6 feltétel az 3.1. alfejezetben leirt volt,
miszerint a 2?21 K; = konst. 6sszeg alland6 (3.4. dbra). Ekkor visszakaptuk az el6z6 alfejezet
eredményeit, azaz az optimalis kiosztds a paramétertér kozepén szimmetrikus K, K3 esetén
valosul meg (1asd 3.4. abrat).

A 3.4. dbran a szinkdd a A, sajatértékeknek (valds részeinek) felel meg. Az egyszini
sérga teriilet, azaz az identikusan 0 tartomény, azon pontokat jeloli, ahol a ZZ K, = konst nem

teljestil.
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3.4. dbra. Optimdlis szinkronizdcié id6 szinkdddal dbrdzolva, rogzitett Z?:1 K; = konst.

Osszeg esetén.

A madsodik esetben hagytuk, hogy adott K, /(5 hatdron beliil a teljes teret bejarhassuk,
vagyis megsziintettiik a Zf’zl K; = konst. feltételt. Ekkor azt tapasztaltuk, fogy fixpont
koriil a rendszer mindig akkor szinkronizdlodik a leggyorsabban és legstabilabban, amikor
K, K5 a lehetd legnagyobb értéket veszik fel (K, rogzitett!). Ez nem mds mint egy a f6atlon
elhelyezkedd pont, mely a tartomdny legsz€lén az orig6tdl legtavolabb helyezkedik el (3.5.
abra).
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® (KK Ky} =1(451545)
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3.5. ébra. Az ébrdkon a kiilonbdzd paraméterek esetére kapott optimdlis sajdtértékeket
abrazoltuk a K, K3 fiiggvényében rogzitett K, esetén. Az optimdlis szinkronizdciénak
megfeleld megoldasok a f64tlon helyezkednek el a legtavolabb az orig6tol.

Mindezen eredmények aldtdmasztdsa érdekében megvizsgaltuk numerikus szimuldcidkkal
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a 0;(t) (3.6. abra) és Q;(t) (3.7. abra) idGsorokat, ahol €2; a rendszer korfrekvencidja, ez

nem feltétleniil ugyanaz, mint az oszcillatorok w; sajatfrekvencidi, melyek értékét dllandonak

tekintettik (w; = 0). Az eredményeket kiértékelve, ezen gorbék aldtdmasztjdk a fentebbi

megéllapitasinkat. A kezdeti fazisszogek véletlenszam-generatorral lettek kivalasztva.

6_
5.
44
— — K=[252525]
2 3 — K=[1.52535]
= K=[352515]
© 2 K=1[5 255.1
1_
""w.
0 g
‘ﬁ'hn
“114 : s = -
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
t [s]
(a)

— K=[252525]
— =[5, 2/5:50]

0.0 05 1.0 15 2.0 25
t[s]

(b)

3.6. abra. 6;(t) idGsorok kiilonbozé kapcsoldsi dllandok esetén klasszikus Kuramoto
rendszerben. A kiillonbozd szinek kiilonbozd csatoldsi dllandé kiosztdsokat jelolnek, mig a

vonaltipusok az egyes oszcillatorokat.

A 3.6. dbran a 0;(t) idGsorok lathatok. A 3.6a. abrat vizsgdlva egyértelml, hogy

a (K, Ky, K3) = (5,2.5,5) paraméterkiosztds gorbéi gyorsabban lecsengenek, mint az

aszimmetrikus kiosztasra kapott gorbék. A rogzitett K; 0sszeg gy6zelme itt nem nyilvanvalo

még, de megvizsgdlva a 3.7a. dbrat ez is rogton nyilvanvalova valik. Az 3.6b. dbrdn a két

szimmetrikus esetet vetettiik 0ssze. Lathatéan, a nagyobb K, K3 paraméterkiosztds gyorsabb

szinkronizdciét mutat, ahogy a sajatérték vizsgalatok ezt kimutattak.

51 i — K=[252525]
4l — K=[152535]
\ K=1[3.5251.5]
3] 1 | k=[5 2.55.1
R
Ilﬂ
=
a
0 S —
_1 4
_2 4
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
t[s]
(2)

2 —_— K=[252525]
s W= [5:::2.55:]
1_
0_
71
2
c -2
_3_
-5
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
t[s]
(b)

3.7. dbra. ;(t) idGsorok kiilonbozd kapcsoldsi dllandok esetén, klasszikus Kuramoto
rendszerben. A kiilonboz6 szinek kiilonbozd csatoldsi dllandé kiosztdsokat jelolnek, mig a

vonaltipusok az egyes oszcilldtorokat.
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A 3.7. dbran Q;(t) idGsorokat latunk. Az dbrdkat Osszevetve egyértelmiivé valik, hogy a
szimmetrikus esetek gyorsabb szinkronizdcidt mutatnak, illetve a 3.7b. dbrdval aldtdmasztjuk
a sajatértékek analizise szolgéltatta eredményt, miszerint a nagyobb K, K3 paraméterkiosztas

gyorsabb szinkronizaciét eredményez.
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4. fejezet

Tehetetlenségi (masodrendi) Kuramoto oszcillator-sokasag

A Kuramoto modellnek szdmos véltozata 1étezik. Ezek koziil a klasszikus véltozatot és
vizsgalatidt bemutattuk a 3. fejezetben. A kovetkeztetésiink az volt, hogy nem jelenik meg az
optimélis szinkronizdcids dinamikdra vonatkoz6an szimmetria a rendszerben Ky, K3-ra nézve.
Mindezen vizsgdlatok sordn az inhomogenitdsokat /; csatoldsok tartalmaztdk és csillapitds
nélkiili egyszer( rotatorokkal dolgoztunk. Ez a megkotés lesziikitette a lehetséges paraméterek
szamat €s latszolag a keresett effektus nem jelentkezett.

Kovetkezd 1épésként egy komplexebb rendszert tekintettiink, amely ugyancsak korbecsatolt
oszcillatorok topoldgidjaval rendelkezik, de lényeges valtozdst tartalmaz a dinamikét vezérld
egyenletekben. Az a modell, ahol a csillapitasok is részei lesznek az egyenletrendszernek,
implikdljadk mdsodrendd 1d0 szerinti derivaltak megjelenését. Az ilyen modellt nevezziik
mdsodrendii vagy tehetetlenségi Kuramoto oszcilldtor sokasdgnak. A tehetetlenségi modellt
sz€les korben alkalmazzdk nemcsak a sziik értelemben vett fizikdban, de interdiszciplindris
teriileteken is, mint példaul elektromos hédlézatok [2], Josephson-effektus [5, 20] elemzésére
€s mas, bioldgiai, szocidlis, halozatelméleti rendszerek leirdsara is [5, 21].

A kovetkezdkben tehat egy olyan rendszert fogunk tanulmanyozni, melynek egyenletei:

d2o;
mi—— dt2 - — W + Z Pi+j ° SlIl Z-‘rj — QZ) + KZZ—] . sin (el_j _ QZ)) . (41)

Az oszcillatorokat identikusnak tekintve, m; = m, a b;, w;, K;;+; paraméterek egyszeriien

atskalazhatok: & pe i anij — b, w;, Ki;+j. EKkor a (4.1) egyenlet egyszertibb alakra hozhato:

d20; )
a2 = — z —w; + Z iitj Sln /LJrj — 91) + K“,j - S1n (917] — 91)) . (42)
A tovabbiakban ismét éliink néhany feltételezéssel, melyek hasonlok a 3. fejezetben
megfogalmazottakkal:
* N = 3 oszcillator esetét vizsgaljuk;

* az oszcillatorok K;;,; csatoldsira az 3. fejezetben megfogalmazottak szerinti jelolést
alkalmazzuk: a 0; és 0, fazisszogekkel jellemzett oszcillatorokat a K;,-es csatoldsi

allando koti 0ssze (lasd a 4.1. abrat);

* az w; sajatfrekvencidkat egyforma w-nak tekintjiik, amit dltalaban 0-ra rogzitiink;
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4.1. dbra. Mésodrendd, d.n. tehetetlenségi Kuramoto modell sematikusan N = 3 oszcillator
esetén.

* az oszcillatorok mindkét irdnyban elsé szomszéd csatoldssal rendelkeznek (n = 1);

* altaldnosan rogzitjiik Vi : K; = K = konst. értékre.

4.1. Atlagidé vizsgalatok

Az atlagid6 vizsgédlatok moédszere nem tér el sokban a 3. fejezetben bemutatottaktol. A
modszer itt is az, hogy egy elére meghatdrozott paramétersikot bejarunk rogzitett b, esetén.
A szinkron meglétét ekkor is a (3.3) egyenlettel megadott rendparaméter 7, kiiszobértékének
megaddsaval vizsgdljuk. A kezdeti (61,09, 03) fazisszogek egyenletes eloszlasu véletlenszam
generitorral elGllitottak, mig az elsGrendii derivéltak 0-k: (61, 65, 65) = (0,0,0).

Kivélasztva egy adott esetet, 7, = 0.95, megvizsgaltuk a szinkronizacids idok eloszldsat.
A kutatdsunknak ez egy nagyon friss irdnya, igy még nem fogalmaztunk meg mélyre mend
kovetkeztetést ezen eredménnyel kapcsolatosan. Kideriilt azonban, hogy nem egy egyenletes
am szabadlyos eloszlasrdl van szé. Egyeldre csak mint megerdsitést hasznaljuk fel.

A 4.2. dbran szemléltetjiik az ry;,, = 0.95 kiiszobérték eléréséhez sziikséges 1dok eloszlasat.
Ez az id§ széles tartomdnyban véltozhat. Az egyes r(t) idGsorokat kovetve ugyanakkor az is
megallapithatd, hogy a legtobb esetben a szinkronizdcidhoz sziikséges id6 a kezddallapothoz
tartozé r(0) rendparaméter értékével monoton médon csokken, a nagyobb rendezettség kisebb
szinkronizacids 1d6t eredményezve. Azonban egyes kezddéllapotok esetén meglepden hosszu
1d6 telik el a szinkrondllapot eléréséig. Ennek magyardzata tovabbi vizsgdlatokat igényel
még. Mivel a szinkronizédcids id6k eloszldsa egyetlen maximummal rendelkez6 fiiggvény, az
atlagos érték relevans informaciot hordoz a teljes fazistérre vonatkozéan. Az dbran ezt a zold

fliggdlegessel tiintetjiik fel.
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4.2. dbra. ry;,;, = 0.95-0s kiiszobértékre kapott optimélis paraméterkiosztds esetén 1000 véletlen
kezd6 fazisra szdmolt szinkronizaciés id6k eloszlasa.

A 4.2a. dbran szamos kezdofeltételhez tartozé r(¢) idGsor lathat, melyeket feljebb
magyardztunk. A 4.2b. dbra az ehhez tartozé normadlt eloszlast mutatja, ugyancsak a zold
fliggdlegessel feltiintetve az atlagos szinkronizdcidhoz sziikséges id6t. Itt még jobban latszik,
hogy a szinkronizacids id6k széles tartomdnybdl vehetnek fel értékét, de a legjellemzdbb iddk

tartomdnya a [0.5, 2.5] tartomény. Az dtlag idG is innen vesz fel értéket.

4.2. Sajatérték vizsgalatok

A sajatérték analizisek a mar bemutatott mddszerekkel torténnek [8, 16]. Kiszamitjuk
a rendszer (3.5) egyenlettel megadott Jakobi maétrixat, és kiértékeljiik fixpont koriil. A
rendszernek stabil fixpontja a 3.1. meghatdrozas szerint A0 = 0; — 0; = 2kw, k € 7Z esetben

van.
A rendszer (4.2) egyenleteit els6rendd differencidl egyenletrendszerré irva a J métrix egy

6 x 6-os négyzetes matrix a kovetkez6 alakkal:

(5 5)
= ) 4.3)
-P —-B

Ez a matrix hasonlit az (2.5) egyenlettel megadotthoz: I, O és B ittis a 3 x 3 null és egység
matrix, illetve egy olyan négyzetes 3 x 3 matrix, melynek a f64tl6jan a b; értékei vannak és a
tobbi elem 0. Viszont a P matrix eltér a csatolds miatt. P elemei rogzitett w; = 0 esetben:

Jii = =Ky cos(0;_, — 07) — Ki_ycos(0;,, — 6;) = — > wri i
Jiirz1 = K;_1 cos (62‘“ — 9;‘) 4.4)
Jiic1 = K1 cos(0;_, — 7).

1

36



Ez az egyenlet két fontos dologban kiilonbozik a rugdé-tomb modell esetétdl. Elsdsorban a
korcsatolds miatt itt 3 darab K; csatoldsi dllandé van. A masik észrevétel az, hogy eltdvolodva
a fixponttdl, a nem linedris csatolds miatt a fenti elsérendd linearizdlds nem lesz elegendd. A
modszer tehat valoban csak a fixponthoz kozeli stabilitast és konvergencia sebességet jellemzi.
Fixpontban a koszinuszos tagoktdl val6 fiiggés megsziinik, és csak a csatoldsi dllandoktol fog
P fiiggeni.

A sajatértékegyenlet a megszokott
det(J—AI) =0

alakban irhaté, ami 4dltaldnos esetben nem kezelhetd analitikusan. Az elvégzett vizsgdlatok
nagyrészt azon alapszanak, hogy lerogzitjik K csatoldsi dllandé értékét (ne felejtsiik el,
hogy Vi : K; = K) és by értékét, majd bejarjuk a (b1, bs) paraméterteret egy numerikus
szimuldci6 segitségével €s kiszamitjuk az adott paraméterekre a (4.3) egyenlettel megadott
matrix sajatértékeit.

Az eddigi eredmények alapjdn, mind a paramétertér nagysiga, mind a K é&s
b, megvdlasztisa befolydsolja az eredményt az optimdlis megolddsok paramétertérbeli
megjelenése szempontjab6l. Nem megfeleld nagysagd (by,bs3) paraméter hatdrok kozott
vizsgalva a megoldasokat lehetséges, hogy elkeriiljiik a teljesen aszimmetrikus megoldédsokat,

és csak féatlon elhelyezkedd, by, bs-ban szimmetrikus, by-ben aszimmetrikus megolddsokat

kapunk.

® Szimm, eset 1465

: ® Somm, et
By = 625, by = 371 0.7

by =414, by =150

-0.8 1215

o
+100
2

I
i
B
R
b
P
o
o

265 315 365 365 515 665 215 465 715 965 1215 1465
b3+ 100 b3-100 b3+ 100

(@K =1.0 by K =15 (c) K =25

4.3. abra. Optimalis (by,b3) paraméterkiosztdsok véltozé K és rogzitett by esetén.A
K paraméter megvalasztisa befolydsolja a megoldast jelent6 pontok elhelyezkedését a
paramétertérben, illetve a sziikséges paramétertér nagysagat is, ahhoz, hogy megjelenjenek az
aszimmetrikus megoldésok.

A 4.3. abrdn a sajatértékek valds részeit dbrazoltuk a paramétertérben. A fixpont

koriili vizsgdlat azt eredményezi tehdt, hogy a rugdé-tombhoz hasonléan megjelennek

a paramétertérben f6atléra szimmetrikusan elhelyezkedé optimumok, melyek daltaldnosan

37



heterogén paraméterkiosztast jelentenek. A K értékének novekedésével a paramétertér hatdrait

is novelniink kell egyidejiileg ahhoz, hogy mindkét aszimmetrikus megoldds megjelenjen

4.2.1. Parhuzam a rugé-tomb modellel

A tekintett rendszer esetén a korbecsatolds megsziintethet, ha valamelyik /; paramétert
zérénak tekintjiik. Ekkor hatdresetben elvdrndnk, hogy visszakapjuk megfelel6 paraméter
beallitdsokra a rug6-tomb modellt. Ilyen tekintetben is vizsgdlddtunk sajatérték tanulményozas
modszerével. Ezzel kapcsolatos eredményeket mutatunk be a 4.3. dbran.

A feltevés igaznak latszik, ha osszevetjiik a két rendszer Jakobi matrixat fixpont koriil ((2.5)
és (4.3) egyenletek). Mindezt szimuldcidval is ellendrizhetjiik. Motter és tarsai is elemezték a
rugd tomb modell optimdlis megoldasait [2], és eredményiil a (b1, by, b3) = (1.47,3.17,247)
kiosztast taldltak Vi, K; = 1 esetén. Vizsgdlataink sordn ugyanarra az eredményre jutottunk
(4.5. dbra).

A konzisztens eredmények (lasd 4.5. abrat) alatdmasztjdk gondolatmenetiink helyességét,
visszakapjuk a rugé-tomb modell esetében szdmitott by, bs értékeinket adott, by = 3.17 esetén,

amely meg is egyezik Motter et al. 4ltal kapott eredményekkel [2].
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4.4, dbra. Optimalis (by,bs) paraméterkiosztdsok véltozé by és (Ki, Ko, K3) = (K,0,K)
esetén. A K5 0-nak vald rogzitésével gyakorlatilag szétkapcsoltuk a Kuramoto rendszert, és
fixpont koriili hatdresetben egy rugé-tomb modellt vizsgdlunk.
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(b) Tehetetlenségi Kuramoto modell esetén
kapott optimdlis megoldas by = 3.17,

(K4, K9, K3) = (1.0,0, 1.0) paraméterekre.

(a) Rugd tomb modell esetén kapott optimalis
megoldas by = 3.17, K1 = K2 = 1.0
paraméterekre.

4.5. dbra
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A fenti eredmények tiikrében a kovetkez6k mondhatok el. Az édtlagos iddket vizsgalva
nem egyértelmi{i az aszimmetria megjelenése, mivel ezek a megoldasok a f6atléhoz kozeliek
(14sd Fuggelék ??. fejezetét). Ennek alapjin 4tlagos trajektdridk esetén nem biztos, hogy a
szimmetriatorés relevans. Viszont azt taldljuk, hogy fixpont kdzelben a sajatértékek vizsgélata

egyértelml szimmetriatorést jelez a rendszerben, amely javitja a stabilitast is.
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Kovetkeztetések és tovabbfejlesztési lehetoségek

Kovetkeztetések

Vizsgélataink sordn tobb kiillonboz6 topoldgidju komplex rendszert vizsgaltunk: rug6-tomb,
klasszikus €s tehetetlenségi (mdasodrenddi) Kuramoto oszcilldtor sokasdgot. A rugd-tomb
rendszert elemezve egy optimizacids problémadra nézve egy érdekes szimmetriatorest kaptunk
az optimumra egy szimmetrikus, azonos oszcillatorokbdl all6 rendszerben.

A mi vizsgélataink tjdonsdga és sajit eredményei, hogy egyrészt részletekbe mendbbek,
mint Motter et al. munkdi, mivel rogzitett ki, k, esetén nem csak adott by-re végeztiink
analizist. Ennek hdla lettink figyelmesek a rugé-tomb rendszer esetén a by € [0,2.5]
tartomanyon megjelend megoldasok kollapszusanak jelenségére, melyet egyéb munkank nem
tanulmdnyoznak. Masrészt ugyancsak mi adtuk meg annak az optimédlis paraméterkiosztdsnak
azon alternativdjat, ami a csatoldsi allandok varidcidjan alapszik.

Maisodik 1épésként az elsérendii Kuramoto rendszert analizéltuk. Az itt nyert eredmények
ugyancsak sajatok, nem reprodukcidok. A mdédszerek ugyancsak a rendszer Jakobi métrixdnak
sajatérték vizsgalata és az tijnak mondhat6 atlagidok modszere. Az atlagido mddszer fontossaga
az, hogy a teljes folyamatot jellemzi. A 1ényegi valtozds az oszcillitor sokasdg topoldgidja
€s a csatolds nem-linearitisa. Ebben az esetben legfennebb csak részlegesnek mondhat6
szimmetriatorést figyeltiink meg, a paraméterek optimdlis kiosztdsa a paramétertér f6atl6jan
helyezkedik el.

Ezen rendszer esetén tehdt a munkdnk sordn felfedeztiik és bizonyossdgot nyert, hogy
nincsen szimmetriatorés sem atlag idoket vizsgdlva a teljes folyamatra, sem a sajatértékeket
a fixpont koriil. A rendszer optimdlis csillapitdsat és ezéltal szinkronizéacidjat a szimmetrikus,
legalabbis K, K3-ban, paraméterkiosztas szolgaltatja.

Végiil masodrendd, d.n. tehetetlenségi Kuramoto sokasdg vizsgdlatdba kezdtiink. Az itt
kapott eredményeink sajitok, nem mds csoportok konklizidinak reprodukci6i.

Az étlag id6 vizsgalatok l4tszélag ugyancsak szimmetriatorés megjelenését indokoljak, de
az eddigi eredmények alapjin ez nem jelentds a teljes folyamatra nézve.

Fixpont koriil megvizsgédlva a sajitértékeket, egyértelmlien megjelenik az ugyancsak
nem-trividlis szimmetriabontds és mind a stabilitds és a konvergencia sebesség javul
aszimmetrikus paraméterkiosztds esetén. Egyel6re viszont gy tlinik, hogy ezen
szimmetriabontds csak fixpont koriili perturbdcidk esetén kap jelent6séget. Végiil, de nem
utolso sorban, vizsgéltuk a szétcsatolt tehetetlenségi Kuramoto rendszert. Ekkor eredményeink
hatdresetben visszaadjdk a rugd tomb esetén kapott megoldasokat, melyek konzisztensek mas

csoportok munkajaval [2].

41



Alkalmazasok

A jelenség vizsgdlata nem csupdn elméleti sikon fontos. Tudva levé, hogy teljesen egyforma
elemek egy rendszerben csak absztrakcids szinten léteznek. Az eredmények, amennyiben
altalanosak, dj utat jelenthetnek kiilonb6z6 rendszerek (energiahdlézatok [2], szocidlis, kémiai
€s bioldgiai rendszerek [21], metronomokkal modellezett hdl6zatok [22]) szinkronizdcidjanak

optimiz4icidjdra.

Tovabbfejlesztési lehetoségek

A kutatds szamos tovabbfejlesztési lehet6séggel bir minden tanulményozott rendszer esetén.
Rugé-tomb modellt tekintve szeretnénk megvizsgdlni més topologidk €s nagyobb oszcillator
sokasigok eseteit. Ugyszintén fényt deritenénk a b, € [0,2.55] tartomanyon megjelend
megoldasok szdmanak oszcilldcidjara.

Kuramoto rendszerek esetén foként a masodrend rendszert vizsgdlnank tovabb. Itt szamos
lehet6ség van. Elsédlegesen a meglévd moddszereinken finomitandnk, hogy tisztdzni tudjuk,
az atlagidok modszere mennyiben ad f6atléra esd pontoktdl kiillonbozot. Ennek érdekében a
paraméterek mintavételezését modositjuk majd, illetve megprébaljuk a médszert hatékonyabba
és atfogdbba tenni.

Egy masik potencidlis Ut a csatoldsok kiosztasdban rejlik, azaz egy olyan rendszer
elemzésében, ahol K;; # Kj;, vagy esetleg nem elsérendii szomszéd kapcsoldssal csatoltak
az oszcilldtorok, hanem valamely mds szabdly szerint. A K;; # Kj; szerinti csatolds egy valos
és érdekes probléma, ami példaul elektromos hdlézatok u.n. swing-egyenlettel torténd leirasa
esetén jelentkezik [2].

A sokasdg méretének novelése €s a folytonos hatdresetben torténd folyamatok vizsgélata
ilyen szempontbdl tjszer( ezen a teriileten, azaz ez is egy lehetséges irdny.

Mindezek mellet a sajatértékek fixpont koriili részletes analitikus vizsgalata is kotelezd.
Foként tehetetlenségi Kuramoto modell esetén vagyunk érdekeltek a probléma részletes

elemzésében. Azt reméljiik, hogy legaldbb specidlis esetekben kapunk majd analitikus

megoldésokat.
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Fiiggelék
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A. fejezet

A rug6-tomb modell egyenletei abszoliit és relativ

koordinata-rendszerekben

A rendszer egy kiils6, abszolit koordindta-rendszerben a kovetkez6képpen nézne ki:

ol xpp +mx Ipn2 HHR
A.1. dbra

A jeloléseink a kovetkezdk: xg; jeloli az i-ik oszcillator kezdeti koordinétdjat, x; az
i-ik oszcillator kitérését az xg;-hez képest, ly; az i-ik rugd kezdeti hosszat, k; az i-ik rugd
rugédllanddjat elosztva az m tomeggel, b; az i-ik oszcillator csillapitasi tényezdjét elosztva az

m tomeggel. Ekkor a sokasdg egyenletrendszere:

d? d
—(Igiﬁl) = —bl—(xoé:m) — ki(zo1 + 21 — 202 — 22 + lo1)
d?(zo2+z2 d(zo2+2
ooztas) a2 = p,daetea) T - ko (w2 + 22 — 03 — T3 + lo2) — k1(To2 + T2 — To1 — 21 — lo1)
d? d
(xgi,;rxs) = —bs (m;ja::a) _ k2(x03 25— Ton — T — 102)

(A.1)

Viszont tudjuk azt, hogy xy; koordinatdk allandék, mivel az abszolit rendszerben csak a
kezdeti helyzetet jelolték. Tovabba, a kezdeti rugéhosszakat értelmezhetjiik ugyis, mint ezen

koordinatdk kozti kiillonbség, azaz ly; = xg;11 — xo;. Ekkor ez egyenletek:

djtggl = =019 — k(201 + 1 — o2 — T2 + (o2 — T01))
d;ggz = —b2dd% — k(w2 + w2 — 203 — T3 + (To3 — To2)) — k1(To2 + 2 — To1 — 21 — (To2 — T01)) =
% = —53%3 — ko (w03 + w3 — T02 — T2 — (To3 — T02))
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d?zy _bldditl — ki) — x2)

de?
djﬁQ = —by322 — ko (25 — x3) — ki (22 — 21) (A.2)
% = _bS%)’ — k(w3 — x9)

Osszevetve (1.4) és (A.2) egyenleteket, lathatjuk, hogy ugyanazok, és fiiggetlenek ly; kezdeti

hosszaktol.
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B. fejezet

A ) sajatérték optimalis kivalasztasanak matematikai érvelése

A (1.4) egyenletrendszert visszairva elsérendiivé, a kovetkezdket kapjuk:

U =11 Uy = Iy
Uy = T3 Us = T2 (B.1)
U3 = T3 Ug = I3
UL = Uy
Uy = Us
U3 = Ug = (B.2)
Uy = —byuy — ky(up — ug)
U5 = —bous — ki (ug — u1) — ko(us — ug)
(U6 = —baus — ka(uz — us)
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
vl o 0 0 0 0 1 _(0 I> (B.3)
Ky Ky 0 —b 0 0 -P -B
kv —ki—ky ko 0 —=by 0
0 ko —ky O 0 —bs

Azaz a rendszer M matrixa egy blokk matrix, amely O harmadrend nullmétrixb6l, I
harmadrendl egységmatrixbdl, B 3 x 3-as négyzetes diagondlis matrixbdl, melynek atldjan
a csillapitési egyiitthatok szerepelnek és P 3 x 3-as négyzetes matrixbdl, amelynek elemei a
rugéallandok, all.

Az altaldnosan (B.3) egyenlettel jellemezhet6 rendszer esetén az optimalis A\ sajatértéket
ugy adjuk meg, hogy megoldjuk a rendszerhez tartoz6 matrix sajatértékegyenletét és
a megolddsokbdl kivédlasztjuk a maximadlis, nem-nulla valés résszel rendelkezét. Ez a
sajatértékegyenlet altalanosan, analitikusan nem megoldhat6. Egy hatod fokid polinomot
eredményez, emiatt numerikusan kezeljiik a problémat.

A matrix szimmetria-tulajdonsdgaibdl kifolydlag a \; sajatértékek megoldashalmaza egy

identikusan 0 megoldast, egy, csak valds megoldast, illetve négy darab komplex, pdronként
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komplex konjugalt megoldést tartalmaz. Az optimélis megoldds kivélasztisara az 1. fejezetben
megadott (1.2) definiciét hasznédljuk. Hogy ezen meghatdrozast beldssuk, tekintsiik a kovetkezd

esetet: legyen egyetlen oszcillator, amit az aldbbi egyenlet vezérel:
mi + Sz +yr =0 (B.4)

Ezen egyenlet megolddsa x(t) = e alakd. A r értéke karakterisztikus egyenlet segitségével
adhat6 meg. Atskaldzva a paramétereket az 1. fejezetben litottak szerint b = =~ k = l, a
karakterisztikus egyenlet: " "

4+ br+k=0, (B.5)

aminek a megolddsa:

b+ V0P 4k

5 (B.6)

r1,2

Az szinkronizéci6 azt jelenti, hogy z;, i = 1, 3 kitérés 4llando, tehat a rezgés lecseng. Ez akkor
torténik meg, ha r a lehetd legnegativabb értéket veszi fel. gy megérthetd a (1.2) definicié. Az
(1.1) definici6 még magyardzatra szorul, mivel eddig nem lattuk miért esik egybe az r éppen a

A; sajatértékekkel. Ennek megértéséhez ismét egy példat tekintiink [23]. Legyen két oszcillator

két fal kozott az aldbbi dbra szerint elhelyezve:

l(}, k an k

B.1. abra

A rendszer egyenletrendszere, azonos tomegeket feltételezve és az dbran lathatd

paramétereket haszndlva:

miy = — P — 2yx + Yo
(B.7)
Mmiy = — By — 2ywy + Y11

A két egyenletet végigosztva m-el és bevezetve a mar ismert jeloléseket, illetve dsszeadva,

majd kivonva egymdsbdl dket:

d2(l’1 +ZE2) d(l’l +ZE2)
dQ(ZEQ — .Tl) d(l‘g — ZL’l)
_ _ _ B.
12 b= k(g — 1) (B.9)
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Bevezetve két 4j véltozot:

S1 = T1 + T2

So = T9 — 1

(B.10)

a két karakterisztikus egyenlet konnyen megoldhaté és a (B.5) egyenletben bevezetett r

megadhat6 egyszertien, mint:
—b+ Vb — 4k

2
—b+Vb? — 12k
2

e =

r34 =

A tovédbbiakban frjuk at a (B.7) rendszert els6rend{ivé:

Uy =21 uz = Iy
U2 = X9 Uy = Ztg
(
Uy = ug
'L'LQ = Uyg
=
113 = —b1U3 - k:(2u1 - UQ)
iL4 = —b3U4 — ]{?(2162 — U1>
\

0 0 1 0
0 0 0 1
-2k k -0 O
ko =2k 0 b

M =

A matrix sajatértékegyenlete:
det (M — AI) =0

A determinénst kiszamolva:
DA% + 2bA% + 4bkX + X* + 3k% + 4kX* = 0
egyenlethez jutunk. Ezt szorzat alakra hozva

(k+bA+2%) (3k + DA+ %) =0
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(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)

(B.16)

(B.17)

(B.18)



a megoldédsok:

)\1:%<b b2—12k;)

)\2=%1< b+ b2—12k;) 5o
-Ho- =)
%( b+ VB — 4k:)

Azaz a )\;, i = 1,4 megegyezik az r;, i = 1,4-vel. Tehat az egyenletek megolddsai a

rendszer matrixdnak sajatértékei. Az eredmény tetszdleges rendszerre dltaldnosithat6.
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C. fejezet

A rugé tomb modell sajatértékeinek kiszamitasa analitikusan,

specialis esetben

Haszndlva a B. fejezetben bevezetett jeloléseket az egyenletrendszer és a hozzatartozo

matrix abban a specidlis esetben, amikor a k;-k a valtoztathaté paraméterek és b — i = b:

Uy = 11 Uy = T
Uy = T2 Uy = ig (Cl)
U3z = I3 Ug = jfg
)
7:61 = Uy
ﬂg = Us
U3z = Ug
= (C.2)
ﬂ4 = —bU4 — k:l(ul — Ug)
7:65 = —bU5 — kl(UQ — Ul) — k’Q(UQ — 'LL3>
\Z.L(; = —bUG — k?g(Ug — Ug)
0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1
M = (C.3)
—ky ky 0 —-b 0 0
kv —ki—ke ko 0 =0 O
0 ko —ky 0 0 —b
A sajatértékegyenlet:
- 0 0 1 0 0
0 —A 0 0 1 0
0 0 —-A 0 0 1
det(M — AI) = =0 (C4)
—k ky 0 —-b—A 0 0
kv —ki—ke ko 0 —b—A 0
0 ko —ks 0 0 —b— A
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Ezt kibontva:

A0 30N 4 3020 4+ 2k A 4 2k At + D3N + Abk N3+

(C.5)
F4bko N3 + 262k N2 + 26%ko A + 3kyko A2 + 3bkiko ) = 0

Rendezve és csoportositva:
AA A+ b) (3kiky + 20ki X + 2bko A 4+ B X% + 2k A% 4 2k X% + 2007 + A1) =0 (C.6)

Az egyenlet hdrom esetben lesz zérus:

A =0 (C.7)
Ao +b=0 (C.8)
(3k1ky + 20k X\ + 20ko A + b2A% + 21 A2 + 2o A2 + 200% + A1 =0 (C.9)

(C.9) egyenlet mindkét oldalabdl kivonva 3kiky — (ko + k1)%-t:
(ko + k1)? 4+ A(20k1 + 20ko) + A* (b° + 2Ky + 2ko) +2bA° + X' = (ks + k1)* — 3k1ko (C.10)
Teljes négyzeteket kialakitva:

(k1 4 ko 4 DA+ A2)* = (ky + k)% — 3kiky = (C.11)
i+ ko + 0N+ A2 = £/ (ky + k)2 — 3k ko (C.12)

Az (C.12) egyenlet mindkét feléhez hozzaadunk %-t, illetve kivonunk %y + ko-t, majd teljes

négyzetet alakitunk ki:
v b
A2+bA+Z=Z—k1—k2i\/(k2+k1)2—3k1k2 (C.13)
b\> b
()\+§) = Z—kl—k2+\/(k2+k1)2—3k1k2:> (C14)
b b? 5
A=+ Z—kl—k2+\/(k2+k1) — 3k ks (C.15)

Mindkét oldalbdl kivonva g—t a \3_g gyokok:

b b
)\36:—§i\/Z—kl—k2+\/(k2+k1)2—3k1k2 (C.16)

Megvizsgélva az eredményt, komplex részt csak a \/ % — k1 — kg + /(ka + k1) — 3k1ko
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tag adhat, azaz ebben az esetben a sajatértékek négyszeresen elfajultak valds részt tekintve.

Mivel a paramétertérképeken csak ezek szerepelnek, ezzel és a numerikus hibahatarral

magyardzhatok azok a furcsa paraméter-portrék, amiket megegyez6 b;-k esetén kapunk, mint

példaul ez:

b]_ =275 bz =0.55 b3 =2.75
o k=028, k2=1.45

200

25 50 75 100 125 150 175 200
k,-100

(a)

R e(/‘ opt. )

-0.275

b1=05b;=0.5b3=0.5

1e—15-2 5e—-1

2000
o ky=[019021] k;=[1.74 1.65]
1750 1.971
1500 1 1.471
D —
o 1250 0971 ¢
5 8,
;‘1000 0472 T
* 959 %
0.000
500
~0.555
250
-0.999
250 500 750 10001250150017502000
k31000
(b)
C.1. dbra

C.1. Megjegyzés. Az dbra skdldjdan a —0.275-0s érték az egyes pontok kozotti eltérést mutatja.

A teljes dbra a numerikus pontossdgunk hatdrdn 10~ nagysdgrend kérnyékén van.
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D. fejezet

A sajatértékek Kiszamitasa elsorendii Kuramoto modell esetén

Mir lattuk, hogy egy rendszer sajatértékei nem minden esetben adhaték meg analitikusan. A

klasszikus Kuramoto rendszer esetében, azonban ezek egzaktul kiszamithatok. Az alabbiakban

megadjuk ezen szdmités részleteit.

A stabilitas vizsgélathoz sziikséges Jakobi-matrix:

Ji = —Kiy1 — Ki

Jiip1 = Kiq
Jiio1 = Ky
Ennek sajatértékegyenlete:
det(J —AI) =0
Azaz:
—KQ — K3 Kg KQ
Kg —Kl—Kg Kl — M| =0
K2 Kl _Kl - K2
Kifejtve:

=N = 2N K — 20Ky — 3K 1 Ky — 20’ K3 — 3AK 1 K3 — 3AK, K3 = 0
Csoportositjuk az egyenletet \ szerint, s beszorozva —1-el:

—N° + N (—2K; — 2Ky — 2K3) + A (—3K Ky — 3K, K3 — 3K,K3) =0
A (N + 20K + 20K 4 3K K 4 2AK3 + 3K, K3 + 3K3K3) = 0

Innen megkapjuk az egyik megoldast:
/\1 - 0

A maradék megtaldlasahoz csoportositjuk a szorzat masodik tagjat \ szerint:

N 43K Ky 4+ 3K, K3 + 3Ky K3 + X (2K, + 2K, + 2K3)
N+ X (2K, + 2K, + 2K3) = 3K, Ky — 3K, K3 — 3K, K3
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(D.2)

(D.3)

(D4)

(D.5)

(D.6)

(D.7)
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Az egyenlet mindkét feléhez 1 (2K + 2K, + 2K3)*-t adva:

1
N4+ X (2K, + 2K, + 2K3) + 1 (2K, + 2K, + 2K3)* =
1
= —3K\ Ky — 3K Ky — 3K, K + 4 (2K, + 2K, + 2K3)?
1
(A + 5 (2K + 2K, + 2K3)) 2

1
= —3K1 K> — 3K\ Ky — 3K, K + 4 (2K, + 2K, + 2K3)?

1 1
At 5 (2K + 2K, +2K3) = i\/—SKlKQ —3K\K — 3Kk + - (2K + 2K, +2K3)?

Az egyenlet mindkét oldaldt csokkentjiik 3 (2K + 2K, + 2K3)-vel, és rendezve

megkapjuk a maradék két sajatértéket:

Ao = :I:\/(Kl) 2 - K Ky + (Ks)? — K1 K3 — KoK + (K3)?2 — (K1 + Ky + K3) (D.9)
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