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Kivonat

Kutatdsi témank az algebrai grafelmélet, a kombinatorika és az algebrai geometria mate-
matikai tudomdny teriiletek hatdrdn helyezkedik el, ezek friss kutatdsaibdl és eredményeibdl
meritkezik

A dolgozat a Poincaré sorok grafelméleti aspektusait vizsgalja. A Poincaré sort grafokra M.
Manjunath értelmezte 2020-ban megjelent kéziratdban a R. Bacher, P. de La Harpe, T. Nagni-
beda 4ltal kidolgozott grafelméleti divizorelmélet segitségével. A dolgozat célja ezen Poincaré
sorok megértése €s kiillonbozd grafokon vald kiszdmolasa.

A dolgozat elején a grafokon értelmezett divizorelmélet alapjait mutatjuk be és targyaljuk
példakon keresztiil. Ezt kdvetGen a grafok Jacobi csoportjat fogjuk vizsgélni, amely egy vé-
ges Abel csoport €s szamossdga megadja a graf komplexitdsat, vagyis feszit6fdinak szamat.
A dolgozat harmadik részében a grafok divizorjain értelmezett Poincaré sorokat vizsgaljuk.
Manjunath igazolja, hogy ezek a Poincaré sorok raciondlisak, vagyis polinomok hdnyadosaként
allithatéak eld, ez lehetdséget ad arra, raciondlis fiiggvényekre alkalmazott médszerekkel és
algoritmusokkal tudjuk vizsgélni 6ket.
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1. fejezet

Bevezeto

A matematikdban grafnak nevezziik az olyan matematikai struktirat, amely csicsokbol és
élekbdl épiil fel igy, hogy minden élre legaldbb egy, de legtobb két csics helyezkedik. A graf-
elmélet ezen struktirdk megértésével €s tanulminyozasdval foglalkozik.

A grafelmélet elsd irasos torténete 1736—ig nyulik vissza, amikor L. Euler publikdlta a Ko-
nigsbergi hidak problémdjit. Kezdetben nem torténtek kifejezetten komoly kutatdsok a graf-
elméletben, tobb, mint egy évszdzad kellett elteljen Euler publikdcidja utidn, hogy J.B. Lising
bevezesse a topologia fogalmadt, és A. Cayley [7] elkezdje tanulmanyozni a grafok egy sajatos
osztalyat, a fadkat. Cayley tanulménya hozzdjarult az elméleti kémia fejlodéséhez, igy egyre tob-
ben foglakoztak grafelméleti kutatdsokkal. Az évek sordn nagyon sok kérdésre adott valaszt a
grafelmélet, ma mar a redl— és tarsadalomtudomanyok teriiletein is fontos szerepet jatszik.

A grafok algebrai médszerekkel torténd vizsgdlatdval az algebrai grafelmélet foglalkozik,
amely kapcsolatot teremt a grafok tulajdonsagai €s példdul a métrixok, polinomok, racsok, cso-
portok stb. tulajdonsigai kozott. Péld4ul tekintve egy Osszefiiggd grafot, bevezethetjiik a graf-
hoz rendelt Jacobi csoportot, amely véges és szdmossdga megadja a graf feszit6fdinak szamat.
Tovéabba geometriai megfontoldsok alapjan, grafokon is értelmezhetiink divizorokat, amelyek
egy a csucsok éltal generalt szabad Abel csoportot alkotnak, valamint egyik f6 elemét képezik
a jelen dolgozatnak.

Dolgozatunk 2. fejezetében az eldbbiekben emlitett divizorcsoportot tanulmanyozzuk. Egy
grafon értelmezett divizorhoz kiillonb6z6 fogalmakat vezetiink be, amelyeket majd példdk se-
gitségével is illusztralunk. Példdul bevezetve egy divizor fokat, értelmezhetd a nulladfokd di-
vizorok részcsoportja, vagy bevezetve a divizoron értelmezett raciondlis fiiggvényeket, értel-
mezhetd a principélis csoport, amely egy linedris ekvivalenciat értelmez a divizorok kozott, igy
megteremti a lehetdséget a geometridbol ismert Riemann—Roch tétel grafelméleti adaptaldsara
([11,[4]). A 2. fejezet masodik részében a grathoz rendelt Jacobi csoporttal és tulajdonsdgaival
foglalkozunk és elhelyezziik a divizorelmélet kontexusédban.

Dolgozatunk {6 témdja a grafokhoz rendelt Poincaré sorok vizsgélata.

A Poincaré sorokat el6szor H. Poincaré hasznélta geometriai kutatdsai sordn, amely majd

a homotdpia és homoldgia absztrakt topoldgiai értelmezéséhez vezetett. Napjainkban a Poin-
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caré (vagy generdtor) sorok mar a matematika kiilonbozé teriileteinek fontos szerepldi. Olyan
sorokrdl van sz6, amelyek egyiitthatéi valamilyen diszkrét informéciét kddolnak a vizsgdlando
matematikai objektumrodl. Az a cél, hogy az objektum Uj tulajdonsdgairdél kapjunk informéciét,
dekddolva ezeket az objektumhoz rendelt Poincaré sorbdl. A geometria kiilonboz6 teriilete-
in értelmezett Poincaré sorokkal tobb matematikus is foglalkozott intenzivebben. A teljesség
igénye nélkiil, mint a dolgozat egyik motivacids tényezdje, megemlitenénk A. Némethi [12]
2008-as munkdjat, majd T. Laszl6 és A. Némethi [10] 2014-es munkdjat, amelyben vizsgéljdk
a szerzOk, hogy komplex feliiletszingularitdsokhoz rendelt Poincaré sorok hogyan dekddoljdk
az adott szingularitds egyik legfontosabb invaridnsat, a geometriai génuszat, és a szingularités
topoldgidjat meghatarozo 3-sokasdg Seiberg-Witten invaridnsat.

A gréfok esetében M. Manjunath [11] 2020-as cikkében értelmezi a graf divizorjainak egy
véges halmazdhoz rendelt Poincaré sort, majd igazolja az igy bevezetett Poincaré sorok racio-
nalitdsat. Ez azt jelenti, hogy a Poincaré sor polinomok hdnyadosaként éllithat6 el§ azokban a
pontokban, ahol abszolit konvergens. A Poincaré sor racionalitdsa lehetGséget ad arra, hogy a
grafot a Poincaré sorral ,,megegyez8” raciondlis fiiggvényre alkalmazott mddszerekkel és algo-
ritmusokkal tudjuk vizsgélni.

Dolgozatunk 3. fejezete ezen Poincaré sorok megértésére €s tanulmanyozdasara épiil. A fe-
jezet harom nagyobb egységre bomlik. Az elsé egységben a Poincaré sorok értelmezését kove-
téen raciondlis poliéderek generatorfiiggvényeit €s azok tulajdonsdgat vizsgédljuk. Téargyalunk
néhiny fontos eredményt, amelyek sziikségesek a dolgozat tovabbi részében.

A fejezet masodik egységében kijelentjiik és bizonyitjuk a Poincaré sorok racionalitdsdra
vonatkozo tételt. Ezt kovetben két kiillonbozs esetben, a D; = v; — v, €s D; = v; divizorcsala-
dokhoz rendelt Poincaré sorok alakjairdl fogalmazzuk meg az észrevételeinket.

Végiil, a fejezet utols6 egységében, mint kutatdsunk folytatdsdnak motivacidjaként, csicsain
sulyozott grafokkal foglalkozunk. Amini és Caporaso [ 1] munk4ja 4ltal bevezetett divizorelmé-
let segitségével kiterjessziik a Poincaré sor értelmezését erre az esetre is.

Osszefoglalva, a dolgozat grafokon értelmezett divizorok egy véges halmazdhoz rendelt
Poincaré sorral és ennek racionalitdsdval foglalkozik. A racionalitds bizonyitdsdnak teljességé-
hez és megértéséhez a matematika néhany, a grafelmélettdl kiillonboz6 részének vizsgélatira
van sziikség, ezért targyaljuk részletesen a dolgozat elején a divizorelméletet, majd a racionélis
poliéderek generatorfiiggvényeit.

A divizorelmélet tanulméanyozdsa sordn egy olyan tételt (2.15. tétel) igazolunk, amely egy
tetszdleges nulladfoku divizorrdl eldonti, hogy principdlis-e. Mitobb, abban az esetben, ha prin-
cipdlis megadja azt a fliggvénycsalddot is, amelyhez hozzarendelt divizor megegyezik a vizsgélt
divizorral.

Tovéabblépve a Poincaré sorok racionalitdsdnak bizonyitdsahoz sikeriilt egy mddszert, gon-

dolatmenetet felépiteniink (3.21 bekezdés), amellyel a Manjunath 4ltal adott bizonyitasban meg-
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jelend plusz tagok kikiiszobolhetéek. Ugyanakkor meghatdrozzuk egy tetszdleges fan értelme-
zett D; = v; — vy, (3.30. tétel) és D, = v; (3.34. tétel) divizorcsaladokhoz rendelt Poincaré sorok
raciondlis alakjt, majd tobb példan keresztiil tanulmédnyozzuk az altalanos alakot.
Eszrevessziik, hogy a 3.30. tételben megjelend raciondlis alak szamlal6jaban mindig 1 sze-
repel, amely a fa komplexitdsara utal. Felmeriil a kérdés, hogy nullandl nagyobb génuszu grafok
esetén a Poincaré sor hogyan kddolja a graf komplexitasat. Tovabbi céljainkoz tartozik az elob-
biekben megfogalmazott kérdés megértése, megvilaszoldsa és, ahogy mar kordbban emlitettiik,
csucsain stlyozott grafokon értelmezett Poincaré sorok raciondlis alakjanak megértése és geo-

metriai szemlélete is.

Végiil szeretném koszonetemet kifejezeni témavezetdomnek, dr. Laszl6 Tamasnak, hogy fel-
keltette az érdekl6désemet a téma irdnt és, hogy az elmilt hénapok sordn segitett elmélyiilni a

témaban.



2. fejezet

Grafokon ertelmezett divizorok

2.1. Grafok divizorjai

Legyen G véges, osszefiigd, hurokélet megengedd graf. Jeloljiik E(G)-vel a graf éleinek,

valamint V' (G)-vel a graf csicsainak a halmazat.

2.1. Ertelmezés. Legyen V(G) = {vy, v, ..., v,} a csicsok halmazéanak egy rogzitett rende-
zése. Ekkor

DIV(G) = {Z dﬂ)i, di S Z}
i=1

halmazt a G grafon értelmezett divizorok halmazdnak nevezziik.

G: v2

v3

U1

V4

U5

2.1. dbra

2.2. Példa. A 2.1. dbra esetén legyen d; = ¢ minden ¢ = 1,...,5-re. Ekkor D = vy + 2vy +
3vs + 4vg + vy divizor egy eleme a Div(G) halmaznak.

A kovetkezSkben értelmezziik a divizorok halmazan az 6sszeaddst: +: Div(G) x Div(G) —
DIV(G), Z;L:l di’Ui + Z:-L:l d;vl = Z;L:l (dz + d;) V;.
2.3. Ertelmezés. A Div(G) halmaz a bevezetett Gsszeaddssal szabad Abel-csoportot alkot,

amelyet a D; = v; divizorok generdlnak. Ezt nevezziik a G grafon értelmezett divizorok cso-
portjanak.
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Eszrevessziik, hogy Div(G) = Z", igy a dolgozat tovdbbi részében barmely grifon ér-
telmezett divizort reprezentdlhatunk egész szamok rendezett sorozataként, a Z" vektoraként.
Jelolésiik a kovetkezokben: D = (dy, dy, . .., d,).

Azt mondjuk, hogy D = (dy,dy,...,d,) divizor effektiv, ha D > 0, vagyis ha d; > 0
minden i = 1,...,n, é Div, (G)-vel jeldljiik az effektiv divizorok halmazat, amely monoid a
bevezetett osszeaddssal. Tovdbbd degD = " | d; a D divizor fokat, Div?(G) a d-ed foki divi-
zorok halmazit, DiV‘fr (G) a d—ed foku effektiv divizorok halmazat jel6li. A nulladfokd divizorok
halmaza a bevezetett Gsszeaddssal csoportot alkot, és részcsoportja a (Div(G), +) csoportnak.

Bevezetiink egy szimmetrikus, bilinedris alakot, amelyet metszési szorzatnak neveziink:
(,):V(G)xV(G) = Z,

ahol (v;,v;) megadja a v; —t v; csticcsal OsszekotS élek szamdt, ha v; # v; és (v;,v;) =

- Zwyév,- (viv w)'

2.4. Példa. A 2.2. példdban bevezetett D = (1,2,3,4,5) divizor effektiv és degD = 1+ 2 +
344+ 5 = 15. Tovabba (v1,v2) = 1, (vy, vs) = 0 és (v3, v3) = —4.

2.5. Ertelmezés. A G graf szomszédsagi métrixdnak azt az A(G) = [ai;]} =1, 1 X 1 —€s négy-

zetes matrixot nevezziik, amelyre teljesiil, hogy

(vi,v5), hav;, v; csicsokat él koti Ossze

az’j =
0, kiilonben.

Tovabba azt mondjuk, hogy v; és v, (i # j) csticsok szomszédosak és v; ~ v;—vel jeloljiik, ha
1étezik kozottik €l.

2.6. Ertelmezés. A G graf Q(G) Laplace matrixa egy n X n—es matrix, amely

kifejezéssel értelmezett, ahol D(G) = [dy;]},—, egy diagondlis mtrix tgy, hogy d;; elem meg-
adja a v;—bdl kiinduld élek szamat, valamint A(G) a 2.5. értelmezésben szereplS szomszédsagi
MAtrix.

2.7. Megjegyzés. A Laplace matrix a kivonds elvégzésével
Q(G) = [—(vi, v))7 =1

alakba frhatd. Mivel a metszési szorzat szimmetrikus, bilinedris alak, ezért Q)(G) Laplace matrix
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szimmetrikus. A metszési szorzat értelmezésébdl adéddan a Laplace matrix mindig degeneralt,

vagyis determindnsa 0 lesz.

2.8. Példa. A 2.1. dbran szerepls graf Laplace matrixa a kovetkezd:

30000 01101 3 -1 -1 0 -1
02000 10100 -1 2 -1 0 0
QG)=DG)-AG) =004 00f[-[1 101 1[=]-1-1 4 -1 -1
00020 00101 0 0 -1 2 -1
0000 3 10110 -1 0 -1 -1 3

2.9. Ertelmezés. A G grif feszitGfdja egy olyan irdnyitatlan fa, amely tartalmazza a G graf

0sszes csucsat.

2.10. Példa. Tetszoleges G graf esetén a feszit6fa nem egyértelmt. A 2.2. abran a 2.1. dbran

megjelend gréfot latjuk egy feszit6fajaval.

. v2
G: o

v Vs
v3 1 3

U1

U5 V4

V4

U5

2.2. abra. A G graf és egy feszit6fdja

A kovetkezdkben kijelentiink egy tételt, amely tetszdleges GG graf esetén megadja a graf
,komplexitdsit", vagyis feszit6fainak szamat. A bizonyitds megtaldlhat6 C. Cvetkovi¢, P. Row-
linson, S. Simié [9, Thm. 7.2.2] munkdjaban.

2.11. Tétel (Kirchoff tétel [9]). G grdf esetén a feszitdfik szdma megegyezik az Q(G); determi-
ndnsdval tetszdleges i esetén, ahol Q(G); a Q(G) Laplace mdtrixbdl, az i—edik csiicshoz tartozo

sor és oszlop elhagydsdval kapott (n — 1) x (n — 1)—es mdtrixot jeldli.

2.12. Példa. Tekintjiik a 2.3. dbran megjelend grafot. Ekkor

2 -1
-1 2

2 —1 -1
QG =([-1 2 -1 éSQ(G)1:<

) , 1gy det (Q(G)1)
1 -1 2
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U3

2.3. abra

Tehat a 2.3. dbrdn megjelend G grafnak 3 feszit6fdja van, amelyeket ugy kapunk, hogy a GG

grafbol rendre eltdvolitjuk az éleket.

2.1.1. Racionalis fiiggvények és principalis divizorok

A G gréfon értelmezett f raciondlis fiiggvényen az f: V(G) — Z leképezést értjiik és egy
divizort rendeliink hozza a kovetkezd médon:

div(f) == Y ordy(f)o,

veV(G)

ahol ord,(f): = >, (f(v) — f(w)) - (v,w) és az f raciondlis fiiggvény v cstcsban szd-
molt rendjének nevezziik. Az el6bbiekben bevezetett rend értelmezését geometriai megfon-
tolds vezérelte. EllenGrizhetS egyszert szamoldssal, hogy ord,(—f) = —ord,(f) és, hogy
ord,(f) + ord,(g) = ord,(f + g), barmilyen f, g: V(G) — Z raciondlis fiiggvények esetén.

G: v v

V3 ® yy

2.4. abra

10
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2.13. Példa. Tekintjiik a 2.4. dbrdn 1év3 G grafot és f: V(G) — Z raciondlis fiiggvényt, amely-
re teljesiil, hogy f(v1) = 2, f(ve) = f(v3) = f(v4) = 1. Ekkor

ord,, (f) = (f(v1) = fv2)) - 1+ (f(v1) — flvs)) - 1
= 3f(v1) = f(v2) = f(v3) = f(va) =6 -3 =3,

ord,,(f) = (f(v2) — f(v1)) - 1 =1 —2 = —1 és hasonléan ord,,(f) = ord,,(f) = —1. Tehat

a (G grafon értelmezett f raciondlis fliggvényhez rendelt divizor
le(f) = 31)1 — Vg — U3 — V4.

Lathato, hogy az f-hez hozzarendelt divizor foka deg(div(f)) =3—-1—-1—-1=0.

2.14. Ertelmezés. A raciondlis fliggvények divizorjai a graf divizorjain értelmezett 6sszeaddas-

sal csoportot alkotnak, amelyet principélis csoportnak neveziink. Jelolése:

Prin(G) = {div(f) | f: V(G) — Z}.

Mivel deg(div(f)) = X ,evieordu(f) = Xievic) 2owr (f(0) = f(w)) (v, w)
Sovsw (f(v) = fw) + f(w) — f(v)) (v,w) = 0, kdvetkezik, hogy Prin(G) < Div®(G) <
v,weV(G)
Div(G).
A kovetkezd tételben egy mddszert adunk arra vonatkozdan, hogy egy tetszdleges D &

Div’(G) esetén hogyan ellendrizhets, hogy principalis divizor-e:

2.15. Tétel. Tekintiink egy G grdfot. Ekkor a D = (dy,...,d,) € Div’(G) divizor pontosan
akkor principdlis, ha Q(G)-XT = (dy, ..., d,)T egyenletnek van megolddsa Z"—ben, ahol M™

az M madtrix transzpondltjdt jeloli.
Az egyszeriiség kedvéért a tételt hurokmentes grafokra fogjuk bizonyitani.

Bizonyitds. Ha D = (d,, ... ,d,) € Div’(Q) divizor principdlis, akkor 1étezik egy f: V(G) —
Z racionalis fiiggvény ugy, hogy div(f) = D, amely azt jelenti, hogy d; = ord,, (f),ds =
ord,,(f),...,d, = ord,, (f). Az értelmezés szerint i #* j esetén (v;,v;) megadja a v—t v,
cstcesal Osszekotd €lek szamat, ha v;, v; cstiicsok szomszédosak, valamint (vs, vj) = 0, hanem

11
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szomszédosak. Igy irhatjuk, hogy

(4, = Doy (f(01) = f(w)) - (v1,w0) = (v1,01) fv1) = Pwev(e) f(w) - (v1,w)

wr~v]

dz =3 sy, (f(v2) = f(W)) - (v2, w) = (v2,02) f(v2) = Y wev(a) [(w) - (v2, )

W~V

\dn = Zw;ﬁvn (f(vn) = f(w)) - (vn, w) = (Vn, v5) f(V0) — ZweV(G) f(w) - (vn, w)

WU,

Ha a fenti rendszert matrixok segitségével irjuk fel és bevezetjik az X =
(f(v1), f(v2), ... f(vn)) jelolést, kapjuk, hogy

dy f(Ul)
d2 —q@- |/ .@ =Q(G)- X" Q2.1)
d, f(vn>

Ha a (2.1) egyenletnek létezik (29,29, ... 290
T

Z, (f(v1), f(va),..., f(vn) = (29,29, ... 22

n

) egész megoldasa, akkor 1étezik f: V(G) —
) raciondlis fiiggvény dgy, hogy div(f) = D.
[ |

2.16. Példa. Lattuk a a 2.13. példdban, hogy (3,—1,—1,—1) egy principdlis divizorja a 2.4.
dbran szerepld G grifnak. Valoban a Q(G) - X7 = (3,—1,—1,—1)T egyenletnek az X =
(2,1,1,1) € Z* megoldésa.

2.17. Megjegyzés. Lathato, hogy a 2.15. tételben megadott mdédszer nem csak azt donti el, hogy
egy adott D divizor principdlis-e, hanem abban az esetben, amikor principdlis a (2.1). egyen-
let megoldasa megad egy f: V(G) — Z raciondlis fiiggvénycsalddot, amelyre teljesiil, hogy
div(f) = D.

Azt mondjuk, hogy D, D’ € Div(G) divizorok linedrisan ekvivalensek, jelolve D ~ D', ha
D — D’ € Prin(G). A divizorcsoport és a principélis divizorcsoport hanyadosaként megkapjuk
az un. Picard csoportot,

Pic(G) = Div(G) /Prin(G)-
Ekkor, ha D € Div(G), akkor D egy reprezentdnsa a [D] = {D + div(f)|f: V(G) — Z}

ekvivalencia osztalynak. Mivel Div’(G) egy csoport, ezért értelmezziik a nulladfokd Picard
csoportot, mint a Pic’(G) = Div’(G) /Prin(G) hanyadoscsoport.

2.18. Megjegyzés. 1. Mivel tudjuk, hogy deg(div(f)) = 0, igy kovetkezik, hogy ha
Dy, Dy € [D], akkor degD; = degDs.
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2. FEJEZET: GRAFOKON ERTELMEZETT DIVIZOROK

2. Legyen D = (dy,ds,...,d,) effektiv divizor. Ekkor mivel d; > O mindeni = 1,...,n
esetén, kovetkezik, hogy degD = >"" | d; > 0. Tehdt barmely D’ € [D], ahol D effektiv,
deg(D’) > 0.

A kovetkezdkben bevezetjiik a divizorok kombinatorikai rangjat:

2.1.2. Divizorok rangja

2.19. Ertelmezés. A G hurokélmentes graf esetén a D € Div(G) divizor kombinatorikai rangja
r¢(D) :=max{k > 0| VE € Div% (G) 3D’ > E gy, hogy D’ € [D]}.

Ha az értelmezésben szerepld halmaz iires akkor rg (D) := —1.

A divizor kombinatorikai rangja megadja, hogy egy linedris ekvivalencia osztdly elemei
mennyire szérédnak szét a nemnegativ ortansban (lasd 3.7. értelmezés), ezéltal azt is méri,

hogy a prinipélis divizorok hol helyezkednek el.

2.5. dbra

Példaul tekintve a 2.5. dbrat az a felmeriil6 kérdés, hogy a D = (—1,5) divizort principdlis
divizorok éltal mennyire tudjuk betolni az els6 negyedbe. Tegyiik fel, hogy 1étezik egy principa-
lis divizor, amely altal a D divizor lineérisan ekvilvalens az abrén lathat6 D, D, divizorokkal,
akkor azt mondhatjuk, hogy a D divizor rangja 3, mivel Dy > Ey, Fy és Dy > Ej3, Ey, ahol
Ey, Es, E3, E4 harmadfoku effektiv divizorok.

2.20. Megjegyzés. 1. degD > rg(D), barmilyen D € Div(G).
2. Az értelmezésbdl adéddan, ha Dy ~ Dy, akkor r¢(D;) = rg(Ds).

3. HadegD < 0, akkor r¢(D) = —1 a 2.18. megjegyzés alapjan.
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2. FEJEZET: GRAFOKON ERTELMEZETT DIVIZOROK

4. HadegD = 0és D € Prin(G), akkor r¢(D) = 0 mivel D ~ 0 = (0,...,0).

5. HadegD = 0és D ¢ Prin(G), akkor r¢(D) = —1 mivel 0 = (0,...,0) az egyetlen

olyan effektiv divizor, amelynek O a foka de nem linedrisan ekvivalens D-vel.

G: o 2
V4
U5 v3
2.6. abra

2.21. Példa. Tekintjiik a 2.6. dbran megjelend G grafot és D = (0,0, 1,0,0) € Div(G) divizort.
A 2.20. megjegyzés alapjan rq(D) < degD = 1, igy az a felvetdds kérdés, hogy D linedri-
san ekvivalens-e minden els6foku, effektiv divizorral. A védlasz nemleges mivel ellendrizhetd
a 2.15. tétel segitségével, hogy D — (0,1,0,0,0) ¢ Prin(G), igy a rangja nem lehet 1. Tovabba
a 2.19. értelmezés szerint £ = (0,0,0,0,0) < Dés D ~ D, igy 0 = max{k > 0 | VE €
Div® (G) 3D’ > E gy, hogy D' € [D]}, tehdt ro(D) = 0.

A kovetkezokben M. Baker, S. Norine [4] munkdja nyomén bevezetjiik a graf génuszat.
Megjegyezziik, hogy a G graf génuszat a grafelméletben hagyoményosan ugy értelmezik, mint
a legkisebb ¢ szam, amelyre teljesiil, hogy G graf bedgyazhat6 az i lyukd téruszba dnmetszés
nélkiil. A mi esetiinkben egy graf génusza, a Riemann feliiletek elméletébdl ismert génusz alap-

jén, a kovetkez6képpen értelmezhetd:

2.22. Ertelmezés. Legyen G egy graf, ekkor g = |E(G)| — |V(G)| + |C(G)| a G graf génusza,
ahol |C(G)| jeloli az 6sszefiiggd komponensek szamdt. Az igy értelmezett génusz megegyezik
a graf els6 Betti szamdval.

A dolgozat tovabbi részében dsszefiiggs grafokkal foglalkozunk, igy g = |E(G)|—|V (G)|+
1. A 2.6. dbrdn megjelend graf esetén g = 6 — 5 + 1 = 2, amely lathatéan azonosithaté az élek

altal korbehatdrolt ,,lyukak" szdmdval, vagyis a graf els6 Betti szdméaval.
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2. FEJEZET: GRAFOKON ERTELMEZETT DIVIZOROK

2.1.3. A kanonikus divizor és a Riemann—Roch tétel

2.23. Ertelmezés. A
Kg = Z (val(v) — 2) - v
veV(G)
divizort a G gréaf kanonikus divizorjdnak nevezziik, ahol val(v) jeldli a v csdcsra illeszked§ élek

szamat.

2.24. Példa. A 2.6. abran megjelend GG graf esetén a kanonikus divizor nem mas mint Ko =
Z?:l(val(vi) — 2)v; = 2uy.

2.25. Megjegyzés. Eszrevessziik, hogy a 2.24. példa esetén deg(K¢g) = 2 = 2g—2. Felvetddik a
kérdés, hogy éltaldban teljesiil-e, hogy deg K = 2g — 2? Mivel minden élre pontosan két cstics
illeszkedik, ezért 3, .y () val(v) = 2|E(G)|. Ezt felhasznélva deg(K¢) = -, oy (g (val(v) —
2) = Yoevie val(v) =25 ey 1 = 2/E(G)] — 2AV(G)| = 2E(@)| - 2V(G)| +2 -2 =
2g — 2. Tehit teljesiil, hogy deg(K ) = 29 — 2 minden G grifra.

Abban az esetben, ha egy G grafhoz rendelt divizor foka alacsony, kiszamolhaté a rangja az
értelmezés segitségével. A fok novekedésével a lehetséges effektiv divizorok szdma is megnd €s
igy az értelmezéssel val6 rang szamolas nehezen kovethetdvé valik. A tovabbiakban kijelentiink
egy tételt [4, Thm. 1.12.], amely kapcsolatot teremt a divizor rangja, foka és a graf génusza
kozott.

2.26. Tétel (Riemann—Roch tétel grafokra [4]). Legyen G grdf és D egy G grdfon értelmezett
divizor. Ekkor rq(D) — rg(Kg — D) = deg(D) — g + 1.

2.27. Példa. Tekintjikk a 2.6. dbran megjelend G grifot és a D = (0,0,2,0,0) € Div(G)
divizort. Ekkor a 2.24. példét felhaszndlva kapjuk, hogy K¢ — D = (0,0,0,0,0), tehdt K —
D € Prin(G), igy a 2.20. megjegyzés alapjan rq(Kg — D) = 0. Tehdt a Riemann—Roch tétel
alapjan

re(D) =degD —g+1+rg(Keg—D)=2-2+14+0=1.

2.2. A Jacobi csoport

Legyen G egy véges, hurokélet, tobbszorosélet megengedd graf. Bevezetjik az E(G) ira-
nyitott élek halmazat, és azt mondjuk, hogy ha e € E(G), akkor e inverze, € is benne van az
E(G)| = 2 - |E(G)|. Bevezetjiikk a 0-ldncok terét, mint a

csucsokon értelmezett valds fiiggvények vektortere

franyitott élek halmazaban. gy tehat

CO(G,R) = {f: V(G) = R| f(v) R}y = { D f(v)-v},

veV(Q)
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2. FEJEZET: GRAFOKON ERTELMEZETT DIVIZOROK

valamint az 1-l4dncok tere legyen

C'(G,R) ={g: E(G) = R | g(e) = —g(e)}.

Ekkor C%(G,R) és C''(G, R) euklidészi terek is az aldbbi skaldris szorzatokkal:

(f1, f2) = Z Ji(v Vfl,fQECO(G R)

veV(G)
1
(91, 92) = 2 Z gi(e) - ga(e), ¥ 91,92 € C'(G, R).
e€E(Q)

2.28. Ertelmezés. Bevezetiink egy
d: C°(G,R) — C'(G,R), (df)(e) = fles) — f(e-)

differencia operdtort, amely megadja f € C°(G, R) fiiggvény e élmenti meredekségét, ahol e_
jeloli a e € E(G) kezdGpontjat, e, pedig a végpontjat. Tovabba értelmezziik a

d*: C'(G,R) = C(G.R), (d"g)(v) = Z g(e)

duélis operatort.

A kovetkez6kben kijelentiink egy lemmadt, amely az operatorok segitségével kapcsolatot

teremt a bevezetett skalaris szorzatok kozott.

2.29. Lemma (Projekcios formula). Legyenek g € C1(G,R) és f € C°(G,R). Tovdbbd jeloljiik
( , Yoo—val a C°(G,R) téren, { , )cr—gyel a C'(G,R) téren értelmezett skaldris szorzatot.
Ekkor teljesiil, hogy

(d*g, [)eo = (g, df o

Bizonyitds. Mivel d*g, f € C°(G,R), kivetkezik az értelmezések alapjan, hogy

(d*g, fleo = (d*g) = Z flv 2.2)

veV(QG) veV(QG) eeE(G
€= 7J

Tovdbbd mivel g, df € C*(G,R), ezért itt is alkalmazva az értelmezést, frhatjuk, hogy

gdfier =5 32 o) dfe) =5 3 o) (fler) ~ fe ). @3)

e€E(G) e€E(G)
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2. FEJEZET: GRAFOKON ERTELMEZETT DIVIZOROK

Ha e_ = v akkor kovetkezik, hogy a forditott irdnyitasu él végponjta e, = v. Teljesen hasonlo-
an, ha e, = v, akkor e_ = v. Folytatva a (2.3) egyenletet, és az Osszeget atirva csucsok szerinti
osszegre, kapjuk, hogy

(g.df)er = 5 Z FO) L D ge)= > 9@ = > gle)+ > g(@)

UEV e€E(G) e€E(G) e'cE(G) e'eE(G)
€+=v e+=v e =v e =v
Mivel tudjuk az értelmezés szerint, hogy g(€¢) = —g(e), barmilyen e € E esetén és {e €
Eley=v}={Ue"| e, =vése’ =uv},ezért

UEV er=v veEV(QG) e€E(G
C4= U

<g,df01= Zf 23 gl +2: > 9@ ] = > Zf

amely megegyezik a (2.2) egyenlet jobb oldalaval. ]

Ezek utdn értelmezziik a kovetkezd Laplace operdtorokat:
Ay =d*od: C°(G,R) — C°(G,R),

Ay =dod': CY(G,R) = C'(G,R),

ahol
(Aof)(v) = val(v) f(v) = Y f(w)=val(y Z fle
weV(Q) ecE(G
w~v er= v
(Arg)(e) =2-g(e) = > gle) = > gle").
e'€E(Q) e eE(G)
el,=e_ e =e+
Eszrevehets, hogy (Aof)(v1) = val(vi) - f(v1) — (vi,v2) - f(va) + ... — (v1,vk) - f(ur), és
altalanosan
(Ao f)(vi) = —(vi,v1) - fv1) — .o+ val(v) - foi) — ... — (vi, vg) - flog),
minden i = 1,. ..,k esetén. Igy felirva a A, matrixat a C°(G, R) kanonikus bazisaban kapjuk,
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2. FEJEZET: GRAFOKON ERTELMEZETT DIVIZOROK

hogy
Val(?]l) (’01, UQ) . (Ul, Ui) . (’Ul, Uk)

Ao] = | (vi,v1)  (vi,v2) ... val(v) ... (v;,08)

(vg,v1) (v, v2) oo (vg,v;) ... val(vg)

Tehat [A,] matrix megegyezik a G graf Laplace matrixdval.

Legyen f € Ker(Ay), vagyis Agf = 0. Felhasznalva a projekcids formulat {rhatjuk, hogy
0 = (Aof, fleco = (d*(df), flco = (df,df)cr, ami egyenértékd a df = 0 egyenlGséggel,
igy azzal is, hogy Ker(A,;) = Ker(d). Mitdbb, ha f € Ker(d) és ¢ € C'(G,R), akkor
(d*g, f)co = (g,df)cr = 0, igy d*g merGleges f-re. Mivel f, g megvdlasztdsa tetszGleges a
megfeleld terekben, ezért Ker(d) L Imd*, vagyis megkaptuk a C°(G,R) egy ortogonalis fel-
bontasat:

C°(G,R) = Ker(Ay) @ Imd*.

Teljesen hasonld gondolatmenet alapjan igazolhatd, hogy
CY(G,R) = Ker(A;) @ Imd.
Az franyitott élek halmazén értelmezett egész értéki fiiggvények,
CYG,Z) c CYG,R)
a Z™ réccsal izomorf racsot alkotnak, ahol m = |E| = |E|. Tovéibba legyen
ANG) = CHG,Z) N Ker(A;) C Ker(A)

azon egész értékli fiiggvények halmaza, amelyek benne lesznek a A; operator magja-
ban. Ldthat6, hogy A'(G) egy egész rdcs, mivel g;,go € AYG) esetén (g, g2)cn

3 2oeexa) (91(€) - g2(€) + 01() - 92(€)) = 32 .en (91(e) - g2(e) + (—gi(e)) - (—g2(e))) =
> cx g1(€) - g2(€) € Z. Ertelmezzitk a A*(G) dudlis rdcsdt Ker(A )-ben a kovetkez8képpen:

A(G)* = {g € Ker(A)) | {g9,¢") € Z, Vg’ € A*(G)}.

Az el6bbiek alapjan A'(G)* rangja ugyanaz, mint A'(G) rangja, valamint A'(G) C AY(G)*.
Igy hanyadosuk, ANG)* / AY(@) egy véges csoport, amelynek rendje det(A'(G)) lesz, ahol
det(A'(G)) megadjaa A'(G) rdcs 4ltal meghatarozott fundamentalis kocka térfogatét Ker(A;)—
ben (lasd 2.32. példa).
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2. FEJEZET: GRAFOKON ERTELMEZETT DIVIZOROK

2.30. Ertelmezés. A G graf Jacobi csoportjan a

Jac(G) = = AY(G /Al

véges hidnyadoscsoportot értjiik

Bacher, de la Harpe, Nagnibeda [2] igazolja, hogy az el6bb bevezett Jacobi csoport izomorf
nulladfoku Picard csoporttal.

2.31. Tétel ([2]). Legyen G egy grdf.

Jac(G) ~ Pic’(@G) = Div’( /Prm

Az elébbiekben bevezetett Jacobi csoport dltaldnositdsa megtaldlhaté Baker, Faber [3] mun-
kajaban.

2.7. abra

2.32. Példa. Tekintjiik a 2.7. abran megjelend G gréafot, tovabba tekintiink egy {ranyitast az
éleken: legyen (e1)_ = (ep)_ = vy és (e1)4 = (e2)y = vo. Igy E(G) = {e1, es, 1, }. Ekkor
CHG,Z) = Z{e)) ® Zley) ~ 77

A tovdbbiakban meghatdrozzuk A'(G)-t, ezért el8szor kiszdmoljuk a A; magjat. Tegyiik
fel, hogy g € Ker(A,). Ekkor A;(g) = d(d*g) = 0, igy

d(d*g)(er) = (d"g) ((e1)+) — (dg) =D gl)— > gle

e€E(G) e€E(Q)
e4=v2 €4 =v1

= g(e1) +glez) — g(er) —g(@2) =2 (g9(e1) + g(e2)) =0 <= gle1) = —g(ea).

Teljesen hasonlé gondolatmenet alapjan, ha felhasznéljuk, hogy d(d*g)(es) = 0, kapjuk a
g(es) = —g(ey) egyenletet. Az eldzdeket felhaszndlva, ha g € AY(G) = CY(G,Z) N Ker(A,),
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2. FEJEZET: GRAFOKON ERTELMEZETT DIVIZOROK

akkor teljesiil, hogy (g(e1), g(es)) = (n, —n), ahol n egész szam. igy tehat

AYG) ={(n,—n) | n € Z} C Ker(A,).

2.8. dbra

A 2.8. dbran megjelend egyenes a Ker(A; )—t, a pirossal jellt racspontok a A'(G) récsot és a
z6lddel jelolt szakasz a fundamentalis kockat jeloli. Azonnal lathatd, hogy ekkor det(A'(G)) =
\/1—1——12 = 2, ami a fundamentalis kocka térfogata, valamint a Jacobi csoport rendje lesz. A
A'(G) dudlis racsa

AYG)* = {g € Ker(A)) | (g, g')en € Z, Vg € AL (G)}.

Mivel ¢’ € A'(G) ezért tudjuk, hogy ¢'(e1) = n, ¢'(es) = —n, igy minden g € A'(G)*-ra

(9,9")cr = % > gle)-g'(e) = % (g9(er) -n+g(er) - (=n) + gle2) - n + g(e2) - (—n)) =

ecE

=n-(g(e1) —g(e2)) € Z. (2.4)

Tovébba mivel A'(G)* C Ker(A;), ezért g(es) = —g(e1) is teljesiil. Igy a (2.4). egyenletbe
n = 1-t helyetesitve kapjuk, hogy 2 - g(e1) € Z, amibél kévetkezik, hogy g(e;) € 1Z. Es ha
g(e1) € AY@), akkor g(e;) € Z. Osszegezve, azt kaptuk, hogy

Jac(G) = AYG)* /Al(G) = %Z/Z ~ L.

Vannak esetek, amikor a Jacobi csoport meghatarozasa egyszer(ibb a 2.31. tétel segitségével,
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2. FEJEZET: GRAFOKON ERTELMEZETT DIVIZOROK

a kovetkez6 példaban egy ilyen esetet targyalunk.

2.33. Példa. Tekintjiik a 2.3. dbrdn megjelend G grafot. Legyen f: V(G) — Z egy racionilis
figgvény tgy, hogy f(vi) = by, f(va) = by és f(vs) = bs, ahol by, by, bs egész szamok. Igy az

f raciondlis fiiggvényhez rendelt divizor
le(f) = (2b1 — bg — bg) V1 —+ (ng — b1 — bg) (%) -+ (2b3 — b1 — bg) V3.

Az irds egyszerlisége miatt bevezetjiik az a; = 201 —by—b3, as = 2bs—by —b3 és a3 = 2b3—b; —
by jeloléseket. Eszrevessziik, hogy a; — ay = 3(by — by), vagyis 3 osztja az a, — a kiilsnbséget.
Hasonl6an 3 osztja az a; — as, as — ag kiilonbségeket is. Tehdt az f: V(G) — Z, f(v;) = a;

minden ¢ = 1, 2, 3 fiiggvény raciondlis, ha teljesiil, hogy

3|(a1 — as)
3|(a1 —as)
3|(a2 —az)

A tovabbiakban meg szeretnénk hatdrozni egy tetszéleges nulladfokd D = ayvy +asvs+a3vs =

a1v; + agvy — (a7 + ag)vg divizor osztdlyat. Legyen D' = ajv; + abvy — (a) + ab)vs
egy tetszOleges D-vel linedrisan ekvivalens divizor, ekkor D' = D + div(f), valamilyen

f raciondlis fiiggvényre. Tehdt D' = (a; + (2by — by — b3)) v1 + (ag + (2by — by — b3)) vo —
(—(Cll + CLQ) + (263 — bl — bg)) V3.
Eszrevehetd, hogy o) — af = (a1 — ag) + 3(by + by), vagyis @) — a, = a; — ay (mod 3). Igy

irhat6, hogy tetszéleges D = ajv1 + agvy — (a1 + ag)vs divizor osztélya:
[D] = {D' = ajvy + ayvy — (a} + ay)vs | @} — aly = a; — as (mod 3)},

€s a Jacobi csoport
Jac(G) = Div’(G) /Prin(G) = Zs.

Tehat a Jacobi csoport rendje valéban 3, ahogy a 2.12. példaban is lattuk.
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3. fejezet

Grafokon értelmezett Poincaré sorok

A matematikdban a Poincaré sorok valamilyen numerikus tulajdonsdg general6 sorai. Moti-
vacioként mutatunk egy egyszeri példat, amely egy numerikus félcsoporthoz rendelt Poincaré
sort mutat be, és azt, hogyan ,,olvashatjuk ki" a Poincaré sorbdl a numerikus félcsoport lyukai-
nak a szamét. Ezt kovetden értelmezziik Manjunath [11] munk4ja sordn a grafokon értelmezett
Poincaré sorokat és megvizsgaljuk ezen Poincaré sorok tulajdonsagait.

3.1. Példa. Tudjuk, hogy a természetes szdmok halmaza az Osszeaddssal monoidot alkot és
azt mondjuk, hogy S C N numerikus félcsoport az dsszeaddssal, ha N \ S egy véges halmaz.
Az N\ S halmaz elemeit lyukaknak nevezziik. Ekkor az S numerikus félcsoporthoz rendelt

Poincaré sor a kovetkezs alaka

1,hake S
Ps(t) =Y (k) - t*, ahol c(k) =
k>0 0, ha l{? - N \ S

amely a

Ps(t) :%—t_ Z t*

kEN\S

alakba irhat6. A ﬁ tortet a Poincaré sor reguldris részének nevezziik €s ha bevezetjiik a
Pols(t) = ZkeN\S tk jelolést, akkor a bevezetett polinom informécidkat tartalmaz az S lyu-
kairél, példdul kiszdmolva a Polg(¢) polinom behelyetesitési értékét az 1-ben, megkapjuk a

lyukak szamat, vagyis az N \ S halmaz szdmossagat.

3.1. Poincaré sorok

3.2. Ertelmezés. Legyen G egy véges, Osszefiiggd graf és D, Do, ..., Dy, a divizorok egy

véges halmaza. Ekkor az aldbbi formadlis 0sszeget a G grafon értelmezett Dy, Do, ..., Dy, divi-
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3. FEJEZET: GRAFOKON ERTELMEZETT POINCARE SOROK

zorokhoz rendelt Poincaré sornak nevezziik

Pe.py.Ds,.. (1, b2y - ) =

= Z (ra(niDy +noDy + - - - +nipDy) + 1) 7152 .. 10",

ahol r¢(D) a D divizor rangja (1asd a 2.19. értelmezés).

Manjunath [11, Thm. 1.1.] igazolta, hogy az igy értelmezett Poincaré sor raciondlis. A ko-
vetkez6kben ezt az eredményt fogjuk ismertetni és targyalni, de miel6tt bemutatjuk a tételt és
annak bizonyitdsat, roviden bevezetjilk az Ehrhart elmélet alapveté fogalmait és kijelentiink

néhdny fontos eredményt, amelyek sziikségesek lesznek a tovabbiakban.

3.2. Racionalis poliéderek generatorfiiggvénye és a Brion tétel

Barvinok és Pommersheim [5] munkdjat kovetve bevezetjiik a kovetkez6 fogalmakat.
Az R™ n dimenzids euklidészi térben legyenek x = (x1, zo,...,2,) sy = (Y1,Y2,-- -, Yn)

vektorok. Ekkor x és y skaldris szorzatdn (z,y) := > | x;y; Osszeget értjiik.

3.3. Ertelmezés. Egy P raciondlis poliéderen egy véges sok, raciondlis egyiitthatju linedris

egyenldtlenségrendszer megolddsait értjiik, vagyis
P:{l‘eRn | <Czax> Sﬁzvz:lama Clean 67, 6@}7

és V(P)-vel jeloljiik a poliéder cstcsainak a halmazat.

Egy korlatos poliédert politopnak neveziink. Ha egy poliéder csicsai egész koordindtaju

pontokban helyezkednek el, akkor egész poliéderrdl beszéliink.

3.1. abra
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34.Példa. A3.1.dbrédna P ={x € R? |27 >0, 23 > 0, 21 + 29 < 3} = {x = (11,79) €
Z* | {(—1,0),z) <0, ((0,—1),z) <0, {(1,1),z) < 3} politép jelenik meg.

3.5. Ertelmezés. Legyen P = {zx e R"| {¢;,x) < By Vi=1,...m, ¢; € Q", B; € Q} egy
poliéder és v € V(P) a poliéder egy cstcsa, legyen tovabba I, = {i | (¢;,v) = [3;}. Ekkor a v

csucs érintokiipja

cone(P,v) = {z € R" | (¢;,z) < f;, i € I, esetén}.

3.6. Példa. Tekintjiik a 3.4. példdban szerepld P poliédert és a v3 = (0,0) csdcsot. Ekkor
L, = {Z | <Civ (O’ O)> = 61} = {17 2}’ igy

cone(P,v3) = {x = (21, 22) € R? | {(—1,0), (z1,72)) <0, ((0, 1), (x1,25)) < 0}

= {(z1,15) € R?* | 2, >0, 23 > 0}.
Vagyis a P poliédernek a v csticshoz szerkesztett érintSkipja az elsé negyed.

3.7. Ertelmezés. Az R: = {x = (x1,29,...,7;) € R¥ | 2, > 0, Vi = 1,...,k} halmazt

nemnegativ ortdnsnak nevezziik. Péld4ul az R? tértben az els6 negyed a nemnegativ orténs.

3.8. Ertelmezés. Ha P C R" egy raciondlis poliéder, akkor P egész pontjainak halmazahoz
hozzéarendeliink egy fiiggvényt a kovetkezd médon:

FPNZ™t)y= > tF ahol k= (ky, ka, ... k) és 85 = t}0 - 152 oo thn,
ke PNZ™

Ekkor az f fiiggvényt generdtorfiiggvénynek nevezzik.

Az egyszertliség kedvéért dolgozat tovabbi részében az P egész pontjait szamold generator-

fiiggvényt f(P;t)-vel fogjuk jelolni.
3.9. Példa. A 3.1. dbrdn megjelend P politépot elmetssziik a Z? rdccsal, P N Z? =
{(0,0), (0,1),(0,2),(0,3),(1,0),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,0)}, igy hat = (¢4, t2), akkor

FPit)= > tF =14t + 6+ +tp + tata + Gty + 13 + £1t3 + £5.
ke PNZ2
1—-t

3.10. Példa. Ha P = [0, +00), akkor f(P;t) =3} (0 s oo)nz th =3 ot = 15

3.11. Ertelmezés. Az R” euklidészi térben a H = {x € R" | (a,z) = b} halmazt hipersiknak
nevezzik, ahol a € R",a # 0,0 € R.
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Példdul a sikban az egyenes és a térben a sik hipersik. Ha R" térben H egy hipersik, akkor
H két féltérre osztja ateret: a HT = {z € R" | (a,z) > b} és H- = {z € R" | (a,z) < b}
terekre.

Egy poliédert tobbféleképpen is reprezentdlhatunk. A 3.3. értelmezésben a hipersik pre-
zentécid jelenik meg. Ugyanakkor tekinthetjiik a cstics—reprezentaciot is, amelyben egy P po-
liéder és V(P) = {v1,v,...,v;} cslcsainak halmaza esetén a P = {3F  Nu; | A >
0, Vi = 1,...,k} kifejezés értends. Ha politpot szeretnénk megadni cstcs reprezentaldssal,
akkor sziikséges, hogy a halmazban vett vy, vy, . .., v vektoroknak a Ay, Ao, . .., A skaldrokkal
vett linedris kombindacidja affin kombinacié legyen, vagyis P = {Ele v | N >0, V=
1., kés S A =1}

3.12. Példa. A 3.4. példdban megjelend politép cstics—reprezenticidja P = {A; - (3,0) + Ao -
(0,3) | A1, A2 > 08€s \; + Ay = 1} alakba irhato.

Legyen P egy raciondlis poliéder és V(P) = {vy,vs,..., v} a csticsainak a halmaza. Ha
P poliéder csiics—reprezentéciéja P = {>°F |, \v; | A >0, Vi = 1,..., k}, akkor

k

i=1

a P fundamentdlis paralelepipedonja. Ekkor Stanley [13, Lemma 4.6.7] munkdja alapjan bér-
milyen m € P NZ" felirhaté egyértelmtien m = my + A\jv1 + Agvs + - - - + Agvy alakban, ahol
my € ITNZ" és Ay, A, ..., A\, nemnegativ egész szamok.

3.2. abra

3.13. Példa. Legyen P egy raciondlis poliéder és P = {\; - (1,1) + Ay - (=2,3) | A\, A >
0} C R? a cstcs reprezenticidja. Ekkor a poliéder fundamentalis paralelepipedonja, (sikban

fundamentélis paralelogramma megnevezé€s is hasznélatos),
II = {/\1 : (1,1)+/\2 (—2,3) | 0< )\1,)\2 < ]_}
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és
MNZ* = {\(1,1)+X2(=2,3) | 0 < A\, Ay < 13NZ2% = {(0,0),(0,1),(0,2), (—1,2),(~1,3)},

a 3.2. dbrdn barndval jelolt paralelogramma. Minden m € P N Z? egész koordinatdjd pont
esetén léteznek egyértelmetien my; € I N Z? és a A\, \y € Z>o szdmok dgy, hogy m =

mr + A (1, 1) + X\y(—2, 3). Igy a generdtorfiiggvény kiterjeszthetd a kovetkez alakban:

f(Pt) = Z tm = Z A (L) +22(=2,3) Z (tmn_t)\1(1,l)_t)\2(—2,3)) _

mePNZ2 m €IINZ2 my €IINZ2
A1,A2€Z >0 A1,A2€Z>¢

_ Z g Z ML) pa(-23) | 1+t + 63+ 1715 + 83

my €IINZ2 )\1,)\26220 (1 o t1t2)(]‘ - tl t2)

A tovédbbiakban sziikségiink lesz altaldnos poliéderek generdtorfiiggvényeinek meghatéro-
zasdra, igy kijelentjiik az alabbi tételt, amelyet M. Brion [5, Thm. 3. 5.] bizonyitott.

3.14. Tétel ([5], Brion tétel). Legyen P egy raciondlis poliéder és jeloljiik V (P)—vel a csiicsok
halmazdt. Legyen tovdbbd cone(P,v) a v csiics érintékipja. Ekkor az P poliéder generdtor-

fiiggvénye a kovetkezd alakban irhato:

F(Pit) = f(Pitita,.. . te) = > flcone(P,v)ity ta, ... 1),

veV(P)

ahol f(cone(P,v);ty, ta, ..., 1) a cone(P,v) érintdkip generdtorfiiggvénye.

A tétel illusztrdlasaként a kovetkez6 példdban meghatdrozzuk a 3.1. dbrdn megjelend politép
generatorfiiggvényét.
3.15. Példa. A 3.6. és a 3.13. példdk alapjan tudjuk, hogy cone(P,v3) = {\; - (1,0) + Ay -
(0,1) [A1, A2 = 0}, gy

1
(1—t)(1—tq)

f(cone(P,v3);tq,ts) =

Hasonl6an meghatarozzuk a vy, vy csicsok érint6kuipjat és felirjuk a generdtorfiiggvényeiket: a
vy csucs esetén az érintSkip cone( P, v1) = {(0,3) + A1 - (0, =1)+ Ao+ (=1,1) | A, A2 € Z>o},
igy a generétorfiiggvény

t5
(1=t —t7')

f(cone(P,vy);t) = Z $03)FA1(0,~1D)+ha(-1,1) _
A1,A2€Z >0
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A vy csucs esetén
t
(1-t)(1—tr't)

Ekkor a Brion tétel haszndlva a 3.1. 4brdn megjelend P politép generatorfiiggvénye

f(cone(P,vy);t) =

1 t3 t3

I = 0 ) T a=6)0 -6 ) A—6)1—66)

Felmeriil a kérdés, hogy az érint6kipok generatorfiiggvénye raciondlis fiiggvény-e, mert ha
a kérdésre igenld valaszt kapndnk, akkor a 3.14 Brion tételt és a poliéder csucsainak végességét
felhaszndlva kovetkezne a poliéder generatorfiiggvényének racionalitdsa. A felmeriilt kérdésre
a vélaszt M. Beck, S. Robins [6, Corollary 3.7] munkdjdban taldljuk. A tétel kijelentése elott
megjegyezziik, hogy altalaban a

K = {vg+A1- o1+ Ao vg A Apevp | v €RF, Vi =0,... kés A\, >0, Vi=1,...,k} CR"

halmazt kiipnak nevezziik. Ellendrizhetd, hogy a 3.5. értelmezésben szerepl6 érintdkup a csics—
reprezentdcidja alapjan valéban egy kup. Tovabba lathatd, hogy a 3.13. példdban megjelend
poliéder egy kup €s az ott megjelend megoldas modszert ad kipok esetén a generatorfiiggvény
meghatdrozasara. Ezt a médszert foglaljuk Ossze a kovetkezd tételben.

3.16. Tétel ([6],[11]). Legyen K = {vg+ A1 -v1 + Ao vg+ -+ X -vp | A >0, Vi =
1,...,k} egy kilp, ahol vy € R%, vy, v,...,v, € Z% Ekkor f(K;t) generdtorfiiggvény egy
raciondlis fiiggvény a t vdltozoban. Mitobb, ha 11 = {vg + A\v; + Agvg + -+ + Mg | 0 <
e < 1, Vi=1,...,k} a kip fundamentdlis paralelepipedonja és r1, . . ., r, a fundamentdlis

paralelepipedonban lévd egész koordindtdji pontok, akkor

T gri
Kit) = = L=l
= 2 =

necKNZ?2

3.17. Példa. A 3.10. példdban megjelend intervallum egy kidp mivel P = {0+ Ay -1 | A\; > 0}

és lattuk, hogy a generdtorfiiggvénye f(P;t) = ﬁ, ami egy raciondlis fliggvény. Valdéban, ha
felirjuk a P poliéder fundamentélis paralelepipedonjét, ami esetiinkben a IT = {)\; | 0 < \; <
1} intervallum lesz, akkor IT N Z = {0}. Vagyis alkalmazva a 3.16. tételt, valoban megkapjuk

a 3.10. példaban kiszamolt generatorfiiggvényt.

A kovetkezd tétel altalanosabb generatorfiiggvények racionalitdsat mondja ki. A tétel S.D.
Cutkosky, J. Herzog és A. Reguera [8, Thm.7.5] munk4djaban taldlhat6 meg.
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3.18. Tétel ([8]). Legyen P C @’20 egy raciondlis poliéder, valamint legyen M < 7% egy
részcsoport és m € 7F egy vektor. Ekkor létezik a p(ty, ..., 1) € Zlty, ..., ty] polinom, az

s € N természetes szdm és léteznek az ay, . . ., a, € NF vektorok iigy, hogy
Z tn: p(tl,...,tk)
nePN(m+M) I, (1-t%)

Vagyis f(P 0 (m+ M);t) =3, c prmian) U™ generdtorfiiggvény raciondlis.

m

1 2 3 6 7 8 9

4 5
3.3. abra

3.19. Példa. Legyen P = Q% és M = (2Z) x (2Z) < Z?, valamint m = (2, 2), ahogy a 3.3.
abran lathatjuk. Két médon fogunk megbizonyosodni a generatorfiiggvény racionalitdsardl. Az
els6 médszer egyszerli szamoldson alapszik: legyen n = (nq,n2) € P N (m + M), vagyis
n € @220 N ((2,2) 4+ 2Z x 27Z), ekkor 1éteznek Ay = 2l;, Ay = 2y € 27 Ggy, hogy n =
(2,2) + A1 - (1,0) + A2 - (0, 1), igy

" 212
Z t" = Z t%'t?ll'tg'tgbz (1_752;(21_152)'
nePN(m+M) 11,l2>0 1 2

tehat raciondlis fliggvény. Most ha a 3.18. tételt alkalmazzuk kovetkezik, hogy létezik egy
p(ty,ta) = t3t2 € Z[ty, t2) polinom, s = 2 € N természetes szdm és a; = (2,0),ay = (0,2)

242
t1t2

vektorok gy, hogy >~,.c primian t" = =

3.3. Poincaré sorok racionalitasa

3.20. Tétel ([11]). Minden dsszefiiggd, véges G grdf a grdfon értelemezett D1, Ds, . .., Dy di-

vizorok esetén a P p, p,.. p,(t1,ta, ..., tx) sor raciondlis.
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Bizonyitds. Jelolje t = (t1,ta,...,1;) és d; = deg(D;) minden i = 1,2,... k esetén. A
P Dy Ds.....n, (t) Poincaré sort felbontjuk az ny Dy + neDy + - - - 4+ ny Dy, divizor foka szerint.

Legyen

-----

.....

n l
Z77,€Q(CE‘),D1 Dy, (TG (2?21 nlDZ) + 1) t ’ ha Q(G)’Dl """ Dy ?é @

0, kiilonben,

-----

sort, ahol ™ = 7' - 52 - ... - £},
(

Ha [ < 0, akkor a 2.20. megjegyzés alapjan rG(Zle n;D;) = —1, igy PGZ’)DLD2 p,(t) =

.....

Ha !l > 2g — 2, ahol g a G graf génuszat jeloli, akkor felhaszndlva a 2.25. megjegyzést,
kapjuk, hogy deg(K¢ — Zle n;D;) = deg(Kg) — deg(Zf:1 n;D;) <29g—2—(29g—2)=0.
Igy a 2.20. megjegyzés alapjan rq(Kg — Zle n;D;) = —1. Ekkor a 2.26 Riemann—Roch tétel

k k k
i=1 i=1 i=1

Igy irhatjuk, hogy

szerint

S Pppp®= > (—g+1)tm 3.1

[>29-2 nEQ(cé?Dl ,,,,, Dy,

[>2g—2

Tekintjiik a P} raciondlis poliédert, mint a nemnegativ ortdns metszetét a Zle n;d; > 2g — 2
egyenlGtlenség 4ltal definidlt féltérrel, vagyis P = {n € RY || = Zle nid; > 2g — 2}, va-
lamint legyen f(*3; ) a P8 raciondlis poliéder generatorfiiggvénye. A tovabbiakban szeretnénk
a (3.1) egyenlet jobb oldaldn 1év sort f(3; t) segitségével kiszamolni.

Manjunath [11] munkajaban a (Zle diOy, — g+ 1) operatorral hat az f (B3, t) generator-
fiiggvényre, ahol 0;, a t; valtozo szerinti parcidlis derivaltat jelenti. A mddszer megértése soran
rgjottiink, hogy a 1étrejovd sorban a parcidlis derivalds altal plusz tagok jelennek meg a (3.1)
egyenlet jobb odalaldn jelen 1€v6 sorhoz képest. A kovetkezdkben dltalanosan targyaljuk le,
hogy mely tagokat szdmolja pluszba a [11] cikk, és bemutatunk egy javitdst, amellyel a plusz
tagok kikiisziibolhetéek. A bizonyitdst majd egy példan keresztiil is illusztraljuk.

Olyan modositasat keressiik a <Zf:1 d;0y, — g+ 1) operatornak, amely ha hat f(33,¢)
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generatorfiiggvényre, akkor a t™ egyiitthatgja Zle nid; — g + 1 lesz, ahol n =
(ny,...,nk). A kovetkezOkben az t™ egyiitthatdjat coeff(¢™)-nel jelljiik. Nyilvanvald, hogy
O (B P ) = (g + 1) (¢7 .t %) = (n; + 1)t™ barmilyen i = 1,...,k

esetén. Igy a Zle d;0, f(B; t) sorban a t™ egyiitthatdja
coeff(t") = Z d; (n; +1).

Osszegezve, ha azt szeretnénk, hogy coeff(t") = Zle n;d; — g + 1 legyen, akkor f(°B,t)
generatorfiiggvényre a Zle d;0y, — Zle d; — g + 1 operétorral hatunk.

3.21. Tovabba felmeriil a kérdés, hogy mi torténik abban az esetben, han = (ny,...,n;) € P
kielégiti a Zle n;d; = 2g — 1 egyenletet, mert ekkor " tag valamely véltozé szerinti parcidlis
derivildsa utdn olyan tagot kapunk, ami mar nem tagja a 3 poliéder generatorfiiggvényének. Es
vajon csak azon n esetén torténik meg, amikor az n rajta van a Zle n;d; = 2g — 1 hipersikon?
A valasz nemleges.

A viélasz megértése érdekében tekintjiik az N* racsot és minden ¢™ tagot az egyiitthat6 nél-

kiil azonositunk az n = (ny, ..., n) racsponttal. Ekkor a ¢; véltozé szerinti parcidlis derivalas
azm = (ny,...,n,) rdcspontot eltolja az i. koordinata tengellyel parhuzamosan negativ irany-
ban, vagyis az (nq,...,n; — 1,...,ny) racspontba. Minden I C {1, ..., k} részhalmaz esetén
tekintjiik a

k
Hy={x=(x1,...,0) €ER¥ | midi =29 —1-) d;}
i=1 icl

hipersikokat. Mivel a hipersikok egyenletei egy dllandoban térnek el, ezért pairhuzamosak egy-

massal. Tetszbleges I részhalmaz esetén megnézziik, hogy a H; hipersikon 1évd racspontok

megjelenhetnek-e a poliéderben 1év6 racspontokhoz rendelt monomok parcidlis derivaltjaként,
€s ebben az esetben milyen egyiitthatt kapnak.

Legyen n = (ny,...,n;) € Hy NNF, vagyis % nid; = 29 — 1 — > ics di- Ha 1étezik

olyan j € {1,..., k} dgy, hogy
d; > d;, (3.2)

iel

akkor 2%1 nid;i+(n;+1)d; = 29g—1+d; =) .., d; > 29—1, vagyis (ny,...,n;+1,...,n;) €
i#£]

B. Tehat az (nq, ..., n;) racspontot megkapjuk az (nq,...,n; + 1,...,ny) poliéderben 1évo
pont eltolasabdl, igy ¢ - ... t;”j -...t;* monom megjelenik és egyiitthat6ja a t; valtozo szerinti

parcidlis derivalds utdn (n; + 1) —et kap. Ezért, ha bevezetjiik a

Je={je{l.. .k} D di<d}

el
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indexhalmazt, akkor a t" tag a j—edik koodinatatengely iranyabol kap egyiitthatot, ahol j € J IS

és a kapott egyiitthat6 (n; + 1) lesz. Tehat 6sszegezve a t™ monom egyiitthatdja

coeff(t™) = > " (n; + 1).

. <
JEJT

Ha nem létezik j € {1,...,k}, amely kielégiti a 3.2. egyenlGtlenséget, vagyis J[S = (), akkor
a H7 hipersik egyetlen racspontjdhoz tartoz6 monom sem jelenik meg a parcidlis derivdldsok
elvégzése utdn. Az eldbbiek alapjan lathat6, hogy a (3.1) egyenlet jobb oldaldan 1év6 sort a
kovetkezd médon kapjuk meg:

k k
>ootr= <Zdiati—2di—g+1> FER— D> > [ D+ |t
n€QEp,...0; =1 =1 IC{l,k} neHiONE \ je =
[>2g—2

Mivel a 3.14. tétel alapjan f(P;t) = > cy(p f(cone(B, v); t), valamint a 3.16. tétel alap-
jan f(cone(P,v);t) raciondlis fiiggvény és P poliédernek véges sok csiicsa van, igy kovet-
kezik, hogy f(,t) generatorfiiggvény raciondlis. Tovabbd ha f(3;¢) raciondlis generator-
fliggvényre hatunk a (Zle d;0y, — Zle di—g—+ 1) operatorral, akkor a 1étrej6vo fliggvény
is raciondlis lesz, amelybdl ha kivonunk egy polinomot az eredmény raciondlis marad. Tehat
D 22 Pé?D1 .... b, (t) = Znng>D (I — g + 1)t™ raciondlis.

1rees D,

,,,,,

.....

sort. Mivel Y% | n;D; € [D], ezért a 2.20. megjegyzés alapjan (3", n;D;) = r¢(D). Tgy
kapjuk, hogy

B (TG(D) + 1) ZnGNk, Zf:l n;D;€[D] tn7 ha Q[Clr?,}Dl
""" 0, kiilénben

,,,,,

(3.3)
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Ugyanakkor minden 0 < [ < 2g — 2-re frhatjuk, hogy

l D
Ponon= 0. FPoby.p (3.4)

ahol Pic'(G) az l—ed fokd divizorokat tartalmazé [D] osztdlyok halmaza. Tovéabb4, az 4ltala-
nos Jacobi azonositds miatt (lasd 2.2 fejezet és [2], [3] ) Pic! (G) véges halmaz és szdmossdga

megegyezik a G feszit6fainak a szdmdval. Ezért a (3.4) egyenlet jobb oldala egy véges Osszeg.

(ra(D ) 1) f (Q[g ][)1 ) M1vel PG D1, Dy rac1ona11tasat szeretnénk v1zsga1n1, elégséges,

.....

.....

.....
,,,,,
77777

-----

.....

.....

D) < 7k egy részrcsa a 7F racsnak kovetkezik, hogy

¢5,1D1 p, ([D]) egy affin rdcs. Ekkor alkalmazva a 3.18. tételt kapjuk, hogy f (Q[G[? ljl D t)

-----

.....
-----

Dy is racionalis.

.....

Osszegezve a bizonyitds 1épéseita P p,.. p, (t) = Y ez Pg D

.....

esetre bontottuk és mindharom esetben belattuk a racionalitast.
[ |

A k = 1 sajatos esetben egyszerien ellendrizhetd a Poincaré sor racionalitdsa.

Valéban, ha deg(D;) < 0, akkor a 2.20. megjegyzés alapjan r¢(D;) = —1, tehdt a Poin-
caré sor Pg p,(t1) = 0. Ha deg(D;) > 0 és n; > 0 akkor a 2.26. (Riemann-Roch) tétel
alapjan rg(n1D;) = nideg(D;) — g, igy a Poincaré sor regularizal6dik, vagyis 1étezik az
nideg(D;) — g Hilbert polinomja, igy raciondlis lesz. Ha deg(D;) = 0, akkor Py p, (t1) =
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ny __ 1 . L 2z 2 2z .
Dy eKer( oo.onn 1 = 1o valamilyen pozitiv egész ¢ szdmra, Ker(éq.p,) egy részcsoportja

Z csoportnak.

(%} Vg

€3

3.4. abra

A kovetkezdkben a 3.21. bekezdésben leirt gondolatmenetet illusztraljuk.

3.23. Példa. Legyen GG a 3.4. dbran megjelend graf. Ekkor E(G) = {ej,eq,e3},V(G) =
{v1, v}, igy génusza g = 3 — 2 + 1 = 2. Tekintjiik tovabbd D; = vy + vy és a Dy = w3
divizorokat, vagyis degD; = d; = 2 és degDy = dy = 1. A kovetkezdkben a Poinca-
ré sor azon részével foglalkozunk, amelyet a 3.21. bekezdésben targyaltunk. A kés&bbiek-
ben viszont adunk olyan példdkat is, amely esetén a Poincaré sort teljes egészében kisza-
moljuk. Legyen P = {n = (n1,ny) € Q% |nidy + nady > 29 — 1} = {(n1,n2) €
R? | 2d; + d> > 3}. Mivel kevés olyan pont van a P poliéderben, amelyek eltoldsa utén
az eltolt pont nem taldlhaté a *J3 poliéderben, igy megvizsgaljuk Sket, majd a hipersikok se-
gitségével is kiszdmoljuk a Poincaré sor *J3 poliéderen 1év6 részét. A Poincaré sor ezen ré-
szét (d10y, + doOy, —dy —do — g+ 1) f(B5t) = (20, + 0, —4) f(B; ¢) formula segitségé-
vel kapjuk A 3.5. dbrdn lathatd, hogy a pirossal jelolt, (0,3), (1,2),(1,1),(2,0) pontok elto-

14— | |
. 4 . 4 . 4
. 4 . 4 . 4
. 4 . 4 . 4
¢ A 4 4
3 4 5
3.5. dbra

14sdbél olyan pontokat kapunk, amelyek mar nincsenek benne a B poliéderben. Igy ezekhez

a pontokhoz rendelt tagokat parcidlds derivalds sordn pluszba jelennek meg, amit majd le kell
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vonjunk. A (0,2) pontot megkapjuk, mint a (0,3) pont eltoldsdt mdsodik koordinitatengely
szerint és mint a (2, 1) pont eltoldsat az elsé koordinatatengely szerint negativ franyban. Igy a

(0,2)-hoz rendelt tag egyiitthatdja,
coeff(t"?) = 3dy +2d; =3+ 2 = 5.

Hasonl6an (0, 1) pontot megkapjuk, mint az (1,1) pont eltoltdsat, ahogy a 3.5. dbran a nyil
franya is mutatja, igy coeff(t(>!)) = d; = 2. Végiil a (0, 1) pontot is két a P poliéderben 1év
pont (1,1) és (2,0) eltoldsabél kapjuk meg, tehat coeff(t®V) = 2d;, + 1dy, = 4 + 1 = 5. [gy
irhatjuk, hogy

> (124 ny — D" = (20, + 0, — 4) f(Pit) — 510 — 5t02) — 210D (35)
neN?
ni-2+n2>3

Most tdrgyaljuk a bizonyitdsban adott dltaldnos mdédszerrel. Tekintjik a Hyy = {n €
RQ ’ 2n1—|—n2 = 3—d1 = 1},H{2} = {TL € RQ ’ 2n1—|—n2 = 3—d2 = Q}éS
Hpgy = {n € R* | 2ny +ny = 3 — dy — d» = 0} hipersikokat, amelyek egyenesek. Ekkor
Hpy NN? = {(0,1)} és J5, = {1}. Hasonldan Hyz N N> = {(1,0),(0,2)} és J5, = {1,2},
valamint Hy; 2y "N = {(0,0)} és J;1 0y = 0. Igy

S Y D+ Dy | =500 4 502 4 20

IC{1,...k} neHiNNF \ je =

3.4. A nulladfokua divizorok esete

Legyen G egy graf és tekintjiik a D, ..., Dy nulladfokd divizorok halmazat. Vagyis d; =
deg(D;) = Omindeni € {1,...,k}-reésekkor Y.r  n;d; = Omindenn = (n,,...,n;) € N*
vektor esetén. Tehdt, barmilyen G graf és Dy, . . ., D, divizorok esetén, amelyekre teljesiil, hogy
degD;, = d;, =0, Vi = 1,... k fenndlla 0 < Zle n;d; < 2g — 1 egyenlGtlenség. Vagyis a

Pe b, ...p, (t) Poincaré sort divizorosztalyok szerint fogjuk felbontani, igy tehét

[D]€Jac(G)

= Y |+ Dt (3.6)

[D]€Jac(G) neNk,
¥ niDi€[D]
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Felhaszndljuk a 2.20. megjegyzést, miszerint, ha degD = 0 és D nem principdlis divi-

zor, akkor r¢(D) = —1. Ilyen D divizor esetén (rq(D) +1)>.  ,one t™ Osszeg 0-t
i miDi€[D]
eredményez. Ugyancsak a 2.20.megjegyzé€s alapjan, ha Zle n;D; divizor principdlis, akkor

ra (Zle niDi) = 0. Ezt 6sszegezve és visszahelyetesitve a (3.6). egyenletbe kapjuk, hogy

0 0
Py o =0+1) Y = Y =P, (), 37
neNk neNk
Zle n; D; €Prin(QG) Zi?:l n; D; €Prin(G)
ahol [0] a (0,...,0) —val linedrisan ekvivalens divizorok osztélyat jeloli, vagyis a principélis
divizorokat.

A kovetkez6kben néhany sajatos esetet fogunk vizsgalni. Els6ként Manjunath [11] munka-

jaban megjelend esetet targyaljuk, amikor D; = v; — vy minden: = 1,... &k — 1 esetén.

34.1. A D; =v; — v, eset letargyalasa

Ebben az esetben kapcsolatot lehet teremteni a G graf Laplace matrixa és a
OG.Dy,...Dp_; - 71— Pic(G) csoporthomomofizmus magja kozott. Ezt a kapcsolatot Manju-
nath [11, Prop.2.4] fogalmazta meg. Miel6tt kiejelentenénk az éllit4st, amely megfolgalmazza a
fent emlitett kapcsolatot, egy tételt [ 14, Thm.1.17.] fogunk ismertetni, amelyre sziikségiink lesz

a bizonyitds sordn.

3.24. Tétel ([14]). Legyen GG egy r rangii szabad Abel csoport és H egy részcsoportia G-nek.
Ekkor G/ H pontosan akkor véges, ha G és H csoportok rangjai megegyeznek. Mitobb, ebben az
esetben, ha x1,%s,...,x, a G és yi,Yyo,...,y, a H csoport egy egész bdzisa és y; = Zj a;;T;

mindent =1, ...,r esetén, akkor

|G/H| = | det(ay)|.

3.25. Tétel ([11]). Egy G grdf és a grdfon értelmezett D+, ..., Dy_1 divizorok esetén a
OG.Dy. Dy ZF1 — Pic(G) csoporthomomorfizmus magja, Ker(¢c.p,...D._,) Olyan rész-

rdcsa a 7F7' rdcsnak, amelyet a b, .,bk,l} 1 vektorok generdlnak, ahol b7;| b1 @

e
Laplace mdtrix i—edik sordnak lesziikitését jelenti az elsé (k — 1) koordindtdra. Tovdbbd a

[ZF=Y: Ker(¢G.p,...p,_,)| index megadja a grdf feszitdfdinak a szdmait.

Bizonyitds. Tekintjik az Ay == (1,...,1)* NZF = {(ay,...,a;) € ZF"' | S0} a =

0} récsot és a Ly Laplace rdcsot, amelyet a (Q(G) Laplace madtrix sorai feszitenek ki.
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A 2.15. tételbdl tudjuk, hogy D = (di,...,dy_1) € Div’(G) divizor principdlis, ha Q(G) -
XT = (dy,...,dp_1)T egyenletnek van egész megolddsa, vagyis a Prin(G) principalis divi-
zorok csoportjt azonosithatjuk az Lg Laplace raccsal. Mivel D; = (1,0,...,0,—1), Dy =
(0,1,...,0,—1),...,Dr_q = (0,0,...,1,—1) elemei az A,_; racsnak, igy barmilyen egész

skaldarokkal vett linedris kombindciéjuk esetén teljesiil, hogy n1 D + ...ng_1Dp_1 € Ag_1.

Tovabba mivel Dy, ..., Dy, linedrisan fiiggetlenek és A;_; dimenzidja megegyezik a divi-
zorok szdamadval, ezért a linedris algebrabdl ismert alternativa tétel alapjan {D,..., Dy_1}

egy bazisa A;,_;—nek. Tovabbd, mivel A, ; tartalmazza az Osszes nulladfokd divizort és Lg
csak a principalis divizorokat, ezért Ly C Aj_4, igy barmilyen Laplace racsban 1év6 elem
felirhat6 egyértelmtien D, ..., Dy_; vektorok egészekkel vett linedris kombinacidjaként és
igy a Laplace matrix elsé (k — 1) sora is. Ha b; jeloli a Laplace matrix i—edik sordt, akkor
b= S (bil,,) - Di, abol (bi|k1>j jeloli a by|, , vektor j-edik koordindtdjdt. Mivel

J
A madsodik 4llitds bizonyitdsdnal az elGbbieket fogjuk felhasznalni. Mivel Ker(é¢ p, .0, ;)
egy (k — 1)—ed rend részcsoporjta Z*~* szabad Abel csoportnak és b; ’k—l’ ooy b }k_l egy

egész bazisa a 3.24. tételt alkalmazva kovetkezik, hogy

T
det (i, bl b,y ‘ . (3.8)

Eszrevessziik, hogy a Q(G),_; métrix megegyezik a a (3.8). egyenlet jobb oldalaval, igy al-

.....

feszitd6fdinak szamat. |
V1 v3 v2
@ L @
G:
3.6. abra

3.26. Példa. Tekintjikk a 3.6. abran lathat6 G grafot és Dy = vy — vz = (1,0,—1), Dy =
vy —v3 = (0,1, —1) divizorokat. A G graf Laplace matrixa

36



3. FEJEZET: GRAFOKON ERTELMEZETT POINCARE SOROK

valamint tekintjiik a ¢¢ p, p,: Z?> — Pic(G) homomorfizmust. Ekkor Ker(¢¢ p, p,) egy rész-
rdcsa a Z*-nek, amelyet a (1,0) = b, 1

5 (0,1) = b2|2 vektorok generdlnak, vagyis

Ker(é¢,p,.p,) = span ((1,0),(0,1)) = {A1(1,0) + X2(0,1) | A1, A2 € Z} 72,

[Z*: Ker(¢G.p,.p,)] = 1, és ez valdban a feszit6fdk szama, mivel a 3.6. dbran megjelend graf
egy fa.
Tovabbmenve szeretnénk a D; = v; — vi, © = 1,..., k — 1 divizorokhoz rendelt Poincaré

sorrdl is tobbet megtudni.

..........
1111

teljesiil, hogy é¢.p,..p,,(N) = [ij niDl} = [0] € Jac(G). Mivel a Jacobi csoport,
Jac(G) = Div"(G)/Prin(G) véges és [D;] € Jac(G), minden i = 1,...,k — 1 esetén, ezért
barmely ¢ —re p; = ord(D;) véges szam, ahol ord(D;) a [D;] elem rendjét jeloli a Jacobi cso-
portban. Igy tehat

k-1 k—1 k—1
0] = ZNZ[DJ = (i Di] = [Z Nlel )
i=1 i=1 i=1
vagyis g = (fi;, ..., /lx—1) benne van a ¢¢ p, . p, , homomorfizmus magjiban. Ha tekintjiik
a g; = p;e; vektorokat minden i = 1,...,k — l-re, ahol e; jeldli a Z*~! i—edik standard

bazisvektorat, akkor teljesiil az alabbi allitas.

span(g1, . ..,gk—1) < Ker(é¢a.p,..p. ) < /A

Ugynakkor a span(gy, . . ., gr_1) részracsa Z*~'-nak és

|Zk’1/span(g1, . ,gk)| =115 s

Hasonléan, mivel Ker(é¢ p,...p,) < 7ZF—1, felhasznalva a 3.25. tételt tudjuk, hogy

.....

ahol Ng jeloli a G graf feszit6fainak a szamat. Felhaszndlva a 3. izomorfizmus tételt kovetkezik,

hogy
-

i=1p;

Neg
Az eldbbieket és a 3.16. tételt felhasznalva kijelenthetjiik az aldbbi tételt, amely kifejezi a D; =

‘Ker(gbG,Dl ----- Dk)/span(917 s 7gk:—1)} =
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v; — v, © = 1,...,k — 1 divizorokhoz rendelt Poincaré sort.

3.27. Tétel ([11]). Adott a G grdf, amely csiicsainak halmaza V (G) = {vy,ve,...,0.}. A G
grdfon értelmezziik a D; = v; — vy, i = 1,...,k — 1 divizorokat. Ekkor

ZT‘GB "

T (-

ahol B = {7‘ = (7’1,...,7’]6,1) < Ker(qu’Dl ..... Dk—l) ‘ 0 S Ty < Mg, Vi= 1,...,]1'- 1} és
pi = ord([Di]).

3.28. Példa. Tekintjiik a 3.6. dbran megjelend bambuszgrafot és Dy = vy — v3, Dy = vy — v3
divizorokat. Lattuk a 3.26. példdban a graf ()(G) Laplace matrixat. Igy a 3.25. tétel értelmében

a ¢¢.p,,p, homomorfizmus magjat, Ker(¢¢ p, p,)-t az (1,0) = b1‘2 és (0,1) = by, vektorok

B
generaljak, ahol b; | , Jeloli a Q(G) Laplace matrix i—edik sordnak elsd két komponensét. Vagyis
Ker(dg.p,.p,) NZ* = 72, igy g, = 1 - €1 = pye1 €8 go = 1 - €3 = pgey. Tehdt B = {r =

(r1,7m2) € Ker(éa.p,.p,) | 0 <1 <pi =1, Vi=1,2} ={(0,0)}, igy a 3.27. tétel alapjan

1

F6.py,p,(t) = Fo,py.p, (1, t2) = (I—=t)(1—t2)

U3

V4

3.7. abra

3.29. Példa. Tekintjiik a 3.7. abran lathat6 csillagszert grafot. Vessziikk a D; = v; — vy, Dy =
vy — v4 s D3 = v3 — v, divizorokat és meghatarozzuk a értelmezett Dy, D, D5 divizorokhoz

rendelt Poincaré sort. Hasonl6an fogunk eljarni, mint a 3.28. példa esetén. A G graf Laplace

38



3. FEJEZET: GRAFOKON ERTELMEZETT POINCARE SOROK

matrixa:

0o o0 1 -1
-1 -1 -1 3

Igy tehat Ker(¢c.p,.p,.p,) = span ((1,0,0), (0,1,0), (0,0, 1)), vagyis hasonléan a 3.28. példa-
hoz iy = pg = pg = 1és B = {(0,0,0)}. Tehat

1
1—t)(1—t2)(1—t3)

P6.py.py.ps (1,12, t3) = (

A 3.28 és a 3.29. példdk Poincaré sorait latva felmeriil a kérdé€s, hogyha vessziink egy tele-
jesen altaldnos fét, akkor hasonlé médon leirhaté-e a fan értelmezett D; = v; — vy, divizorokhoz
rendelt Poincaré sor. A kovetkez6kben ezt az eredmény fogjuk ismertetni és a példdhoz hason-

16an igazolni.

3.30. Tétel. Legyen G egy fa és legyen V(G) = {vq,...,vx} a grdf csiicsainak a halmaza.
Ertelmezziik minden i = 1,...,k—1eseténa D; = v; — vy, divizorokat. Ekkor a D+, ..., Dj;_1

divizorokhoz rendelt Poincaré sor

1

Pepy,..pw.(t)=Pep, b, (t1,... . tk_1) = m

alaku.

Bizonyitds. Mivel G egy fa, igy egyetlen feszitéfaja van. Felhaszndlva, hogy a Jacobi csoport

szdmossdga megegyezik a feszitGfak szamdval kovetkezik, hogy a |Jac(G)| = 1 vagyis a Ja-
cobi csoport csak a trivialis, [0] = [(0,...,0)] elemet tartalmazza. gy a [D;] elem rendje a
Jacobi csoportban 1 minden @ = 1,...,k — 1 esetén. Felirvaa B = {r = (ry,...,7%_1) €

Ker(ée.py..0py) | 0 <1 <p; Yi=1,...,k—1} = {(0,0,...,0)} halmazt és alkalmazva
a 3.25. tételt, azt kapjuk, hogy

A tovédbbiakban néhany példa erejéig még a D; = v; — vy, esetnél maradunk.

3.31. Példa. Tekintjiik a 2.3. dbrdan megjelend GG grafot és a grafon értelmezett Dy = vy — v3 €s
Dy = vy — v3 divizorokat. Tudjuk a 2.12. példabdl, hogy Jac(G) = Zs, igy mivel ellendrizhets
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a2.15. tétellel, hogy D; + 0, gy ord(D;) = i, = 3. Hasonléan ord(D,) = py = 3. Igy kapjuk,
hogy B = {r = (r1,r2) € Ker(é¢,p,.p,) | 0 <r; < 3,Vi=1,2}. Tudjuk tovabbad a 3.25. tétel
alapjan, hogy Ker(¢¢ p, p,) = span((2, —1), (—1,2)) tehat B = {(0,0), (1,1),(2,2)}. Ebben
az esetben a Poincaré sor a 3.27. tétel alapjan

1+ tity + 1543
(1= —1)

PG7D17D2 <t> =

A kovetkezd példaban a (3.7). egyenlet

Z " = Z t" (3.9)

neNk neKer(ég,p;,..., 0, )INE
Sk n;D;ePrin(Q)
alakjat fogjuk haszndalni.
G: v1 v2
vs
V4 v3

3.8. abra

3.32. Példa. Tekintjiik a 3.8. abran megjelend G grafot és a grafon értelmezett D; = v; — v

divizorokat, minden ¢ = 1,...,4 —re. Ekkor a 3.25. tétel szerint a ¢¢ p, .. p, homomorfizmus

.....

magjat a Laplace matrix az elsé négy koordindtdra leszlkitett elsd négy sora generdlja, vagyis

.....

hogy
wy = (37 07 07 0)7 Wz = (07 37 07 0)7 w3 = (07 07 37 O): Wy = (07 07 07 3) € Ker(d)G,Dl ..... D4)~

Tovabba megkeressiik a w1, weq, w3, wy altal generdlt 4 dimenzids parallelepipedonban megjele-

nd rdcspontokat, amelyek benne vannak a Ker(¢¢ p, .. p,) "N* rdcsban is, mert ekkor az dsszes

.....

Ker(¢a.p,....p,) N N* rdcson 1év6 pontot le tudjuk generdlni. Vagyis azokat az egész koordina-
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tdju pontokat keressiik, amelyek a parallelepipedonban taldlhatdak. Ezek a pontok tehat

A ={(0,0,0,0),(0,0,1,1),(0,0,2,2),(1,1,0,0),(2,2,0,0),

(1,1,1,1),(1,1,2,2),(2,2,1,1),(2,2,2,2)}.

Igy a (3.9) egyenlet alapjén

E tn — E tn+3)\1+3/\2+3/\3+3/\4
)

neKer(¢g,py,...,p, )N A1,22,A3,A4 >0
neA

amely alapjan a Poincaré sor a

P 1+ tgty + 1585 + tita + tit3 + trtatsts + t1tat3t] + t1t5tsts + t156565
G,Dq,..., Dy — -
v (1= )1 —3)(1 = £5)(1 — £3)

alakba irhato.

A kovetkezd fejezetben szeretnénk olyan eseteket vizsgalni, amelyekre Kiterjeszthetéek
a3.25.és a 3.27. tételeket.

3.5. A D; = v; divizorokhoz rendelt teljes Poincaré sor

Tekintjiik a G grafota V(G) = {vy, ..., v} csiicshalmazzal és a grafon értelmezett D; =
v; elsdfoku divizorokat, minden ¢ = 1,..., k-ra. kozott. Hasonléan fogunk eljarni mint az

el6bbi fejezetben: egyszer megvizsgdlunk néhdny példat, majd megfogalmazzuk és bizonyitjuk
észrevételeinket. A legegyszer(ibb esettel kezdjiik:

3.33. Példa. Tekintjiik a 3.6. dbran megjelend G fat és a Dy = vy, Dy = v9, D3 = w3 divizoro-
kat. A G graf Laplace matrixa:

ps: Z* — Div(G)/Prin(G) = Pic(G) csoport-
homomorfizmus. Tudjuk, hogy a homomorfizmus magja Ker(¢¢) = ¢5' (0) = {(n1,n2,n3) €
Z3 | niDy + naDy + nzDs ~ 0} megegyezik a {(ny,ny,n3) € Z> | (n1,n9,n3) = divf} hal-
mazzal, ahol f egy raciondlis fiiggvény G-n. Legyen f: V(G) — Z egy raciondlis fliggvény

Ahogy az eddigiekben is, legyen ¢¢ := ¢¢ p,

.....
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és f(v;) = fi, ahol f1, fo, f3 egész szdmok. Ekkor

ord,, (f) = Z (f(v1) = fw)) = fr — fo.

weV(G)

wn~v

Teljesen hasonléan ord,, (f) = 2fs — fi — f3 ésord,,(f) = f3 — fo. Tehat irhatjuk, hogy
Ker(¢g) = {(n1,n2,n3) € A | (n1,m9,m3) = (fi = fo, 2fa = fr— f3, f3— fa); fr, fo, f3 € Z}

= {(n1,n2,n3) € A | (n1,m2,n3) = Q(G) - (f1,f27f3>T; f1, fo, f3 € Z}.

Tehdt a homomorfizmus magjata b; = (1,—1,0),bs = (—1,2,—1) és b3 = (0, —1, 1) vektorok
generdljdk, amelyek megegyeznek a Laplace matrix soraival.

A tovabbiakban a D; = v; divizorokhoz rendelt ,.teljes" Poincaré sort is ki fogjuk szdmol-
ni. A G graf génusza g = 0, igy Z?:1 n;d; = Z?:l n; > 29 — 2 = —2, tehit barmilyen
(ny,n9,n3) € Z;O esetén az Ele n;d; > 2g — 2 esetben vagyunk. Ebben az esetben, ahogy
a 3.20. tétel bizonyitasaban is lattuk, ha [ = Zle n; akkor

3

; n

> Fobr.o®)= 3 (Zm + 1) .
1>z neN3 \i=1

Tehdt a P = {x € R? | 23:1 z; > —2} = R3, amelynek a generdtorfiiggvénye

n __ ni n2 n3 — 1
fop)= ) ¢ —(Ztl>'<th)‘(Z%)‘(1_t1><1_t2><1—t3>'

’nEﬁBﬁZZﬂ n1>0 no >0 n3>0

Hogyhaa (37,0, — >0 1+1) = (30_, 9., — 2) opertorral hatunk az f (%; t) generétor-
fliggvényre, akkor kapjuk, hogy a Poincaré sor

1 1
PG(t) = PG,D1,D27D3<t1’ t2’t3) - (1 — t1)2(1 — t2)(1 — tg) - (1 - tl)(l - t2)2(1 - t3)+

1 -2
=)=t =52 (1=t =) (1 —13)

A fenti példan eszkozolt szdmolds éltaldnosan a kovetkezoképpen fogalmazhatd meg.

3.34. Tétel. Legyen G grdf, amelynek génusza g < 1. Ekkor D; = v; divizorokhoz rendelt
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3. FEJEZET: GRAFOKON ERTELMEZETT POINCARE SOROK

Poincaré sor
k

Z k+g—1
(1—t 2H’tl(1 —t;) T, (1-t)

=1
J?él

Bizonyitds. Mivel a ¢ < 1, igy a 2g — 2 mindig negativ szam. Tehat barmilyen n =
(n1,...,ng) € ZE, esetén teljesiil a ZZ (i > 2g — 2 egyenl6tlenség. Ekkor a 3.20. tétel
bizonyitdsa alapjan

k
Y Pép.p = (Zni—i-l) £,

>0 neNk \i=1

Igy tehat P = {x € Q¢ | °F 2, > 0} = Q" apoliéder, és generdtorfiiggvénye

n __ Y — 1 I

nepnzs n;>0

Ahogy a 320. tételben is lattuk, az  f(P;t) generdtorfiiggvényre a

(ZZ 100 = Z —9+ 1) = <Zf:1 Oy —(k+g— 1)) operatorral hatunk és kap-
juk, hogy
i _ k+g-1
i=1 1 _t J 1]75@(1 tj) H§:1(1 - ti)
[ |

3.35. Példa. Tekintjikk a 3.8. dbran megjelend G grafot és a D; = wv; divizorokkal minden
t=1,...,5-re. Ekkor a graf génusza g = 6 — 5 + 1 = 2 és a graf Laplace maétrixa:

0 0 -1 -1

2 -1 0 -1

QG =10 -1 2 0 -1
-1 0 0 2 -1

~1 -1 -1 -1 4

Els§ 1épésben meghatdrozzuk a ¢ := ¢g.p,...ps: Z° — Div(G)/Prin(G) csoporthomomor-

.....

fizmus magjat. Hasonl6an, mint a 3.33. példa esetében irhatjuk, hogy
Ker(¢g) = {n € Z° | (n1,...,ns) = div(f), valamilyen f: V(G) — Z-re}

Ekkor Ker(¢g)—ta by = (2,0,0, —1, —1), by = (0,2, —1,0, —1), by = (0, —1,2,0, —1), by =
(—=1,0,0,2,—-1), bs = (—1,—1,—1, —1,4) vektorok, a Laplace matrix sorai generaljak.
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A kovetkezbkben a D; = v; divizorokhoz rendelt ,teljes" Poincaré sort fogjuk meghatdroz-
ni.

Han = (ny,...,ns) € N° esetén teljesiil, hogy | = Z?=1 n; > 2g — 1 = 3, akkor a 3.20.
tétel bizonyitdsa alapjan

ZPGZ)Dl ..... D5t Z (Zm-l—l)t"

>3 neN>° =1

Ekkor a B = {(ny,...,n5) € RS | m; >0, Vi = 1,...,5és >0 n; > 3} poliéder ge-
neratorfiiggvényének meghatarozdsdhoz alkalmazzuk a 3.14. Brion tételt. A ‘B poliédernek 5
cstcsa van, és ezek a kovetkezok: v, = (3,0,0,0,0), v, = (0,3,0,0,0), v3 = (0,0,3,0,0),
vy = (0,0,0,3,0) és vs = (0,0,0,0,3). Ekkor tetszSleges v; csucs esetén az érintSkip

cone(P,v;) ={x € R° | 2; >0, i # jésay + Ty + 23 + 24 + 25 < 0}

alakba frhat6, igy, ha m € cone (3, v;), akkor léteznek Ay, . .., A5 pozitiv szamok dgy, hogy

:_UH_Z)‘ (ei+e€j)+ A\ - e,

1753

ahol ¢; jeloli a Z° i—edik standard bazisvektorat. Tehét tetszSleges v; esetén a cone (R, v;) érin-

tékdp generatorfiiggvénye

1
t3(1 — ti)H?zl(l — t;t;)
i#j

f(cone(B,v;),t) =

Felhasznélva az el6bbieket és a 3.14. Brion tételt, kapjuk, hogy a 33 poliéder generatorfiiggvé-

nye

5
1
fOB;t) = ,
; (1 —t)I_ (1 — tit;)
i#]
amelyre a (Z?:1 O — S0 1—g+ 1) = (Z?Zl d,, — 6) operatorral hatunk. A miveletek
elvégzése utan kapjuk, hogy

5

5 5
7
<ZZ1 o 6) fan = ZZI Zl (1 —t)(1 —tit;)?I1° (1 —tity) i

Jj; ki ki
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Dy P ; '
A =)0 (1 —tit;) (1 =t (1 — tity)

J#z JF#i

t,
+Z Z (1 —t;t)2t3 (1 — t)IT o1 (1 — tity) (3-10)

-\ ; kAikt]
A kovetkezd 1€pésben meghatdrozzuk, azokat a monomokat, amelyek a parcidlis derivilds utdn
megjelentek az Osszegben. Tekintjilk az [ C {1,2,3,4,5} részhalmazt és a H; = {x =
(v1,...,25) €RS| 37 @, =2g—1—3",, 1} hipersikokat. Mivel d; = dy = d3 = dy = d5,
ezért J{SZ.} = {1,2,3,4,5}, mindeni = 1,...,5 esetén és J; = (), minden 1-nél nagyobb szi-
mossdgu részhalmazra, tehét az aldbbi tagokat le kell vonjuk a (3.10). egyenlet jobb oldalabol.

5 5 5
T AT D ity (3.11)
i=1 i=1 j=1
i#]
Igy meghatdroztuk a > >3 g ) részt.

Ha Zz 1 ni < 3, akkor sziikséges meghatdrozzuk a legfennebb masodfoku divizorok rang-
jat. Az els6foku divizorokat vessziik el6bb €s az értelmezéssel fogunk szamolni. Mivel minden
D; = wv; divizor esetén létezik D’ = v; elsfoki divizor tgy, hogy D; # D, igy kovetkezik,
hogy az els6foku divizorok rangja 0.

Mivel a Kz = 2 - vs kanonikus divizor masodfoku, ezért a masodfokd divizorok esetén
érdemes a Riemann-Roch tétellel szamolni. A D} = 2 -v;,i = 1,...,4 divizorok esetén K —
D! = vs — v; nem lesz principdlis, igy a 2.20. megjegyzésbdl adéddan r¢(Kg — Di) = —1, és
Riemann-Roch tétel szerint 7 (D}) = 0. Mivel K — 2 - v; = 0 principdlis ezért rg(2vs) = 1.
Ellendrizhet8, hogy v1 + vy — 2v5 és vy + v3 — 2v5 divizorok principélisak és az Osszes tobbi
v; + v; — 2v5 nem princpidlis, ahol ¢ # 7, igy alkalmazva a Riemann—Roch tételt, kapjuk, hogy
ra(vi +vg) = rg(ve +v3) = 1 8s re(v; + v; — 2v5) = 0. Tehdt dsszegezve azt kaptuk, hogy

S PP ) =ti bttty bty by + 62+ 138262 4 22
Z?:l ni<3
¥ niD;€[D]

Ftite + tits + 2b1ta + tits + 2ots + bty + tots + tats + tats + tats.

Jeloljiik a (3.10) egyenlet jobb oldaldt ¢(t)—vel és ekkor a D; = v; divizorokhoz rendelt Poin-
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caré sor
Pg(t) = q(t) +t1 + ty + t3 + tg + t5 — 6] — 6t5 — 65 — 65 — H5tz—

—6t1ty — 611t3 — Dl1ty — 6L1t5 — Doty — Otaty — 6tals — Gtgty — Otgls — Gtyls.

3.6. Poincaré sorok sulyozott grafokon

Ebben a fejezetben az eddigiekben targyalt grafokat dltalanositjuk, a csicsokat egy sullyal

fogjuk ellatni. Bevezetiink néhdny fogalmat Amini és Caporaso [1] munkdja nyomén.

3.6.1. Hurokélet tartalmazo grafok

Tekintiink egy G grafot és az {ey, es,...,e.} C E(G) hurokélek halmazat. Ekkor minden
hurokél belsejébe beszirunk egy csticsot és az 1étrejévé grafot G-val jeloljiik. Mivel V(G) C

~

V(G), értelmezziik a kanonikus injektiv morfizmust:

o*: DIV(G) — DlV(a), Z divi — Z dﬂ)i
)

veV(G veV(G)cV(G)

Hurokélet tartalmaz6 grafok esetén a rangot a ,,médositott" G grif segitségével vezetjiik be. Azt
mondjuk, hogy a D divizor rangja G—n

rZ(D) = ra(0*D),
ahol o*D € DiV(@) az el6bb bevezetett morfizmus alapjian. Ugyanakkor az egyszer(iség kedvé-
érta G grafon értelmezett o™ D divizor rangjat r z—vel fogjuk jeldlni. Fontos megjegyezni, hogy
a hurokélet tartalmazé grafok esetében a rang értelmezésének modositdsara a Riemann—Roch
tétel (1asd a 2.26. tétel) teljesiilése érdekében van sziikség.
Eszrevehetd, hogy |V (G)| = |V(G)| + ¢ és |E(G)| = |E(G)| + ¢, ahol ¢ jel6li a G grafban
a hurkok szdmdt. Ekkor g5 = E(G) — V(G)+ 1] = |E(@Q)] +c— V()| —c+1 =
|E(G)| — |V(G)| + 1 = g, tehat a kozonséges G graf génusza megegyezik a G hurokélet

tartalmazé graf génuszaval.

3.36. Példa. A 3.9. dbra baloldaldn egy hurokélet tartalmazd G graf lathatd, és mellette a jobb
oldalon a G graf lathato. Ellendrizhet6, hogy g¢ = 4 —2+1 =3 =7-5+1 = ga.
Ugyanakkor topoldgiailag az észrevétel azonnali, tudva, hogy a génusz megegyezik a graf elsé

Betti szamaval.
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3.9. abra

Hasonl6an a ,.kozonséges" grafok esetéhez, itt is bevezethetd a kanonikus divizor, és a rang
fenti értelmezésével kijelenthetd a Riemann—Roch tétel, amelyet Amini és Caporaso [1, Thm.
3.6.] bizonyitott.

3.37. Ertelmezés. A G hurokélet tartalmazé grafon értelmezett kanonikus divizor a kdvetkezd
modon adhaté meg
KE = Z (val(v) — 2) - v € Div(G),

veV(Q)

ahol val(v) megadja a v csticsbdl kiindil6 élek szamadt, valamint hurokél esetén kettGvel né a
val(v) értéke.

3.38. Tétel ([1]). Legyen G egy c darab hurokkal rendelkezd grdf és D egy a G grdfon értelme-
zett divizor. Ekkor teljesiilnek a kovetkezok:

a). (Riemann—Roch tétel)
r&(D) = rf(KE — D) = deg(D) — g+ 1.
b). (Riemann tétel) Ha deg(D) > 2g — 1, akkor

r4(D) = deg(D) — g.

3.6.2. Silyozott grafok

3.39. Ertelmezés. Azt mondjuk, hogy (G,w) (csucsain) stlyozott graf, ha G egy kozonséges
graf és w: V(G) — Z>( egy sulyfiiggvény a csticsok halmazan. Ha w = 0 akkor (G, w) grafot
sulytalannak nevezziik.

3.40. Ertelmezés. A (G,w) sulyozott graf génuszat a kovetkezGképpen értelmezziik

9(G,w) == g(G) + Z w(v).

veV(G)
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(G,w): ® ¢
3.10. abra

3.41. Példa. Tekintve a 3.10. dbrdt legyen w: V(G) — Z>, sdlyfiiggvény tgy, hogy w(v,) = 2
és w(vy) = 1. Ekkor (G, w) egy stlyozott grif és génusza gy = 0+ > -, w(v;) = 3.

A (G, w) silyozott grifhoz tarsitsuk a G* silytalan grafot dgy, hogy (G, w) minden v csd-
csdhoz w(v) szdmd hurkot szerkesztiink. Ekkor azt mondjuk, hogy G* a (G, w) silyozott graf
virtudlis grdfja. Példaul a 3.9. dbrdn megjelend baloldali graf a virtuélis grafja a 3.10. dbran
megjelend sulyozott grafnak. A silyozott graf és a virtudlis graf génusza, valamint csicsainak
halmaza megegyezik.

A (G,w) sulyozott grafokon is értelmezhetjiik a divizorokat, és a divizorcsoportot
Div(G,w) = Div(G*) = Div(G).

3.42. Ertelmezés. Legyen (G, w) egy silyozott graf és D € Div(G,w). Ekkor a kovetkezdkép-

pen értelmezziik a D divizor rangjat:
r(Gw) (D) = réﬁw(D) =rg(D).

3.43. Ertelmezés. A (G, w) sulyozott graf kanonikus divizorja megegyezik a 3.37. értelmezés-
ben bevezetett kanonikus divizorral, vagyis

Kuw = KZ. = Z (valge (v) — 2) - v € Div(G, w).
veV(G¥)

Mivel tudjuk, hogy a stlyozott graf génusza megegyezik a hozzarendelt virtudlis graf génu-
szaval €s, ha alkalmazzuk a 3.38. tételt, kapjuk, hogy

deg(K(Gw)) =2+ 9(G,w) — 2.
3.44. Példa. A 3.10. dbran megjelend stlyozott graf kanonikus divizoranak alakja
Kiguw =Kl =(4+1-2) v+ (2+1—-2) v =3 v + vy,

és fokadeg(Kgw) =3+1=4=2"gcw — 2.

A fenti értelmezésekkel a Riemann—Roch tétel €s a 2.20. megjegyz€s 2. éllitasa altalano-

sithat6 a stlyozott grafok esetére is. Ezt fogjuk kijelenteni a kovetkezd tételben, amelynek a
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bizonyitds megtaldlhaté Amini, Caporaso [1, Thm.3.8.] munkdjdban.
3.45. Tétel ([1]). Legyen (G,w) egy silyozott grdf.

a). Bdrmilyen D € Div(G,w) esetén teljesiil, hogy
T(G’w)(D) - T(G,w)(K(G,w) — D) =degD — 9JGw) T+ 1.
b). Bdrmilyen D, D’ € Div(G,w) divizorok esetén, amelyekre D ~ D, teljesiil, hogy

T(G,w) (D) = T(G,w) (D/)

3.46. Ertelmezés. Legyen (G,w) egy stlyozott graf és Dy, D,, ..., Dy a divizorok egy véges
halmaza. Ekkor a D1, ..., D, divizorokhoz rendelt Poincaré sort a

Pewypronp(t, ) = Y (Few(mDi+ . npDy) + 1) 4yt
(nl,...,nk)ENk

kifejezéssel értelmezziik.

Mivel a (G, w) silyozott grafon értelmezett D divizor rangja megegyezik a G¥ kozonséges
grafon értelmezett D divizor rangjdval, ezért a Poincaré sor szdmoldsa hasonl6an torténik mint

kozonséges grafok esetében.

3.47. Példa. Tekintjik a 3.10. dbrdn megjelend (G,w) silyozott grifot az w: V(G) —
Zso, w(v1) = 2,w(vy) = 1 silyfiiggvénnyel. Tovdbba tekintjik a (G,w) graf virtudlis
grafjat a G grafot, amely a 3.9. dbra bal oldaldn l4that6. Legyenek tovdabbd a Dy = v és
Dy = vy € Div(G,w) divizorok. Ekkor a (G, w) stlyozott grafon értelmezett D, Dy divizo-
rokhoz rendelt teljes Poincaré sor alakja

P(G,w),Dl,Dg (tl,tg) = Z (T(G,w) (n1 U1 —+ nog - 1]2) + 1) . t?l . t;lz_

ni,n2€N

Ertelmezés szerint T(Gw)(N1-V1+N2-V2) = T (N1 -v1+ng2-v2) igy a (G, w) silyozott grafon ér-
telmezett D, Dy divizorokhoz rendelt Poincaré sor megegyezik a stlyozott graithoz rendelt Ge
kozonséges grafon értelmezett Dy, Dy divizorokhoz rendelt Poincaré sorral. Hasonl6an fogunk
eljarni, mint az eddigi esetekben.

Mivel d; = deg(D;) = dy = deg(Ds) = 1, ezért nid; + nads = ny + noy, valamint a
(G,w) silyozott grathoz rendelt Ge kozonséges graf (3.9. dbra jobb oldaldn lathatd) génusza
9eo =T7T—5+2=3.
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Hang +ny > 2-g—2 = 4, akkor tekintjiik a P = {(n1,n) € RL | ny +ny > 5} poliédert.
Ezutan meghatdrozzuk a poliéder generatorfiiggvényét.
A Brion 3.14. tételt fogjuk alkalmazni. Tudjuk, hogy a v; érint6kipja

cone(P, vy) = {(z1,22) € Ri | 21 > 0,21 + 29 > b} =
={(5,0) + A - (1,0) + Ao - (=1,1) | Ay, Ay > 0}
és a vy érintékipja
cone(P, v1) = {(z1,72) € RZ |2y > 0,21 + 22 > 5} =
={(5,0) + A1 -(0,1) + Ao - (1,1) | Ay, Ao > 0}
Igy kapjuk, hogy

1o 12
1 + 2
(1—t)(1—t7') (1 —t)(1 —tityh)

f(mv t1, t2) =

Ekkor a kapott generatorfiiggvényre hatunk a (0;, +0;, —4) operétorral. Meghatdrozvaa Hy =
Hpy = {z € R* | &1 + 29 = 4} és Hyy 9y = {o € R? | 21 + 25 = 3} hipersikokon a dervidlds
esetén megjelend plusz pontokat kapjuk, hogy a Poincaré sor elso része a kdvetkezé alaku

(46 + Btaty + 5ty — 6ta)t7 (443 + Staty + 5ty — 6t1)15
(1—t1)2(t — £)? (1= t2)2(t = 1)?

pY (b1 ts) =

l=n14+n2>5
—6t} — 63ty — 61212 — 6t1t5 — 6t5. (3.12)

Ha n; 4+ ny < 4, akkor a Poincaré sort divizor osztalyok szerint fogjuk felbontani.

Els6foku divizorok esetén olyan természetes szamokbdl 4116 szampdarokat keresiink, amelyre
nidy + nady = ny + ne = 1. Vagyis (n1,n2) € {(1,0), (0,1)}, tehat két els6foki divizor van,
aDy =wv és Dy = vs.

El6szor is a 2.20. megjegyzés alapjan tudjuk, hogy r4 (D;) < deg(D;) = 1, i = 1,2.
A rang 2.19. értelmezése alapjan a Dy = wv; divizor rangja akkor lehet 1, ha barmely £ ¢
Divfr(é;) els6fokd, effektiv divizor esetén létezne D' > E dgy, hogy D’ € [D]. Ekkor a F =
v3 € Divl ( @) els6foku divizor esetében kvetkezne, hogy vs ~ v;. Ezen linedris ekvivalencia

50



3. FEJEZET: GRAFOKON ERTELMEZETT POINCARE SOROK

ellendrzésére a 2.15. tételt fogjuk alkalmazni, ezért felirjuk a G graf Laplace matrixat,

5 -1 =2 =2 0

~1 3 0 0 -2

QG)=|-2 0 2 0o o
2 0 0 2 0
0 -2 0 0 2

Mivel a Q(éﬂ\” )+ XT = (1,0,-1,0,0)T egyenletnek nincs egész megolddsa, kovetkezik, hogy
v3 % vy, gy TGe (v1) nem lehet 1. Ekkor mivel v, effektiv, az értelmezés alapjan kovetkezik,
hogy 74 = 0. Teljesen hasonlé gondolatmenettel igazolhatd, hogy rx (v2) = 0.

Tovébblépiink a masodfoku divizorok esetére. Hirom masodfoku divizor, a 2- vy, v1 +vy és a
2-v9 divizorok esetén kell meghatdrozni a rangot. Ezekben az esetekben is még az értelmezéssel
fogunk szamolni. A 2 - vy divizor rangja 1, mivel minden elséfokd E! = v;,i = 1,...,5 divizor
esetén 1étezik D) = 2 - v; > E! divizor, ugy, hogy D} ~ 2 - vy, de 1étezik olyan D" = v3 + vy
masodfoku divizor, amely nem linedrisan ekvivalens 2-v;—vel. Ellen6rizhetd, hogy 2-v; ~ 2-vs,
igy ra(2v2) = 1.

Hasonl6an fogunk eljarni a v; + vo divizor esetén is. Mivel D" = v3 + vy o% vy + v9, ezért
76w (v1 +v2) nem lehet 2. Tovdbbd barmilyen E] = v; € Divi(@) esetén 1étezik D} = 2-v; >
E! divizor ugy, hogy D) ~ v + vy, ezért az értelmezésbsl adddan itt is kovetkezik, hogy
Té}, = 1.

A harmadfoku divizorok esetén a Riemann—Roch tétellel fogunk szdmolni. Ehhez sziiksé-
ges, hogy meghatdrozzuk a G graf kanonikus divizorjat, amely

Ké},:?)"l}l—f—vg.

Ekkor felirva a 2.26. Riemann—Roch tételt a 3 - v; divizorra, kapjuk, hogy
rge(3-v1) —rg(ve) =3 -3+ 1.

Mivel tudjuk, hogy r4 (v2) = 0, igy kovetkezik, hogy 74 (3 - v1) = 1. A 2 - v1 4 v, divizor
esetén Ko — 2 - vy — vy = vy, igy itt is alkalmazva a Riemann-Roch tételt kapjuk, hogy
Taw(2-vi +vg) = 1. Avy 42 - vy divizoresetén a K, — v) — 2 - v2 = 2 - v — v, amely egy
els6foku divizor, és mivel nem létezik olyan els6fokd, effektiv E divizor, amelyre £ > 2-v1+vs,
ezért rg (2-v1 +v2) = 0,1gy g (v +2-v2) = 1. Az utolsé harmadfoki divizor, a 3 - v, esetén
Kz —3-vy =3 -v; — 2 v3. Teljesen hasonl6an az el6bbi magyarazathoz, itt is kovetkezik,
hogy 77(3-v2 —2- 1) = 0,ésigy 15 (3 - v2) = 1.

Legutolsé esetként a negyedfokud divizorokat vizsgaljuk. Mivel tudjuk, hogy K ~; negyed-
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fokd, igy minden negyedfoki D divizor esetén teljesiil, hogy deg(K 5 — D) = 0. Igy elégséges
azt ellendrzini, hogy K; — D divizor principalis-e. Megvizsgélva az eseteket, €s alkalmazva a
Riemann-Roch tételt azt kapjuk, hogy az 6sszes negyedfoku divizor rangja 2. Ismerve az dsszes
sziikséges divizor rangjét, felirhatjuk a Poincaré sort erre a részre is:

> Py (ti,te) = bty Ftg+2- 82 4242424 -ty +-2- 3 4282ty + 21 - 1242 15+

G¥,D1,Ds
0<i<4

3431ty + 3131543t -t 4+ 315 (3.13)
Végiil a (3.12) és a (3.13) egyenletek alapjan kapjuk, hogy a Poincaré sor

o _ (488 450ty + 5t — 6t)t7 | (483 + 5tats + 5ty — 6t1)t3
G¥,D1,D, (1 - tl)Q(tl - t2)2 (1 - t2)2(t2 - t1)2

+1 4ty g + 27 4+ 285 + 2yt + 285 + 25ty + 2t1t5 + 25—

3t =33ty 3243 -3t -t —3-15.
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